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WSTEP

Gospodarowanie jJest tak stare, jak stary jest rodzaj
ludzki, ale na réznych szczeblach rozwoju spoteczerstwa
gospodarowanie wymagalo rdéznych zasobéw wiedzy 1 umiejet-~
nosdci.

Na niskim szczeblu kultury materialnej cata wiedza o gospo-
darowaniu opieraia sie na tradycjl wzbogacanej minimalnie
biezqcym dodwiadczeniem, Prymitywny podzial pracy, lokalny
charakter produkcji i dystrybucji rzadko uzupeinianej przy-
padkowg wymiang nadwyzek, prosta 1 przejrzysta organizacja
pracy - wszystko to nie wymagalo glebszych dociekan 1 roz-
wazan majgcych na celu usprawnienie proceséw produkcji,
ktére 1 tak byly proste i1 nieskomplikowane,

Dodwiadczenla starszych rodu 1 fatalistyczne poddawanie si¢
Zzywiotom, to byly dwa zasadnicze elementy wyznaczajgce go-
spodarczg dzialalnoéé czlowieka,

Jednak wraz z post¢pem technicznym, wraz z rosnacym zapo-—
trzebowaniem na dobra produkcyjne powstaje koniecznos$é po-
znawaqia mechanizméw 1 praw rzgdzgqcych procesami gospodar-
czymi, jJego obiektywngq strukturg 1 dynamikgq. Konilecznos$é
ta rodzi sie¢ miedzy innymi i po to, by méc ustalaé obiek=~
tywne mozliwos$ci dzialania a tym samym wyznaczaé realistycz-
ne a nie woluntarystyczne cele dziatalnosci, Réwmoczesdnie,

z drugie) strony okazuje sie¢, 2e na to by dzialaé nie wystar-
czy drogg nawet najsubtelniejszych abstrakcji ustalié kie-
runki dziatania, trzeba tez wiedzieé jak dziataé, gdyz



w praktyce zyclia gospodarczego do kierowania gospodarks
planowg -~ 1 to niezaleznie od szczebla -~ nle wystarcza wie-
dza o kategoriach i prawach ekonomicznyoh, jak tez nie
wystarcza sama praktyka i doswiadczenie, Wynika to z tego

iz wobec bogatej struktury organizacyjnej, duzej liczby
ograniczen, czesto bliskich sprzecznosci rosngcego zapotrze-
bowania na dobra produkcyjne decyzje podejmowane w oparciu

o0 intuicje nie mogg byé decyzjami optymalnymi,

Na kazdym kroku czlowiek w swojej dzialtalnoscli napotyka na
konieczno§é wyboru optymalnego, w danych warunkach wariantu
dziatania, czestokroé nie zdajqc sobie sprawy z istnienia
formalnych metod optymalizacyjnych,

Mozna dyskutowaé, czy znajomosé tych metod jest mu potrzebna,
a po drugle, czy w kazdej sytuacjl aparat formalny da sie
zastosowaé, Znamiennym jest tu przyklad oytowany przez

prof, Z,Czerwinskiego: "kasjer w celu obliczenia naleznosci
za zakupiony towar wyznacza iloczyn skalarny dwéch wektoréw:
zakupu i1 cen, nic na ogél nie wiedzgac o istnieniu takiego
iloczynu",

Nie ulega jednak wgtpliwoscl, Ze wszg¢dzle gdzie decyzje
dotycza grup spolecznych, dzialalnosci gospodarczej czilowieka
czy tez systemu, tam muszg one byé podejmowane w oparciu
o obiektywne przestanki, I coraz czesclej cziowiek w swoje]
dziatalnosci gpspodarczej ucieka si¢ do pomocy metod mate-
matgcznych, Metody matematyczne bowiem utatwiajg wybdér wia-
Sciwej drogl realizacji zamierzen, a czg¢sto majg przekonad
o niemozliwoscl zrealizowania w danych warunkach tego, czy

innego czgstkowego zadanlia, W najgorszym razie rozwigzanie



uzyskane drogg formalizacji zagadnienia stuzyé moze do
kontroli rozwigqzania intuicyjnego lub stanowié konkuren_
cyjny wariant do rozwigzan proponowanych przez praktykéw,

NajJszersze 1 najefektywniejsze zastosowanie metod matema-
tycznych notuje si¢ wszedzie tam, gdzie przedmiotem rozwa-
Zan sgq problemy o charakterze ekonomiczno-organizacyjnym,
Dotyczy to zwlaszcza zagadnien, gdzie idzie o wybér naj-
lepszego z wariantéw technologicznych, rodzajéw kooperacji
czy tez rozwigqzan transportowych.

Wobec ewidentnych korzysci plynacych ze stosowania metod
matematycznych, praktyka coraz smielej formutuje zadania
pod adresem nauki, Wiele rozwigzani znajduje zastosowanie,
wiele jednak wobec duzego stopnia komplikacji obliczen,

a wiec trudnosdci czysto rachunkowych, pozostaje rozwigza-
niami tylko teoretycznymi, Dopiero stosowanie elektroniczy
nej techniki obliczeniowej umozliwia wprowadzanie nowych
rozwigzan do praktyki,

Atakuje sig¢ coraz to nowe dziedziny, idea optymalizacji
staje si¢ obowiazujace doktryng w dzialalnosci gospodarcze]
czlowieka, Dostrzega sie mozliwoscli optymalizacji nie tylko
kosztéw, czy tez zysku, przedmiotem optymalizacji staje

sle czas. Juz nikt nie watpl w znaczenie minimalizacjl czasu
wykonania zadanych zadan, W literaturzel znalezé mozna na-
stepujace argumenty: "Skrdécenie cyklu produkcyjnego przy-
nios toby przedsigbiorstwu nastepujgce korzysci:

1 patrz Organizacja 1 planowanle w przedsiebiorstwie prze-

myslowym, pod red. A,Grossmana.



lepsze wykorzystanie wyposazegia technicznego,

zwiekszenle stopnia wykorzystania zdolnoscil produkcyjnych,
- wzrost produkecji,

-~ przyspieszenie krazenia srodkéw trwatyoh,

obnizenie kosztéw wiasnych",

Dodajmy od sieble, Ze skrécenie cyklu produkcyjnego poprzez
zablegl organizacyjne nie wymaga Zadnych dodatkowych nakta-
déw, a wdrozenie do praktyki rozwigzan nie pociaga za sobg
konsekwencji w postaci okreséw adaptacyjnych, ktére to okresy
charakteryzujg si¢ doraznym spadkiem efektdéw ekonomicznych
pPrzedsig¢biorstwa,

W latach 50-tych sformuiowane zostato zadanie z dziedziny
organizacji produkcjii.

Usiluje sig¢ budowaé optymalne harmonogramy zajeé, wyznaczacd
plan wykonywania zadanych w danym okresie ustug,

Zadanlia tego typu w pracy niniejszej nazwano zadaniami
programowania sekwencyjnego, gdyz optymalizuje sig¢ tutaj
pewien funkcjonal, ktérego wartosé zalezy w sposdéb istotny
od kolejnoécl wykonywanych czynnosdci.

Po raz plerwszy zadanie tego typu zostao sformulowane
przez Bellmana, Pierwsza préba jego rozwigzania pochodzi
od Johnsona, W latach 60-~tych notuje si¢ bardzo ozywiong
dzialalnosé majacg na celu wypracowanie metod jego rozwig-
zania, Prdéby te jednak koriczg si¢ raczej niepowodzeniem,
Zdaniem autora, jedng z przyczyn tego niepowodzenia jest to,

Ze proponowane rozwigzania majg czysto teoretyczny charakter.,

1 patrz S,Johnson .,.0Optimal Two-And Three-Stage Production

Schedules with Setup Times Included.



Wynika to z tego, Ze zadania te sg zadaniami krétkookreso-
wymi, Dane w zadaniach zmieniajg sie w bardzo krétkich okre-
sach czasu, co z kolel powoduje, Ze rozwigzanie optymalne
dla zadania rozwigzywanego wczoraj juz dla zadania, ktdre
trzeba rozwigzywaé dzisiaj jest nieaktualne,

Jednak z chwilg coraz szerszej komputeryzacji, a wigo latwe-
go dostepu do komputera, ktdéry gwarantuje szybkoéé wykony-
wanych obliczei zasadnicza trudnosé, o ktérej byla mowa
przestaje byé ograniczeniem, Z dnia na dzien bowiem, majac
wystarczajgace dane, mozna budowaé optymalne plany pod wa-
tunkiem, %e dysponuje si¢ odpowiednimi algorytmami,

Majac to na uwadze autor podjal prdébe zbudowania jedno-
litej teoril dla szerokiej klasy zadan sekwencyjnych, a wiec
zadan w ktérych nalezy wyznaczyé kolejnoéé zadanych czyn-
nosci, Dodajmy od razu, Zze zadanlia sekwencyjne stawiane
w literaturze sg szczegdélnymi przypadkami ogdélnego zadania
programowania sekwencyjnego zdefiniowanego w tej pracy.

Praca ta sklada sie z trzech zasadniczych rozdziaioéw
oraz dodatku,

Rozdziat pierwszy poswiecony jest formalnemu opisowi
zadan programowanlia sekwencyjnego., Uzywajgc modnego dzisia]j
terminu, w rozdziale tym zbudowano model matematyczny za-
gadnien sekwencyjnych,

W rozdziale tym podjeto réwniez prébe sformultowania warun-
kéw jakie muszg byé spelnione by bez szkody dla jakosci
rozwigzania, mozna byto wyjsdciowe zadanie rozbijaé na dwa,
lub wiecej zadania, ktérych rozwigzanie dawaloby Xacznie
rozwigzanle zadania wyjsciowego, Idzie bowiem o to, zZe

w praktyce spotyka sie zadania o duzych rozmiarach co powaz-
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nie utrudnia ich rozwigzanie. Praktycznie wéwczas nie ma
moZliwoéci wyznaczenlia dla takiego zadanla rozwigzania opty-
malnego, a rozwigzanie przybliZone moZe si¢ znacznie réznié
od optymalnego, podczas gdy dla zadan o matyoh rozmiarach
rozwigzania takie mozna uzyskiwaé,

Préba formalizacji i1 jej kierunek podjete w tym rozdziale
wynika z dwéch powoddw,

Po plerwsze, latwosé programowania dla celdéw elektronicznej
techniki obliczeniowej] tak sformulowanych zadadx,

Po drugie, cala bogatg strukture zadania w zaproponowanym
jezyku daje sie opisaé w miare prosto i w sposéb jednoznacz-
ny. Dotyczy to zwlaszcza zadain, w ktérych dane sg do zrealizo-
wania kilka technologii lub stanowiska sg wieloczynnosSciowe,
Wéwczas do opisu tych zadan uzywaé trzeba kilku maoierzy1

co z kolel rodzi okreslone trudnoséci przy maszynowej reali-
zacjl algorytmu wyznaczajgcego rozwigzanie takiego zadania,
Podejscie proponowane przez autora w niniejszej pracy jest
tego mankamentu pozbawione, Cale zadanie opisuje si¢ Jjedng
maclerza, rzecz jasna dzleje sig@ to kosztem jej wymiaru,
Dokladniej méwigc liczba kolumn macilerzy jest odpowiednio
wieksza,

W rozdziale drugim podano kilka przykladéw zadani progra-
mowania sekwencyjnego, ktdére spotyka sie w praktyce., Sag to
zadania z dziedziny organizacji produkcji, budowania harmo-
nograméw oraz ustalania planéw sSwiadczenia ustug takich jak
remonty czy tez naprawy, W rozdziale tym uzasadniono celowos$é
wprowadzenia do modelu niektdérych zatozen oraz podano odpo-

wiedniki z praktykl pojeé wprowadzonych w rozdziale plerwszym,

1 patrz L.,Warezak "O pewnym uogélnieniu zagadnienia sekwen-

cyjnego".



Rozdzial trzecl to rozdzial monograficzny poswiecony
prezentacjl znanych metod wyznaczania rozwigzania zadania
sekwencyjnego. Metody te powstawaly na bazie konkretnych
zadan, ktére sg szczegélng klasg zadan programowania sek-
wencyjnego nazwang W rozdziale plerwszym zadaniamil typu E,
Zadania te w przewazajacej wiekszoscl pochodzgq z dziedziny
organizacj1l produkcji,

Algorytmy te z koniecznosci nie mogly byé przytaczane w ich
oryginalnym brzmieniu lecz zostaly "przetiumaczone" na
Jezyk rozdziatu plerwszego, Omawiane metody podzielono na
cztery grupy:

-~ metody programowania cailkowito-liczbowego,

- metody podzialu 1 ograniczen,

-~ metody eliminacyjne,

- metody przyblizone,

Wszystkie omawiane metody zostaly ilustrowane prostymi
przyktadami, W rozdziale tym zawarto propozycje wtasne auto-
ra rozwigzywania tego typu zagadnien, Wymienmy kilka:

- modyfikacja metody podzialu i ograniczen,

- metoda grafowa,

- procedura Monte Carlo,

W dodatku, na kilkunastu przykladach dokonuje sie pordéw-
nania metod oraz ilustruje sie¢ zbieznosé procedury Monte
Ccarlo, Dane do przykiadéw byly generowane na maszynie cyfro-
wejJ z przedziatu [1,100] z rozkladem jednostajnym,
Wszystkle prezentowane tam wynikl wyznaczane byily na maszy-
nie cyfrowej ODRA 1204 w OSrodku Obliczeniowym Instytutu
Cybernetykl Ekonomicznej Akademii Ekonomicznej im,Oskara

Langego we Wroctawiu,



Sktadam gorgce podzig¢kowanie prof,dr hab, Z.,Hellwigowil
za zwrécenie mojej uwagi na podjetea w pracy tematyke, pomoc

i zachete w trakcie jej pisania,



1. MATEMATYCZNY MODEL ZADAN PROGRAMOWANIA SEKWENCYJNE GO

1.1, Uwagi ogdbélne

W rozdziale tym zaprezentowany zostanie abstrakcyjny
model zadan programowanla sekwencyjnego. Rozdzial ten sklada
sie z trzech czedci, z ktérych pierwsze dwie majg charakter
pomocniczy, natomiast w czesScl trzeclej formutuje si¢ zasad-
nicze zagadnienie tej pracy.

Jest rzeczg oczywlsta, Ze przystepujac do rozwigzania
dowolnego zagadnienla praktycznego nalezy dokonaé selekcji
danxch. W wielu bowiem przypadkach dysponuje sie¢ niekomplet-
nym, badZz za obszernym zbiorem danych, co utrudnia lub wregcz
uniemozliwia rozwigzanie zadania. W zwigzku z tym autor
uznat za celowe sprawom selekcji danych poswiecié nieco
miejsca w niniejszej pracy., Zagadnienie to oméwione zostalo
w plerwszej czesci ninlejszego rozdziatu,

Zagadnienlie sekwencyjne rozpatrywane w tej pracy dotyczy
szczegb6lnej klasy najogélniej pojetych proceséw produkcyj-—
nych, tzn, takich, w ktérych istnieje wzajemna odpowiednios$é
pomiedzy wyrobem a surowcem, z ktérego wyrdéb ten zostal
otrzymany, Wobec tego znajduje tu zastosowanie tzw, "zadanie
przydziatu", Poniewaz w literaturze, przedmiotowl temu po-
éwiecono wiele miejsca, znane i cytowane sa algorytmy roz-

wigzania tej klasy zadaﬁi, praktycznie rozwigzane jest za-

1 Galle "Teoria liniowych modeli ek°n°m1°ffgggfi w jezyku

J.Kucharczyk, M.Sysl0 "Algorytmy optyma
Algol-60",
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gadnienie wyznaczania przydzialoéw réwnowaZnychi, sprawy te
potraktowano w pracy marginesowo. Wiecej natomiast uwagi
poswigcono problemowi redukcji rozmiaréw zadania, co jest
wazne ze wzgledu na mozliwoséé uzyskania rozwigzania,

W tym celu wprowadza sig¢ zbiér [ , ktéry jest podzbiorem
produktu kartezjanskiego dwdéch wyjéciowych zbioréw S oraz
W, Nalezy zaznaczyé, %e zbidér [T jest dany 1 poszukuje sig
takiego jego podzbioru, by zbidr nastepnikéw byt doktadnie
zbiorem W, a réwnoczesnie by zadany funkcjonal uzyskiwakl
wartosé minimalng,

Okazuje sie, Ze cze¢sto zagadnienie wyjsciowe rozbié mozna
na dwa zadania mniejszych rozmiaréw i to tak, by ich roz-
wigzanie lacznie dawalo rozwigzanie zadania wyjsciowego.

Po to by mozna bylo stwierdzié istnienie takiej mozliwosci
wprowadza si¢ pojecie niezaleznosci podzbiordéw zbioru
Podaje sig¢ réwniez twierdzenie, ktére ma charakter konstruk-
tywny, tzn, wynika z niego sposéb wyznaczania niezaleznych
podzbioréw, W czesci tej znajduje sie¢ odpowiedni algorytm
wraz z dowodem jego poprawnosci,

W drugiej czescl przedstawiono pojecia 1 terminy niezbedne
do opisania zasadniczego problemu pracy. W tym celu wpro-
wadza sie¢ funkcje gpl oraz operator Tpl' Funkcja gpl
nie ma odpowiednika w praktyce, situzy jedynie do opisania
dziatania operatora Tpl’ ktéry daje sie¢ interpretowaé jako
operacja na wyrobie p-~tym. Wyréb lub surowiec w ninilejszej
pracy oplsany jest jako wektor, natomiast proces powstawa-
nia wyrobu, traktuje sie¢ jako kolejne zmiany skiadowych
wektora wyjéciowego,

1 M.Rymarczyk "O wyznaczeniu przydziatéw réwnowaznych",



Tak wigec operator ‘I‘p1 Jjest odpowlednikiem operacjli l=tej
na wyroblie p-~tym, Poniewaz caly proces sklada si¢ z wielu
takich operacji wykonywanych na réznych surowcach, wprowadza

sl¢ przeto zlozenie operatordw TM’ ktére mozna interpre~

D’
towaé jako pewien podzbidr D zbioru wszystkich operacji

K wykonywanych na podzbiorze detalil M,

Poniewaz interesuje nas kolejno$é dzialtania operatoréw nale-
zgcych do zlozenia, dlatego tez wprowadza sie¢ funkcje steru-
jaca oL . Czesto okazuje sig¢, Ze istnieje kilka operatordéw
dziatajgcyoh na 1l-tg sktadowg wektora p-tego, a co za tym
idzie, sa one nlerozréznialne z punktu widzenia wyniku dzia-
tania, W celu opisania takich sytuacji wprowadza sie¢ zbiér
operatordw Tbl. W praktyce oznacza to, 2e operacje¢e l-tg
na detalu p=-tym wykonaé¢ mozna na jednym z kilku stanowisk,
Odpowiednikiem stanowiska jest tutaj warstwa operatordw,
Poniewaz w praktyce wymaga sie by operacja wykonywana byla
na jednym tylko stanowisku, do modelu wprowadza sie¢ jeszcze
funkcje¢ sterujacag 3 , ktdérej zadaniem jest przydzielenie
odpowlednie]j operacji jednemu tylko stanowisku,

W trzecliej ozedci, po zdefiniowaniu niezbednych pojeé
formutuje sie¢ zagadnienle sekwencyjne, Uprzednio jednak
wprowadza si¢ funkcje © oraz @ ., Funkcje te pozwalaja
dane potrzebne do zadanla zapisaé w mozliwile prosty sposéb,
Ponadto, by moZna byto zdefiniowaé kryterium optymalnosci
wprowadza si¢ funkcjonat H oraz podaje sl¢ sposéb wyzna-
czania jego wartosci na dowolnym podzbiorze zbioru operato-
réow sterowanych funkcjami o 1 B
Nastepnie formutuje sie¢ zadanie programowania sekwencyjnego

oraz niektére jego szczegélne przypadki,
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W czeécl tej podjeto réwniez prdébe rozbicia zadania
pierwotnego na dwa zadania mniejszych rozmiaréw, co powaznie
utatwia procedure poszukiwania rozwigzania, W tym celu for-
mutuje sie twierdzenie o rozbiciu zbioru S na dwa podzbiory
niezalezne ze wzgledu na warstwy operatoréw, Poniewaz zagad-
nienle to sprowadza sie do oméwionego uprzednio rozbicia
zbioru [ , do efektywnego rozwigzania omawianego problemu
wykorzystuje si¢ algorytm o rozbiciu tego zbioru.

Na zakoriczenle rozwaza sie¢ sytuacje kiedy zbidér S nie

rozblja sie¢ na dwa niezalezne podzbiory,

1.2, Zagadnienie przydziau,.

Selekc]Ja danych .

1,2,1, Zbidér I 1 jego wlasnosdci

Niech K,N,M beda zbiorami liczb naturalnych odpowiednio

od 1 do k, od 1 do n oraz od 1 do m, tzn,:

K= {1,2, ... ,k}
N={1,2, ... ,n}
M={1,2, ... ,m}

Zatézmy, Ze:
n>nm

Przyjmijmy, Ze mamy danych k skoriczonych zbioréw Ci 1/

(L € K) oraz zbiér [T , ktérego wlasnosci podamy dalej.

Oznaczmy produkt kartezjanski tych zbioréw symbolem Ck, tzn,

17elementy tych zbiordéw nie musza bydé liczbami,



Niech S oraz W beda danymi podzbiorami zbioru C

Zatozmy, ze licznosci tych zbioréw sg odpowiednio n oraz
m:
card ®= n,

card Wa m.

Niech R € ,n) bedzie rodzing réznowartosciowych odwzorowan
zbioru S na zbiér N, zas R ¢ ,n) rodzing réznowartoscio-
wych odwzorowan zbioru W na zbidér M.

Przyymijmy, ze eR”™,NJ a >0 eRfw,M). Zapis s bedzie

woéwczas oznaczak, ze:

s e Saki/(s)=pa peN

wqg £ WA wM = qgA g g W

Wymienmy teraz wkasnosci zbioru

i°rc s xw ,

2°V we W 3 ssS: (GwhaT,

3° 1/j A gTa cT

3 Jsr W ef



Elementy zbioru I oznaczaé bedziemy ‘qu, gdzie:

qu: = (sp,wq]e r.
Oznaczmy przez Wp podzbiér zbioru W tych jego elementidw,
dla ktérych prawdziwa jest relacja:
(SP,W,E. r,
tzn,:
Wy :={we W: (s,,w)e F}.
I analogicznie, symbol Sq1 oznaczal bedzie podzbidr zbioru

S tych jego elementéw, dla ktdérych prawdziwa jest relacja:

(s,wq)ef' .

tzn, :
S(1 :={seS: (s,wq)er}.

Z definicji zbioru Wp wynika, ze:

Fp oznaczaé bedzle podzbidér zbioru I” , przy czym:

rop :={rpqer :wqewp}

-1
i ppdobnie r‘q oznaczaé bedzle podzbidr zbioru I

r r
a zatem:

n
v =T
p=1
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m
U =r
g=1

Niech teraz R (s*,w) o0znacza rodzine réznowartosciowych

odwzorowan zbioru S* (s*es) na zbior W.

Twierdzenie 1.1

Istnieje co najmniej jeden podzbior V* zbioru T

nalezagcy do r G*,w).

Dowdd :

Dla dowodu utworzymy zbidr I* i nastepnie pokazemy, ze
nalezy on do r 6¢*,w), W tym celu wybierzmy dowolny element
zbioru W, niech elementem tym bedzie w*« Element ten wy-
znacza podzbior zbioru S. Mozliwe sg dwie sytuacje,

rozpatrzmy je kolejno:

1° do nalezy takie Sp, ktdére nie nalezy do zadnego
innego S§y g/ q oraz j=i1,2,....,m,

2 kazdy element zbioru Sq nalezy do jakiego$ podzbioru
Sj (G="*2,%°=,mI«

W przypadku pierwszym do zbioru /™ zaliczymy pare (SP ,WQ)-
W przypadku drugim wybierzmy dowolny spe Sq 1 niech element

ten ponadto nalezy do Sj, co oznacza, ze:

Gp>wg)* f oraz Bp»wWj)Er e

Wobec wHasnosci 3 zbioru w zbiorze S istnien musi takie
sr» ze Br»wj)c/~ lTub Er»wq)/_* Przyjmijmy, ze (s”™w”eT

wéwczai do zbioru V* naleze¢ bedzie para (s ,w.) oraz para

fvVv
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Jesli zas Grwj)e * (sr,wq)e to m°ze nalezed
GrVWp)) 1 ®.w) albo @Gr,w) 1 (.%)).

Powtarzajac to postepowanie dla kazdego elementu zbioru W
(co mozna zrobi¢, gdyz Jest odwzorowaniem na) otrzymu-
jemy, ze nalezy do r 6*,w). Co konczy dowdd.

Niech teraz Rp(s*,W) oznacza rodzine odwzorowan roézno-
wartosciowych zbioru S* na zbiér W generowanych przez
tzn. takich, ktdére sg podzbiorami zbioru P , R+ oznacza
zbior licz rzeczywistych dodatnich.

Dany Jest funkcjonat F:

F: T “mR+

o wkasnosci:

f(r')=2Z2 2 F f7;,9)
P q

gdzie:

rWnr (s*,wj,

Jak juz pokazano wyzej Rr (S*,w) 4 0 powstaje zatem natu-

ralne zadanie:

Wyznaczy¢ odwzorowanie nalezgace Rj.(s*,w) tak, by funkcjo-

nat F przyjmowat wartos¢ najmniejsza z mozliwych.

Jesli P* oznaoza¢ bedzie to odwzorowanie, to powyzsze za-
danie mozna sformutowac:

Wyznaczyc¢

Tc Rr (s*,w)

tak, by

F (r*) —» min.
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Zadanla tego typu rozwigzuje si¢ metodami programowania ma-
tematycznego, a scidle méwiac korzysta sie tutaj z programo-

wania binarnego, gdzie zadania to ma nastepujaca postad:

Wyznaczy¢ zmienne Xpa tak, by:
Z Z quF( qu) —_— min.
P q

przy warunkach:

n
S gt etz
p=1
m
:E qu:§'1 p=1,2,...,4n
q=1
=0V1,
*pq
Wéwezas:
»
Ppo€l %pq = 1-
Przyktad 1

S ={?1’82’S3’s4’85}
W ={w1,w2,w3,w4}

r={(31"’1) ’ (Siowz)s (st"i) ’ (523“’43 ’ (33’"2) ’ (93:"3) ’ (S4o“3) ’ (35:W4)}

F(pyq)= 4
F(pya)= 8
Ffad)= 3
F(faq)= 10

F(r32)= 9
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F(paa)= 5
F(paa)= 2
F(psa)=6

Wszystkie te informacje zapisaé¢ mozna w postaci tablicy

[a'ij] o wymiarach 5x4, gdzie:

ay4 = F(J‘ij) jesli Y15l

ajy = o2 jes1li Y1 ¢ r
Wi Wz Wa W4

84 4 8 (& o oo

8o 3 (> o) (e =) 10
Sq o 9 5 o0
Sy | o0 2 oo

Sg o) oo oo 6

Mamy tutajs

Wy = {myam,) Sy = {81185}
Wo = {wy,7,} Sy = {84155}
Wy = {wy,w,} S3 = {83+54}
Wy = {3} S4 = {52185}

wg = {w,}

Wymiedmy kilka odwzorowan nalezgcych do R. (s*,w), oto one:
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{(Sirwi) ) (83 o), (34!"3) ’ (52 ’W4,}

{(Sit“ﬂ ’ (53 r“g) ’ (941"3) ’ {559"4)}

{(52)“1) ’ (311"2) ) (93 »Y3) (9517'4)}
itd...

Rpzwlgzaniem zadanla jest:

r"={ (853%4) 5 (845%5) 5 (B84573) » (85’w4)}

i F[r9 = 19,

1.2.2, Twherdzenie o rozbiciu zbiorul ,

Wprawdzie zadanie tego typu nie sg przedmiotem szczegdlo=-
wych zainteresowan niniejszej pracy, to jednak nalezy tu
zwrécié uwage na pewien fakt, Idzie mianowicie o to, Ze jesli
n i m sq dostatecznie duze, a wigc zadanie jest duzych
rozmiaréw to poszukiwanie jego rozwigzania nawet przy uzyciu
maszyny cyfrowej jest czasochionne, Z drugiej zas strony
cz¢sto zadanie daje si¢ rozbié na dwa mniejsze i to takie,

Zze ich rozwigzania 1gqcznie, dajq rozwigzanie zadania wyjscio-
wego, Problem ten zostanie tu pokrétce omdéwiony,

1 2
Niech I i I oznaczajg podzbiory zbioru r .

Definicja 1,1

1 2
Dwa niepuste podzbiory [T i [0 zbioru [ sq nie-
zalezne jes$li:

0o 1 2
1" vr =71.

1 1
0 4
2 X.pqer/\ X\prernaxsqerg J‘pre ra J"sqe r.



20

Lemat 1,1

Zbior r daje sie rozbi¢ na dwa niezalezne podzbiory

Jezeli:

3LcN: (u

Dowdd:

Pokazemy, ze zatozenie lematu implikuje warunek 1° 1 2°

definicji niezaleznoscig

1° Zbior U W, generuje podzbidér zbioru T , a miano-
€L 1 *
wicie U r, . Oznaczmy go e Jezeli teraz
I£EL Xx
PENap~L to W._ & U W.tawiec T_ Jest podzblo.
p kK#L K p
rem zbioru . T *k generowanego przez / W..
k™ L *
Oznaczmy go T =
1
Tak wiec kazdy element zbioru nalezy do F lub do r

czyli:

1
r Y r =r

2

2° Zat6zmy, ze 1istnieje podzbidor L o ktéorym mowa w lemacie.

Oznaczmy
W = U W,
l1sL J
W= u w.,
k*L *

Niech p€ L oraz “pg€eF1l 1

Na mocy definicji zbioru W mamy :
llq£ %

e V

oraz



1
Poniewaz Wpc wl czyli Ypr nalezy do I generowanego

przez Wi-. Niech teraz fsq‘r y @ wiec w_e Ws, ale po-

q
przednio w_e W_ a wiec W iw musza byé podzbiorami

qQ P p

tego samego zbioru W1 lub Wz (w przeciwnym bowiem razie
Win W2 = wq co0 przeczy zatozenliu lematu) « Ponlewaz

1 1 1 ,
Woe W to 1 Wjc W, czyld {'sq nalezy do [ . Co konczy
dowédd.
Niech:

e r_(s*,w)

1 2
i minimalizuje funkcjonal F na zbiorze I ., T 1 I

a
beda podzbiorami zbioru I , [ i r:x bedg odwzorowaniami
réznowartosciowymi minimalizujgcymi funkcjonat F odpowied-

1 i 2
nio na r .

Twierdzenie 1,2

Jezell zbidr [ rozbija si¢ na dwa niezalezne podzbio-
1 2
ry I i [ to:

»*

1 2
r vl =T
A R Sy Y

Prawdziwosé powyzszego twierdzenla wynika bezposrednio

z addytywnosci funkcjonaltu F (patrz 1,2) 1 definicji nie-
zaleznosci zbioréw l"1 i l"z.

Tak wiec jesli zbiér I rozbija sie¢ na dwa niezalezne pod-

zbiory to zamiast jednego zadania mamy dwa zadania, ale

mniejszych rozmiarow,
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Przyktad 2
S = {81,82,83,84,85,86,87}
W= {'1’“2’"3’“4’"5’"6}
Zbior oraz funkcjonatr F zapiszemy w postaci tablicy
Y1 W2 W3 Wy Vs Ve
Si 7 oo o oo 9 SO
Sy oo o 4 oo oo co
85 oo 10 oo oo 6 oo
54 o oo 8 12 oo SO
Sg o o oo 8 o 4
Sg oo o o 11 oo 10
8q oo o oo o 10 oo

Rozwigzaniem zadania jest:
»
r ‘-'-'{(Sinwl) y (sg "Ws) (52’“3) ’ (86 Wy) s (875%5) (951W6)}
F(r") = 7+410+4+411+10+4 = 46

Zbiér [T rozpada si¢ na dwa niezalezne podzbiory:

Y4 WP Vs
31 7 (& 9
s3 |=<o | 10 6

(o o 10




W3 V4 Vs
82 4 oo O
5, 8 12 oo
85 oo 8 4
Se - 11 10

Zbior r‘“ minimalizujgqcy funkcjonat F na pierwszym z nich:
l"’”= {(51 W) (53 ’Wz') ’ (s7,w5)}
i F(r'™= 7410410 = 27
zbiér ¥ minimalizujgcy funkcjonat F na drugim:
r*.{ (855W3) 5 (8g,W,) , (ss,wﬁ)}

i Flr*™™) = 4+11+4 = 19

widaé, ze:
&
r

1 F(rY

1 2
rvr
F(F1~)+ F(rza) R

1,2,3, Algorytm rozbicia

Algorytm, ktéry pozwala stwierdzié czy zbiér [ rozbija
si¢ na niezalezne podzbiory, a jesli tak, to je wyznaczyé

Jest nastepujgcy:

Krok 1,

Wybieramy dowolny xp‘.

M= {X‘pq}



i przechodzimy do kroku 2,

Krok 2,

1
Jesli w zbiorze =T istnieje rp, to:

1

l_:=l_p

i przechodzimy do kroku 3,

Jeéll nie to przechodzimy do kroku 3,

Krok 3,
1 -1
Jesli w zblorze T = I” istniejq takie l_ , Ze

(sw)el— to:

-t _r y ( ‘;) gdzie:{Q= a M:(s,m)e L

qe Q
i przechodzimy do kroku 4.
Jesll nie to koniec postepowania,

Krok 4,

1
Jeéll w zbiorze [ - ' istnieja [, takie, Ze

1
(sqawle I to:

‘_1 = l—iu (ngrd) gdzie D = {deN: (sgsWe r‘i}

1 przechodzimy do kroku 3.

Jesll nie to koniec postepowania,

Algorytm ten jest skonczony co wynika ze skonczonosci zbioru

r.
Zalézmy, Ze w wyniku tego postepowania otrzymalismy zbiér [
: ,

1

1
i T~ I # ¢, Poniewaz kazdy ¥ pq bedzie nalezal do [
2 1
bgdz do [ =T~ I wiec obrzymane zbiory speilniaja pierwszy

warunek niezaleznodci:



1 2
roer-=r
1 1
Niech p € [, wobec kroku 4 algorytmu do zbioru [T
Pq
nalezeé tez bedzie kazdy element r e ' , a krok 3 algo-
r 1

rytmu zabezplecza zaliczenie do zbigru T kazdego elementu
rsqe [ o« Otrzymane zbiory spelniajg zatem i drugi waru-

nek niezaleznosci.

Jeéli zas [ = r} = ¢ to zbidér [ nie daje sie¢ rozbié

na dwa niezalezne podzbiory,

Postgpowanie cale mozna powtérzyé w stosunku do zbioru

[ - r}, gdyz zdarzyé sle moze, Ze zbidr ten rozbija sie

znowu na dwa (lub wiecej) niezalezne podzbiory.

W wyniku rozwazan przeprowadzonych w tej czescl uzyskalismy

zbidr % , ktéry jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacz-

nym zbioru S* na zbiér W, Odwzorowanie to wyWiera ze zbio_

ru S podzbidér S* taki, ze:
Vse s 3w W: (s,wlel™ .

Wohec tego, Ze w dalszym cigagu nie bedzle nas interesowad
zbiér S a tylko jego podzbidér S¥ na jego oznaczenie uzy-

waé bedziemy symbolu S, pamietajac, ze:
s = {ses: ls,wlel‘"} .

¥ jest odwzorowaniem réznowartoéciowym, a zatem dla kazdego
Se S wyznacza W sposéb jednoznaczny weW, Mozna wiec napi-

sac, ze:
r’,@) = We

Niech R (S,M) bedzie rodzing réznowartosciowych odwzorowan

zbioru S na zbidér M, Wybierzmy z rodziny tej takie odwzo-
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rowanie Y by:

Vees Vel= v (Ms),

gdzie

\p e R(W,M),

1,3, Podstawowe PO Jecia niezbedne
d o sformutowanila zadania Pro-
gramowaanitia sekwenoyyjhne go

1,3.1, Dziatania operatora Tp1 1 zlozenie TpD‘

Przypomnijmy, ze zbiory S oraz W sq podzbiorami zbioru
Ck, a wiec ich elementy sq k-wymiarowymi "wektorami",
Kazdy z tych "wektordw" jest numerowany liczbami od 1 do m,

czyli:
Bp = (spi’spz’ eecoy Spk)
Wp = (“pi :wpzn ey wpk)

gd21e P = 1,2, esey I,
Dla kazdego pe M 1 kazdego 1le K skonstruujemy funkcje

g 13

Pl
gp1 : K—-C1
gdzie:
Spi dla 1 #1
g.q (1) :=
pl L dla i=1

p= 1,2’...’111
1l 1,2,..0,k

i = 1,2, ooo,ko



Przyjmijmy ponadto, - oznaczenie

1/
gpy )= (e W) 1.3

k
gdzie naturalnie gpl‘ﬁJO c.
Zdefiniujmy teraz zatozenie funkcji gpl, bedzie to de~
finicja rekurencyjna, Nieoh D bedzie niepustym podzbiorem

zbioru K, Symbol ng oznaczal bedzie ziozenie funkcji

g,y takich, ze reD, Jezeli t¢D to zloZenie funkcji
gpt z uprzednio juz wyznaczonym ziozeniem ng zapisywacé
bedziemy:

gpt X ng

Zdefiniujmy teraz sposéb uzyskiwanila takiego zlozenia,

Ept X €pp = Epp”

i g,p () dla 1 # t
g gl i=
p gy ) dla 1 =t
natomiast:
ng"(ﬂ dla 1 #r
g @) :=(g . x g o)ik=
PD ( pr pDY) g .. i dlai=r
pr
gdzie:
Dck
D= Dt}

po" = D ~{r}.

17 symbol (gpl (i) ,0znacza ciag elementdw gpl(ﬂ , 1=1,2,...,k



Zalézmy teraz, Ze dany Jest operator Tpl’ ktérego dziata-

nie na sp Jjest zdefiniowane jak nastepuje:

Tp1 (sp) = g5 (K) .

Zdefiniujmy teraz zlozenie operatorow Tpl' Symbol TpD
oznaczal bedzle ziozenie wszystkich operatoréw Tpr’ takich
2¢ reD , Reguta sktadania dowolnego operatora Tp1 gdzie

1¢D 2z wczesnlej juz wyznaczonym zlozeniem T Jest na-

pD
stepujace:

(Tpl x Tpp) (sp) := (Tpl €pD (Kl):= &pp M .
gdzie:
D cK
p’= pu{1}.

Z definicji operatora Tpl oraz zlozenia TpD wynikajg

nastepujgce wnioski:

Wniosekl

Wynik dzialania zlozenia T nie zalezy od kolejnosci

pD
w jakiej sklada sig¢ operatory nalezgce do T

pD*
Wniosek II
Jesli D = K to w wyniku dziatania zlozZenia TpK
uzyska sie wp, czyli:
TpK(sp)= seranse= W
wniosek III
Jezeli D4 D" to wynik dziatania slozenia T,p» bedzie

inny niz wynik dziatania zlozenia TPD"
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Wnioski te majgqg przejrzystq ilustracje graficzna:

Sp2 . °p _ __Tgi_(s_;lF €p1 (k]
]

[
I
!
. |
d

w2 ° Tpo (sp) =€ (K) (Tpiprz)(sp) = (szpri) {sp)

.« o L] o ] o ) o) ) L] L] o L]
Sp1 wp1 Ci
Linig cigaglqg zaznaczono zlozenila Tpipr2 , linlg przery-

wang sz X Tpi'

Mamy tutaj D = K ={1,2}. Budujac zlozenie T , x T_, otrzy-

pl p2

maliémy ten sam punkt co przy zlozZeniu T _, x Tpi' Punkt

p2
ten ma wspéilrzedne (wpi,wpz) a wiec jest juz elementem zbio-
ru W, Ponadto D’ =[1}, D" ={2} i widaé, ze Tp1 (sp)=

= (wpi,spz) , natomiast Tpo (sp) = (spi,wpz) .

Poniewaz wynik dziatania zlozenia T nie zalezy od ko-

pD
lejnosci w jakiej sktada sie operatory nalezgce do tego zlo-
Zenia, mozna zatem zamiast "zlozenie TpD" méwié "zbidr TpD"'
Tym niemniej dla wyspecyfikowania kolejnoscl w jakiej sktada
si¢ te operatory wprowadzimy pojeclie funkcji sterujacej.

W tym celu wprowadzimy nast¢pujgce oznaczenia:
b:= card(‘I‘pD)
:={1,2, ... , b}.

Wowczas funkcje sterujgcg oznaczymy A pp* gdzie:
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Ao € R(B,T

pD pD)

gdzie w szczegdlnym przypadku D = K,

Zapis TpD{sp\ ol czytamy: "zloZzenie zbidr TpD Jest

pD
sterowane funkcjg ," zas8 sterowanie to jest nastepujace:
pD

TpD (Sp)(’= (ot(bl XeooX df2) x oL(:I.)) (sp)

Inaczej méwigc funkcja sterujaca o ustala kolejnosé

pD
sktadania operatordéw nalezgcych do TpD‘ Najogélniej biorgc
funkcji tych moze byé b! ., Dzialanie zlozenia oraz funkcji

sterujgcej zilustrujemy na nastepujgcym przyktadzie:

Przyklad 3

Mamy nastepujace dane:

s,escc* , woewcct, p={1,3,4}
czyll D # K bowiem K ={1,2,3,4}. Wobec tego B ={1,2,3}

zas T1D=={T11,T13,T14}. Dana jest rownlez funkcja ste=-

rujaca:
ofipM=1,,
o, 2= T4
o MR =T,

Sterowanle i dziatanie zozenia T1D Jest nastepujgce:

Typ (81) (= (T43%T13XTy )(59) = (Tya XT3y XTy )f611+5132814)=

= (T 3XTy ) (511151218131 W14)= T13(W14551018,34M,4)=

={"3155129W13:%W14)

apuszczono tu indeksy przy funkcji « poniewaz sg one iden-
tyczne jak indeksy zbioru sterowanego,

1/
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1.3.2, ZYozenie TM'D

Dotychczas méwilismy o dziataniu operatora lub zlozZeniu
operatoréw na dowolny element zbioru S, Zdefiniujemy teraz
dziatanie takich operatoréw na dowolny podzbiér zbioru S,

Niech r¥#p, ztozenie funkcji 8rt i funkecji gpl zde-

finiujemy nastepujo:

(grt X gpl)(K} = Srt fK) ) gp]_ (K)

gdzie po prawe] stronie rdéwnosci wystepuje cigg (grt(ﬂ) oraz
clag (gpl (:I.)) (patrz 1.3).

Jeéli M’ jest podzbiorem (niepustym) zbioru M, to gy0p
oznaczaé bedzie ztozenie funkcji -39 takich, Ze reM?’,
teD 1 2zlozenie to zdefiniujemy podobnie jak ztozZenie ng,

rekurencyjnie:

gyop Ky &5y (K gdy pé& W
(g X By ){K, =
pl = "M'D Eyrpo (K gdy p € M’
gdzie:
M c M
DcK
D? = D v {1}
zas

=YE) (K,={grt (K, € Ck ! Ept € gM’D}‘

Oznaczmy teraz symbolem T,,, zlozenie operatorow Tt o
zlozenle to dziala na podzbidr zbioru S tych jezo elemen-
tow S dla ktérych r e M?, podzbidér ten oznaczymy Syr

wéwczas
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(Tpl X Tysp) (Sym) 3= Th1 (yop ) := (gpl X &ysp) ).

gdzie:
Mll

M? gdy p e M

M" M? U {p} gdy p ¢ M?,

Tutaj podobnie jak dla ztozenia TpD wynik dziatania zbioru
operatordéw TM'D nie zalezy od kolejnosci skladania operato-
réw do niego nalezgcych, Wobec tego podobnie jak poprzednio
wprowadzimy funkcje sterujaca o« yyp, ktéra ustali kolejnosé
sktadania operatoréw,

Oznaczmy :

b:= oard(TM,D)

= {102:“0sb}

wtedy

O('w'ue R(B,Ty )

1 sterowanie jest nastepujgce:

1/
Ty p By = {c((b) XeooX oLf2) x o((i)) (SM~)

Przykitad 4

S ={81’82’Si}c cd , W ={w1,w2,w3}c c3.

Mamy zbi6r Ty~ ={Tii,Tis,Tzz,Tza,Tai,Taz}
i niech

oLy = Ty

%)= Tap

Tutaj podobnie jak poprzednio opuszczono indeksy przy
funkcji o€

1/
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« (3) = Tqy
«L(4) = T23
a(s) = Tyo
2[6) = T4

Wéwezas:

Ty'p (81982183)y = [P4gXT3pXTpgXTg XTooXTy4) (84485,83) =

= Py %05y XTpgXTg, XTppXTy ) (81198120513) » 82195221523) + 3129329533 =

= @13"T32"T23"T31"T22){(“11’512v913) » (B2198221823) s (831’532’5331)=

= (143 xTgXTpgxT34) ((M1118129513) » (8219%221523) » (53115327533 =

= [Ty 3XT35XT5) (W1 1151 51853) » (B2 97221923) 1 ("31283218,3) =
= (T4 3XTa5)((W142512813) » (521972219 23) »("3128321833)) =
= Ty5 (("y18129513) 1 (219™22sWa3] s (M31:W321833)) =

=("4198429%13)» B219%229%23) s (W31%322933) ¢

1,3,3. Zbidér operatordéw T

pl i rodzina Tﬁk,

Dotychczas zakladalismy, ze jest jeden tylko operator
dzialajgcy na l-tg skladowg elementu p-tego i oznaczalisdmy
ten operator Tpl' Przyjmiemy teraz, ze operatordéw takich
jest nie mniej niz jJeden, przy czym sg one nierozréznialne
z punktu widzenia wyniku ich dziatania, Dla rozrdéznienia

tych operatordéw wprowadzimy jeszcze jeden indeks i opera-

tory te oznaczaé bedziemy Tplr'



Niecha) dany bedzie zbiér N 1liczb naturalnych 1,2,...,n
i R(N) niech oznacza rodzine wszystkich niepustych podzbio-

réw zbioru N,

Dana jest funkcja uwY :

wW: MxK — R(N),
przy czym:

U w(p’1)= No

p,1
Oznaczmy:
Doy i= card(Npl).

WprowadZzmy teraz zbidér operatoréw T 1s ktéry zdefiniujemy:

p

Z powyzszej definicjl wynika, Ze:

card(?bl)= e

Poniewaz, zgodnie z definicjag zbioru Tbl operatory Tplr
sq nilerozréznialne ze wzgl¢du na wynik dziatania, a intere-
sowaé nas bedzle dziatanie tylko jednego z nich, wprowadzimy

przeto dla zbioru Til funkcje sterujaca ‘Bpl :

Pp1 € R([1,2, P TR P

ﬁpl
Zapis T oznaczal bedzie, Zze zbidr g1ﬂ_ Jest sterowa-
pl

ny funkcjg /3p1, ktére to sterowanie polega na nastepujgcym:



- 35 =

Fp1 (s}
‘/Ipl (sp’:ETp,l, B A P,
pl -

Innymi stowy, funkcja sterujaca ﬂpl wyblera ze zbioru ﬂpl
jeden tylko operator,
Jesli TM'D oznaczaé bedzie rodzine zbioréw operatoroiw

B .
Tpl takich, ze 7T 1€ TM'D’ to zapis TM'D (S 1y nalezy

p
rozumieé: "Rodzina operatordéw y’p Jest sterowana funkcja-
mi of 1 ﬂ o Przy czym kazdy ze zbioréw 7p1 nalezgcy do
rodziny jest sterowany funkcja /Bpl natomiast funkcja o
ustala kolejnosé sktadania zbiordéw Tpl nalezgcych do tej
rodziny", Opuszczono tu indeksy funkcji sterujgcych, co nie
powinno prowadzié do nieporozumien poniewaz indeksy te sg
takie jak indeksy zbioru sterowanego,
Gdy w szczegdlnosdci:

M= M

D=K
to:

Vaavps?® (s) = w,
MK o

co schematyocznie mozna przedstawié

s rﬁK W

d | e——

Przyktad S

S = {81’82’33} c ¢3 , W ={w1,w2,w3} c ¢3

N = {1,2,3,4}

T

o 3

MK = g X Tgq X Toq X Tyg X T3q X Tpo X FyoX Tg,x T,
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wi,1) = {1,2} By, =1
wha,2) = {2,3,4 By, M= 4
wi,3) = {3,4) Byz =3
wk,1) = {1,3} Boy =3
wk,2] = {2} fop (1= 2
wk,3 = 3,4 Bog ) = 4
B, = 1,4 B3q 0= 1
wB,2 = {1,2,3,4 Poo M= 2
wB,3 = 2,3) P 1= 3.
Wéwozas:

8
Tyg 8], = (305759 3XTo3, XT3 XT3 35XTp 55 XTy 54 XT3y 4 XTy44) (S) =
coeca ={("11 W121%33) 1(Ta11%22:%23) s ("31'“32"'33)} .

Wprowadzmy teraz nastepujace pojecia:

Definicja 1.2

Jesli zbior N Jjest zbiorem jednoelementowym to
dzialanie operatoréw nazywaé bedziemy dzialaniem

sSzeregowym,

Definicja 1,3

Je$ll zbiér N jest zbiorem n-elementowym (n > 1)
to dziatanie operatoréw nazywaé bedziemy dziataniem

potencjalnie n-réwnolegiym,
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Definicjg 1,4
Jesli kazdy ze zbioréw V - *e« jest sterowany
fuakoja Apl i oard( N N nednj 1O
dziatanie operatoréw nazywac¢ bedziemy dziataniem
n-réwnolegtym.

Z powyzszych definicji wynikaja nastepujgce wnioski:

Wniosek 1

Jezeli dziatanie operatoréw jest dziataniem szere-

gowym to:
MK = TMK#

Wniosek ten jest oczywisty jesli sie zwazy, ze zbior N
jest zbiorem jednoelementowym co oznacza, ze kazdy zbidr
operatoroéw jest réwniez zbiorem jednoelementowym.

Mamy zatem sytuaoje takag jak przy zbiorze TMIT.

Wniosek 11

Jezeli dziatanie operatorow jest dziataniem poten-
cjalnie n-réwnolegtym, to dziatanie to moze byo

dziataniem co najwyzej n-rownolegdym.

Wniosek 111

Jezeli dziatanie operatoréw jest dziataniem n-réwno-
legbym, to rodzine 3UK rozbié¢ mozna na n* pod-

zbiorow

{\DiiJ e [TH2022]> °°° -



gdzie:

s LY
n

n
U-M, =M, vu- D, = K,
i=1 1=1

Wniosek réwniez oczywisty, gdyz:

TMiD:li = {Tpn e Tkt ﬂpl (1) = i} .

Definicja 1,5

Kazdy podzbiér T nazywaé bedziemy i-tg

MiDii
warstwg operatoréw, Warstwe te¢ oznaczymy 2y

i=1,2’ooo’n‘ e

Analogicznie mozna zdefiniowaé potencjalng warstwe operato-
réw wychodzgo od dziatania potencjalnie n-réwnoleglego,

a wigc nie sterowanego funkcjaf .

Réznica miedzy warstwg operatorow a potencjalng warstwa
operatoréw polega na tym, Ze przy podziale na warstwy poten-
cjalne operator Tp1 moze nalezeé do réznych warstw Z;,

gdzie 1 e N_, = w(P,1) co nie moze sig¢ zdarzy¢é przy war-

pl
stwach operatoroéw,

Niech teraz Z; bedzie 1-ta warstwg operatordw (potencjal-
ne lub nie) i sp € Se

Definicja 1,6

Warstwa Zi dziata na sp Wwtedy 1 tylko wtedy,
gdy istnieje operator T (1=1,2,.,..,k) , ktéry

dziala na sp.
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Fakt, Ze warstwa Z1 dziata na sp zapisujemy Z; (sp).

Czyli:

Definicja 1,7

Elementy sp oraz s, zbioru S s§ zalezne ze
wzgledu na warstwy operatoréw (potencjalne lub nie),
jesli istnileje warstwa (odpowiednio potencjalna

lub nie) zy ktéra dziala na Sp 1 na s..

Jak wynika z definicji warstwy operatoréw z faktu, ze dwa
elementy sg zalezne ze wzgledu na potencjalne warstwy opera-—
toréw nie wynika, ze bedg one zalezne ze wzgledu na warstwy
operatorow, Natomiast implikacja w drugg strone jest praw-
dziwa, gdyz dzialanie potencjalne zawlera wszystkie mozliwe

sterowania funkchp .

Definicja 1,8

Zbidr S jest zbiorem elementéw zaleznych ze wzgle-
du na warstwy (potencjalne lub nie) operatordw,
jJesli nie istniejg dwa podzbiory S? 1 S" zbioru
S takie, Ze:

o

1 S?uv S" =38

20

zaden element zbioru S’ nle jest zalezny
ze wzgledu na warstwy (odpowiednio potencjalne

lub nie) z zadnym elementem zbioru S".
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ZatO6zmy, ze dany Jest zbidor S elementow naleznych ze wzgle-
du na warstwy operatoréwl”, a dziatanie zbioru operatoroéw
MK dziataniem potencjalnie n-réwnolegdtym i jest
sterowane funkcja a zZir,Z22,...,Zn sa potencjalnymi

warstwami operatorow.

Dziatanie takie mozna przedstawi¢ na schemacie:

rMK

Jesli zbior TUK sterowany bedzie jeszcze funkcjg /2 , to

schemat sie nie zmieni, co najwyzej liczba warstw bedzie

mniejsza.
1.4. Zagadnienitie sekwencyjne.
Problemnm podstawowy

1.4.1. Dalsze elementy modelu. Przygotowanie danych

W czesci tej chcemy zaproponowaé pewien sposéb zapisy-
wania danych, uwzgledniajac postulat by sposéb ten by# mozli-
wie najprostszy.

Problem czy zbiér S jest zbiorem elementéw zaleznych ze
wzgledu na warstwy operatorow, a jesli nie, to jak wyzna-
czyC¢ podzbiory S* i S", o ktorych mowa w definicji, zosta-
nie omowiony w dalszej czesSci.



- 41 -

W tym celu wprowadzimy funkcje 0 , ktéra zdefiniujemy jak

nastepuje:

dla danej rodziny TMK 1 danego zbioru N

6 : Nx(MxK)— {0,1}

gdzie:
1 jesli re uw(p,l)

0 (r, (p’]')) o=

W przeciwnym przypadku

Funkcje¢ te zapisaé¢ mozna w postaci macierzy, Dla przykladu 5

mamy ¢
1,1 1,2 1,3 | 2,2 | 2,2 [ 2,3 ]| 3,1]| 3,2| 3,3
——t— 3 =====T:======'=====: 3ttt 333131 E:::::
1 1 0 0 1 0 0 1 1 0
9= 2 1 1 0 0 1 0 0 1 1
3 0 1 1 1 0 1 0 1 1
4 0 1 1 0 0 1 1 1 0
1 ======'—'=====::====='_j ======L===== E===== L:::::

Majgc funkcje 6 mozna réwniez zbudowaé funkcje, oznaczmy jg
u , gdzie:
T': N— MxK
gdzie:
1) := (p,1) = ie wp,1)

Zaréwno jedna jak druga funkcja opisujg dziatanie operatoroéw
potencjalnie n-rdéwnolegte,
Jesli dana jest funkcja sterujgca « 1 G to mozna zbudowad

funkcje opisujgca dzialanie operatoréw, Funkcje¢ te oznaczymy



o - daje sie ona zapisa¢ réwniez w postaol macierzy zbudo-

wanej weddug ponizszyoh zasad:
i kolumne j-tg znakujemy para (@,1) jesli IC(J)=

2° w kolumnie oznaczonej para fp,l) wystepuje jedna je-

dynka. Znajduje sie ona w wierszu i-tym jesli

A>10)- 1-

Dla naszego przyk#adu mamy:

1,1 31 1,2 22 33 1,3 23 21 3,2

i i 1 0 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 i 0 0 0 0 i
3 0 0 0 0 i i 0 1 0
4 0 0 1 0 0 0 i 0 0

Funkcja ta opisuje dziatanie n-rownolegte. W naszym przy-
padku n*=n i dziatanie jest dziataniem 4-réwnolegtym, mamy

bowiem cztery warstwy operatoroéw:

{TLii»T3ii} » {T222»T322} {T333»Ti33,T2ia}» {T124»T234}

Nie definiujac, wyréznimy dwa rodzaje dziatania operatoréw
AMK* RodzaJd dziatania zalezy od funkcji sterujgcych” i ,
Dwa operatory moga dziata¢ kolejno lub wspotbieznie.
Sformutujemy teraz zatozenia dotyczace rodzaju dziatania

dwoch operatorow nalezacych do
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1° dwa operatory nalezace do jednej warstwy dziatajg
kolejno,

2° kazde dwa operatory, z ktorych jeden nalezy do cm
a drugi do J° dziataja kolejno niezaleznie od tego
PI2
czy nalezg do jednej ozy do réznych warstw,

3° wszystkie inne operatory moga dziatad wspotbieznie) ,

przy czym jesli operator nalezacy do J . moze
prAi
dziata¢ wspoétbieznie z operatorem nalezgagcym do “p ,
2a2
i operatorem nalezacym do J - to dziata on z tym,
p3a3 T

dla ktérego wartos¢ funkcji of A jest mniejsza [*

jest funkcjg odwrotng do O d -

wracajac do naszego przyk#adu, operatory 1 T311 dzia-
+ajg kolejno poniewaz nalezg do jednej warstwy. Podobnie
operatowy 1 T133 dziatajg kolejno poniewaz dziatajag
one na ten sam element zbioru S. Operator T222 moze dzia-
+a¢ wspoétbieznie z operatorem lub operatorem T3/

lub tez z operatorem Ti24. Poniewaz jednak:

di 1 (Taanl * < 1~ 1247

to operator T222 dziata wspétbieznie z operatorem
Zatozenia dotyczace rodzaju dziatania operatordéw opisujg
strukture dziatania operatorow nalezacych do Struktura
ta moze byC opisana formalnie za pomocg funkcji, ktdérag nazwie

my €F.

Niech A oznacza zbiér liczb naturalnych od 1 do a (a

A/ przypomnijmy, ze b = card ( )
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Wéwczas funkcja @ Jest zdefiniowana jak nastepuje:
g : N x A—= MxK

gdzie:

g(i,1) = (py,1,) takie, ze o(1)= Tpilil\ 1%111(1)= 1

g (i,1):=(p,1) takie, ze T,y dzlala wspéibieznie

z TpiliA Pp1(1)= i,

g (ii,j\:= (pzlz\ takie, ze Tp212 dziata kolejno

z ktérymkolwiek z operatordw
T¢ A _
fN,J-i) /3212(1)— 11!

#(1,3) :=(p,1) takie, ze T dziata wspéibieznie

pl

z szle Ppl(i)= i,

Funkcje @ zapisaé mozna w postaci "maclerzy", ktdrgq uzys-
e

kuje sie z macierzy odpowiadajacej funkcji.f%b biorgc ko-

lejno od pisrewzej do ostatniej kolumny tej maclerzy.

Dla naszego przyktadu mamy:

1 2 3 4 5
=== ======Tl======= F=s====spmssssssE=ss==s===
1 1,1 3,1
2 2,2 3,2
3 3,3 1,3 2,1
il I el e NCA ) N N



Niechaj teraz dany bedzie funkcjonax H :

u +
H TM‘D ~—a R
, ol

gdzie o oraz @ sa dowolnymi funkcjami sterujacymi nato-
miast M? i D w szezegdédlnym przypadku moga byé odpowiednio
M oraz K, Zaklada si¢ przy tym, 2e dla kazdego p,l,r
dana jest wartosé funkcjonalu réwna H(Tplr)'

Niech H( M’D oznacza wartosé funkcjonatu H na zbiorze
operatordw sterowanych funkcjami ol 1 B , Jak juz powie-
dzieliémy funkcja/@ rozbija zbidr 7&’D na warstwy opera-—
toréw, Niech Z1 oraz ZJ beda dwoma ré6znymi warstwami,

za$§ u-c oraz u bedsg argumentami funkeji of 1 to takimi,
ze jesli operator ol(u-c) dziala na p-ty element zbioru S

to operator ol (u) dziata réwniez na ten element i jest to ope-
rator nanliZszyi/.

Oznaczmy jeszcze:
H(Zi)- warto$é funkcjonatu H dla i-tej warstwy,

Zil({M,D(g)— czeéé warstwy Z; do operatora c(,M,D(g)
wiqcznlie,

Wéwezas:

( To1g X M,D ):= H(Tpn)+ ma.x{H(Zi),A H(zJ|o(M,D (u-c))]

gdzie:
i:= /%pl(i)
1 inaczej méwiagc zaden z operatoréw d (u-g) (0<g< c) nie

dzlata na p-ty element zbioru S.
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Wtedy:

H(TM§¢):= max H(z,). 1,4

Poniewaz rodzina ThK jest okreslona przez funkcje 6 » DO
wprowadzeniu zaé funkcjonalu H nalezaloby podaé drugs
tablice réznigca sie od e tym, ze w miejscu jedynek miataby
odpowiednie wartosci H(Tpli) obie te tablice polaczymy

i tak zbudowans tablice nazwiemy H(8), gdzie:

H(O(r, (p, 1) 1= H(r,; ).

Analogicznie, jesll dana jest funkcja sterujgca oL oraz /3
zbudowaé mozna tablice H(Gf ).

wartosé funkcjonalu dla catego zbioru fjﬁK zalezy od
struktury dziatania tyoh operatordéw, a struktura ta jest
okreslona funkcjs @ , dla wyznaczenla zatem wartosci

H(T&éz') postugiwaé sig¢ bedziemy "macierza" H(@), gdzie:

H(#(1,4):= 8(2,)| ol ()
przy czym:

oy e) = Ty ¢ #(1,3)=(p,1).

Przyktad 6

S =(81'82’33's4} w ={i1,w2,w3,w4}

scc’, wce

N =(1,2,3}

5
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Dany jest funkcjonal H, ktdéry zapiszemy w postaci tablicy

H(D).
1112 ‘13 1411512112223 |24}25| 31| 32{33( 3435414243 |44]|45
e B ===1===:F==J:==:===::==: ==¥==fFo=ko=x=s=fFE==fEm=3==gf==o ==1:==.:==
110 6/114]16)14| 8 4| 8 6| 8| 6| 4 12 4
H)= 2 4| 8l 6/12] 6| 4 14 1O 4 4{10| 8| 6|10
3110 12( 16| 14| 6|4 8 |6 L2 O (12|14 8 4

Az
Rozpatrzmy teraz dwie funkcje 6[54 i 9 :
[ ol

2
13{ 31| 15| 22{ 11] 23| 24| 21| 35| 32| 34[ 44| 422341 {a5]14[1233] 25
1| 6|12 a a 4|14
A
(6, )=2 12 4 6 4 8| 4 4
A
3 10 [14 | 6 10 8 6| 4

13 |22 44 |15 |31 |23 |35 [42 |11 |32 [34 |24 hS 21 (41 (45| 12|33| 25| 14

3 8 14 10 6 4 4

Struktura dziatarn operatordéw w obu przypadkach jest naste-

pujaca:
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1 21 3| 4] 5] 6| 7] 8] 9] 10] 11] 12 13
11,3] 3,1 5,2| 4,2 4,5|1,4
¢4= 2 1,5|2,2 2,1 3,4/ 4,3/ 4,1 1,2
3 1,12,3[2,4]3,5|4,4 3,3]2,5
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 4,4{2,3] 1,1] 2,4 4,5|2,5

Wyznaczymy teraz H(@,) oraz H(¢2):

1 2| 3| 4 5| 6| 7 8 9 1o 11| 12 13
1| 6| 18 62| 70 86| 100
H(g,)=2 18 22 54 66 78 82 104

3 28] 42| 48] 58| 66 72| 176

1 6 |22 30 34 52 60

H(#,)=2| 4 |18 |28 38| 46| 50| 54| 60
3] 8|22 |32 | 38 54| 58
A
Tak wiec H(j ‘): 104
MK
oy
H(TP’- )= 60,
MK

)



1,4.2, Sformulowanie zadania programowania sekwencyjnego

i jego szczegdlne przypadki

Jak widaé z powyzszego przykladu, wartosé funkcjonaiu H
na zbiorze 7&K zalezy od struktury dzialania operatoréw
nalezgcych do tego zbioru, a ta z kolei zalezy od wartoscl
funkcji sterujacyeh o€ i (3,

Wobec tego w naturalny sposéb powstaje zadanie, ktére sfor-

mulujemy jak nastepuje:

Dany jest zbidér S oraz zbidr W, przy czym: S c Ck,

we ck card(s)= card(W). Dana jest rodzina operatordéw
7& . oraz funkcjonal H,

Wyznaczyé funkcje sterujace o i /B tak, by wartoéé
funkcjonau H na zbiorze th sterowanym funkcjami

oL 1 /3 byla minimalna,

Zadanie takie nazywad bedziemy deterministycznym zadaniem

sekwencyjnym, Funkcjecf i ﬁ3 realizujgce minimum funkcjona-

u H na zbiorze :TMK nazwiemy optymalnymi,

Zadanie to jest zadaniem kombinatorycznym, zbiér rozwigzan
spo$éréd ktdérych nalezy wybradé rozwiazanie optymalne jest
zbiorem skoiczonym, Wydawaé sie zatem moZe, Ze w celu znale-
zienia rozwigzania optymalnego naleZy sprawdzilcé¢ wszystkie
rozwigzania 1 wybraé te, ktore realizuje minimum, Jednak
praktyczna przydatnosdé tej metody jest znikoma, gdyz licz-
no$é zbioru rozwigzan, ktdre trzeba byloby przebadaé jest

bardzo duza 1 wynosi:

(m . K. M n

p,1 pl
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1 - )
gdzie p,l npl Jest iloczynem wszystkich npl

( rzypomnij Z2e n_, = card( T })

Dla naszego przykladu liczba mozliwych rozwigzan jest réwna
201 . 27 . 3% jest to wiec liczba olbrzymia mimo tego, 1z
samo zadanie jest nieduzych rozmiaréw, W sSwietle tego celo-
wym wydaje sie poszukiwanie metod wyznaczanla optymalnego
rozwigzania takiego zadania,

Zdaniem autora tak postawione zadanie jest najogdlniejsza
postaclg zadania sekwencyjnego i nigdzie w dostepnej autoro-
wl literaturze nie by%o formulowane. Znane sg§ natomiast dwa
inne zadania, ktére sg szczegélnymi przypadkami zbudowanego
modelu, Wypiszmy jeszcze raz zadanie ogélne oraz jego szcze-~
gblne przypadki,

Dla wszystkich zadan mamy nastepujgce dane:

zbiory S oraz W, rodzina operatoréw jﬁK’

funkcjonat H,

Zadanie A (ogélne)

Wyznaczyé funkcje sterujace L1 /3 tak, by wartosdé
funkcjonaXu na zbiorze ‘th sterowanym funkcjamioC

i 8 byla minimalna,

Liczba wszystkich rozwigzan tego zadania jest réwna:

~
(m . k)1, ;{1 ny1

Zadanle B

Dla kazdego p€E€M oraz kazdego 1l€K, card(Tp])= i,

Wyznaczyé optymalnag funkcje o .
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W zadaniu tego typu mamy zamiast rodziny TMK zbior

operatoréw Tplr a liczba rozwigzan jest tutaj réwna:

(m. k)1

Zadanie C

Dla kazdego p€E€M dana jest funkcja sterujaca O%K.
Wyznaczyé optymalne funkcje sterujace O('MK 1 /6 ,
funkcja O(’MK nie moze naruszaé wartosci zadnej

z funkeji OCpK°

WVyjasnijmy, co oznacza, Ze funkcja dMK nie narusza war-

toscli zadnej z funkecji oLpK

-1 -1 -1 _ -1
¥pewu ocpK(Tpli) 7d ('fplz)# of (T)7d (T)

Wszystkich rozwigzan zadania C jest:

(m , K)I T

n
ki @ p,1

pl°®

Zadanie D

Dla kazdego pe o dapa jJjest funkcja sterujaca onK,

dla kazdego 1€ K card (Tp1)= 1,
Wyznaczyé optymalng funkcje sterujacsg OLMK i to taka,

by nie naruszala wartosdcl zadnej funkcji onK.

Wszystkich rozwigzan jest w tym przypadku:

(m , k)!
K™
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Zadanie E

Dla kazdego p€&M dana jest funkcja sterujgca O[pK

przy czym:

YceB AV1ek o[pil(c3= dp,1 @

1 ponadto:
VpirpzeM AVleKw(p1,1)= w(pz,l)

i Jest to zbidr jednoelementowy, gdzie:

-
B ={1,2,000’b}, b = cai‘d (JpK)o
Wyznaczyé optymalng funkcje ol 1 to takg, by nie

naruszata wartodéci zadnej z funkcji chK.

Wszystkich rozwigzan jest w tym przypadku:

W literaturze spotyka si¢ zadanie typu D praz E,

1,4.3. 0 mozliwos$cl rozbicia zadania wyjsciowego na zadania

mniejszych rozmiardw

Poprzednio zaktadalisémy, Ze zbidér S jest zbiorem ele-
mentéw zaleznych ze wzgledu na warstwy operatoréw,
Zal62my teraz, Zze mamy dang funkcje W , ktéra jak juz
powiedziamo rozbija zbidér (rodzine ) operatordéw na warstwy,
oznaczmy zbiér tych warstw przez Z,

Powstajg teraz trzy pytania:



-
0

Jak sprawdzi¢, czy zbior S jest zbiorem elementow

zaleznych ze wzgledu na warstwy?

2° JeSli zbiér S nie jest zbiorem elementéw zaleznych
ze wzgledu na warstwy, to jak wyznaczy¢ podzbiory,

w ktorych wszystkie elementy bydyby zalezne?
3° Co wynika z faktu, ze zbidor S zawiera te podzbiory?

Na pytania te chcemy teraz da¢ odpowiedz. Przyjmijmy jeszcze

nastepujgca definicje:

Definicja 1.9

Dwa podzbiory S~ i S" zbioru S nazywa¢ bedziemy
niezaleznymi ze wzgledu na warstwy operatoréw jeze-
I1 zaden element zbioru S’ nie jest zalezny ze

wzgledu na warstwy z zadnym elementem zbioru

Mamy zatem dane: zbidér S, rodzine 77, zbiér N oraz
funkcje oY , a tym samym mamy roéwniez dang funkcje B .
Przypomnijmy jeszcze, ze zapis ZAfsr) oznacza, ze I1-ta
warstwa (potencjalna lub nie) dziata na p-ty element zbioru
S. Niech:

R:=|(1,p)eNxM : Zi (sp)J-

Zbior R tworzy sie wykorzystujac funkcje B w sposéb naste-
pujacy:
(i,pDe RO31LK G,i) = i.

Oznaczmy:

A zi = -[spCS :(i,p)€ B}

A sp :a{zifez iCifP)611}*

1/ patrz definicja 1.7
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Jest oczywistym, zZe:

U A s =12 1.5

Pierwsza z powyzszych réwnosdcl oznacza, Ze na kazdy element
zbioru S dziala przynajmniej jedna warstwa, a jej praw-
dziwoéé wynika z istnienia dla kazdego peM operatora

Tpl’

Natomiast druga réwnosé oznacza, Z2e kazda warstwa opera-—
toréw dziata przynajmniej na jeden element zbioru S, Praw-
dziwosé tej réwnosci wynika bezposdrednio z definicji funk-
cji vy

Zbiér R mozna zawsze rozbié na dwa podzbiory R’ i R"

takie, ze:

R'VR" = R

R'AR" = ¢ 1.6
gdzie:

R*C N?* x M?

R"C N" x M"

gdzle wobec 1,5 1 1,6

N'U 8" = N

M*UM" =M

Twierdzenie 1,3

Zbiér S daje si¢ rozbié na dwa podzbiory S’ i S"
niezalezne ze wzgledu na warstwy wtedy 1 tylko wtedy,
gdy zbidér R daje sie rozbié na dwa niezalezne

w sensie definicji 1.1 podzbiory R’ i R", przy czym:
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S» = {spcS : peM*}

S"=18PE£S JpeM'}*

Dowod .

Zatézmy, ze zbidér R rozbija sie na dwa niezalezne

podzbiory, tzn.:

(i1,PDER»A(il,P2AR A (it ,PI) € R

-
\l

(i1IP2UR» A (i2 PDe R*

W ten sposéb rozbicie zbioru R generuje rozbicie zbioru

S na dwa podzbiory S* 1 S" przy czym:
S = {spts :pfeM»}

Sll

{SpeS pfeM P
pokazemy, ze podzbiory te sa niezalezne ze wzgledu na warstwy
Poniewaz p.tM" o s e S* . Z 1.7 wynika, ze do S~
1 P1
naleze¢ bedzie kazdy element zbioru S, na ktéry dziata

warstwa Z4 . Jezeli ponadto warstwa Z4 dziata na sn

41 1 p2
i warstwa Z4 dzialkana s tonamocy 1.7 do s*
*2 p2
zostang zaliczone wszystkie elementy zbioru S, na ktore
dziata warstwa Z. . W ten sposéb poza zbiorem S’ pozosta-
12

ng tylko te elementy zbioru S, ktore nie sa zalezne ze
wzgledu na warstwy z zadnym elementem zbioru S*. Co dowodzi
niezaleznosci zbioréw S* 1 S 2ze wzgledu na warstwy.

Niech teraz S” 1 S bedg dwoma niezaleznymi ze wzgledu
na warstwy operatorow podzbiorami zbioru S, przy czym

S’ S" = S. Rozbicie to generuje rozbicie R na dwa podzbio-

ry R» i R"e
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Oznaczmy :
R*C N? x M?
Rll C Nll X Mll
gdzie:
M?! = M e (K
{pe 8p€ S}
"n - . "
M" = {peM : s €5 }
W ={ieN: (,pe RAs € s
W'={}6N: @4MGRASPE.9}

Ponlewaz S’ 1 S" sg niezalezne ze wzgledu na warstwy to:

S’ﬂ sn g

a zatem: M'NM" = (

Nalezy pokazaé, Ze: N’n N" = @, Zalézmy, ze tak nie jest,
tzn. istnieje takie 1, Ze N'’Nn N" = i, co znaoczyloby, iz
warstwa Z, dziatataby na element nalezgcy do S’ oraz na
element nalezgcy do S", co przeczy zalozZeniu o niezalezno-
$cl zblorédw S’ 1 S" ze wzgledu na warstwy, Zatem

N’AN" = @,

Z lematu 1,1 wynika, ze R’ 1 R" 8g nlezalezne w sensie

definicji 1.1. Co koriczy dowdd.

PoniewazZ rozbicie zbioru R na niezalezne podzbiory
implikuje rozbicie zbioru S na podzbiory niezalezne 1
podzbiory R? 1 R" jednoznacznie wyznaczajg podzbiory B8’

i s", dla wyznaczenia (jesli takie istnieja) tych podzbiordw
mozna stosowaé algorytm, ktéry opisany zostat na stronie 23 ,

Algorytm ten rzecz jasna stosowaé¢ trzeba dla zbioru R,
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Nieoch cL1 bedzie dowolng funkcjg sterujgcg na rodzinie
operatoréw J,, dzialajacych na S. Niech S’ i S" beds
podzbiorami zbioru S 1 to takimi, zZe:

S'V s" = s,

Funkcja oL 1 ustala pewien porzgdek skladania operatordw
dziatajgcych na S? oraz pewien porzadek sktadania operato-
réw dziatajacych na S", Zaldézmy teraz, e mamy inng funkcje
sterujacs 062 ale taka, Ze porzadek skladania operatoréw
dziatajgoych na S’ jest takl sam jak porzadek ustalony
przez oC1 1 tak samo z kolejnoscip skladania operatoréw

dziatajgcych na S", tzn,:
v (p1€ M?A pze M’)

-1
o | (T1’111) 7 °t1 (szlz) =

-1 -1 \
= 0(2 (7 p111)> of g;zlz
v (p3e M" A p,€ M)
-1 -1
°Li (Tpali) 2oL (7p412) =

~1 _ -1
= o(:2 (19311)705 (;p412)

gdzie Tﬁ’K i jﬁ"K to rodziny operatoréw dzialajacych od-

powiednio na S’ 1 S" natomiast 1, i 12 €0 dowolne ele-

1



menty zbioru K, Przy powyzszych oznaczenlach udowodnimy

nastepujgce twierdzenie:

Twierdzenie 1,4

Jezell zbiory S? 1 S" sg niezalezne ze wzgledu
na warstwy to dla dowolnej funkcji /3
B\ _ .-
H(TMK ‘H(JM.KO‘ )
oAy 2

Dowéd.,

Zauwazmy, ze rozbicie zbioru S na dwa podzbiory
S? 1 S" implikuje rozbicle rodziny th
dziatajgce odpowiednio na S’ i na S",

na dwie podrodzi-

ny Typ i Ty

gdzle:
M’ ={peM

spe S’}

M ={peM : speS"}.

Jedll zbilory S’ 1 S" sg niezalezne ze wzgledu na warstwy
operatordéw, funkcja sterujaca /3 dla zbioru GQ’K wyble-~
raé bedzie elementy podzbioru N’ zbioru N, zasé dla zbioru
- ! N?
'jM'K podzbioru N=N’,

Na mocy zalozend dotyczacych dziatania operatoréw zadna

f'

para operatoréw, z ktérych jeden nalezy do JM’K a drugi

do nie dziataja kolejno (poniewaz nie nalezg do jed-

gh"K
nej warstwy). Z drugliej strony w zblorze warstw Z 1stnieje
podzbidér Z taki, Ze do niego naleza wszystkie operatory

jﬁ’K i podzbiér 2" do ktdérego nalezg wszystkie operatory

T s Drzy czym:
M"K
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Z» =(zxez : i*N» ~
Z' =£Z+te Z : e N-N*}.

Z zatozenia twierdzenia funkcja oC2 nie narusza kolejnosci

ustalonej przez funkcje oC™ na zbiorze i I~n

a zatem struktura dziatania operatorow * AMUK

dla funkcji jest taka sama jak dla funkcji  OC™t czyli:
a stAd

h () = h (02)x Co konczy dowodd.

Twierdzenie 1.5

Jezeli podzbiory S*™ 1 S" zbioru S sg niezalezne

ze wzgledu na warstwy to dla dowolnej funkcji d. i
/3 istnieja funkcje cL*} Bf oraz o6+ i dla

funkcji oC1l , p* oraz dC¥, istniejag funkcje (& ,

(3 takie, ze:

Dowod.
Przy dowodzie powyzszego twierdzenia skorzystamy z wzo-

ru 2.4. Mamy:

r
H ("MK mIC h @@= max I max h @), maxH Z
( c ! € ! @™ @ )JJ

oraz dla strony prawej:

max[H@M> 7 D” HTUKA)j= s H(Z) -
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Rozbicie zbioru S na dwa podzbiory pocigga za sobg roz-

bicie rodzin 7. na dwile podrodzin 7 i 7'
y MK y M’K M"K

oraz rozbicie zbioru warstw na dwa podzbiory 2Z' 1 2" ,

7Z niezalezno$ci zbioréw S’ i S" wynika, Ze @aden operator

nalezgcy do Tip  nie nalezy do q&"K i zaden operator

dziatajgcy w jednej z warstw nalezacych do Z' nie dziala

w zadnej) z warstw nalezacych do 2", Wystarczy zatem dobradé

funkcje of taka by nie naruszala kolejnosci ustalonej przez

L) '
of ' 1 kolejnodci ustalonej przez " oraz funkcje f2 taka,ze:

3 (1) dla peM’

ppl(i) =

/Bpl(i) dla peM"

Wykorzystujac twierdzenie 2,4 otrzymujemy zgdang w tezie

réwnos é, co koticzy dowéd.

Twierdzenie 1,6

Jezelli S’ i S" sa podzbiorami zbioru S niezalez-

nymi ze wzgledu na warstwy, funkcje L', /5' oraz

ci", ﬁ" sgq optymalne na podrodzinach Tﬁ’K i
TM"K to funkcje ol i P dla ktérych:
A A’ -y
T = T ]
H( MKJ.) max H( M!lel H( M"Ko(") 1.8

sg optymalne dla rodziny th.



Dowéd,
Za}ézmy, ze oL 1 @ nie sq optymalne, Niech zatem
QL*,lp*' bedg optymalnymi funkcjami sterujgcymi dla rodziny

TMK' co oznaczaloby, ze:

p @*
(T ) > 5T ) 1.9

o« oL
Korzystajgo z twierdzenia 1,5 mo2na skonstruowaé funkcje

Y ]
o , (5* oraz o , /A*" takie, zZe:

pvx— p*l _ 2
H(Tmcd*)= max H(TM’Kd,. )!H(jM"Kdrn)] 1.10

Pordéwnujac 1,8 1 1,9 dostajemy, zZe:

: 2 Ll
(7 A (7 N (1 A (7/3
max | H{S yog J' B\ Ty N> max BTy, ,;H MK %0
o d «
co wobec niezaleznos$ci zbioréw S? 1 S" oraz twierdzenia
' I} 1
1.4 przeczy optymalnodci funkcji of ,/3 oraz cl', /3” i kon-

czy dowdd., Z udowodnionego twierdzenia wynika bardzo pozy-

teczny dla praktyki wniosek,

Wniosek.
Jesli zbidér S rozpada si¢ na dwa podzbiory nieza-
lezne ze wzgledu na warstwy to zamiast poszukiwad
optymalnych funkcji sterujacych na rodzinie jﬁK
mozna wyznaczaé optymalne funkcje sterujace na podro-

dzinach odpowiadajgcych zbiorom S? 1 S" co pozwala

na redukcje rozmiardéw zadania,
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1,4.4, Zachowanle si¢ wartodci funkcji kryterium gdy S’
i1 S nie sgq podzbiorami niezaleznymi ze wzgledu

na warstwy

W sytuacji gdy zbidr S rozbija sie na dwa podzbiory
niezalezne ze wzgledu na warstwy mozna bylo zadanie rozbié
na dwa, rozwiszaé je i nastepnie lgqczac te rozwigzania,
otrzymaé rozwigzanie zadania wyjsciowego, Powstaje pytanie:
czy postepowanie takie jest mozliwe 1 rdéwnie efektywne jesli
pominie sie zaloZenle o nlezaleznosci?

Zanim odpowiedmy na to pytanie zwréémy uwage na nastepujgcy
fakt: Cale zadanle opisane jest przy polkocy macierzy 9 ’
a wtadciwie H(O) . Jesli teraz S’ i S" sg podzbiorami
zbioru S to z macierzy 0 wydzielié mozna dwie podmacie-
rze 91_1. 92, ktére odpowiadaja podrodzinie operatordw
dziatajgcych odpowiednio na S’ i na S", Mozna to przed-

stawié schematycznie:

=6 0

1 2

Jesll teraz S? 1 S" sg to podzbiory niezalezne ze wzgledu
na warstwy to w zbiorze warstw istnieje podzbiér Zz taki

ze zadna warstwa nalezaca do tego podzbioru nie dziala na
zaden element zbioru S", W takiej sytuacji, po przestawieniun
wierszy macierzy 6 otrzymamy macierz o nastepujgcej budo-

wie:
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Niech teraz S1 i S2 sg podzbiorami zbioru S 1 to takimi,
zZe:

31U S, =S
Sin52=¢.

Wéweczas rodzina operatoroéw TMK rozbija sie na dwie pod-

~ .
rodziny Ty x 1 'TMZK dziatajace odpowiednio na S, 1 S,.
Y 2
Niech of i oL beda funkcjami sterujgcymi odpeéewiednio na
7, 1 7.
MiK M2K
Oznaczmy:

card (TMiK)= m,

card ( :rM K): m

9 2

Niech of 1 p bedg funkcjami sterujgacymi na rodzinie 1;41(

takimi, ze:

A
ol (c) dla c=1,2,...,m1

L (e) =
de dla c=my+l, ooo, My+m,
A
Ppl (1) dla p € My
1) =
Pp1( /@;1(1) dla pe M,



Dowéd,
Prawdziwos$é lematu jest oczywista jesll tylko zbudu-
Je sie funkcje ﬁl odpowiadajgcg sterowaniu fumkcjami o[‘

A
A" na rodzinie TMK oraz funkcje ¢2 odpowiadajgacq
1

1 a2
sterowaniu funkcjami ol (-” na rodzinie 7;121{. Przedstawmy

to schematycznie:

¢1 ¢2
T T
MK MK
Zaden z operatordéw nalezgcych do TM K nie moze dziataé
2
wsp6lbie2nie z Zadnym z operatoréw nalezgcych do TM K*
1

Jesll natomiast wyznaczymy funkcje @ odpowiadajgcqg stero-

waniu funkcjami 0(',/5 na catej rodzinie T to moze sie

MK
zdarzyé, ze ktérys z operatordw z TM g dzlata wsp6ibiez._
2
nie z ktérymé z operatoréw nalezgcych do TM K Méwiac ina-
1

czej tablica @ nie moze mieé wiecej kolumn niz tablica

¢1 i (12 razem, Oznacza to, Ze nierdéwnosé:

8 P a?
H(TMKd)>H(JM1K )* H(TM Kd,,)

nie jest mozliwa. Co koiiczy dowdéd lematu,

Twierdzenie 1,7

A A 2 2
Jesli of ’ ﬂ ’ o ’ /3 sg optymalnymi funkcjami ste-
rujgcymi na podzbiorach TMIK i TMzK a o ’ /:‘;
sg optymalne dla catej rodziny ‘J’MK to:

(7, @(’f’s ) m (g ")

MK 1X 4 oK ;2
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Dowéd,
Dowéd poprowadzimy niewprost, Zalézmy w tym celu,

%e prawdziwa Jjest nierdwnosé

By P :
H(TMKOL)W(JMin‘)* H (TMzﬁocL )

Biorgc wéwczas funkcje oC*, /6* takie jak w lemacie 1,2

otrzymalibysmy: %

B\ -
BTy (T )
Lﬂ&f MKci*
Przeézyloby to optymalnosci funkecji of 1 /3 oraz konczy

dowéd twierdzenia,

Z udowodnionego powyze] twierdzenia wynika nastepujecy

wniosek,

Wniosek.
Jezell zbiér S nie rozbija sie na dwa podzbiory
niezalezne ze wzgledu na warstwy, to rozbijanie
zadanlia programowania sekwencyjnego na dwa zadania
mniejszych rozmiaréw i tgczenie rozwigzan tych
zadaun w jedno, prowadzl przewaznie do straty na

wartosci funkcjonalu H,



2. PRZYKLADY ZADAN PROGRAMOWANIA SEKWENCYJNE GO

2,1, Uwagili wstephne

W rozdziale poprzednim zostalo sformutowane zadanie
nazwane zadanlem programowania sekwencyjnego, Zadanie to
opisane zostalo w sposéb formalny bez podawania interpre-
tacji przyjetych zatozen, ani tez nic nie méwilo sie o moz-
liwoéciach zastosowania tego typu zadari, Wszystko to chcemy
zaprezentowa¢ w tym rozdziale. Mowigc inaczej w rozdziale
drugim:

- podano przyklady zastosowan zadania programowania

sekwencyjnego,

- uzasadnia sie celowos$é przyjetych zatozen przy konstruo-

waniu tormalnego modelu zadania,

W rozdziale tym podajemy trzy przyklady zastosowan zadania
programowania sekwencyjnego. Najpeilniej a niekiedy z dro-
biazgowa dokladnoscig omawia sie¢ zadanie z dziedziny orga-
nizacji produkcji. Wynika to z dwéch powodéw, Po pilerwsze,
zadanie to zostalo najwczesniej sformulowane sposréd wszy-
stkich zadan dajacych sie zaliczyé do zadan programowania
sekwencyjnego, Po drugie, w literaturze poswigconej zadaniam
nazwanym w tej pracy zadaniami programowania sekwencyjnego
zadanie to zajmuje najwigcej miejsca. Powtérzmy raz jeszcze,

na przykladzie tego zadania pokazuje sie¢ szereg konsekwencji

wynikajacych z przyjetych w modelu zalozen oraz uzasadnia

sie celowosé ich przyjecia. Drugl przyklad dotyczy zagadnie~

nia budowania harmonograméw zajeé, Temat ten jest obszerny
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sam w sobie 1 moze by¢ przedmiotem rozprawy o objetosci

nie mniejszej niz niniejsza, co zmusi4o autora do przed-
stawienia tego zadania w bardzo duzym skrécie*

Formutujgc to zadanie w najprostszym przypadku okazuje sie,
ze fTormalnie Jest to zadanie programowania sekwencyjnego*
Ostatnim z cytowanych zastosowan Jest przyk#ad planowania
ustug* Podobnie Jak 1 poprzednio pokazuje sie, ze zadanie

to Jest rzeczywiscie zadaniem programowania sekwenoyjnego*

2.2. Ustalanie harmonogramow pro-

dukcji

Z zadaniami tego typu spotyka sie w przemysSle, gdzie
idzie o to, by dla danego odcinka produkcyjnego ustalié
taki plan pracy stanowisk wchodzacych w sk#ad tego odcinka,
by przy istniejacych warunkach zgdane zadania produkcyjne
wykona¢ w mozliwie najkrotszym czasie* Przez warunki rozumie
sie tutaj urzadzenia stuzace do obrébki, ludzi te urzadzenia
obstugujacych oraz technologie*
Zadania rozumie sie tutaj Jako 1l10os¢ i1 rodzaj produkowanych
przedmiotéw, ktore w dalszym ciggu nazywac¢ bedziemy detala-
mi. Plan pracy (harmonogram) ma wskazywa¢ dla kazdego stano-
wiska, ktory z przedmiotéw ma by¢é na nim obrabiany, w jakiej
kolejnosci, a w przypadku stanowisk wieloczynnosciowych,
ktora z mozliwych operacji stanowisko to ma wykonywac*
W dalszej czesci nazywac bedziemy przedmiot, ktéry jest pod-

dawany obrobce detalem* Detal po opuszczeniu badanego od-

cinka produkcyjnego staje sie wyrobem.zas przed wejsSciem



na dany odcinek jest surowcem, Przedstawié to mozna gra-

ficznie jak na ponizszym schemacie:

odcinek produkcyJjny

_— d -_—

gdzie:

8 - surowiec

d - detal

W - wyréb
Poniewaz interesowaé nas bgedq w dalszym ciggu takie procesy
gdzlie jest jednoznaczne przyporzgdkowanie "surowiec-wyrob"

tzn, nle ma montazu ani tez podziatu w trakcie procesu ,

bedziemy uzywaé zamiennie termindw: wyréb i detal,
W interesujgcym nas odcinku produkcyjnym odbywa si¢ proces
produkcyjny wyrobu, Proces ten rozumie si¢ tutaj jako:
"zbidr operacji produkcyjnych realizowanych w uporzadkowane]
kolejnodcli w celu wytworzenia okreslonego wyrobu przez prze_
ksztalcenie (kolejne zmiany stanéw ) tworzywa"i/.
Operacja ta: "czesé procesu produkcyjnego wyrobu wykonywana
na okreslonym przedmioclie przez jednego pracownika 1lub
grupe bez przerw i przezbrojen na jednym stanowisku robo-
czym"z/. Natomiast stanowisko robocze rozumie sig¢ tutaj
jako: "elementarny sktadnik struktury produkcyjnej kojarzgcy
w sobie trzy podstawowe czynniki procesu pracy: érodki pra-

3/.

oy, przedmiot pracy 1 samg prace czlowieka"

1/ S,Chajtman "Podstawy organizacji procesu produkcyjnego"
S. 95

2/ tamze str, 96
3/ tamze str., 133-134



- 69 ~

Tak wiec dysponujemy dla danego odcinka produkcyjnego
nastepujacymi danymi:

Zbidr detall (wyrobéw) - W

Zbidér stanowisk roboczych = N

Zbidr operacji -~ K,
Zaktada si¢, ze:

card(N) £ card(k)

co odpowiada sytuacji, Ze kazde stanowisko moze wykonaé
co najmniej jedng operacje. Jesll nierdownosé jest ostra
to wsr6d stanowisk sg stanowiska wieloczynnosciowe, tzn,

takie, ktére mogg wykonywaé kilka operacjii/.

Definiclﬁ 2.1

Kazdy uporzgdkowany ciag ki ,k1 ,...,k1 operacji
1 2 s

ze zbioru K, taki ze w wyniku dziatania kolejnych
operacji na detal otrzyma sig¢ zgadany wyréb w nazy-

wamy technologig tego wyrobu,

Definicja 2,2

Kazdy uporzadkowany ciag n; ,n; ,...,n; elementéw
1 2 k

zbioru N taki, Ze w wyniku wykonania operacji na
kolejnych maszynach surowiec staje sie wyrobem nazy-

wamy marszrutg technologiezng tego wyrobu,

1/

Jest rzeczg oczywistg, Ze nierdéwnosé ta nie moze byé
traktowana jako kryterium rozstrzygajaoce czy stanowiska
sgq wieloczynnodciowe, czy nie, Sprawa ta zostalta oméwiona
w rozdziale poprzednim, gdzie méwito si¢ o funkcji W
oraz T .
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Definicja 2,3

Czynnosci stanowiska roboczego nazywacC bedziemy
uporzgdkowang parag (w,l) , gdzie w£EW,l & K taka,
ze stanowisko to moze wykonaC operacje 1 na detalu

W.

Definicja 2.4

Uporzadkowany ciag czynnosci stanowiska roboczego

nazywa¢ bedziemy harmonogramem tego stanowiska.

W tej chwili nie iInteresuje nas to czy harmonogram jest
dopuszczalny czy nie, gdyz mozna zbudowa¢ taki harmonogram,
ktory ze wzgledu na technologie nie moze by¢ realizowany.
Harmonogram taki nazwiemy niedopuszczalnym nie definiujac

w tej chwilit tego terminu. Postuzymy sie natomiast naste-
pujacym przyktadem. Zatdézmy, ze pewne stanowisko jest
dwuczynnosciowe 1 moze wykona¢ operacje 1™ 1 Ig . Harmono-
gram tego stanowiska zawiera cigg czynnosci taki, ze
-.-(wlj) , (wilg™) == =. podczas gdy technologia wyrobu w wy-
maga by operacja 12 byd#a wykonywana przed operacjg 1".

Rzecz jJasna, harmonogram powyzszy nie moze byc¢ realizowany.

Definicja 2.5

Zbidér harmonogramow wszystkich stanowisk roboczych
danego odcinka produkcyjnego® nazywac¢ bedziemy

harmonogramem tego odcinka.

Zadanie wyznaczenia optymalnego harmonogramu mozna teraz

sformutowaé nastepujagco:
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Dany Jjest zbidr wyrobéw W, ktére nalezy wykonaé dyspo-
nujac przy tym zbiorem surowcéw S, Dany jest ponadto
zbiér N stanowisk roboczych oraz zbiér K operacji,
ktére nalezy wykonaé na surowcach ze zbioru S by w ich
wyniku otrzymaé zbiér wyrobéw, W, Dla kazdej operacji,
kazdego stanowiska 1 kazdego wyrobu dany jest czas jej
trwania,

Zaktada sie, ze:

a, zaden detal nie jest obrabiany na dwéch stanowiskach

réwnoczesnie,

b, Zzadne stanowisko nie wykonuje dwéch czynnosci jedno-

czesnie,
Nalezy wyznaczy¢ taki harmonogram by przy tych zalozeniach
wykonaé wszystkie wyroby ze zbioru W w mozliwie najkrot-
szym czasie,
Tak postawione zadanie jest najogdlniejszym sformulowaniem
zagadnienia ustalania harmonograméw dla proceséw produk-
cyjnych tego typu, Mozna bowiem obok zaloZzen a i b
wymaganych od harmonogramu w kazdej konkretnej sytuacji
sformutowaé i inne,
Wymienmy przykitadowo kilka z nich:
A,

c. dla kazdego detalu dana jest doktadnie jedna techno-

logia,

d. dla kazdego detalu dana Jest co najmniej jedna techno-

logia przy czym dokladnie jedna ma byé realizowana,

c. wszystkie detale majg jJednakowg technologie,
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B.
f, wszystkie stanowiska sq jednoczynnosciowe,
g. co najmniej jedno stanowisko jest wieloczynnodciowe,
h. nie ma dwéch stanowisk jednego typu,

i. co najmniej dwa stanowiska sg jednego typu,

Zalozenla grupy A dotyczg technologii wyrobdéw, natomiast
zalozenia grupy B dotyczg stanowisk roboczych,

Po tym wprowadzeniu pokazZemy zwigzek modelu formalnego pre-
zentowanego w rozdziale poprzednim z tak rozumianym procesem
produkcyjnym,

Jak juz powiedziano wczesniej, interesowaé nas bedg tylko
takie procesy w ktérych z wybranej sztuki surowca otrzymuje
si¢ okreslony wyréb i io wiadomo jaki, Gotowy wyréb opisaéd
mozna przy pomocy wielu cech, ktdére to cechy jednoznacznie
okreslajg wyréb, Cechami tymi moga byé wtasnoscl techniczne
Jak: cie¢zar, twardosé, przekré6j, grubosé itp., jak réwniez
wlasnosci rodzajowe jak: kolor, typ przekroju, typ uzebienia,
typ 1 rodzaj polaczen jesli wyr6b ma na innym odcinku produk-
cyjnym byé taczony z innym, 1itp,

A zatem kazdy wyréb tego rodzaju formalnie daje sie opisac
pPrzy pomocy wektora:

w =(w1,w2,...,wk)

gdzie:
W - wyréb
wie C1
k =~ 1lo§é opisujgcych dany wyréb cech

1=1,2,.00,k

C, = zbiér mozliwych wartosci jakie

i
moze przyjmowaé cecha 1i.

Réwnoczedénie surowiec mozna przedstawié réwniez w postaci ta-
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kiego wektora:
8 = (si’sz’ooo’sk)

gdzie analogicznie:

8 = surowiec

Poniewaz S jest zbiorem surowcéw, VW zbiorem wyrobdw
to oczywistym jest, Zze po to by mozna bylo wykonaé wszystkie
wyroby nalezgce do zbioru W, surowcéw musi byé co najmniej

tyle ile jest wyrobdéw, stad tez postulat 1,1, tzn,
card(s) > card(W).

Jes$ll teraz ponumerujemy elementy zbioru S (funkcja wﬂ

i elementy zbioru W (funkcja ?) bedziemy mogli formalnie
rozrézniaé od siebie poszczegdélne surowce jak 1 poszczegdl-
ne wyroby,

Jest rzeczg oczywists, 2e dla ustalonego surowca mozna
wskazaé wyroby, ktore w trakcie procesu produkcyjnego na danym
odcinku z tego surowca mozna uzyskaé, I odwrotnie, dla ustalo-
nego wyrobu mozna wskazaé surowiec (surowce) , z ktdérego ten
wyréb mozna otrzymaé, Prowadzi to do wypisania zbioru par
postaci (sp,wg) , ktéra to para oznacza, Ze z p-tego surowca
otrzymaé mozna s-ty wyréb, Taki jest sens zbioru [ (patrz
1.2,).

Postulat 2° w tej definicji wymaga by dla kazdego wyrobu,
przedstawionego w planie istnial co najmniej jeden surowiec

z ktorego ten wyrdéb mozpa nzyskaé, Postulat ten nazwiemy
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postulatem wykonalnodci zadan,Postulat 3°, ktéry nazwiemy

postulatem niesprzecznoscl zadan wymaga aby: jesli z jednego

surowca 8, uzyskaé mozna dwa wyroby (rézne) Wy oraz 'j
ze zbioru W (przypomnijmy, Ze zbiér W jest zbiorem wyrobdw,
ktére muszg byé wykonane) to zbiér S =zawieraé musi taki
surowleo 8., Z ktérego wykonaé mozna badZz wyroéb L bgdz
wyréb "J‘ W przeciwnym bowiem razie jednego z tych wyrobéw
nie mozna byloby wykonaé, a wiec zadania bylyby sprzeczne

z bazg surowcowaq,

Jest rzeczg naturalng, Ze jesli surowcéw Jest wiecej niz
wyrobéw 1 z kazdego surowca mozna wykonaé co najmniej jeden
wyréb to rozsgdek wymaga by wybraé surowce tak, by ze wzgledu
na pewne kryterium (koszty surowca, koszty wytwarzania) wybér
ten byl najlepszy 1 réwnoczesnie zabeznieczal wykonanie zadan,

Stad wlasnle sformulowane zadanie wyboru podzbioru zbioru S.

W konsekwencji otrzymuje sie zbidr S*'taki, Ze:

1° dla kazdego surowca ze zbioru S  istnieje jeden i tylko
Jeden wyrédb,
2% dl1a kazdego wyrobu ze zbioru W istnieje jeden 1 tylko

Jeden surowiec ze zbioru Sf

Wobec tych dwéch wiasnoéci zbioru s* jego elementy przenume-
rowaé¢ mozna tak jak sa ponumerowane elementy zbioru W, tzn,
5h oznacza surowiec, z ktérego otrzymuje sig¢ wyréb Whe
Przyjmuje si¢ w modelu, iz jedna operacja wykonana na detalu
spowoduje to, iz detal ten be¢dzie mial juz zadang dla uzyska-
nego z niego wyrobu cech¢. Nie zmniejsza to ogélnosci, gdyz

wymiar wektora opisujacego wyrdéb mozna zwigkszyé wprowadzajgc

fikcyjna ceche w; nalezgcag do zbioru cech fikcyjnych ct.
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Odpowiednikiem operacji jest w naszym modelu formalnym opera-

tor T 1 odpowiada on operacjl l-te] wykonywanej na detalu

Pl
p-tym, Zbidér wszystkich operacji, ktére nalezy wykonaé na
detalu p-tym w naszym modelu odpowiada zbiorowi operatoréw
TpD’ gdzie D < K, Jesli dla wyrobu p~tego jest obojetne

w jakiej kolejnoscli nalezy wykonywaé zadane operacje aby
otrzymaé ten wyréb to kazde zlozenie TpD Jest technologig
wyrobu p, zadé wybdér technologii do realizacji jest uwarunko-
wany wyborem funkcji sterujgcej eng. Jesli natomiast techno-
logia wyrobu p-tego jest dana 2z géry narzucona to technolo-
glie te wprowadza si¢ do modelu poprzez funkcje sterujgcag C‘ﬁD‘
Zlozenie TMK nalezy interpretowaé jak nastepuje: w badanym
odcinku produkcyjnym jest jedno tylko stanowisko robocze, ale
takie, Ze moze wykonywaé wszystkie operacje jakie sq niezbedne
by ze zbioru surowcéw uzyskaé zbiér wyrobéw W, Tutaj, Jjesli
Jest obojetne w jakiej kolejnosci wykontje sie¢ operacje dla
poszczegblnych wyrobéw kazde zlozenie Tyx Jest harmonogra-
mem dla tak rozumianego "stanowiska", Jeslli natomiast dla wy-
robu p-tego zadana jest z géry technologia, to jak juz powie-
dziano wyzej technologia ta jest wprowadzona do modelu po-
przez funkcje sterujqca °£pD’ a postulat nienaruszalnosci
wartosci funkcji cﬁpD przez funkcje CLMD oznacza, 1%
harmonogram dany funkcjag OCMD musi byé realizowalny.

Po to aby przejséé teraz do sytuacjl rzeczywistej tzn, do
sytuacji, gdzie jest wiele stanowisk roboczych wprowadza sig
funkcje ¢ gdzie zbidér N Jest zbiorem stanowisk roboczych,
Kazdemu detalowl 1 kazdej operacjl, a wiec czynnosci mozna

przyporzadkowaé stanowisko stanowiska na ktérym czynnosé

t¢ mozina wykonaé, Funkcja T charakteryzuje natomiast zdol-
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nosci (mozliwosci) poszozegdlnych stanowisk.

W zwigzku z tym, ze stanowiska mogg by¢ wieloczynnosciowe
zdarzyC¢ sie moze, ze czynnos¢ mozna wykona¢ na kilku stano-
wiskach. Wobec tego wprowadza sie zbicr ~P1 operatoroéw
postaci Tpir> 00 oznacza, ze czynnos¢ (p,l) wykonana moze

by¢ na kazdym stanowisku r dla ktorego:

Tplr ¢ ~pl*

Wybor jednego stanowiska do wykonania czynnosci odbywa sie przy
pomocy funkcji sterujacej 1O

Wyjasnijmy jeszcze sens pojec: dziatanie potencjalnie
n-réwnolegte i1 dziatanie n-réwnolegte. Rzecz polega na tym,
ze jesli jest n stanowisk i1 zadne z nich nie jest zbedne
w tym sensie, ze moze ono wykona¢ eo najmniej jedna operacje
ze zbioru operacji potrzebnych do wykonania zadania, to istnie-
je potencjalna mozliwos¢, ze harmonogram dla catego odcinka
produkcyjnego zawierat bedzie zadania dla kazdego z tych sta-
nowisk. Innymi sdowy harmonogram ten bedzie sumg n harmono-
graméw dla stanowisk. Zalezy to od funkcji sterujacej 1O
JeSli funkcja ta jest juz ustalona 1 dziedzing jej jest pewien
podzbidér N* zbioru N (w szczegélnosci moze to by¢ zbidér N)
to zadania zostaty rozdzielone na n" stanowisk i1 zadania te
moga by¢ wykonywane roéwnolegle: kazde stanowisko wykonuje
swoja czynnosc.

Pojecie warstwy operatorow odpowiada stanowisku, a doktad-
nie méwiac dla ustalonej funkcji sterujacej oC i T warstwa

operatoréw jJest harmonogramem pracy stanowiska.
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Funkcja & jest opisem formalnym mozliwosci (zdolnosci)
badanego odcinka produkcyjnego i jest roéwnoczesnie '‘sumg'
funkcji 00

Dla wyjasnienia sensu dwu kolejnych terminow: wspodbiez-
nego oraz szeregowego dziatania operatorow jak i zatozen,
ktore zostaty sformutowane w modelu formalnym a dotyczacych
dziatania operazoréw postuzymy sie nastepujacym przyktadem:

Dane sg dwa stanowiska robocze, trzy wyroby dla wykonania
ktérych potrzebne sg po trzy operacje* Jeden z mozliwych
harmonograméw przedstawimy na diagramie Gantta:

1.1 4 3.1 i.2 2.3
I standéw.rob.

3.3

w

2.1 2.2 3.2
Il stanow.rob.

Pary liczb umieszczone na tym diagramie oznaczaja czynnosci
stanowisk. Poniewaz niektdére czynnosci sg wykonywane jedno-
czesnie np. (1,1 i (@2,1) , a z czynnoscia (p,l) zwigzany
jest operator Tpi» stad koniecznos¢ wprowadzenia pojecia
wspotbieznego dziatania operatoréw. Postulat 1° na stronie
43 jest roéwnoznaczny z zatozeniem, ze zadne ze stanowisk
nie wykonuje roéwnoczesnie dwéoh réznych czynnosci.
Postulat 2° jest rownoznaczny z zatozeniem, ze operacje na
p-tym wyrobie wykonuje sie w okreslonej kolejnosci (jesli
nie jest ona dana technologig to dana jest poprzez funkcje
sterujaca Ot ) i po drugie postulat ten odpowiada zakozeniu,
ze poszczegb6lne operacje zostaty rozdzielone w sensie defini-
cji operacji technologicznej.

Natomiast postulat 3° wymaga nieco szerszego omowienia.



Przy harmonogramach méwilismy o dopuszczalnosci harmonograméw
(do sprawy tej Jeszcze powrocimy), natomiast z punktu widzenia
reallzowalnosci, harmonogramow moze byc¢ nieskonczenie wiele*
Wynika to z tego, iz nie powiedzielismy nic o tym kiedy prze-
widziang harmonogramem czynnosS¢ rozpoczynac* Niektorzy auto-
rzyl”™ rozpatruja harmonogramy, a wsrod nloh wydzielajg klase
harmonogramow czesciowo przesuwalnych w lewo, tzn* takich,

dla ktérych mozna przyspieszy¢ moment rozpoczecia chociaz
jednej operacji przewidzianej harmonogramem* Harmonogram,
ktéry nie Jest czesciowo przesuwalny w lewo nazywa sie wowczas
harmonogramem Istotnym 1 tylko takie harmonogramy sg przed-
miotem badan.

Wydaje sie, ze proponowane w niniejszej pracy podejscie
jest prostsze* 0tdéz postulat 3° zgda by czynno$¢ na stanowisku
rozpoczyna¢ najwozesniej jak jest to mozliwe, tzn* wtedy, gdy
stanowisko to jest juz wolne i detal na ktorym ma by¢ wykony-
wana ta czynnos¢ przeszedt juz operacje poprzedzajaca*

Odpowiednikiem funkcji <P z modelu jest po prostu harmo-
nogram badanego odcinka produkcyjnego, gdyz spe#nia ona warun-
ki jakie stawia sie harmonogramom*

1° dla kazdego stanowiska wiadomo jaka czynno$oig rozpoczy-

na sie jego praca,
2° wiadomo jaka jest kolejna czynnos¢ tego stanowiska,

3° odczyta¢ mozna marszrute technologiczng kazdego detalu.

1/
" Patrz Jankowska-Zorychta '""Modele sekwencyjne 1 ich zastoso-
wanie w planowaniu optymalnej organizacji w dyskretnych
procesach produkcyjnych™ str.37.
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Dla przykladu 5 mamy nastepujace marszruty technologiczne
dla:

detalu I - 1,4,3

detalu II - 2,4,3

detalu III - 1,3,2

Jedli teraz interesuje nas optymalny harmonogram ze wzgledu
na czas wykonania wszystkich wyrobdéw ze zbioru W, musimy

mieé dane czasy trwania kazdej operacji na kazdym stanowisku,
Czasy te w modelu zadane sq funkocjonatem H,

Sposéb obliczania czasu wykonania catego zadania wynika z dia-~
gramu Gantta. Z tablicy H(Q)w potaczeniu z funkcja () odeczy-
taé mozna czasy zakondzenia czynnoscl na poszczegdlnych stano-
wiskach, liczgc za zero czas rozpocz¢cia najwczeSniejsze)

dla badanego odcinka czynnosci,

Oméwmy teraz kolejne zadania formalnie opisane w poprzednim

rozdziale,

Zadanie A Jak si¢ wydaje zadanie tego typu w przemysle nie
wystepuje, gdyz trudno zgodzié si¢ z tym, iz dla
wyrobu obojetna Jest kolejnosé wykonywania opera-
cji, Byé moze dla niektorych operacji kolejnosé
jest obojetna, ale sq i takie, dla ktérych wymdg,
by byly wykonane w okreslonej kolejnosci jest
istotny,

Zadanie B Zadanie to jest podobne do poprzedniego z tym
tylko, 2e zaklada si¢ 1z zadne ze stanowisk nie
jest wieloczynnosciowe, Natomiast pozostaje w mocy
zatozenie o tym, Ze kolejnosé wykonywania operacji

dla poszczegdlnych detall jest obojetna,
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Jak juz powiedziano, zadania tego typu w praktyce przemyslowe]
spotyka sie¢ rzadko, tym niemniej ze wzgledu na kolejne przy-

ktady celowym jest ich formalne przedstawienie,

Zadanie C Jest to najbardziej typowe zadanle spotykane
w praktyce przemysiowej, Dla kazdego wyrobu dana
jest technologia w postaci funkcjl sterujace] <¥;K.
Nalezy teraz tak rozplanowac¢ produkcje by byla
zachowana technologia i zadania zostaly wykonane

w mozliwie najkrétszym czasie,

Sprowadza si¢ to do znalezienia harmonogramu, a poniewaz
buduje si¢ go dla Jjednego uniwersalnego stanowiska stgad
postulat by funkcja sterujgca Can nie naruszala wartosci
zadnej z funkcji sterujgce] Cng‘ Innymi slowy postulat ten

zabezplecza budowanie harmonograméw dopuszczalnych,

Zadanie D Zadanle tego typu otrzymuje sie¢ z zadanla typu C
przyjmujgc, Ze stanowiska sga jednoczynnosciowe,

Sytuacja taka ma cz¢sto miejsce w praktyce,

Zwré6émy uwage na fakt, Ze zadanie typu D jest prostsze niz
zadanie typu C, gdyz nalezy wyznaczy¢ tylko fumkcje sterujgca
Ol natomiast funkcja /3 jest juz z géry zadana,

Cz¢sto w konkretnej sytuacji, gdy zadanle C jest duzych roz-

miaréw mozna je sprowadzié do zadania D w sposéb nastepujacy:

Dla kazdej z czynnoscl wybraé jedno tylko stanowisko, na kté-
rym czynno$¢é ta ma byé wykonana i1 to tak, by zadne ze stanowisk
po takim przyporzgdkowaniu nie bylo wieloczynnosciowe, Wowczas

otrzymujemy zadanie D,



Jest rzeczg oczywistg, Ze nle zawsze daje sie to zrobié,
Ponadto jes$li jest to mozliwe i to na kilka sposobéw, to
trzeba zdecydowaé sie¢ ktdére przyporzadkowanie wybraé, a wigc
powstaje tu nowe zagadnienie wyboru kryterium orzekajgcego

o0 wyzszosécl jednego rozwigzania nad innym, Po trzecle wreszcie

sposéb taki jest wyrazZnym uproszczeniem zadania wyjsciowego,

Zadanie E Zadanle tego typu jest najczesdciej spotykanym
w literaturze, Zadanie to sprowadza si¢ do tego,
Ze:
-~ kazdy detal ma identyczng technologie,
- kazdy detal ma identyczng marszrute technolo-
glczng,
~harmonogram dla kazdego stanowiska zawlera
cigg czynnoséci, ciggi te dla réznych stanowisk
roznig si¢ tylko operacjsg,
Oznacza to, 2e stanowiska obrabiajg detale
w tej samej kolejnosci 1 stanowisko jest

jednoczynnosciowe,

Zadanie to odbiega od typowych zadan z jakimi spotyka sie

w praktyce, Jednak ze wzgledu na swojg prostote (w poréwnaniu
z innymi) stalo si¢ obiektem zainteresowania wielu matematy-
kéw 1 praktykow, "Moze dlatego ta wielce uproszczona wersja
problemu ogdélnego stala sig¢ poligonem doswiadczalnym, na ktd-
rym badacze usilujg wypracowaé jakies sensowne metody dla

tej klasy zadaﬂ"i/.

1/ Patrz Jankowska-Zorychta "Modele sekwencyjne i ich zastoso-
wanie.,, str,42



Mimo wielu préb podejmowanych w celu rozwigzania tak uprosz-
czonego zadania wyniki sg dalekie od zadowalajgcych, Do sprawy
tej powrécimy przy okazji prezentowania znanych metod rozwig-
zania zadan sekwencyjnych,

Zwréémy uwage na jeszcze dwie rzeczy.,

Jesll stanowisko jest wieloczynnosciowe, oczywiste jest, ze
przystosowanie go do wykonania innej operacjl wymaga czasu,
Tak wiec dla stanowisk wieloczynnodéciowych powinna byé jeszcze
dana maclerz czasdéw przezbrojen z operacjli na operacje., Jed-
nak uwzglednienie tych danych nie komplikuje zadania, gdyz
czasy te mozna doliczyé do czaséw trwania operacji,

Jesli w badanym odcinku produkcyjnym jest jedno tylko sta-
nowisko robocze to z koniecznos$ci musi byé ono wieloczynno-
gciowe (zbiér N jest jednoelementowy) a wigc operatory
dziatajg szeregowo w dalszym clggu pozostaje problem wyzna-
czenla optymalnego harmonogramu, gdyz ze wzgledu na czasy
przezbrojen stanowiska, rézne harmonogramy mogg dawaé rézne
czasy wykonania zadania,

Na zakonczenle zauwazmy, Ze cz¢sto mamy do czynienia
z sytuacjg gdy w badanym odcinku produkcyjnym jest grupa sta-
nowisk jednorodnych, Wéwczas mozna zamiast calej grupy stano-
wisk jednorodnych rozpatrywaé jedno stanowisko, biorac za
czas trwania operacji na tym stanowisku liczbe:

(T )

—P
r 9

gdzie:
H(Tpl)- czas trwania czynnosci (p,1) na Jednym ze sta-
nowisk jednorodnych,
r - 11losé stanowisk jednorodnych moggcych wykonaé

czynnosé (p,1)
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2,2, Ustalanile harmonogramu zaJjeé

Rozpatrzmy jednostke dydaktyczng jaks moze byé np, szkoila,
uczelnia, wydzial, itp, Z interesujgcego nas punktu widzenia
Jednostke te charakteryzujg nastepujgace dane:

- i1lo8é 1 rodzaj sal dydaktycznych wykladowe, seminaryjne,

specjalistyczne. ,
- i1lo8é 1 specjalizacja wykladowcdéw ( przez wyktadowce
rozumiemy tutaj osobg, ktéra moze w danej jednostce
dydaktycznej prowadzié zajecla),ktérymi dana jednostka
dysponuje,
- iloéé 1 rodzaj zajeé dydaktycznych prowadzonych w danej
Jednostce,
- ilo$é i rodzaj grup dydaktycznych, ktére dana jednostka
ma obstuzyé,
Zwrdémy uwage na nastepujacy fakt: minimalizacja czasu wykona-
nia zadania w wielu przypadkach jest réwnowazna z minimali-
zacjg sumy czas6w przerw miedzyoperacyjnych, Z tego tez wzgle-
du zagadnienie ukladania harmonograméw ma dwa aspekty powo-
dujace, ze mogg tu powstaé dwa zadania rézne co do tredci,
a nierozréznialne pod wzgledem formalnym, Zadania te nazwiemy
odpowiednio zadanie I 1 zadanie II,
Rzecz polega na tym, Zze grupy dydaktyczne majg ustalone kryte-
rium oceny jakosci harmonogramu., Moze to byé dla przykladu
kryterium nastepujqce: zajecla dla danej grupy powinny trwad
w sposéb ciagty, tzn., by nie bylo okienek, Jesli z jakichs
powodéw (przerwa na obiad, przerwa przed trudnymi zajecliami
na powtérzenie) okienka takie sg potrzebne, to mozna je W na-

szym zadaniu wprowadzié traktujgc jako zajecia dydaktyczne,
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W obu typach zadan sprana ta nie odgrywa wiekszej roli.

Wazng natomiast rzeczg jest co innego, ograniczenia Jednostki
dydaktycznej mogg wynika¢ z braku sal badZz braku wyk#adowcow.
Wobec tego w pierwszym przypadku otrzymane harmonogramy bedzie
sie porownywato ze wzgledu na wykorzystanie sal, a drugim
razem ze wzgledu na wykorzystanie wykdadowcow. Innymi stowy
w pierwszym przypadku harmonogram bedzie tym lepszy iIm suma
czasow kiedy sale sg wolne bedzie mniejsza, w drugim przy-
padku suma okienek wyk#adowcéw. W obu tych przypadkach liczy
sie okienka miedzy zajeciami, a Interes grupy dydaktycznej
musi zostac¢ podporzadkowany racjom wyzszego rzedu. Brak sal
badz wyktadowcéw - zajecia muszg odbywaé¢ sie do pdznego wie-
czora. Jesli natomiast Jest dostatecznie duzo sal 1 wyktadow-
cow o wyzszosci Jednego harmonogramu nad innymi decyduje

interes grupy, a wiec np. minimum czasu przerw miedzy zajecia-

mi .
Wracajac do naszego zadania rozpatrzymy dwa przypadki:
Zadanie 1
Ograniczenia wynikajg z braku sal.
Zadanie 11

Ograniczenia wynikaja z braku wyk¥adowcow.

Dla obu zadan wprowadzimy nastepujace oznaczenia, zgodne
z formalnym opisem z poprzedniego rozdziatu.
S - zbior grup
K - zbidr przedmiotéw, wzbogacony by¢é moze o postulowane
przez przerwy . Zbidor ten Jest sumg zbioréw K»

(i?l,2,...,m) tzn. przedmiotéw dla poszczegélnych grup.



Operator Tpl Jest opisem formalnym zajeé dydaktycznych

z przedmiotu 1 w gruple p,

Zadanie I
N - zbiér sal.

Poniewaz czg¢sé sal jest uniwersalna, funkcja WY przyporzad-
kowuje poszczegllnym zajeciom sale w ktérych zajecla te mogag
sie odbywaé. W poprzednim zadaniu z dziedziny organizacji
produkcji odpowiada to sytuacjli, ze stanowiska sg§ wieloczyn_
nosciowe, Jesli sale sa specjalistyczne, dostosowage do jed-
nego typu zajeé wéwczas funkcja W dla odpowiedniego zajecila
wyblerze wlasnie te sale., Funkcja ¢> Jest po prostu harmono-
gramem zaj¢é uwzgledniajgcym sale,grupe 1 przedmiot, z kté-
rego odczytaé mozna dla kazdej sall zajecia kolejne oraz dla
kazdej grupy rozktad zajeé tzn, jakie kolejne zajecia i w kté-

rej sall si¢ odbywajg,

Zadanlie II

N = zbidér wyktadowcéw,

Funkcja () wybieraé teraz bedzie dla kazdego zajecia pod-
zbidér zbioru wykladowcéw moggacych dane zajecie poprowadzié.

W tym przypadku funkcja <ﬁ bedzie harmonogramem zajeé uwzgled-
niajacym wyktadowcéw, grupe oraz przedmiot,

W obu przypadkach funkcjona* H podaje czas trwanlia poszcze-
gélnych zajeé, Zadanie I jak i zadanie II sprowadzajg sie do
zadai typu A lub B z poprzedniego rozdzialu, gdyz na ogdi
kolejnosé zajeé dydaktycznych jest obojetna poza sporadycznymi

wypadkami,
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Harmonogramy podane w zadaniu I i Il trudno uzna¢ za harmo-
nogramy dla Jednostki dydaktycznej, gdyz ten powinien uwzgled-
nia¢ wszystkie elementy. W przypadku 1 brak jest wyk#adowcow,
w przypadku Il brak Jest sal. Ale JesSli sie zwazy na to, iz
zadania te byty formutowane przy zatozeniu "obfitosci' jJednych
elementéow w pordéwnaniu z innymi, mozna otrzymany harmonogram
uzupedni¢ o brakujgce w nim elementy. Co oczywiscie moze po-
wodowa¢ lokalne zmiany w harmonogramie.

Na zakonczenie jeszcze jedna uwaga. Zajecia moga by¢ roéz-
nego typu (¢éwiczenia, wyktady) niektdére z nich musza sie od-
bywa¢ w okreslonej porze (obiad). Wszystkie te warunki uwzgled-

ni¢ mozna poprzez dobdér odpowiedniej funkcji sterujacej cC

2.3. Planowanitie Swiadczenia us+u g*»

Przyjmijmy, ze dana jest jednostka ustugowa sSwiadczgca
ustugi specjalistyczne na rzecz klientow. Zatdézmy, ze kazdag
ustuge mozna rozbi¢ na pojedyncze operacje. Woéwczas z naszego
punktu widzenia jednostka taka scharakteryzowana jest naste-
pujgcymi zbiorami:

S - zbidr klientéw na rzecz ktdorych jednostka ma Swiad-

czy¢ swoje ustugi,

N - zbior wykonawcédw moggcych te ustugi wykonac,

K - zbidér operacji, ktére moga by¢ przez wykonawcédw wyko-

nane, a ktdore sag niezbedne do wykonania usdug na rzecz

klientdw.

~przyktad zaczerpniety z 'Zastosowanie pewnej metody heurys-
tycznej do rozwigzywania zagadnien z teorii przedsiewziecC
czasowyhh'™. A.Gospodarowicz.
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Kazdy klient ze zbioru S jest opisany przy pomocy wektora:

(sii»si2,***»siki)

gdzie:
s - jJest 1-tg cechg dla i1-tego klienta,

kn - jest liczbg cech opisujacych i-tego klienta.

Przy czym cechy te sg niepozadane, a ich wystgpienie powoduje
to, ze klient trafia do jednostki ustugowej. Ustuga Swiadczona
przez jednostke na rzecz klienta formalnie polega na prze-

ksztatceniu wektora s™ w nowy wektor:

Wi =(WII»WI2» ee*e" kN

gdzie:

w” - jest 1-tg cechg i1 jest to cecha pozadana.

Przy czym ceche w” uzyskuje sie z cechy s~ dzieki wyko-
naniu czynnosci (.I»1)e
Przyjmujac dodatkowe zatozenia:
- kazda z operacji jest wykonywana przez jednego tylko
wykonawce,
- nie ma przerw w trakcie wykonywania operacji, tzn. ope-
racja trwa od momentu jej rozpoczecia az do momentu
jej zakonczenia

mozna sformutowal nastepujgce zadanie:

Ustali¢ taki plan wykonywania ustug dla danego zbioru

klientow by wykona¢ je w jak najkrétszym czasie.
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Zadanie to jest szczegdélnym przypadkiem zadania sformulowanego
w plerwszym rozdziale,

Zauwazmy, %e dla niektérych typéw ustug z géry dana jest
kolejnos$ é wykonywania poszczegdknych operacji, dla innych
natomiast kolejnosé ta moze byé dowolna, Warunki opisujace
kolejnosé operacjl wprowadza sie do modelu tak jak i w po-
przednich przypadkach poprzez dobdér odpowiedniej funkcji ste-
rujgacej < .

Operator Tp1 Jest tutaj formalnym odpowiednikiem l-tej ope-~
racjl wykonywanej na rzecz p-tego klienta,

Funkcja () wyblera ze zbioru wykonawcéw tych wykonawcéw,
ktérzy mogg wykonaé czynnosé (p,l). Harmonogram swiadczenia
ustug jest réwnoznaczny z funkcjg @ .

W przypadku planowania swiadczenia ustug spotkaé mozna kazdy
typ zadania opisanego w rozdziale plerwszym,

Na zakonczenie tego rozdzialu zwrécémy uwage na jeszcze
Jeden fakt, Chcialoby sie¢ aby harmonogram zawieral informacje
typu: co?, gdzie?, kiedy?. Innymi slowy by w dowolnej chwili
od momentu rozpoczecia zadania moZna byio z harmonogramu od-
czytaé na jakim etapie znajduje sie jego realizacja, Dla celéw
kontroli przebilegu realizacji zadania niezbedna jest mozliwosé
poréwnywania planu realizacji i realizacji. Konieczng jest
rzeczag zatem aby z harmonogramu odczytywaé mozna bylo naste-
pujace informacje: co juz powinno byé zrobione?, co powinno
sie robié¢ aktualnie? itp, Podany przez nas harmonogram (funkcja
@ ) nie zawiera tych informacji co oczywiscle jest jego wada.

Po to by mieé peine informacje o planowanym przebiegu reali-



zacjl zadania korzystaé trzeba z funkcjonatu H oraz funk-
cji ¢ .
Te dwie tablice @ i H(P) daja pelny obraz przebiegu

realizacji zadania,
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3. METODY ROZWIAZYWANIA ZADAN PROGRAMOWANIA SEKWENCYJNE GO
3cdi. Wprowadzenie

W rozdziale tym chcemy przedstawié znane w literaturze
metody rozwigzywania zadan sekwencyjnych, Zaznaczmy tu od razu,
iz metody te byly opracowane w przewazajace]) wiekszosci dla
zadai z dziedziny organizacji produkcji, a wsrdéd nich najczes-
cliej formulowanym zadaniem by}o zadanie, ktore w modelu za-
prezentowanym w rozdziale plerwszym zostalo opisane jako za-
danie typu E,

Ponadto w rozdziale tym chcemy zaproponowac¢ wlasne propo-
zycje sposobéw rozwigzywania tego typu zadan.

Jak juz powiedzlano powyzZej najczesSciej spotykanym w lite-
raturze zadaniem jest zadanie, ktére w jezyku formalnym zapro-
ponowanym w rozdziale pierwszym formutuje sie¢ jak nastepuje:
Dane:

zblory M, N, K,
Zaktrada si¢, ze:

¥Vpe MA V1€K dany jest operator Tpl'i/
card (N)= carad (k)
¥Yp, e MAVYp,eM w(pi,n =W (p,,1)

VpeM card (N )= 1aN,; ={1}

-1 =1o(r )
V1EKA ¥p ,p, € M of (1p 1) = ol x "pyl
p,K 1 2

1/ zalozenie to nie jest najistotniejsze,gdyz jesli dla jakie~

gos p nie 1stnieje operator Tpl to operator taki mozna
wprowadzié przyjmujge,ze H(Tp1)= 0.



- 91 -

Wyznaczyé funkcje sterujgcag OC taka, by:

H(T ‘ — min

MKoC
Aby leplej zilustrowaé sposob wyznaczania wartosci trunkcjo-
natu H na zbiorze (lub podzbiorze) operatordw TMK posiu-~
2ymy sie¢ diagramem Gantta, Dla przykladu weZzmy trzy warstwy

operatoréw oraz funkcje oL naste¢pujaca:

(1) = T,

K
oL(2)= T,y
oC(3) = T3K1/
H(T,,) m(r,,) H(T,,)
I 1 [ 1
H(Ty,) H(T,,) H(T3,)
II i -l ——————————r
1(Ty3) H(Ty3) H(T35)
111
Mamy tutaj:
H(Ty )= max H(Z,)= H(Z,)
1

H(T33 x Ty )= H(T44)+ max[H(z3) , H(22|T32)]= H(T33)+H(Za).

Zauwazmy jeszcze, 2ze:

I7>Zap:l.s ten oznacza, ze:
L= 1y, of (@)= 1, of ()= 1,

olyp(1)= Ty, Lpy(2)= Tyy, Ly, (3)= Ty,

Ky @)= 15y, L (2)= 74 oLy (3= 15 .

29



H(Zi)= S H(Tpi)
p=1

H(Ty )= 3 S H(Ty,)
1=1

H(Ty, )= H(Tpl X Tym)= H(Tp1)+ ma.x[H(Zl) yH(zq_ | Tp’l_l)l.

Z powyzszych wzoréw korzystaé bgdziemy przy prezentowaniu

znanych algorytméw,

3.2 Algorytn Johnsona

Jedynym jak dotgd efektywnym algorytmem pozwalajgcym wy-
znaczyé optymalng funkcje sterqucq,OC Jest algorytm opraco-
wany w 1954 przez Johnsona, Jednak jego przydatnosé jest
niewlelka, gdyz opracowany zostal dla dwéch warstw operatoréw,
a w szczegdlnych przypadkach mozna stosowaé go dla trzech
warstw operatoréw,

Przedstawimy pokrdétce ten algorytm oraz pochodzgcy od jego
autora dowod efektywnoécii/.

Niech ocard(N)= 2 za$ zbiér M niech bedzie zbiorem
m-elementowym, Niech ponadto funkcja sterujgca cf.K gdzie

P
K = {1,2} bedzie jak nastepuje:

VpewM ogK(1)= Tpy

oCPK (2)= Tho

i/

nieco inny dowéd znalezé mozna w pracy: Korbut A,A.; rin-
kelsztejn J.J, "Programowanie dyskretne", str,.202 i dale}]



Zat6zmy, %e mamy dowolna funkcje¢ sterujacag QCMK’ bez straty
ogdélnoscl przyjmijmy, ze:

YpEM o[iK(p3= Tok

Graficznie wartoscl funkcjonalu M na zbiorze operatoréw

TMK przedstawié¢ mozna przy pomocy znanego Juz diagramu
Gantta:

. H(T“). H(T,,) . B(T,,) ‘ H(r,,)

i X, LH(Tiz)J Xy H(T,,) Xy H(TazL X, PH(T42)

Ponlewaz operatory T oraz sz muszg dziatadé szeregowo

pl1

a z ich dziataniem zwigzany jest czas, Xp oznacza czas

oczekiwanlia operatora sz na rozpocze¢cle dziaxania,

Zauwazmy z diagramu, ze:
m m
H(T,)= 2> :H(Tp2)+ ) Xhe
p=1 p=1

Zatem, wyznaczenie optymalnej funkcjl sterujgcej ol sprowadza

si¢ do minimalizacjli sktadnika:

Y X

P

gdyz drugl sktadnik jest staty,

Mamy :

<
I

= H (Tii) ’

ma.x[ H(T, )+ H(Tzi)— H(T,,) - X, , o] ,
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X, + Xy = ma.x[H(Tii)+ H(Tzi)- H(T,,), H(Tii)] ,

3 2 2
X, = max Z,H(Tpi)- P H(T),) - ) X, 5 0 |,
p=1 p=1 p=1
3 3 2 2
Z.‘. Xp = max :H(Tpi)-:l H(sz)s :Xp =
p=1 p=1 p=1 p=1

3 2 2
= max| ) H (1) - Z H(sz),z H(Tp) = B@, ), H(Ty,)e
p=1 p=1 p=1

i ogdlnie:

m
E :X = max B
ol u
p=1 igugm
gdzie: a Uei
B, = ZH(Tpi)- E H(T )
p=1 =1
Oznaczmy teraz:
F max B
ﬂhisu u

Poszukujemy takiej funkcji sterujacej, 0[0 , dla ktérej:

L) & Fld) dla kazdej oC€ R(M,Tyq).
Rozwazmy dwie funkcje ol oraz o(1.
Niech funkcje te beda nastepujace:
o[.(1)= o(_l(i) dla i <3 oraz 1> j+i
of (3)= oly(3+1)
of (3+1)= ©£1 G



gdzie:
i=1,2,,,.,m

3= 1,2,.00,m=1

Innymi stowy sterowanie funkcjg c(i Jest takie same jak
sterowanie funkcjg ol dla wszystkich 1e€eM 2z wyjatkiem
dwéch dowolnych (byle sqsiednich‘)operatoréw, ktére sa prze-
stawione, Wartosci B oraz B} dla funkcjli ol 1 c£1
bedg wobec tego takie same dla kazdego u 2z wyjatkiem byé
moze u= 3 oraz u' = j+1,
Mamy wigc:
F) = F ()

Pod warunkiem, ze:

max(BJ,BJ+1)= max:(Bg,B5+1).

Jesll zasd:

max(Bj,BJ+1)¥ max(ﬁB,B5+1)

to jedna z dwéch funkcji sterujacych o1 o, jest lepsza

1
w sensie minimalizacji H(TMK)‘

Funkcja oL dla ktdérej:

d(ﬁ‘): le

i o[('j+1)= TJ+1,1

jest lepsza od funkcji of dla ktérej:

1?
of;(3)= Ty,4 1

1 ol (3+1)= Ty



Jesli:
max(Bj »BJ +1) max (bJ ,BJ+i 3.1
ale:
max (8 . Bj+)=max B, w (v - Hp2), JZHCPII- & (Tp2
P=1 P=1 P=1 P=1
J*ri j-*1

Bj»bJ+1)=
max(BjpppJ+1l)= max . H(TpI" + H(Tj+i,i)- 5_Z H(Tp2f

J+1 J-1i
Y H*pa - H*j+i2 =
p=I p=I
Jesli powyzsze podstawimy do nieréwnosci 3.1 i obustronnie
dodamy wyrazenie:
-1 J+i

© - £ HY

to po wykonaniu odpowiednich dziatan otrzymujemy nastepujgca

nieréwnos$ ¢:

lub rownowaznag jej:

H(THIS2] ~ «In[H(TH1>1), HC*2))-

Rozpatrzmy pewien porzadek dziatania operatorow:

T1K»* **»T 1K, TSK*#***TmK

ustalony przez funkcje sterujaca o0¢Q.
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Nie zmienimy wartosci funkcji o) dla argumentu 1 oraz s

Jesl

U

minfh @u ), Heggos <C-Min ey oy (g2 3.2
Wzér 3.2 Jest spedniony, gdy:
, H(Tg2), H(T12).
mozna go wowczas zapisac:

min~"CT”) , H(T12) <. min]™(Tsl) , H(TsJ)j -

Jesli wiec funkcjonat H zadany na zbiorze operatoréw ma
wdasnosé, ze:

min H(TID= H(TsD)

1,2

=
1

1,2,...,m

to optymalna funkcja sterujgca oC powinna mle-e naste-
pujaca wkasnosc:

04,d) =
JesSli zas:

min H(Tli)= H(Tgl)= HCTA)

to funkcja oCQ nie Jest wyznaczona Jednoznacznie, dokkadniej

moéwigc mamy wéwczas dwie funkcje (obie optymalne) , takie,

01 TjK -
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Wzér 3.2 jest réwniez speiniony gdy:

BH(T,) < H(Tg,), H(T,), H(T},).

Wéwczas mozna go zapisaé w innej nieco postaci:
min[H(Tsi), H(Tsz)] gmin[H(Tli) . H(le)] .

Jegli wiec

min H(T,,)= H(T
1,1 (Ty1 (Tg2)

i=1,2

l=1,2,,,0,0

to optymalna funkcja sterujgca oCo powinna mieé nastepujacsg

wlasnosé:
c’co(m)= Tox -
Ponadto Jesli:

T::.Ijl. H(ry,)= B(T )= H(T

.1'2)

to sa dwie funkcje of 1 0£1 , Obie optymalne, takie ze:
do(m)= TSK
O[i(m)= TjK .

Tak wigc algorytm Johnsona pozwala w m krokach wyznaczyé

optymalng funkcje sterujaca Cfo.

Johnson podal rdowniez algorytm wyznaczania optymalnej
funkcji sterujgcej w przypadku 3-rdéwnoleglego dzialania ope-
ratoréw, Algorytm ow stosuje sie w jednym z dwoch przypadkdw:

min H(T;,) > max H(T,,)
1 1
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lub  min H(T,,) > max H(T,,)
i 1

Narysujmy diagram Gantta dla trzech warstw operatorow i dla

dowolnej funkcji sterujgcej ol . Przyjmijmy, Ze:

V d(i)‘: TiK

1e M
. H(T, ) . H(Tzi\ . H(Tai) )

Xy H(T ,) X, H(Ty,) X3 H(Tg,)
11 . ] h - . -
Yy H(Ty3) Y,  H(Ty Yy H(Tgy

III X . N -, L
gdzie:

Xi oraz Yi oznaczajg to samo co poprzednio tylko

odpowiednio dla warstwy drugiej i trzeciej,

Z diagramu widaé, ze:

Y X

+ H(Tiz)’

1 1

Y

2

i ogdlnie:

m m m-1
Y, = max ZH sz +E Xp -E 5 Tp3
p=1 p=1 p=1

max|H(T, ,)+H (T55) +X, +X, - H(T,,)

M1
p=1

p=1

m~1
2:1Y = max § H T - E H T E::Xp ’ E Yp
p=1

-Y1

]
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h"™12,+X1

Niech:

3.3
=1 =1

u— I 2f«i«]iii
Woéwczas dostajemy:
m
Ynme max U + max B )= max +B )
p=1 P 1
Rozpatrzmy znowu dwie funkcje sterujace 1 &, takie,zei
0”N(1)= oC2U) Vi =1 ™ j

oML uU) = 02 g+
k., g+i)=0C @) -
10 ) 2(1)
Otrzymamy w ten sposéb dwa zatozenia operatorow:

Pi, R hiK 1] i
IK,AZK*** > AJK,13+1,K,*** ImK
oraz

Ir
fi K>12K»* *e»1j+1,K ,Tj Kos* **5»]1mK*
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Dla obu funkcji Cl; oraz 052 musi zachodzié nastepujgca

relacja:

max (A, + By)= max (A, + B )
1Sugve 1fugv<y

By¢é moze relacja ta nie zachodzi natomiast dla u=j 1

u= j+1., Poréwnajmy zatem:
max (AJ+1 + Bu’ Aj + Bu)
1ugi+l
dla funkcji 0(1, oraz:

4 [ 4 (4 L4
max (.A + B , A; + B )
1 gug i+l J+1 u J u
dla funkecji o(,.

Jesll teraz:

min H(Tpi)‘;fmax H(sz)
P P
to:
max B . =B_.
ugv u v

Zatem funkcja sterujaca oCi Jest lepsza od funkcji 052,
jesli:
I 4 b )

Ajer * Bypao 45 4 BJR:'“"’X(AJH + By1o Ay + By ) 3.4

max ( j

Napiszmy jeszcze wartosci wyrazein AS dla

] 4 'd
j+1r Bye1s 450 B;
funkeji of,.
Korzystajgc z 3.3 oraz B tego, Ze:

oLy (3)= Tir1,K
C¢5(3+1)= TJK
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mamy :
)
l
=1 = H(sz) H(T J+1 )
+1 j=1
4
By,q = § H(T,,) = ; H(T),)- H(TJH’Z),
p=1 p=1
j-1 j=1
ld
Ay = E H(Tp2)+ H(Tj.l_i’z)-i H(Tpa).
p=1 =1
j-1 -1
[ 4
By = E H(Tpi)*' H(Tj+1,1)-§ H(sz),
p=1 p=1
Jesll teraz do obu stron nieréwnosci 3,4 dodamy wyrazenie:
-1 Jj+1 J+1
J}' H(Tp,)~ E H(Tpy § H(Tp2)+ Z H(Tpa)
p=1 p=1 p=1

to po wykonaniu dzialan dostajemy:

ma.x[- H(T,,)- H(Tja) H(TJ+1 NE H('r:“1 1)]

""""x[' H(Ty,q,0)= B(Tyyy ol B(Ty5)- H(T;ii)] ’

lub

min F—I(Tjih H(TJ.Z) , H(Tj+1’2)+ H(TJ+1’3)] <

-
min H(‘I‘J+1'1)+ H(TJ+1’2), H(sz)+ H('rj3)].
A po podstawieniu

H'(T,) = H(Ty,) + H(Ty,)

.11)
B (T,)= H(sz)+ 5(Ty4)

BTy, g )= B(Ty,q 4)+ BTy o)
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BTy, 2)= H(Ty,q,2)+ B(Ty,4 3)

min[H'(TJ.l) , H'(Tj+1’2):l < min[H'(I‘jz), Hf@3+1’1)].

Uzyskalismy taki sam wynik jak poprzednio kiedy rozpatrywano
przypadek dwéch warstw operatordw,
Z przeprowadzonego rozumowania widaé, ze zadanie dla trzech

warstw operatordéw w przypadku, gdy:

min H(T )2 max H(T,,)

sprowadza sie¢ do rozpatrzonego juz zadania dla dwéch warstw
operatorow, Dowdd dla przypadku:

mizil H(T,5) 2 max H(T,,)
przebiega podobnie,

Na zakonczenie przytoczmy uwage Johnsona, W niektérych
przypadkach poszukiwanie optymalnej funkcji sterujacej dla
trzech warstw operatoréw mozna zastgpi¢ dwoma zadaniami po-
szukiwania optymalnej funkcji dla dwéch warstw operatoréw:
osobno dla pierwszej i1 drugiej warstwy oraz druglej 1 trzecie}
warstwy. Jesli obie funkcje beda jednakowe to jest ona opty-

malng dla calego zadania,

Mimo niewgtpliwe] prostoty algorytmu przytoczonego powyze]

jego przydatnosé praktyczna jest niewielka.
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3.3 Mo dele catltkowilto=11czbowe

Zadania programowania sekwencyjnego sg bardzo czesto for-
muiowane jako zadania programowania dyskretnego, a $cislej
méwigc, jako zadania programowania calkowito-liczbowego,
Trzeba powledzieé, Ze proponowane modele sg interesujgce
z formalnego punktu widzenla, przy ich budowie uciekano sig
do wielu pomyslowych zabiegéw, jednak ich praktyczna przy-
datnosé jest niewielka, Wynika to po pierwsze z faktu, iz sag
to zadanla o duzych rozmiarach,a po drugie - co zresztg ma
zwigzek z plerwszym - metody rozwigzywania zadan o zmiennych
caltkowitych mimo postepdéw badan w tej dziedzinie sg ciggle
mato efektywne,

w literaturzei/ znalezé mozna takie zdanie: "Przy rozwig-
zywaniu zadan PLC metodami plaszczyzn odcinajacych notuje sie¢
zaréwno sukcesy jak i porazki ,,.najbardziej charakterystycz-
nymi zadaniami, dla ktérych miato miejsce niepowodzenie sg:
.sszadania teoril harmonograméw" i dalej "obecnie brakuje
wyczerpujacych uzasadnien tak sukceséw jak 1 porazek,..
wszakze dla zadanla teorii harmonograméw wydaje sie stuszne
nastepujace rozumowanie, Formulowanie tych zadan w jezyku
PLC jest nienaturalne. Dla stosunkowo niewielkiego zadania
w naturalnym sformulowaniu w modelu PLC wystgpuje ogromna

liczba ograniczen i zmiennych",

1/ patrz Korbut A,A., i Finkelsztejn J,J. "Programowanie
dyskretne" str, 161 i dalej.
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Dla potwierdzenia tej tezy prezentujac modele programowania
catkowito-liczbowego podamy bardzo proste przykdady.
Przed opisem znanych modeli przypomnijmy zatozenia dotyczagce
dziatania operatorow:

- operatory nalezgce do jednej warstwy dziataja kolejno,

- kazde dwa operatory T , 1 T, dziataja kolejno,
pj1 pA2
- Jesli operator T , moze dziatac¢ wspoétbieznie z dwoma
piAil
T |, i T , , to dziata on z tym dla ktdérego wartoscé
P2 2 _p3 3

funkcjyi Jest mniejsza,
MK

W wiekszosci modeli, ktdére zostang tu zaprezentowane dokonuje
sie nastepujacego zabiegu:
Wybiera sie liczbe T, o ktérej wiadomo, ze:

T > o

Liczbe taka nietrudno wyznaczy¢ biorac dla przykdadu:

T=£ H n( ).
P 1 P

Przyjmuje sie przy tym, ze kazda z liczb H(T Jest catko-
witg, Jak wynika z przyk#addéw przedstawionych w rozdziale
poprzednim nie Jest to zbyt silne ograniczenie. Wystarczy
bowiem zauwazy¢, ze JesSli tylko zadna z liczb nie Jest nie-
wymierna to poprzez zmiane Jednostki uzyska¢ mozna ich catko-
witoliczbowos¢, a niewymiernos¢ liczb H(T j) jest zapewniona
w sposob naturalny z warunkédw zadania. Nastepnie wyznacza sie

najwiekszy wspolny dzielnik liczb H (Ipi)» oznaczmy go r*
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1/

Liczba T na osi wartosci funkcjonatu H wyznacza pewlen
punkt, Odcinek [0,T] dzieli sige na t jednakowych odcinkéw
o dtugosci r* kazdy. Kolejne odcinki otrzymane z tego po-
dzialu ponumerujemy liczbami od O do t-i, Nastepnie przyj-

muje sie za jednostke r* i w tych jednostkach wyraza sig

liczby H(Tpl).

Jako plerwszy przedstawimy model Bormana,

3.3.1. Model Bowmana

Model ten skonstruowany zostat przy nastepujgqcych zatoze-

niach:

- Vsen T = {M X 1}
lub inaozej:

- Viekx \uwml) ={s}= N v(m,1),
M M

- dla kazdego p€M dana jest funkcja sterujaca C[pK‘

Jest to wigc. zadanie typu D, sformulowane w rozdziale pierw-

szym, Wprowadzimy teraz zmienng Xg zdefiniowang jak naste-

pr
puje:

1 jesli operator Tpl dziata w warstwie

s=tej i w r-tej jednostce.

Xspr =

o W przeciwnym przypadku,
Zwréémy od razu uwage na to, iz wobec pierwdzego zaloZenia

zmienna Xg moze byé réwna 1 tylko wéwczas, gdy:

pr

1/

patrz diagram Gantta,
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(J(Pnl) = 8
lub inacze]j

Tpl '3 ZS

Innymi siowy wprowadzimy tylko takie zmienne Xgs ktdre spel-
niaja powyzszy warunek.

Z zatozenia tego wynika jeszcze 1 to, ze dzialanie zbioru
operatorow jest dzialaniem k-réwnolegiym,

Po to by proéciej przedstawié warunki ograniczajgce modelu

przyjmijmy nastepujgca umowe:

Tpl € Zs
Tp,l-i € Zs-i
-1 1
O[ (Tp,l-i) = o[ (Tpl)" 1.
PK pK

Umowa powyzsza znaczy tyle, ze warstwy operatordéw dla kazdego

P s& ponumerowane zgodnie z wartosciami funkcji oC-i o
PK

Warunki modelu przyjmg teraz nastepujgcq postad:

B.1 r=1

H(Tp,l-i)xspr < z ; xs-i,p,d
d=0

p= 1,2,...’111

S= 2’3,.0.’k

2]
]

H(Tp’l_i), H(Tp’1_1)+1,...,T - H(Tp’l_i).
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B.2
t-1
£ xspr “ H @ph
r=
p ~ I]|2Fft«]is
s = 112]«==]k(
B*3 t-1
HIV>xspr " HOplK,p,r+l + £ *spd 4: “(V) ~
d=r+2
p = 112J«,,|S
s=1,2,.=«,k
r = O1i1---1T_H(TpI)'
B.4
X>spr
P=1
s-1,2,...,k

r=0,1,...,t1.

Przy tak sformutowanych warunkach nalezy wyznaczy¢ minimalng
wartos¢ T. Oméwmy teraz znaczenie poszczegbélnych ograniczen
powyzszego modelu. Warunek B.l zabezpiecza nienaruszalnosc¢
wartosci zadnej z funkcji ofpg« Wystarczy bowiem zauwazyc,
ze Jesli  *Spr = t0 znaczy operator Tpl w s-tej warstwie
dziata w r-tej Jednostce to w warstwie poprzedniej musiat

dziatac¢ operator i dziatanie to miato trwac przez

h(tpgl 1) Jednostek.
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Warunek B.2 jest réwnoznaczny z zZgdaniem by dla kazdego ope-~

ratora T ; W rozwigzaniu przeznaczyé H(Tpl) jednostek,

Warunek B,3 wynika z zalozenia, %e zbidr operatordéw jest
dobrze okreslony, tzn, jesli dziatanie operatora rozpoczegilo

si¢ w jednostce r~tej to musi byé zakoriczone po uptywie H(Tpl)
jednostek,

Ostatnl z warunkéw wynika z zalozenia o szeregowym dzialaniu
operatoréw w warstwie, W danej warstwie 1 danej jednostce

nie moga dzialaé dwa operatory.

Jak wyglada zastosowanie tego modelu w zadaniu praktyczaym

zobaczymy na nastepujacym przykladzie,

Przykiad
Dane:

zbidr operatoréw: {Tii'Tiz’Tzi’Tzz}

1,1 1,2 2,1 2.2

H(®)= 1| 4 5
2 3 6
Lx (W)= 1y, oy ()= Tyy
ofiK(z)= L 0[2K(2)= Ty

czyli:

T, € Z, 1 T, € Z,
T,, € Z, 1 Tyy € Zy



- 111 -

Pezyjmijmy T = 13

Zmienne

Zmienne

Zmienne

Zmienne

zas r =

Zadanie

Wyznaczy¢ zmienne

B.1

Xiqp dotyczyé bedsg warstwy pierwszej 1 operatora T

11?

X op dotyczyé bedgq warstwy pierwszej, operatora T

21’

Xoqp dotyczyé bedg warstwy drugiej, operatora T

12?

x dotyczyé beds warstwy druglej, operatora T22

22r
0,1,000,12,
bedzie teraz miaio nastepujgcg postaé:

Bopr ktére spetniaja nastepujgce w arunki:

4X514 £ X190 %111%%112%113

4x

4x

215

X

A

110 X1144% ¢ o o o X344

216 S *110v %119 ¢ o o +X415

4x217éx110+x111+ o« o . o +x116

4x

4x

218 < X910%%111% ¢ ¢ o o o +X4q

219 < *¥310%%449% ¢ ¢ ¢ o o o +X448

6X106 < X220+X221*¥222% X223+ X224+ %225

6x

B.z

127 K X901 Xg1T ¢ o ¢ ¢ 0 0 o o 0 FAy5gtX50g

Xy90t%119* ¢ ¢+ o o ¢ ¥Xyq 49 =4
X120"X124%t ¢ ¢ ¢ o ¢ *Xyp 45 =5
X10*Xg14* ¢ ¢+ o o o HXyy 45 =3

6

X220t *¥21% ¢ ¢ ¢ ¢ o *Xpp 42 =
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4X11074%1119 X192 X113% ¢ ¢ o *Xy4 92

4X11174%192+%1434 %194 ¢ ¢ o *Xyq 42
4X)124X113% %194+ %195F ¢ o o X4 40
4%) 1374114+ X115 %196% ¢ ¢ ¢ +tXy4 12

401474195 T9967 X147 ¢+ ¢ o *Xyg,42

4X1574%116+ %117+ %118% ¢ ¢ o *Xq44 12

4%116™4%117+ %118 %199t ¢ ¢ ¢ *X34 12

4%1774%118%* 1194 %11 101, ¢ ¢ *¥14,12

4%118™4%110% 11,10 %11,11+ %11, 12

4%1197%%41,10%%11,11%%11,12

5X120™5%121* X102 X123+ *X12,12

5x -35X

1217°%122%%403% X404+ , . .

*X12,12
5X192=5X 03+ X104* X105t ¢« ¢ o +Xy5 40
5X10375% 04+ X105* X106 ¢« ¢ o X3 40
5X12475% 25+ X126+ 127 ¢ ¢ o *Xp3 42
SXy25"5%106* X127 X128% ¢+ ¢ ¢ *X12,42
5X106"5X127+ X108 X129 ¢ ¢ o +Xyp 4o
5X19775%128*%120%X12,10% * * *Xy2 12

5X128™5%129* X2 10**12,11%*%12,12

IN

NN R

A

h

M I

/-

=

=

\<

=

i

il



3X51073%211+ X212 X214 3*
3X511=3%p10+ X313+ X214+
3X51273%51 3+ X314+ %01 5%
3X51373%14 %2151 X216+

3Xp1473Xp 5t Xpggt X7t

3X595=3%X516+ X217+ X218*

3X5163Xg1 7t X318 %24 ot

3x

- 113

217"3%218+ %21 9*X21,10** *

*X21,12
tX21,12
*X21,12
*X21,12
*X21,12
+X21,12
*X21,12

*X21,12

3X21873%219*X21,10%%21,11%%21,12

3X21973%31 107 %21,11%%21,12

3%51,1073%21,11%%21,12

=6 x

6X500~6Xy01 +Xg00+Xg05+

6x -6 x

221 °X2g2tXgo3* X0t

-5 x

6X590=0X503+ X504+ Xg05+

6x =5 x

2237 0X304 X305 X096+

-5 x

6X9046Xg05+ X506+ Xg0pt

6x -6 X

225 X506+ X307t X50g"

6 x ~6 x

226 °Xpo7+Xg9gt X559t

6x =5 x

227

+X22,12
tX22,12
X223 12
tX22 12
*X22,12
tX22 12

tX22,12

2287 X229%%22 10%%22,111%22,12

Ao

I

/I

N A

nohonop oy

I
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B.4
X310 *+ ¥120 =1 X310 * X330 =1
X114 * X199 <1 X599 + Xgpy =1
X112 * X100 =<1 Xo12 +* Xppy =1
X113 * Xq23 S1 X993 +* Xpp3 =1
X114 ¥ Xgp4 S1 X314 * Xgp4 S1
X115 * X435 1 X915 * Xgp5 =1
X116 * X126 S1 X316 * Xz =1
X997 * Xq27 S1 Xgq7 + Xpo7 S1
X118 * X128 S1 Xg18 + X308 =1
X119 * X409 S1 X919 * X329 S 1
*11,10 * *12,10 <1 X21,10 * X22,10 =1
X31,11 * ¥12,11 S1 X21,11 * ¥22,11 =t
X11,12 * ¥12 42 S1 Xp1112 + X55 45 =1

i minimalizowaly wartoséé T, Co jest réwnoznaczne z minimali-
zacjag t.

Rozpatrzmy dwa rozwiagzania przedstawlone w ponizszej tabeli:
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S,p I I1
r 1,1 1,2 2,1 2,2 1,1 1,2 2,1 2,2
0 1 0 0 1 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0 0 0 1
2 1 0 0 1 1 0 0] 1
3 1 0 0 1 1 0 0 1
4 o) 0 0 1 1 0 0 1
5 0 0 0 1 1 0 0 1
6 (V8 1 1 0 0 0 0 0
7 0 1 1 0 0 0 0 0
8 0 1 1 0 0 1 0 0
9 0 1 0 0 0 1 0 0
10 0 1 o) 0 0 1 1 0
11 0 0 0 0 0 1 1 0
12 0 0 0 0 0 1 1 0
13 0 0 0] 0 0 0 0 0

Latwo sprawdzié, ze w powyzszej tabell przedstawlone sg roz-
wigzania dopuszczalne zadania tzn,, takie, ktére spelniaja
uktad réwnai i nierdéwnosci B,1 - B,4 , Jednak dla plerwszego
wartos¢ T wynosl 11, dla drugilego zas 13, co oznacza, %e

pPlerwsze rozwigzanle jest lepsze.
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3.3,2., Model Jankowskiej-Zorychty I

Model ten zbudowany zostal przy nastepujgacych zalozeniach:

-~ dla kazdego peM dana jest funkcja sterujgca onK,

- 3Js€ENADCK ; 'W(s)={M x D}

-3peM, 1€K; J(p,= N, A card(Npl\ > 1,

P

Ostatnle zalozenle mozna sformutowaé¢ nieco inaczej:

Jpe MAlEK ; card(‘fpl) 7 1,
Ponadto przyjmuje sie¢,ze:

H(T ,
( p1s1\= H(Tplsz) dla kazdego si,szew(p,l).

Gdyby nie to ostatnie zalozZenie, zadanie to byloby zadaniem
typu C, sformulowanym w pierwszym rozdziale, Jesli sie¢ zas
uchyll to zalozenie, to proponowany model musi ulec pewne]

modyfikacji.

Podobnie jak i w modelu poprzednim przyjmijmy nastepujgcs

umowe ¢
=1 -1

(Tps1-a) =l (Tp)- 1t

Warunki zadania woéwczas przyjmujg nastepujgcg postad:

T r-=i
~

ceW(p,1l-1) d=0

J.1
H(T

p,1-1,c)xspr cpd’

gdzie:

se w(p,1)

p = 1,2,...,!!1
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1=12000k
9~ ’p

r = H(Tpls), H(Tpls)+ 1,...,TAH(TPIS).

Jo2 t—1
Z 2 Xspr = H(Tpls)
s r=0

p= 1,2,...,!11

J.3 H(Tpls)

o)
—~
=3
(=
=
@
~
<
/7]

,p,r+1 ~ *spr é xsp,r+d .
d=1

r = 0,1,...,T-H(Tpls)

seNpl

p = 1'2’ooo,m e

2, Tepr £ 1

P

seNpl,

ry = 0’1pooo,t-1.

Znaczenie poszczegélnych ograniczen jest takie samo jak w mo-
delu Bowmana.

Dla demonstracji tego modelu postuzymy si¢ przykladem z po-
przedniego zadania uzupelniajac dane tak, by spelnialy zaloze~

nia wymienione na wstepie,
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Przyktad:

Dane:
rodzina operatordw {711, 712, 751: 7;2}
1,1 1,2 2'1 2’2
(O D S
2 4 3 6
oL M= T, Lo W= Ty
oL, (@)= T, Lox(@= T

Mamy zatem:

Tia ={T111'T112}
T12 ={T122}
Ta1 ={T211}
Ta2 ={T221’T222}°

Przyjmijmy jak poprzednio T = 13, W powyZszym przykladzie mamy
potencjalng mozliwos¢é zaliczenia do warstwy pierwszej operatory:

T T

111 Taq1s T221, do drugiej zas operatory: T112, T122’ T222.

Zmienne x dotyczyé hedg warstwy pierwszej i operatora T111,

1ir

zmienne X{op dotyczyé bedg warstwy pierwszej i operatora T211,

zmienne x dotyczyé beda warstwy pilervwszej 1 operatora T221,

13r

zmienne x dotyczyé bedg warstwy drugiej 1 operatora T112,

21r

zmienne X dotyczyé beda warstwy drugiej 1 operatora T122,

22r

zmienne x dotyczyé bedg warstwy drugiej 1 operatora Thooe

23r
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Zadanie teraz jest nastepujace:

J.1

Wyznaczyé zmienne

Xgpri 5=1,2, P=1,2,3, r=0,1,2,...,13,

ktére minimalizowatyby T 1 spelnialy nastepujace warunki:

4x224 < x110+x111+. " .+x113+x210+. . .+x21:3

4x225 < x110+o. o+x114+x210+o oo+x214

4Xg09 K Xy oF oee +XyygtXniot eee +Xpyg

5x135 $x120+ eoe +x124

5x136 éX120+ PR +x125

5x138 $x120+ eece +x127

5x235< x120+ e o0 +X124

5Xgg6 < Xyt +eo tXgo5

5x238 < x120+ see +X127

X140%%qq4 * oo +x11,13+x210+x211+ coe +x21,18 = 4
x220+X221+ see + .‘{22,13 = 3
6

Xy130*X131% +++ * X13,13t*230% %231t ¢ t¥23 13 T
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4(xy09=%110) X119+ X310+%115%%1 14

4 (X 10=X119) & Xg90+X) 93X 14+%115

4 (x11,10‘x119) <*11,10"*11,11%%11,12%%11,13

5 (Xg09~%120) < X121 +X4 29+ X1 03+ X104 +%q 55

5 (x1597X2g)< *120%*12,10%*12,11%%12,12*%12,13

6 (x321%130) < X121+%132*%133+%1 34+ %4 35 %1 36

6 (x138%137) < X138%%1 39 %13 ,107*13,11%%13,12%%13,13

4 (Xp14=Xp10)< X9 1+X1 9+ Xg13+X57,

4("21,10‘x o)< ¥21,10*%21,11+%21,12*%21,13

21
3 (X501%900) € Xypy+XgootXpog

3(x,,,11-x

217 21,1o)< *21,11%%21,12%%21.13

6 (xX53,=%y40) = Xa31+X232+X233+X234+X2358%036

6 (X338~%237) < ¥a3g+%ag o*¥23,10%%23,11%%23,12%%23,13
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X110**120%*130

X111t *121% %131

*11,13%*%12,13%%13,13

X210%%X220%*230

X21,13%%22,13%%23,13

A

Rozpatrzmy nastepujgcy uktad liczb:

S,p 1,1 1,2

r

1,3

N
-
WY

(V)
-
[\“]

[\“]
-
(%)

© O =\ O u v W N = O

T
& M = O

(WY

O O O O O 0o O 0o o o o o o o
©O O ©O O O O O O O kB Rr kB Rk

o O o o o

O O O KB K R R R R

© O O 0 O O O O © O kB KB K =»

'O O O O O © O B B m O ©o o o

© O ©0 © 0O 0o 0 0o o o o o o (=)
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Latwo sprawdzié, ze uklad ten jest dopuszczalnym rozwigzaniem

naszego zadania,

3.3.3. Model Jankowskiej-~Zorychty II

Drugi model zaproponowany przez autorke, zbudowany jest
przy tych samych zalozeniach dla jakich zbudowano model Bow-

mana, Warunki tego modelu majg nastepujgcg postad:

JII.1 r—i
B(T, 1.1) Xgpr 42 Xs-1,p,d
d=0
b= 1,2,...,“1
s = 1,2,.44,k
I'=H (Tp,l-i) ’H(Tp’1-1)+1,. L) ’T—H(Tp’ 1_1) .
JII,2
t-1
Xspr = H(Tpl)
r=0
P = 1’2’ooo,m
S = 1,2’ooo’ko
aI11,3 H(T l)
H(Tpl)(xs,p,r+1 - xspf) < Xs,p,r+d
da=1

p=1,2,,.,,mn
S = 1’2,ooo,k

= 0,1,2,,,T-H(Tp1).

=t
I



- 123 -~

JII.4

8 = 1’2,0.o,k

r = 0,1,.00,t-1 °

Jak widaé warunki JII,1i, JII2, JII,4 sg identyczne jak
warunki B,1, B,2, B,4 w modelu Bowmana, Warunek JII,3 jest
natomlast szczegélnym przypadkiem warunku J,3, ktdry to przy-
padek otrzymuje si¢ uwzgledniajgc zatozenia modelu JII,

Jak funkcjonuje ten model pokazemy na przyk}adzie zadania
rozpatrywanego przy modelu Bowmana, przy czym wypiszemy tylko

warunki JII,3 gdyz pozostale sgq identyczne z warunkami B,.1,

B.2, B.4,

JII,3
4(x441~%190) < Xy39¥%119+%113%%114
4(xy427%91) < *112%%113v%114% %115
4(x3437%190) < X113%X314%%115%%16
4(x5947%443) < *114%%115% 1167117
4(x1557%1194) < F115v%116*%117* 118
4 (x46%115) < X116*%117* %118 %110
4(x1977%148) < *117*%118*%119%%11,10
4(Xy98%117) < Xy58*%110%%11,10% 511,11
4(5197%198) < *110*%11,10%% 11,11 11,12
4(x

11,10‘x119):§ *11,10%%11,i1%*11,12%%11,13



5(%1917%X120 <
5(Xy99=Xy0¢) <&
5(X1237%122) <
5(x194~X123) <
5(xyp5-%104) <
5(X126=%125) <
5 (X1277X126) <
5 (X 08=%107) <
5(xy39%0¢)
3(xp41-%510
3(x515=Xp14)
3 (X34 3%515)
3 (g4 4=%543)
3(x15~%p44)
3 (X316=%215)
3 (x
3 (*318™%p17)
3 (x5 9=X54 g
3(

3 (x

X21,10™%219
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X121% %1227 %123+ X104%%1 25

X122F%123% %1241 %105 %1 26

X123% %1241 %1251 %1267 %127

X124+ %125 %1267 %1271 %128
X125 %1267 X127 %1281 %129
X126+X127*128%*129%*12, 10
X127t %128 %129 *12,107*12,11
X128"%129%*12,107*12,11%%12,12
X129%%12,10%*12,11%*12,12%%12,13
< X211%%212%%*213

X212%%X213%v%214

A

X513%%X214% %215

A

X214%%215%%216

A

X215%%X216+%217

/

X

A

216+%217%%218

217"%216) < X217*¥218%X219

X218*%219%%21,10

A

S *219%%21,10%%21,11

-

X *21,10™%21,11%%21,12

21,11'x21,1o)§521,11+x21,12+x21,13
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6 (x <

221~X220) & Xpp1tXpoo+XpagtXgo +XgostXgoe

6 (Xy09=Xp51) & XppotXgoatXog +Xoost+Xyse+Xgon

6 (x )

N

2237 %222 Xo23%X024% X005 X006+ X097+ X00g

6 (x

IN

X

224~<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>