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WYKAZ PODSTAWOWYCH OZNACZEN

Symbole lacinskie:

Ap, By, ..., ]y — state calkowania

B — szeroko$¢ ptyty

c — stata thumienia

C — macierz ttumienia

D — sztywnos$¢ gietna plyty

E — modul Younga

E[.] — wartos$¢ oczekiwana

G1in, Gop, -, Gy — state funkcji wlasnych
h, (T — t) — impulsowa funkcja przejscia
H(T — €) — funkcja Heaviside’a

[ — moment bezwladnosci

K — macierz sztywnosci

L — rozpietos¢ belki, dlugos¢ ptyty

m — masa roztozona po dlugosci preta

M — macierz bezwladnosci

p(t) — wektor sit wzbudzajacych

P — sita skupiona

q — obciagzenie réwnomiernie roztozone
Sj — sztywnos¢ wiezi sprezystej

t —czas



T — czas bezwymiarowy

v — predkos¢ ruchu obcigzenia

w(&, T) — przemieszczenie pionowe

w(E, T) — predkos¢ przemieszczenia

w(&, T) — przyspieszenie przemieszczenia

W, (t) — funkcja wiasna

X,y — wspotrzedne przestrzenne

Y, (T) — uogolniona wspotrzedna Lagrange’a

Symbole greckie:

o — wspotczynnik thumienia, parametr metody Newmarka
B — parametr metody Newmarka

Yn — stata

8(§ — T) — delta Diraca

1 — parametr predkosci obcigzenia

A, — warto$¢ wlasna

u— masa roztozona na powierzchni plyty

v — wspotczynnik Poissona, wspolczynnik dynamiczny
¢, {— bezwymiarowe wspotrzedne przestrzenne

p — gestos¢ materiatu

Wy, — czestos¢ wilasna

O, — czestos¢ whasna ttumiona



1. WPROWADZENIE

1. WPROWADZENIE

Konstrukcje inzynierskie poddane dziataniu obcigzen zmieniajacych swoje polozenie w
sposéb dynamiczny stanowia wazng grupe obiektow budowlanych, ktorych dokladna analiza
stanowi spore wyzwanie z teoretycznego punktu widzenia jak rowniez ma istotne znaczenie w
praktyce projektowej. Zagadnienie to obejmuje przede wszystkim budowle komunikacyjne,
takie jak mosty drogowe 1 kolejowe, ktadki dla pieszych, estakady suwnicowe, stropy przejsé i
tuneli podziemnych czy pasy startowe samolotow. Uwzglednienie wptywu predkosei ruchu
obcigzenia po konstrukcji w obliczeniach prowadzi do uzyskania znacznie wigkszych wartosci
przemieszczen dynamicznych (drgan), a co za tym idzie obliczeniowych sit przekrojowych, w
stosunku do warto$ci uzyskanych w przypadku ukladu poddanego dziataniu obcigzenia
statycznego. Problem konstrukcji poddanych dzialaniu ruchomych obcigzen stanowit
przedmiot wielu publikacji naukowych, ktérych autorzy analizowali rozmaite schematy
dynamiczne takie jak struna, belka [49], [69], [88] rama [56], ptyta [60], [86], [87] czy powtoka,
jak rowniez modele bardziej skomplikowane jak ukltady sprzezonych ze soba strun [59] lub
belek [2], [52], [53], [89], belki kompozytowe [1], [S0] czy mosty podwieszone [7], [8], [9].
[10], [11], rozpatrujac r6zne modele obcigzen, zardwno nieinercyjnych (ruchoma sita, ruchome
obcigzenie roztozone, ruchomy moment skupiony lub roztozony [17], [88]) jak i inercyjnych
(ruchoma masa skupiona lub roztozona, ruchomy oscylator o jednym lub wielu stopniach
swobody [4], [5], [19], [20], [21]) w zakresie dynamiki deterministycznej jak i stochastycznej
[23], [36], [48], [58], [62], [63], [70], [90]. Warto zauwazy¢, ze wiekszos¢ wymienionych prac
skupiata si¢ na uktadach jednoprzestowych, bez podpdr posrednich, w przypadku ktorych
uzyskanie doktadnych rozwigzan analitycznych jest znacznie tatwiejsze w stosunku do bardziej
ztozonych uktadow, takich jak np. wieloprzgstowa ciggla belka mostowa czy ptyta stropowa z
punktowymi podporami posrednimi, a wiec konstrukcji, ktore sa powszechnie projektowane i
realizowane. Tak zaprojekowany uktad wieloprzestowy dzigki podporom posrednim pozwala
na konstruowanie dzwigaréw o duzych rozpietosciach migdzy skrajnymi punktami podparcia

co znajduje swoje zastosowanie przede wszystkim w budownictwie mostowym.

Jednym z pierwszych udokumentowanych rozwigzan problemu belki mostowej poddanej
dziataniu ruchomej sity skupionej jest praca Willisa z 1849 roku [82], w ktorej uzyskano
rozwigzanie przyblizone oparte na zalozeniu, ze obcigzenie zewn¢trzne znacznie przekracza
cigzar wlasny belki. Na podobnych zatozeniach oparta jest eksperymentalna praca Stokesa [64]
z tego samego roku, w ktdrej badano wptyw predkosci pociagu przejezdzajacego po stalowym

moscie jednoprzestowym na drgania konstrukc;ji.
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7 odmiennego zatozenia wyszedl w 1905 roku Krylow [37] uzyskujac rozwigzanie
problemu mostowej belki Eulera-Bernoulliego obcigzonej sila znacznie mniejsza od cigzaru
wiasnego belki. Otrzymane rozwigzanie zostalo przedstawione w postaci sumy catki
szczegolnej, odpowiadajacej drganiom aperiodycznym oraz catki ogolnej opisujacej drgania

swobodne.

W pracy Kaczkowskiego [31] z 1963 roku przedstawiono rozwigzania zamkniete
zagadnienia drgan aperiodycznych belki swobodnie podpartej obcigzonej ruchoma sitg
skupiong. Rozwigzania przypadkow belek jednoprzgstowych o dowolnych warunkach
brzegowych, a takze dla ram obcigzonych sitg poruszajaca si¢ po poziomym ryglu przedstawit

Reipert w swoich pracach z 1969 i 1970 roku [56], [57].

Analiza drgan przesta mostowego poddanego dziataniu ruchomego lepko-sprezystego
oscylatora odzwierciedlajacego poruszajacy sie pojazd byta tematem prac Langera z 1973 i
1974 roku [38], [39], w ktorych sformutowano réwnanie ruchu w postaci macierzowego

réwnania rézniczkowego o zmiennych wspdtczynnikach.

Zbidr rozwiazan przypadkow réznych modeli konstrukeyjnych przedstawil Sniady [72] w
swojej monografii z 1976 roku, w ktorej rozpatrywal drgania takich ukladow jak belka
Timoszenki, struna, ptyta oraz powtoka cylindryczna, analizujac przypadki obcigzenia ruchoma

sitg skupiong o stalej amplitudzie oraz zmieniajacej swoja warto$¢ w sposob harmoniczny.

Zagadnieniom ruchomych obcigzen inercyjnych oddziatujacych na mosty kolejowe
poswiecone byly prace Klasztornego i Langera z lat 1978 — 1990 [33], [34], [35], [42].
przedstawiajace m.in. dynamike uktadu sprzgzonych belek pryzmatycznych potaczonych ze
soba uktadem wigzi sprezystych odzwierciedlajacych odksztalcalne poprzecznice, poddanego

dziataniu ruchomego obcigzenia inercyjnego.

Monografia Fryby [22] z 1999 roku stanowi obszerny zbidr rozwigzan problemu drgan
uktadéw konstrukcyjnych poddanych dziataniu r6znych modeli obcigzen ruchomych. W pracy
rozpatrzono m.in. belke swobodnie podparta poddang dziataniu ruchomej sity skupionej,
ruchomej sity harmonicznej oraz ruchomego obcigzenia rozlozonego, a takze obcigzen
inercyjnych takich jak ruchomy oscylator o dwdch stopniach swobody. Analizie poddano
réwniez bardziej ztozone uktady takie jak belka ciggla dwuprzestowa, rama, prostokatna plyta

swobodnie podparta czy nieskonczona plyta na sprezystym podtozu.
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Jedng z pierwszych prac poswieconych w catosci belkom wieloprzestowym jest praca
Hayashikawy 1 Watanabe [24] z 1981 roku skupiajaca si¢ na analitycznym wyznaczeniu
wartosci wlasnych ciaglej belki wieloprzestowej o dowolnych warunkach brzegowych. Drgania

belki wymuszone ruchoma sita skupiong otrzymano stosujac analiz¢ modalna.

Drgania poprzeczne oraz podtuzne wieloprzgstowej belki kompozytowej o dowolnych
warunkach brzegowych byly tematem pracy He i Rao [25] z 1993 roku. Réwnania ruchu w
omawianym zagadnieniu zbudowano w oparciu o metode bilansu energetycznego oraz zasade
Hamiltona. W pracy uwzgledniono takie parametry jak grubos¢ warstwy spoiwa, dowolne

potozenie podpdr posrednich, oddziatywanie temperatury oraz wlasciwosci ttumiace materiatu.

W pracy [12] z 1993 roku Chatterjee, Datta i Surana analizowali drgania wieloprzestowej
belki mostowej obcigzonej poruszajacym si¢ pojazdem z uwzglednieniem interakcji miedzy
pojazdem a nawierzchnig mostu, skrecania wynikajacego z mimosrodu toru ruchu obcigzenia,
a takze losowych nieregularnosci nawierzchni. Rozwigzanie uzyskano w dziedzinie czasu w
oparciu o procedure iteracyjng uwzgledniajacg nieliniowos¢é sity interakcji pojazd-

nawierzchnia.

Problemowi belki wieloprzestowej poddanej dziataniu obcigzenia ruchomego poswiecone
sa prace Lee, ktory w pracy [43] z 1994 rozpatrywal ruchome obcigzenie nieinercyjne, a w
pracy [44] z 1996 analizowal przypadek ruchomej masy. Réwnania ruchu zostaty zbudowane i

rozwigzane w postaci macierzowej w oparciu o rownania Lagrange’a oraz analize modalna.

Wiasne rozwigzanie problemu drgan belki wieloprzestowej zaproponowali w 1997 roku
Henchi, Fafard, Dhatt i Talbot [26]. Belke wieloprzgstowa podzielono na pryzmatyczne
belkowe elementy skonczone w liczbie odpowiadajacej liczbie przeset. W obliczeniach
wykorzystano szybka tranformacj¢ Fouriera polaczong z analiza modalng w celu wyznaczenia

dynamicznej odpowiedzi belki poddanej dzialaniu ruchomych sit skupionych.

Drganiom wieloprzestowej belki Timoszenki poswiecone sg prace Wanga [80] z 1997 roku
oraz Wanga i Lina [81] z 1998. Pierwsza z wyze] wymienionych prac dotyczy drgan
deterministycznych wynikajacych z obcigzenia konstrukcji ruchomg sita skupiong, natomiast
druga poswigcona jest drganiom losowym wywolanym stacjonarnym procesem

stochastycznym o stalej wartosci $redniej oraz wariancji.

W pracy [91] z 1998 roku Zheng, Cheung, Au i Cheng rozpatrywali drgania belki

wieloprzestowej o zmiennym przekroju poddanej dzialaniu ruchomych obcigzen
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nieinercyjnych. Zastosowano zmodyfikowane funkcje wlasne belki wieloprzestowe;
spetniajace zarowno warunki brzegowe jak i warunki zerowych ugie¢ w punktach podparcia
posredniego. Ci sami autorzy w pracy [13] z 1999 roku opisali problem belki wieloprzestowej
obcigzonej ruchomymi oscylatorami. Wykorzystujac podejécie Lagrange’a zbudowano

macierzowe rownanie ruchu opisujace drgania uktadu ciaglego.

Rozwigzanie problemu drgan belki wieloprzestowej obcigzonej masa skupiong poruszajaca
si¢ ze stalg predkosci przedstawili Ichikawa, Miyakawa i Matsuda w pracy [27] z 2000 roku.
Problem opisano za pomoca rozwinigcia w szereg funkcji wlasnych, analizy modalnej oraz
calkowania bezposredniego z mozliwoscia uwzglednienia niejednorodnosci  belki,

zrdéznicowanych warunkéw brzegowych oraz zmiennej predkosci ruchu obcigzenia.

Ruchome obcigzenie inercyjne wystgpuje rowniez w pracy Klasztornego [32] z 2000 roku,
ktora opisuje drgania wieloprzestowego mostu kolejowego, zamodelowanego jako ciag belek
przegubowych, obcigzonego ruchem pociggow duzej predkosci przedstawionych jako

oscylatory o 6 stopniach swobody.

Praca Dugusha i Eisenbergera [18] z 2002 roku poswiecona jest drganiom belek
wieloprzestowych o zmiennej sztywnosci poddanych dziataniu obcigzen poruszajacych si¢ ze
stalg i zmienng predkoscia. W analizie zagadnienia zastosowano metody analizy modalnej oraz
catkowania bezposredniego. Uzyskane formy wlasne belki wieloprzestowe) przedstawiono w

postaci nieskonczonych szeregow potegowych.

W pracy [47] z 2006 roku Martinez-Castro, Museros i Castello-Linares przedstawili pot-
analityczne rozwigzania problemu drgan wieloprzestowej belki Eulera-Bernoulliego w
dziedzinie czasu. Zastosowano jedynie dyskretyzacje przestrzenng ukladu a obcigzenie

modalne przedstawiono przy wykorzystaniu wielomianéw Hermite’a.

De Salvo, Muscolino i Palmeri zaproponowali w swojej pracy [61] z 2010 roku podejscie
polegajace na dekompozycji belki wieloprzestowej na jednoprzestowe elementy pierwszo- i
drugorzedne o znanych funkcjach wlasnych oraz wykorzystaniu autorskiej metody syntezy
modalnej komponentéw. Wyprowadzone procedury obliczeniowe sprawdzono na przypadkach

ruchomej sily skupionej oraz ruchomej masy skupione;j.

Rozwigzania zamknigte drgan wieloprzestowej belki Eulera-Bernoulliego obcigzonej
ruchomym obcigzeniem nieinercyjnym przedstawili w pracy [29] Johansson, Pacoste i

Karoumi. Wyznaczono czgstotliwosci oraz postaci wlasne dla modeli uwzgledniajacych

10
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skokowa zmiang sztywnosci gietnej, dowolng liczbe przgsel oraz wystepowanie wiezi
sprezystych. Uzyskano dokladne rozwigzania w dziedzinie czestotliwosei wykorzystujac

transformacje Laplace’a.

W pracy [3] z 2013 roku autorstwa Ariaei, Ziaei-Rad 1 Malekzadeh omdéwiono drgania
wieloprzestowej belki Timoszenki z wewnetrznymi oraz zewngtrznymi wigziami sprezystymi
poddanej dzialaniu obcigzenia inercyjnego w postaci ruchomej masy. Wyznaczone zostaty
czestosci wlasne przy uzyciu analitycznej macierzy przejscia. Drgania wymuszone belki
wieloprzestowej okreslono stosujac podejscie rozwiniecia modalnego w oparciu o wczesniej

uzyskane funkcje wlasne.

Praca Yanga, Gao i Liu [84] z 2018 roku poswigcona jest drganiom wieloprzestowej belki
mostowe] podpartej sprezystymi stupami, poddanej dzialaniu dowolnej liczby ruchomych
lepko-sprezystych oscylatoréw poruszajacych sie z dowolng predkoscig. Autorzy
zaproponowali poél-analityczne rozwigzanie ulatwiajace opis interakcji miedzy belka o

ruchomym oscylatorem.

11
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2. CEL I ZAKRES PRACY

Celem pracy jest wyznaczenie pol-analitycznych rozwigzan problemu drgan belkowych
oraz ptytowych uktadéw konstrukcyjnych podpartych punktowymi podporami posrednimi. W
pracy rozpatrzono przypadki ruchomych obcigzen nieinercyjnych, a konkretnie ruchome;j sity
skupionej oraz ruchomego obcigzenia rownomiernie roztozonego. Zalozono, ze w chwili
poczatkowej, w ktorej obcigzenie pojawia sie¢ na konstrukcji, wystepuja zerowe warunki
poczatkowe w zakresie ugie¢ oraz predkosci przemieszcezen uklad. Do wyznaczenia drgan
belek wieloprzestowych oraz punktowo podpartych cienkich ptyt izotropowych wynikajacych
z ruchomego obcigzenia nieinercyjnego zastosowano metode bazujaca na statycznej metodzie
sit, polegajaca na zastgpieniu znanego ze statyki ukladu réwnan zgodnosci przemieszczen
uktadem rownan catkowych Volterry pierwszego (w przypadku podpdr nieodksztatcalnych)
lub drugiego rodzaju (w sytuacji, gdy wystepuja punktowe wigzi sprezyste). Zaleta takiego
podejscia jest catkowite pominigcie przestrzennej dyskretyzacji analizowanego uktadu
konstrukcyjnego.

Prezentowana praca sktada si¢ z dziewigciu rozdziatow, z ktorych pierwsze dwa stanowia
wprowadzenie, zawierajace przeglad wybranych pozycji literaturowych poswieconych
omawianej tematyce, a takze omowienie celu i zakresu pracy.

Tematem rozdziatu trzeciego jest dynamika jednoprzestowych belek wg modelu cigglego
Eulera-Bernoulliego o nastepujacych schematach statycznych:

e belka swobodnie podparta;

e belka obustronnie utwierdzona;

e belka jednostronnie utwierdzona i swobodnie podparta.

Dla wyzej wymienionych uktadéw konstrukcyjnych wyznaczono funkcje wlasne w bazie
bezwymiarowych wspdlrzednych przestrzennych, a takze wyznaczono drgania wymuszone z
uwzglednieniem oraz pominieciem thumienia, wynikajace z obcigzenia ukladu ruchoma sita
skupiong lub ruchomym obcigzeniem roztozonym. Przedstawiono rozwigzania w bazie
bezwymiarowej wspotrzednej czasowej, uwzgledniajac zarowno drgania wymuszone w czasie,

gdy obciazenie znajduje si¢ na belce, jak i drgania swobodne, gdy obciazenie zjezdza z belki.

W  rozdziale czwartym omowiono drgania wieloprzgstowych ciggltych belek
pryzmatycznych poddanych dziataniu ruchomego obciazenia. Przyjeto zatozenie, ze drgania
wieloprzestowego uktadu mozna przedstawi¢ jako drgania belki jednoprzestowej poddanej
dzialaniu zadanego obcigzenia zewnetrznego oraz zestawu zmiennych w czasie sit skupionych

odpowiadajacych reakcjom w myslowo usunietych wieziach podporowych. W ten sposob
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mozna polaczy¢ rozwigzania przypadkéow belek jednoprzestowych poddanych dziataniu
obcigzen ruchomych przedstawionych w rozdziale poprzednim z rozwigzaniem przypadku
belki jednoprzestowej obcigzonej zmienng w czasie sila skupiong dzialajaca w miejscu
usunietej wiezi nadliczbowej. Rozwigzanie takiego przypadku mozna przedstawi¢ w postaci
splotu, wykorzystujac impulsowa funkcje przejscia. Stosujac superpozycje wyzej
wymienionych przypadkéw obcigzen oraz znajac zerowe warunki ugieé belki w punktach
podparcia posredniego (lub wartosci ugiecia uzaleznione od sztywnosci podpory w przypadku
belki spoczywajacej na posrednich podporach sprezystych) jestesmy w stanie zbudowa¢ uktad
réwnan zgodnosci przemieszcezen bedacy uktadem réwnan catkowych Volterry pierwszego lub
drugiego rodzaju w zaleznosci od sztywnosci punktowych podpdr posrednich. Z tak
zbudowanego uktadu réwnan jestesmy w stanie wyznaczy¢ sity nadliczbowe bedace reakcjami
w mys$lowo usunigtych wigziach nadliczbowych. W rozdziale zaproponowano takze procedure
numeryczng rozwigzania ukladu rownan catkowych Volterry pozwalajaca na okreslenie
wartos$ci reakcji podporowych w okreslonych chwilach w zaleznosci od przyjetego kroku
czasowego. Dla zilustrowania efektywnosci przedstawionych procedur zataczono dwa
przyktady obliczeniowe belki dwuprzestowej oraz trojprzestowej poddanych dziataniu

ruchomej sily skupionej oraz ruchomego obcigzenia roztozonego.

Rozdzial pigty poswigcony jest drganiom zlozonego uktadu dwodch sprzezonych ze soba
belek Eulera-Bernoulliego z ktorych jedna poddana jest dzialaniu obcigzenia ruchomego. Belki
potaczone sg ze sobg uktadem wiezi sprezystych. Taki model odpowiada m.in. modelowi mostu
sktadajacego sie z dzwigardw gléwnych, toru jezdnego oraz ukladu poprzecznic
zamodelowanych jako wigzi odksztalcalne. Przedstawiono rozwigzanie uwzgledniajace
dowolny rozstaw wiezi sprezystych, zréznicowane parametry geometryczno-materialowe
obydwu belek takie jak rozpigtos¢, masa jednostkowa, thumienie, sztywnos$¢ gigtna czy warunki
podparcia. Rozwigzanie stanowi rozwinigcie procedur przedstawionych w rozdziale
poprzednim, z tg rdznica, ze rozwigzywany jest uklad réwnan catkowych Volterry drugiego
rodzaju z uwagi na skonczong sztywno$¢ wiezi sprezystych. Rozdzial zakonczony jest
przykladem obliczeniowym uktadu dwdch belek polaczonych ze soba dwiema wieziami

sprezystymi.

W rozdziale sz6stym oméwiono dynamike cienkich prostokatnych plyt izotropowych
podpartych swobodnie na swoim obwodzie oraz punktowo za posrednictwem dowolnej liczby
podpoér posrednich rozmieszczonych dowolnie w swoim obszarze. Podobnie jak w przypadku

belek z rozdziatdéw poprzednich zatozono, ze jesteSmy w stanie przedstawié¢ drgania ptyty z
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podporami posrednimi jako drgania ptyty swobodnie podpartej poddanej dziataniu zadanego
obcigzenia ruchomego (ruchoma sita skupiona lub obciazenie roztozone) oraz zmiennych w
czasie sit skupionych dziatajacych w miejscach myslowo usunietych podpor punktowych. Stad
w rozdziale zawarto rozwigzania w zakresie drgan thumionych oraz niettumionych ptyty
swobodnie podpartej obcigzonej ruchoma sita skupiona, ruchomym obcigzeniem roztozonym
oraz zmienng w czasie sita skupiong reprezentujaca reakcje w usuniete] wiezi punktowej.
Sposdéb budowy uktadu réwnan catkowych Volterry jak rowniez numeryczna procedura jego
rozwigzania jest identyczna jak w przypadku belek. Rozdzial podsumowuje przyktad

obliczeniowy plyty swobodnie podpartej z dwiema podporami posrednimi.

Rozdzial siédmy poswigcony jest dynamice uktadéw dyskretnych. Przedstawiono dwie

metody dyskretyzacji przestrzenne;j:

e metode roznic skonczonych (MRS) zastosowana w przypadku belek wieloprzegstowej o
stalej oraz zmiennej geometrii przekroju poprzecznego, a takze w przypadku cienkich
plyt izotropowych;

e metode granulacji mas (MGM) polegajaca na zastapieniu masy uktadu roziozonej w

sposob ciagly dyskretnym uktadem mas skupionych.

Wyzej wymienione metody moga stanowi¢ alternatywe jak réwniez narzedzie kontroli
poprawnosci rozwigzania uzyskanego metodami analitycnymi. Sg to metody proste w swoich
zatlozeniach i1 latwe do zastosowania w obliczeniach komputerowych. W rozdziale
przedstawiono przyktad belki tréjprzestowej o zmiennym przekroju poddanej dziataniu sity

skupionej. Zadanie rozwigzano obiema wspomnianymi powyzej metodami.

W rozdziale 6smym skupiono si¢ na ruchomych obcigzeniach losowych. Jest to problem
istotny z uwagi na fakt, ze wiekszo$¢ konstrukcji inzynierskich, takich jak budowle
komunikacyjne (mosty, kladki dla pieszych stropy przej$¢ podziemnych) narazonych jest na
dzialanie obcigzenia nie dajacego sie okresli¢ w sposdb deterministyczny. Probabilistyczne
charakterystyki drgan konstrukcji mozna okresli¢ wykorzystujac dynamiczng funkcje wptywu
opisujaca drgania analizowanej konstrukcji poddanej dzialaniu ruchomej skupionej sity
jednostkowej. Takie podejscie zostalo przedstawione w rozdziale w dwdch przypadkach

obcigzen losowych:

e czasoprzestrzenny stacjonarny proces stochastyczny;

e losowa seria ruchomych sit skupionych.
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Przedstawione w rozdziale procedury wykorzystano do okreslenie charakterystyk
probabilistycznych — wartosci oczekiwanej oraz wariancji ugiecia belek przedstawionych w

rozdziatach poprzednich.

Rozdzial dziewiaty stanowi podsumowanie pracy.
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3. DYNAMIKA BELEK JEDNOPRZESL.OWYCH

3.1. ROWNANIE RUCHU BELKI EULERA-BERNOULLIEGO

Rozwazmy pret charakteryzujacy si¢ sztywnoscia gietng EI(x), ciaglym rozkltadem masy
m(x) = p(X)A(x), gdzie p(X) jest gestoscig materiatu, natomiast A(x) jest polem powierzchni
przekroju poprzecznego preta, poddany dziataniu zmiennego w czasie obcigzenia p(x,t),

skierowanego prostopadle do osi x (rys. 3.1).

o s
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Rys. 3.1. Pret o sztywnosci EI(x) poddany dziataniu obcigzenia p(x,t)

Efektem dziatania obcigzenia p(x, t) sa przemieszczenia opisane funkcja w(x, t) nazywane
drganiami poprzecznymi. Myslowo wyciety fragment preta o elementarnej dtugosci rownej dx

przedstawiono na rysunku 3.2.

Mix,t)+dM(x,t)

///%%Qé Vix+dVixy !

R(X,l‘)‘

Rys. 3.2. Elementarny wycinek preta wraz z dziatajacym uktadem sit dynamicznych

Ruchowi omawianego wycinka preta, wywotanemu obcigzeniem:

F(x,t) = p(x,t)dx (3.1)
towarzysza, zgodnie z II zasadg dynamiki Newtona, sita bezwtadnosci rowna:

0°w(x,t
UG

B(x,t) = —m(x) 52 (3.2)

16
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oraz sily oporu (ttumienia), ktore przyjeto jako proporcjonalne do predkosci przemieszczenia:

R(x,t) = c(x) aw;(, v dx, (3.3)

gdzie c(x) jest wspolczynnikiem tlumienia. Funkcje M(x,t) oraz V(x,t) oznaczajg kolejno

momenty zginajace oraz sity tnace powstate w precie.

Uktadajac rownania rownowagi sumy rzutow na o Z oraz sumy momentow wzgledem

punktu A, ktére musza by¢ spetnione dla kazdej chwili t otrzymujemy:

( )%= dV(X 0 = m(x) — 53— W(X Y. ax—
_C(X) ( )dX + p(x’ t)dX =0
| 2 (3.4)
z M, = V(x,t)dx — dM(x, t) + m(x) W(X t) (d;()
o) (@0 _ (dx)z
L +c(x) " () o

2
Przyjmujac, ze skladniki rownania (3.4) zawierajace sktadnik % sg pomijalnie male oraz

dzielac oba réwnania obustronnie przez dx otrzymujemy:

dT(x,t) ow(x ) W( t)
- e e me) I S = pe D

Tx 1) = 6M(x t)

Zgodnie z zatozeniem ptaskich przekrojow w przypadku belki Eulera-Bernoulliego moment

(3.5)

zginajacy okresla relacja:

M(x,t) = —EI(x )M, (3.6)

ktoéra podstawiona do pierwszego z rownan ukladu (3.5) pozwala nam uzyskaé¢ rownanie

rézniczkowe opisujace drgania gietne belki:

W( ) dw(x,t) w(x, t)
—lEl( N7 | T ®W—F— m(X) 5z - P&xY (3.7)
W przypadku, gdy mamy do czynienia z pretem pryzmatycznym (EI(x), m(x), c(x) = const.)
réwnanie (3.7) mozna zapisaé nastepujaco:

E164w(x,t)+ ow(x, t) ?w(x, t)
ox* . T e

= p(x,t). (3.8)
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Tak zapisane rownanie jest roOwnaniem ruchu (rownowagi dynamicznej) belki Eulera-

Bernoulliego o stalym przekroju i stalym rozktadzie masy na dlugosci preta.

Rozpatrzmy pryzmatyczny element belkowy o zadanych warunkach podparcia,
charakteryzujacy si¢ skonczong dlugoscia L poddany dziataniu obcigzenia p(x — vt),
skierowanego prostopadle do osi X i poruszajacego si¢ ze statg predkoscia v. Réwnanie ruchu

(3.8) przyjmuje w takim przypadku postac:

- o*w(x, t) N C6W(X, t) m 9?w(x, t)

= — 3.9
e o e p(x — vt). (3.9)
Po wprowadzeniu wspoirzednych bezwymiarowych:
X
‘E = E'E € [Orl]r
vt (3.10)
T=—,T€e[0,1],
L
réwnanie (3.9) mozna zapisaé nastepujaco:
WV (ET) + cow(E T) + 0*W(E T) = po(§ —T). (3.11)
gdzie:
cvl3
= 3.12
Co El ] ( )
,  mv?l? (3.13)
o =
El
L (3.14)
po(E—T) = = p[LE~ )]

W rownaniu (3.11) cyframi rzymskimi oznaczono rdézniczkowanie po wspdtrzednej

przestrzennej & natomiast kropka ( ' ) oznaczono rézniczkowanie po wspotrzednej czasowej T.

3.2. ZAGADNIENIE WLASNE
Eliminujac z rownania (3.11) skladniki zwigzane z obcigzeniem oraz z oporami ruchu

otrzymujemy réwnanie:

wlVET) + 0?W(ET) =0, (3.15)
ktére wraz z zadanymi warunkami brzegowymi stanowi tzw. zagadnienie wlasne. Rozwigzan

(pierwiastkow) powyzszego rownania bedziemy poszukiwaé w postaci:

Wi (& T) = Yn (T)W; (5). (3.16)
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Podstawiajac wyrazenie (3.16) do réwnania (3.15) oraz rozdzielajac zmienng czasowg T i

przestrzenng § otrzymujemy zaleznos¢:

1 W, ®  Yu(D
A AGE A I e

ktora bedzie spelniona dla kazdego € i kazdego T wtedy i tylko wtedy, gdy oba wystepujace w
niej ilorazy beda réwne pewnej stalej w,%. Wykonujac dalsze przeksztalcenia otrzymujemy

dwa niezalezne rdwnania rézniczkowe zwyczajne o statych wspolczynnikach:
Y, (T) + 0y 2Y,(T) =0 (3.18)
W, () = A Wa (®) =0, (3.19)
gdzie A, oznacza warto$¢ wilasna i jest rowna:
At = w, 202 (3.20)
Rozwigzaniem rownania (3.19) sg funkcje wlasne W, (§) w postaci:
W, (6) = A, sinA,& + B, cosA & + C,, sinh A€ + D, cosh A&, (3.21)

gdzie state A,, By, C, i D,, wyznaczamy z warunkéw brzegowych z dokladnoscia do jednej

statej. Pierwsza i druga pochodna funkcji W, (x) maja posta¢ odpowiednio:

dWh (9

T = Ay[An cosA & — By sinA &+ C,coshA,&+ D, sinhALE], (3.22)
d?w,
—dg’z@ = A ’[—A, sin A & — By, cos A € + Cy, sinh A€ + Dy, sinh A, ). (3.23)

Funkcje wlasne sa ortogonalne, a to oznacza:

0, gdyn # k

V2 gdyn = k' (3.24)

Jo Wa®Wi® = |

3.2.1. BELKA SWOBODNIE PODPARTA

Rozwazmy belke swobodnie podparta o skonczonej dlugosci L (rys. 3.3a),
charakteryzujaca si¢ stalg sztywnoscig gietng EI i rozkladem masy m. W belce swobodnie
podpartej w miejscach podparcia na obu koncach preta wystepuja zerowe ugiecia oraz momenty
zginajace, w zwigzku z czym warunki brzegowe przy wspotrzednych bezwymiarowych (3.10)

mozna przedstawi¢ nastepujaco:

DW,(0)=0, 2)W",(0)=0, 3HW,(1)=0, HW',()=0 (3.25)
Podstawiajac warunki (3.25) do rownan (3.21) i (3.23) otrzymujemy:
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HO0O+B,+0+D,=0
2)0-B,+0+D,=0
| | (3.26)
3) A, sinA, + B, cos A, + C,, sinhA, + D, coshA, =0
4) A,*[-A, sinA, — B, cos A, + C,, sinh A, + D, coshA,] = 0.
7, pierwszych dwoch réwnan wynika ze B, = D, = 0, co pozwala nam, po podzieleniu

obustronnie czwartego rownania przez A,,> zredukowaé uktad réwnan (3.26) do postaci:

{ Apsind, + C,sinhA, =0 (3.27)

—ApsinA, + G, sinhA, =0

Uklad rownan (3.27) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym:

sinA, sinhA,] [A,] _ [0
[—sin A, sinh )\n] [Cn] - [0] (3.28)
Aby powyzszy uktad posiadal nietrywialne rozwigzanie, wyznacznik macierzy
wspotczynnikéw przy niewiadomych A, i C,, musi by¢ rowny 0, stad:

sinA, sinhA,

—sinA, sinhA, = 2sinA, sinhA, = 0. (3.29)

det[

Poniewaz przy kazdej wartosci A, > 0 funkcja sinhA,, przyjmuje wartosci rézne od zera,

konieczne jest spelnienie warunku:

sin, = 0, (3.30)

Co oznacza, ze pierwiastkami rownania (3.28) sg wartosci wlasne spetniajace rownos¢:

A, =nm n=1,2,..,00, (3.31)
Czestosci wlasne w przypadku belki swobodnie podpartej, zgodnie z zaleznoscia (3.20) opisane
sa wzorem:
2
nT
T (3.32)

Dodajac stronami oba réwnania uktadu (3.27) otrzymujemy C, = 0. Stala A, moze
przyjmowac¢ dowolng warto$¢. W dalszych obliczeniach bedziemy przyjmowaé A,, = 1, przez

co funkcje witasne belki swobodnie podpartej mozna przedstawic¢ nastepujaco:

W, (§) = sinn&, (3.33)
Na rysunku 3.3b przedstawiono pierwsze 3 formy wilasne, odpowiadajace pierwszym 3

czestosciom wlasnym.
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Rys. 3.3. Belka swobodnie podparta: a) schemat, b) pierwsze 3 formy wlasne

3.2.2. BELKA OBUSTRONNIE UTWIERDZONA

Rozwazmy belke obustronnie utwierdzona, o skonczonej dlugosci L (rys. 3.4a),
charakteryzujaca si¢ stata sztywnoscia gietng EI i rozkladem masy m. W przypadku belki
obustronnie utwierdzonej] w miejscach podparcia na obu koncach preta wystepuja zerowe

ugigcia oraz katy obrotu, w zwigzku z czym warunki brzegowe mozna przedstawi¢ nastepujaco:

1 Wn(o) =0, 2) W,n(o) =0, 3) Wn(l) =0, 4) W,n(l) =0 (3.34)
Podstawiajac warunki (3.34) do rownan (3.21) i (3.22) otrzymujemy:

1)B,+D,=0

2)A,+C, =0
3) A, sinA, + B, cos A, + C,, sinhA, + D, coshA, =0
4) A, cosA, — B, sinA, + C, coshA,, + D, sinhA, =0.

(3.35)

Uwzgledniajac zalezno$ci B,, = —D,, oraz A,, = —C,,, wynikajace z dwdch pierwszych réwnan
mozemy zredukowac uktad (3.35) do postaci:

{Cn [sinhA, —sinA,] + D,[coshA, —cosA,] =0

Cnlcosh A, — cosA,] + Dy[sinh A, + sinA,] =0 (3.36)

Uktad réwnan (3.36) mozna przedstawié¢ w zapisie macierzowym:

[sinh Ap —sind, coshA, — cos )\n] _ [Cn] _ [O]
D, lor

coshA, —cosA, sinhA, +sin}, (3.37)

Aby powyzszy uktad posiadal nietrywialne rozwigzanie, wyznacznik macierzy

wspotczynnikoéw przy niewiadomych C,, i D, musi by¢ réwny 0, stad:
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sinhA, —sinA, coshA, —cosA,] _
coshA, —cosA, sinhA, +sind, | (3.38)

= 2 cosh A, cos A, — (sin?A,, + cos?A,,) — (cosh?A,, — sinh?A,) = 0.

det[

Wzér (3.38) mozna przeksztalci¢, wykorzystujac znane zaleznosci sinx + cos?x = 1 oraz

cosh?x — sinh?x = 1, sprowadzajac go do postaci:

cos(A,)cosh(A,) =1 (3.39)

Pierwiastkami rownania (3.38) sg wartosci wlasne spelniajace rownos¢:

Ay =(n+05m n=12,..,00. (3.40)
Czestosci wilasne belki obustronnie utwierdzonej, zgodnie z zaleznoscig (3.20) opisane sa
wzorem:
o = LXOITE g (341
Po podstawieniu do wzoru (3.21) zaleznosci B,, = —D,,, A, = —C,, oraz

cosh A, —cosA,
C,=-—

" sinhA, —sinA, ’ (3-42)

wynikajacych z rownan (3.35), a takze przyjmujac stala D, = 1 otrzymujemy zbidr funkcji

wiasnych belki obustronnie utwierdzonej, ktdre opisane sg wzorem:

coshA, —cosA, . )
3 (sinA,& — sinh A, &) — cos A, & + cos hA,&. (3.43)
n

Wh (‘E) =

sinh A, — sin
Na rysunku 3.4b przedstawiono pierwsze 3 formy wilasne, odpowiadajace pierwszym 3

czestosciom wlasnym.
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Rys. 3.4. Belka obustronnie utwierdzona: a) schemat, b) pierwsze 3 formy wlasne
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3.2.3. BELKA JEDNOSTRONNIE UTWIERDZONA I SWOBODNIE PODPARTA
Rozwazmy belke lewostronnie swobodnie podparta i prawostronnie utwierdzong o
skonczonej dtugosci L (rys. 3.5a), charakteryzujaca si¢ statg sztywnoscia gietng EI i rozkladem
masy m. W przypadku tego typu ustroju w miejscu swobodnego podparcia na lewym koncu
preta wystepuja zerowe ugiecia oraz momenty zginajace, natomiast w miejscu utwierdzenia na
prawym koncu wystepuja zerowe ugiecia oraz katy obrotu, w zwigzku z czym warunki

brzegowe mozna przedstawi¢ nastepujaco:

DW,(0)=0, 2)W",(0)=0, 3HIW, (=0, HW_L(1)=0 (3.44)
Podstawiajac warunki (3.44) do rownan (3.21), (3.22) 1 (3.23) otrzymujemy:

1)0+B,+0+D, =0
2)0-B,+0+D,=0
3) A, sin A, + B, cos A, + C, sinh A, + D, cosh A, =0
4) A,cos A, — B, sin A, + C, cosh A, + D, sinh A, = 0.

(3.45)

Z pierwszych dwoch réwnan wynika, ze B, = D,, = 0, co pozwala nam zredukowa¢ uktad

réwnan (3.45) do postaci:

{An sinA, + C, sinh A, =0 (3.46)

A, cosA, + CycoshA, =0
Uklad rownan (3.46) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym:
sindA, sinhA;] [An] _ [0
[cos A, cosh )\n] [Cn] - [0] (3:47)
Aby powyzszy uktad posiadal nietrywialne rozwigzanie, wyznacznik macierzy

wspotczynnikéw przy niewiadomych A, i C,, musi by¢ rowny 0, stad:

sinA, sinhA,]_ . ) _
det [cos A, coshA ™ sinA, coshA, — cos A, sinhA, =0 (3.48)
sin A sinh A
== - (3.49)
cosA, coshA,
tan A, = tanhA,,. (3.50)
Pierwiastkami rownania (3.50) sg wartosci wlasne spelniajace rownos¢:
Ay ® (n+0,25)m n=1,2,..,00. (3.51)

Czestosci whasne belki jednostronnie utwierdzonej i swobodnie podpartej, zgodnie z

zaleznoscig (3.20) opisane sg wzorem:
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n + 0,25)m]?
o = K - ™ 12w (3.52)

Po podstawieniu do wzoru (3.21) zaleznosci:

sin A,

TN

(3.53)

wynikajacej z rownan (3.45) oraz przyjeciu statej A, = 1/sinA,, otrzymujemy zbidr funkcji
wiasnych belki lewostronnie swobodnie podpartej i prawostronnie utwierdzonej, ktore opisane
sa wzorem:

sinA,& sinhA,&
sinA, sinhA,’

Wi (§) = (3.54)

Postepujac w analogiczny sposob wyznaczymy funkcje whasne belki lewostronnie utwierdzone;j
i prawostronnie swobodnie popartej (rys.3.6a). W przypadku takiej belki na lewym koncu
wystepuja zerowe ugiecia oraz katy obrotu, natomiast na konicu prawym zerowe ugiecia i

momenty zginajace. Warunki brzegowe zapisujemy nastepujaco:

1) W,(0) =0, 2) W,(0) =0, 3) W,(1) =0, HW',(1)=0 (3.55)
Podstawiajac warunki (3.55) do rownan (3.21), (3.22) i (3.23) otrzymujemy:

1HO0+B,+0+D,=0
2)AL+0+C,+0=0
3) A, sin A, + B, cos A, + C, sinh A, + D,, cosh A, =0
4) — A, sin A, — B, cos A, + C,, sinh A, + Dy, cosh A, = 0.

(3.56)

Uwzgledniajac zalezno$ci B,, = —D,, oraz A,, = —C,,, wynikajace z dwdch pierwszych réwnan
mozemy zredukowac uktad (3.56) do postaci:

{Cn [sinh A, —sinA,] + D,[coshA, —cosA,] =0

Cplsinh A, + sinA,] + Dy[cosh A, + cosA,] =0 (3.57)

Uktad réwnan (3.57) mozna przedstawié¢ w zapisie macierzowym:

[sinh A, —sinA, coshA, — cos ?\n] _ [Cn] _ [O] (3.58)
sinhA, +sinA, coshA, + cosA,] |[Dnl ™~ lof '
Aby powyzszy uktad posiadal nietrywialne rozwigzanie, wyznacznik macierzy

wspotczynnikéw przy niewiadomych C,, i D, musi by¢ réwny 0, stad:

[sinh Ap —sinA, coshA, —cosA,
det| . . =
sinh A, + sinA,, coshA, + cosA, (3.59)

= 2sinh A, cosA, — 2sinA, coshA, = 0.
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Réwnanie (3.59) mozemy doprowadzi¢ do postaci (3.50), co oznacza ze wartosci oraz czestosci
wiasne podane we wzorach (3.51) i (3.52) sg prawdziwe rowniez dla belki lewostronnie
utwierdzonej 1 prawostronnie swobodnie podpartej. Po podstawieniu do wzoru (3.21)

zaleznosci

cosh A, + cosA,
" sinhA, +sina, ’

C, = -D (3.60)

wynikajacej z rownan (3.56) oraz przyjeciu stalej D,, = 1 otrzymujemy zbior funkcji wlasnych
belki lewostronnie utwierdzonej i prawostronnie swobodnie podpartej, ktore opisane sg

WZOorem:

coshA, + cosA,
sinh A, + sin A,

W, (&) = (sinA,& —sinh A, &) — cos A, € + coshA,&. (3.61)

Na rysunkach 3.5b i 3.6b przedstawiono pierwsze 3 formy wtasne, odpowiadajace pierwszym

3 czgstosciom wiasnym.

Y AN m, El E
AN\

, L L
y 71
b) 2 forma wiasna (n=2)
- = - "_“'//
3 forma whasna (n=3) ,* oo N
~v 7N\ h
/ /’ \ \\
/, ,, \\ \\'\
= 7 7 \ -,
—A\-\\\ I, // \\ "’ ” #
AN S o =" ‘
NN \‘-,_," ,I u’( /,
\\\\ . -.‘:': - \\ 7’

~
-’ - -

T \] forma wiasna (n_:] )

Rys. 3.5. Belka lewostronnie swobodnie podparta i prawostronnie utwierdzona:

a) schemat, b) pierwsze 3 formy wlasne
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a) %
m, ET AN
A\
)ia L ¥
/ 7
b) 2 forma wiasna (n=2)
) —_{h
- - P
e TN, 3 forma wiasna (n=3)
il ,’ A N
2 e ’ AN v
i L AN
Sl ’ \ -
\\ ‘5\‘ Y, \\ \\ ”’,_IA_
- ~< ., oo PR\
\ /> ~ N T e
~ y - \J\” ~ ’/’/

1 forma witasna (n=1)

Rys. 3.6. Belka lewostronnie utwierdzona i prawostronnie swobodnie podparta:

a) schemat, b) pierwsze 3 formy wlasne

3.3. DRGANIA WYMUSZONE
3.3.1. DRGANIA WYMUSZONE RUCHOMA SILA SKUPIONA

Rozpatrzmy drgania jednoprzestowej belki Eulera-Bernoulliego, charakteryzujacej si¢
stalg sztywnoscia gietng EI i staltym rozkladem masy m, poddanej dziataniu sity P poruszajace;j
si¢ ze stalg predkoscia v (rys. 3.7). Belka na swoich koncach moze by¢ swobodnie podparta lub

sztywno utwierdzona. Dla tak zdefiniowanego uktadu réwnanie ruchu ma postac:

o*w(x,t)  ow(xt) 0*w(x, t)
El I +c 3t +m—atz

gdzie symbol 8(.) oznacza delte Diraca. Wprowadzajac wspdtrzedne bezwymiarowe (3.10)

= P§(x — vt), (3.62)

doprowadzamy réwnanie (3.62) do postaci:

WV (ET) + coW(§ T) + 0*W(E T) = P,8(5 — T). (3.63)
Wyrazenia ¢, i 62 opisano wzorami (3.12) i (3.13) natomiast wyrazenie P, okreslamy jako:

_PL3

P, = —. 3.64
0 = (3.64)
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> V
P
N\
N m, E[ m
Jub %_J Jub J_é
Z
v
Iz L ly
a 7

Rys. 3.7. Belka jednoprzestowa obcigzona sitg ruchoma

Rozwigzania rownania (3.63) poszukiwaé bedziemy w postaci szeregu:

WET) = D Ya(DWa(®), (365
n=1
gdzie W, (§) oznacza funkcje wlasne uktadu, wyrazone w postaci:

W, (8) = Gqp sin A€ + Gy cos A€ + Gsp, sinh A€ + Gy, cosh AL E (3.66)
State Gyp, Gop, G3p 1 Gy podobnie jak wartosci wlasne A, zaleza od warunkow brzegowych

belki i zostaly zestawione w tabeli (3.1).

Po podstawieniu wyrazenia (3.65) do rownania (3.63) oraz wykorzystaniu
ortogonalnosci funkcji wihasnych (3.24) otrzymujemy uklad separowanych rownan

rézniczkowych zwyczajnych:

. . P
¥.(T) + 2aY,(T) + w2Y,(T) = YZ—ZZWH(T), (3.67)
n
gdzie:

cL
20 = — (3.68)

mv
, A (3.69)

wWp = -

(0)

Funkcje Y, (T) przedstawimy w postaci:

Yo (T) = AysinA, T + B,cosA, T + C,sinhA, T + D,coshA, T +

(3.70)
+e *T(E,sinQ, T + F,cosQ,T),
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gdzie:

02 = 02 — o2 (3.71)

State A,,, B, C,, 1 D, otrzymujemy z rownan:

P
1) - }\%An - Za?\an + ooﬁAn = ﬁGlnﬁ
YnO
2 2 Po
2) - )\an + ZaAnAn + (,L)an = > b2n
P“ (3.72)
3) A2C, + 20\, D, + w2C, = 2—002G3n,
n
2 2 PO
4) )\nDn + Za?\nCn + (,L)nDn = 2—62(}411,
n
z ktorych wynika:
A =P Gln((‘)ﬁ B }\31) + 2Gypaly,
" 0YE0?[(wE — 23)? + 4a?A3]
B. =P GZn((‘)rzl - }\121) - 2Glna}\n
"= 0Y202[(wE — AD)Z + 4aPAZ] .
C. =P G3n((1)121 + }\121) — 2G4n0y .
" 0YE0?[(wE +23)2 + 4a?A3]
D.=p Gan (05 + A7) — 2G3n00,
" OYEo2[(wE + AR)? + 4a2AZ]
State E,, i F,, wynikaja z warunkéw poczatkowych:
Y,(0) =0; Y,(0)=0 (3.74)
i sa okreslone jako:
aF, —A,(A, +C,)
= = F,=-B,-D,. (3.75)

n — Qn )
Eliminujac z rownania (3.63) skladnik zwigzany z sitami thumienia otrzymujemy rownanie

ruchu opisujace drgania nietlumione:

wlV(ET) + 0?W(E T) = P,8(E—T), (3.76)
ktore rozwigzujemy w sposob analogiczny. Funkcje Y, (T) w przypadku braku ttumienia maja
postac:

Y, (T) = ApsinA, T + B,cosA, T + C,sinhA, T + D,coshA, T +

(3.77)
+E,sinw, T + F,cosw,T.
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State A,, B, C,, i D, wynikaja z rownan:

P PoG1n
1) —AnAn + wp2A, = ——=Gip > Ay = ;
) n “in n in Yn20'2 1n n y ZO'Z(wnz _}\nz)
P PoGan
2) - }\nZBn + (l)nan = ?GZH 4 Bn = ;
o 2~2 2_) 2
};I; Yn O-P(Eé); n ) (378)
3) An“Cp + 0 %Cy = —5— Gy = Cpy = 2 ;
) n “n n “n Yn202 3n n Ynzcz(wnz +}\n2)
Py PoGn
4) \y°Dy + 02Dy = —— Gap = Dy, = ,
) n “n n “n Yn20'2 4n n Ynzcz(wnz +}\n2)
natomiast state E,, i F}, otrzymujemy z zerowych warunkéw poczatkowych:
ymujemy y poczatkowy
An
En = —(D—(An + Cn); Fn = _Bn - Dn' (379)
n

Tabela 3.1
State Giy» Gans G3n» Gan, Yn? 1 Wartosci whasne A, przy réznych typach belek

Typ belki:
Wartos¢: Przegubowo- Przegubowo- Sztywno- Sztywno-sztywna
przegubowa sztywna przegubowa
3,927 gdyn=1 3,927 gdyn=1 4,730 gdyn=1
7,069 gdy n=2 7,069 gdy n=2 7,853 gdyn=2
A mT (n+0,25)m gdy (n+0,25)m gdy (n+0,5)m gdy
n>2 n>2 n>2
)2 0.5 0,9991 gdyn=1 0,9997 gdy n=1 1,00001 gdy n =1
! ' lgdyn>1 1l gdyn>1 lgdyn>1
G . 1 cosA, + coshA, coshl,, — cosA,
n sini, sinA, + sinh}, sinh), — sinA,
Gan 0 0 -1 -1
Gy 0 3 1 3 cosA, + coshA, 3 cosh,, — cosA,
n sinh, sinA, + sinhA, sinh}, — sinA,
Gyn 0 0 1 1

Zauwazmy, ze jesli spetniona bedzie rownos¢ 6 = A, to przy braku thumienia wyrazy Y, (T) w
szeregu (3.65) zmierza¢ beda do nieskonczonosci. Stad predkosci rezonansowe v, mozna

opisa¢ wzorem:

(3.80)

~
=
3| =

Vern

—
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Predko$¢ z jaka porusza si¢ sita P mozna wyrazi¢ parametrem 1 okreslajacym stosunek

predkosci v do pierwszej predkosci rezonansowej vy q:

Y4 vL [m

= =— |= 81
" V1 A VEI (3.81)
Drgania belki opisane wzorem (3.65) mozna przedstawi¢ w postaci sumy:
W(ET) = wa(ET) +ws(ET), (3.82)

gdzie funkcja wy (€, T) opisuje drgania aperiodyczne i jest catkg szczegodlng niejednorodnego
réwnania (3.63) lub (3.76) spelniajaca zadane warunki brzegowe, nie spelniajaca jednak
zerowych warunkow poczatkowych. Funkcja wg(§, T) opisujaca drgania swobodne jest catka
0g0blng rownania jednorodnego (3.63) lub (3.76) gdy P, = 0 i wraz z funkcja w, (§, T) spelnia
zaréwno zadane warunki brzegowe jak i zerowe warunki poczatkowe ruchu. Funkcje wy (€, T)

mozna przedstawic¢ jako:

wa(ET) = Z(AnsinAnT + B,cosA,T + C,sinhA,, T + D,,coshA,, T)W, (%), (3.83)

n=1

natomiast funkcje wg (&, T) przy drganiach ttumionych i niettumionych odpowiednio:

ws(ET) = e=oT Z(EnsinQnT + F,cos, T)W, (5), (3.84)

n=1

e (3.85)
ws(ET) = Z(EnsinwnT + Fy cosw, T)W, (5).

n=1
Drgania swobodne belki w czasie T > 1, gdy sita znajduje si¢ poza belka, mozna zapisaé w

postaci sumy:

w(ET) =wg(ET) +wg (T —1); T>1, (3.86)
gdzie wyrazenie wg (&, T) okreslaja wzory (3.84) 1 (3.85), natomiast wg, (§, T — 1) w przypadku

drgan ttumionych i niettumionych okreslimy jako:

We (6T = 1) = e~(T-D) Z[Insinﬂn(T ~ 1) + ], cos, (T — 1W, (5, (3.87)
we (ET—1) = Z[Insinwn(T — 1) + ], coswp (T = 1)]W, (5). (3.88)
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State I, 1 ],, otrzymujemy z warunkéw poczatkowych:

WSl(EJ O) = WA(EI 1)! WSl(EI 0) = V.VA (EI 1)! (389)
co daje nam:
_ Ay (Apcoshy, — Bysind,, + Cycoshi, + Dysinhd,) — o, (3.90)
n — Qn .
Jn = ApsinA, + By cosA, + C,sinhA,, + D coshA,,. (3.91)
W przypadku drgan niettumionych statg I, okreslimy jako:
L= A (A, cosA, — B,sinA, + C,coshA,, + Dnsinhkn). (3.92)

O‘)I'l
Rozpatrzmy przypadek belki jednoprzestowej obcigzonej sita P w sposdb statyczny, gdzie
wspotrzedng T oznaczymy miejsce przytozenia sity. Rownanie ruchu (3.63) przyjmuje wtedy

postac:

Wit (§ T) = Pp8(E — T). (3.93)
Rozwiazujac réwnanie (3.93) otrzymujemy ugiecie statyczne belki jednoprzestowej w punkcie
& wywotane sita P przylozong w punkcie o wspoétrzednej T, wyrazone wzorem:

[ee)

Wat(§, T) = Py Z

n=1

W, (T Wi (9)

(3.94)
Aty 2

Ugiecie statyczne gdy £ = 0,51 T = 0,5 w zaleznosci od schematu belki wynosi odpowiednio:

Po

Wistat(0.5,0.5) = 28 belka swobodnie podparta (3.95)

P
Witat(0.5,0.5) = ﬁ — belka jednostronnie utwierdzona (3.96)
Witat (0.5,0.5) = é — belka obustronnie utwierdzona (3.97)

Stosunek ugigcia dynamicznego w(§, T) do odpowiadajagcego mu ugiecia statycznego
Wetat (&, T) bedziemy okreslac jako wspotczynnik dynamiczny v(E, T).

w(E,T)
Wstat (‘Er T) .

Wykresy na rysunkach (3.7-3.10) przedstawiajg zmienno$¢é wspdtczynnika dynamicznego przy

v(ET) = (3.98)

drganiach niettumionych $rodka rozpietosci belki & = 0,5 w zaleznosci od predkosci sity P
wyrazone]j parametrem 1. Na kazdym z rysunkéw linig przerywana oznaczono lini¢ wptywu

ugiecia statycznego odpowiadajaca przypadkowi n = 0.
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~ S
B " )
é_ —_—1n =05
= —n=l1

L

T=vt/L[]

Rys. 3.7. Ugiecie dynamiczne belki swobodnie popartej mierzone w srodku rozpigtosci

___-I.«-lz[]
—n=05

v(0.5,T) [-]

M ~2

0 0.25 0,5 0,75 1 125 1,5 1,75
T=vL[]

[ ]

Rys. 3.8. Ugigcie dynamiczne belki lewostronnie swobodnie podpartej i prawostronnie

utwierdzonej mierzone w $rodku rozpigtosci
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i
=
L

v(0.5,T) [-]

Rys. 3.9. Ugiecie dynamiczne belki lewostronnie utwierdzonej i prawostronnie swobodnie

podpartej mierzone w srodku rozpigtosci

———'ﬂzﬂ'
— =05

_HH]
—n 2

[3=]

0 0.25 05 0,75 1 1,25 15 1,75

Rys. 3.10. Ugiecie dynamiczne belki obustronnie utwierdzonej mierzone w srodku rozpietosci

33



3. DYNAMIKA BELEK JEDNOPRZESLOWYCH

3.3.2. DRGANIA WYMUSZONE RUCHOMYM OBCIAZENIEM ROZL.OZONYM
Jako kolejny przypadek rozpatrzmy pryzmatyczng belke Eulera-Bernoulliego poddana
dzialaniu ruchomego obcigzenia rownomiernie roztozonego o stalym natezeniu q,

poruszajacego si¢ ze stala predkoscia v (rys. 3.11). Réwnanie ruchu zapiszemy nastepujaco:

o*w(x,t)  ow(x,t) 90*w(x, t)
! ! — = — 3.99
EI e +c P +m T qH(vt — %), (3.99)

a po wprowadzeniu wspdtrzednych bezwymiarowych (3.10):

wWVET) + cqW(ET) + 0?W(E T) = qoH(T — %), (3.100)

gdzie wyrazenia ¢, i 62 opisano wzorami (3.12) i (3.13), natomiast wyrazenie g, jest rowne:

qL*
=— 3.101
do B ( )
Symbolem H(.) Oznaczono funkcj¢ skokowg Heaviside’a.

.
% r 4
lub Tub
/ J 7
Jrd Vt 4}/
) L IS
A 7

Rys. 3.11. Belka jednoprzestowa obcigzona ruchomym obcigzeniem réwnomiernie

roztozonym

Rozwigzania rownania (3.100) poszukujemy w sposéb analogiczny jak w przypadku ruchome;j
sity skupionej wykorzystujac wzory (3.65) i (3.66) oraz dane z tabeli 3.1. Po podstawieniu
wyrazenia (3.65) do rownania (3.100) oraz wykorzystaniu ortogonalnosci funkcji wlasnych

(3.24) otrzymujemy uktad separowanych rownan rézniczkowych zwyczajnych:

T
¥, (T) + 207, (T) + w2Y, (T) = v(%% f W, (8)dE. (3.102)
0
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Calka wystepujaca z prawej strony powyzszego rOwnania jest rowna:

T
!M@&=

An

Funkcje Y, (T) przedstawimy w postaci:

Y,(T) = H, + AysinA, T + B,cosA, T + C,sinhA, T + D,coshA, T +
+e T (E,sinQ,T + F,cosQ,T).

Stata H, jest rOwna:

— qO(Gln - G3n)
Yaka

State A,, By, C,, 1 D, otrzymujemy z réwnan:

Hp

o
1) - }\IzlAn - 200\an + (oﬁAn = m 20
Yo
2) - }\%Bn + ZaknAn + (‘)Ilen = —m 1n»
Yo
3) )\ﬁCn + Za}\nDn + ooﬁCn = MG‘}W
do
4) }\%Dn + ZaknCn + (‘)Ilen = m 3n»
z ktorych wynika:
A = GZn(mlzl - )\121) — 2Gyp0A,
n = V202, [(wd — A3)? + 4oAZ]
B Gln((‘)rzl - }\121) + 2GZna}\n

n T V2 0m, [(wE — A3)% + 4oAZ]
C. = G4n((‘)$1 + }\31) - 2G3n00\n

n T V202, (W +A3)7 — 4oAZ]
D. = G3n((1)121 + }\121) - 2Gél-n(x}\n

" 1Yo A(wF + A2 — 4a?R]
State E,, i F,, wynikaja z warunkéw poczatkowych:

Yn(O) = 0; Yn(o) =0

Gin — G3p + GypsinA, T — Gy, cOSAL T + Gy SinhA, T + G3,coshA, T

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)

(3.107)

(3.108)
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1 sg okreslone jako:

_ oF, — }\n(An + Cn) .
n — -Qn ,

F,=—-H,—B,—D,. (3.109)

Eliminujac z rownania (3.100) sktadnik zwigzany z sitami ttumienia otrzymujemy réwnanie

ruchu opisujace drgania niettumione:

wV(ET) + 0?W(E T) = qoH(T — ¥), (3.110)
ktore rozwigzujemy w sposob analogiczny. Funkcje Y, (T) w przypadku braku ttumienia maja

postac:

Y,(T) = H, + AysinA, T + B,cosA, T + C,sinhA, T + D,coshA, T +

_ (3.111)
+E,sinw, T + Fcosw, T.
State A,, By, C, 1 D,, wynikaja z rownan:
1) —A,2A, + 0 2A, = —2% G, A, = %oGan ;
n “in n “in Yn2027\n 2n n Ynzcz}\n(wnz _ }\nz) ’
do qoG1n
2) =M By + wp?By = ———Gyp 2 By = — ;
)T B =y ey, an 7 B = T e (e ) (3.112)
do qoGan ’
3) A0 °Ch + 0, 2Cp = —5——Gyp > Cy = ;
) no b Ynzo_z}\n o ! YHZGZ}\H((DHZ + 7\n2)
do qoG3n
4)A,°Dp + 032Dy = —5—5—G3, > Dy, = ,
) n n n n Yn2027\n 3n n YHZGZ}\H((DHZ + }\nz)
natomiast stale E, i F,, otrzymujemy z zerowych warunkéw poczatkowych:
A
Enz—w—n(An+Cn); F, = —H, — B, — D,,. (3.113)
n

Statg H,, wyrazamy wzorem (3.105).

Rozpatrzmy przypadek belki jednoprzestowej poddanej dziataniu statycznego
obcigzenia réwnomiernie roztozonego q. ROwnanie rownowagi ma postaé¢ (3.114), gdzie

wspotrzedna T opisuje potozenie ,,czola” obcigzenia wzgledem rozpigtosci belki.

Witat(5, T) = qoH(T — ). (3.114)
Rozwigzujac rownanie (3.114) otrzymujemy ugiecie statyczne belki jednoprzestowej w
punkcie & wywotane obcigzeniem réwnomiernym q roztozonym na dlugosci T, wyrazone

Wwzorcm:

o)

T
1
W &) =0 ) 5 | [ W[ Wa . (3.115)
n Fnofd
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Ugiecie statyczne gdy £ = 0,51 T = 1 w zaleznos$ci od schematu belki wynosi odpowiednio:

5
Wita(0.5,1) = % — belka swobodnie podparta (3.116)
Witat(0.5,1) = 1(19—02 — belka jednostronnie utwierdzona (3.117)
Witat (0.5,1) = 5’(1704 — belka obustronnie utwierdzona (3.118)

Drgania aperiodyczne w, (§, T) belki opisuje wzor:

WAET) = Z(Hn + A,sin\,T + B,cosA, T + CysinhA, T + D, coshA, YW, (8),  (3.119)

n=1

natomiast drgania swobodne wg(, T) mozna przedstawi¢ tak samo jak w przypadku ruchome;j

sity skupionej (wzory (3.84) 1 (3.85)).

Gdy T = 1, a wigc gdy ,,czoto” obcigzenia roztozonego znajduje si¢ poza belka, drgania

swobodne opisane sg rownaniem:

WET) = Werae G D + ws(ET) +ws; ET—1);  T=>1, (3.120)
Gdzie wyrazenie wg(§ T) i wg,(§, T — 1) okreslajga wzory (3.84), (3.85), (3.87) i (3.88),
natomiast W,:(&, 1) jest ugieciem statycznym belki w punkcie & wywotanym obcigzeniem
réwnomiernie roztozonym na calej rozpietosci belki. Wystepujace we wzorach (3.87) 1 (3.88)

state I, i J, w przypadku ruchomego obcigzenia réwnomiernie roztozonego otrzymujemy z

warunkéw poczatkowych:
Ws1(§,0) = Wgeat(§,1) + wa(E, 1), Ws1(§,0) =Wy (§1), (3.121)
co daje nam:
Jn = Hy + Apsind;, + BjcosA,, + C,sinhA, + DycoshA, — Yy, gtat, (3.122)
gdzie:

_ Wstat(E) 1)
Yh stat = W; (3.123)

Natomiast statg [, przy drganiach tlumionych oraz niettumionych wyznaczymy zgodnie z

wzorami (3.90) i (3.92) jak w przypadku ruchome;j sity skupione;.
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2

v(0.5T) [-]

N=2
15 1

(=]

0 0,25 0.5 0,75 1 1,25 15 1,75
T=wL[]

Rys. 3.11. Ugiecie dynamiczne belki swobodnie popartej mierzone w srodku rozpietosci

q

=
[=]

— =05

V(0.5T) [

—
i

—_—n a1

L=

—n a2

0 025 0,5 0,75 1 125 15 175 2

T=vt/L[-]

Rys. 3.12. Ugiecie dynamiczne belki lewostronnie swobodnie podpartej i prawostronnie

utwierdzonej mierzone w $rodku rozpietosci

38



3. DYNAMIKA BELEK JEDNOPRZESLOWYCH

2
p TS S— L
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e M

-:’i —t =

= n# 1
= — 'rl s 2

0 0.2 05 0.75 1 125 15 175 2
T=wL[]
Rys. 3.13. Ugiecie dynamiczne belki lewostronnie utwierdzonej i prawostronnie
swobodnie podpartej mierzone w $rodku rozpietosci
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v —_—1 =05

S n=035

> —nal
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T=wL[]

Rys. 3.14. Ugiecie dynamiczne belki obustronnie utwierdzonej mierzone w srodku rozpietosci
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4. DYNAMIKA BELEK WIELOPRZESL.OWYCH

Rozwazmy wieloprzestowa ciagla belke pryzmatyczng o rozstawie podpor skrajnych
rownym L, charakteryzujaca si¢ stalg sztywnoscig gietng EI, rozkladem masy m oraz
thumieniem c. Belka w punktach skrajnych jest swobodnie podparta lub sztywno utwierdzona
oraz posiada k dowolnie zlokalizowanych podpér posrednich (rys. 4.1). Ustrdj poddany jest

dziataniu pionowego obcigzenia nieinercyjnego p(x — vt) poruszajacego sie z predkoscia v .

Rys. 4.1. Wieloprzestowa ciagla belka pryzmatyczna poddana dziataniu obcigzenia

ruchomego
X
~ p(x=vt)
"\.‘ / g \I N ) Ty
SN PR PN PYSL
~ T
§ i B\
lub f— b —
J . 7
Ny
P L] " Lz v I Lk+1 P
/ g 7 / 7
s L "4
4 7

Rys. 4.2. Belka jednoprzestowa poddana dziataniu obcigzenia ruchomego oraz sit w

usunietych wieziach nadliczbowych
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Jezeli myslowo usuniemy podpory posrednie i w ich miejsce wprowadzimy sity
nadliczbowe X, (t) , X, (1) , ... Xk (t) to bedziemy w stanie, analogicznie do statycznej metody
sit, przedstawi¢ drgania ukladu wieloprzestowego jako drgania podstawowej belki
jednoprzestowej poddanej dziataniu zadanego obciazenia ruchomego p(x — vt) oraz sit X;(t)
odpowiadajacych reakcjom w usunietych posrednich wieziach nadliczbowych (rys. 4.2).
Drgania takiego ukladu mozna przedstawi¢ w postaci superpozycji poszczegoélnych

przypadkéw obcigzen:

K
w(x,t) = wP(x,t) + z wXi(x, 1) 4.1)
=1

gdzie wP(x,t) oznacza drgania belki jednoprzestowej wynikajace z zadanego ruchomego
obciazenia, natomiast wXi(x, t) oznacza drgania wywolane punktowa sita X;(t) dziatajaca w

miejscu i-tej usunietej wiezi nadliczbowe;j.

Drgania wP (X, t) pochodzgce od obcigzenia zewnetrznego zostaly szczegdétowo opisane w
rozdziale poprzednim w przypadkach ruchomej sily skupionej oraz ruchomego obcigzenia

réwnomiernie rozlozonego.

4.1. BELKA OBCIAZONA ZMIENNA W CZASIE SILA SKUPIONA
Rozpatrzmy jednoprzestlowa belke pryzmatyczng poddang dzialaniu zmiennej w czasie

skupione;j sity X;(t) przylozonej w punkcie x;(rys. 4.3).

’IV Xi 41/
¥ L 7
A 71

Rys. 4.3. Belka jednoprzestowa poddana dziataniu zmiennej w czasie sily skupione;j

Réwnanie ruchu w omawianym przypadku ma postac:

*w(x,t)  ow(x 1) 9*w(x, t)
El oxt +c 3t + m e

= Xi(t)S(X - Xi), (42)
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a po wprowadzeniu wspotrzednych bezwymiarowych:

X;(T)L?
WV ET) + cow(E T) + 0?W(E T) = ‘(EI) 5(&— &), (4.3)
. _covl® 5, mviL? . . . , . ., .
gdzie: ¢y = -0 = Rozwigzania powyzszego réwnania poszukiwaé bedziemy w

postaci (3.65) zgodnie z metodyka zastosowang w przypadku ruchomego obcigzenia opisang
szczegbtowo w punkcie 3.2. Réwnanie rozniczkowe zwyczajne uzyskane po uwzglednieniu

ortogonalnosci funkcji wtasnych ma posta¢:

Yo (T) + 2aY,(T) + w2Y,(T) = ‘(m) W, (8. (4.4)
Funkcje Y, (T) przedstawmy w postaci splotu:
LWL (&) [
Y, (T) = er;lvlz j h, (T — DX;(t)dr, (4.5)
0

gdzie impulsowa funkcja przejscia h,, (T) jest rozwigzaniem rownania jednorodnego:

hy(T) + 2ah, (T) + wZh,(T) = 0 (4.6)
przy warunkach poczatkowych:

h,(0) =0; h,(0)=1 (4.7)

i ma postac:

1
h,(T) = e™oT o sinQ, T (4.8)

n

gdzie: Q, = /w3 — a?, lub w przypadku drgan niettumionych (a = 0):

1
h,(T) = o0 sinw,T. 4.9)

n

Ostatecznie drgania belki jednoprzestowej wywotane zmienng w czasie sitg X;(T) dziatajacg w

punkcie o wspotrzednej §; mozna przedstawié¢ w nastepujacej postaci:

wET) = mVZ 4 W (‘t’)w &) f st (T —DX;(D)drT, (4.10)
a przy braku ttumienia:
W (E)W (&)
w(E,T) = o2 nzzl j— nw, (T — 1)X;(t)dT, (4.11)
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lub w prostszej postaci:

T
w(T) = %f d;(§ T — DX;(1t)drt, (4.12)
0

gdzie wyrazenie d; (& T) przy drganiach ttumionych i niethtumionych opisujg wzory:

T SN TW, () Wa
di(E,T)=emvzsm v%é? &) (4.13)
n=1
1 i nTWn Wn i
di(E,T)=m_stm‘” v%ui) &) (4.14)
n=1

4.2. ROWNANIA CALKOWE VOLTERRY

Jezeli belke wieloprzestowa z rys. 4.1 przedstawimy jako uktad jednoprzestowy poddany
obcigzeniom jak narys. 4.2 to bedziemy w stanie, postepujac analogicznie do statycznej metody
sit, zbudowa¢ uktad rownan zgodnosci przemieszczen, wiedzac, ze w punktach podparcia
posredniego ugiecia belki wieloprzestowej sa rowne zero (przy zatozeniu, ze podpory posrednie
sa nieodksztalcalne). Uklad jednoprzestowy z rys. 4.2 peini zatem w tym przypadku role
schematu podstawowego, ktérego rozwigzanie zostalo przedstawione w poprzednich

rozdziatach.

Uktad rownan zgodnosci przemieszczen w analizowanej belce wieloprzestowe] w bazie

wspotrzednych bezwymiarowych ma postac:

.
WXi(EpT) +wP(E, T) =4,=0

Mw

1=1
K
z wXi(&, T) + wP(§,, T) = A,= 0 (4.15)

i=1

A

K
\Z wXi(g, T) + WP (g, T) = A= 0,
=1

gdzie ilos¢ réwnan odpowiada liczbie k nadliczbowych podpdr posrednich. Jezeli
wprowadzimy do ukladu réwnan rozwigzania przypadku skupionej sity zmiennej w czasie,
uzyskane w rozdziale poprzednim, uklad réwnan stanie si¢ ukladem réwnan catkowych

Volterry pierwszego rodzaju, w ktorym niewiadomymi beda funkcje X;(T) opisujace reakcje w
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wigziach nadliczbowych wywotane ruchomym obcigzeniem. Uklad réwnan catkowych
Volterry ma postac:
(

T
= f dy;(T — DX (Ddt + WP(E,, T) = A= 0
j=1"°

T
_]Zl jo dy; (T = DX;(D)dT + WP (5, T) = A= 0 416

A

T
—Z j dig (T = DX; (DT + WP(E, T) = A= 0,
\ j=1 0
gdzie d;; (M = di(Ej, T), j=1,2,...,Kk, zgodnie z wzorami (4.13) i (4.14).

Poréwnujac z przypadkiem obcigzenia statycznego, uktad réwnan ma postac:

r k
Z dyjstacXj + WEtat(El, T)=A=0
-1

—

k
) Z dajstarXj + Weear (82, T) = A= 0 (4.17)
=1

Z dk]',stath + W_ftat(‘t,k, T) = Ak= 0,
\ j=1

gdzie:

Wi (&)W,
dij stat = EIZ YE L (E’ , (4.18)

natomiast wyraz wolny Wstat(gi’ T) w przypadku sity skupionej P przylozonej w punkcie o

wspotrzednej T okreslony jest wzorem:

S Wa (5 W (T)
Wit (& T) = Py ;W, (4.19)

a w przypadku obcigzenia q rozlozonego na odcinku T patrzac od lewego kranca belki:

oo T

W,
W) = g Y D) [ W, (4.20)

n=1 0 "M 4
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Ugiecie statyczne belki wieloprzestowe] obcigzonej sita P przytozong w punkcie o

wspotrzednej T mozna przedstawic jako:

oo k
L? W, (%)
Waar§T) = = ) [PWL(T) + ) W (&) |22, (421)
EI : Yn?An
n=1 1=1
natomiast ugiecie belki wieloprzestowej obciazonej obcigzeniem q roztozonym na dlugosci T

mierzac od lewego konca belki:

Wegae(E T) = EIZ ql. f W, (z)dz+2xw & “f) (422)

Wspdtczynnik dynamiczny v(§, T) mozemy okresli¢ jako stosunek ugigcia dynamicznego

wq(§ T) do odpowiadajacego mu maksymalnego ugiecia statycznego W, (€, T):

Wy (EI T)
max[Wgea(§ T)]

Jezeli zatozymy, ze podpory posrednie belki wieloprzestowej sa podporami sprezystymi

vET) = (4.23)

charakteryzujacymi sie sztywnoscig s; (rys. 4.3) to otrzymamy uklad réwnan calkowych
Volterry drugiego rodzaju, gdzie niewiadome funkcje X;(T) beda wystepowaé nie tylko w

wyrazeniu podcatkowym ale takze jako wyraz wolny:

;Zfo dj (T = OX; (D dT + WP, T) = 4y (T) = — 1(1 :
sz T p X,(T)
= fo daj (T = DX (DT + WP, T) = A2 (T) = —— (4.24)
T o
- E f dig (T — DX;(DdT + WP (g, T) = A (T) = — ksi ).
i=1"0
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Rys. 4.3. Wieloprzestowa ciagla belka pryzmatyczna na podporach sprezystych poddana

dziataniu obcigzenia ruchomego

4.3. PROCEDURA NUMERYCZNA

Poniewaz uktady réwnan catkowych Volterry przedstawione wzorami (4.16) i (4.24) sa
trudne rozwigzania metodami analitycznymi, zaproponowano rozwigzanie numeryczne
zgodnie z nizej opisang procedurg [46]. W pierwszej kolejnosci chcemy podzieli¢ interwat
czasowy [0,1] przejazdu obciagzenia po belce na skonczong liczbe N przedziatow czasowych o
jednakowym czasie trwania At = 1/N zgodnie ze schematem przedstawionym na rys. 4.4. W
$rodku kazdego segmentu przyjmujemy punkty obliczeniowe tg co umozliwi nam zastgpienie

bezposredniego calkowania z wzoru (4.12) catkg numeryczng bazujac na metodzie

prostokatow:

Tr

R
dij (TR - T)X] (T)dT = Z dij (TR - Tr)Xj (Tr)AT, (425)
0 r=1

gdzie: Ty = RAtT, t, = (r—0,5)At,r=1,2,..,R, R=1,2,...,N.

.-; Te
T Ja(m- X e
22
<
e v d(T -0)X (t)dt
- % | 5
= ol i =
C e 1 =
=] + ¥ ¥
B s ; I
I T, Tl
At
’ ’ N-At=1 .

Rys. 4.4. Schemat obliczen numerycznych
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Celem zaprezentowanej powyzej procedury jest wyznaczenie wartosci reakcji X;(T) w
podporach posrednich w chwilach tg. Dzieki takiemu zabiegowi jesteSmy w stanie zastgpié

kazde z rownan catkowych Volterry uktadem rekurencyjnych réwnan algebraicznych:

LAT
\%

k R
D) dy(Te =t + WP To) = 0, (426)

i=1r=1
gdzie liczba uktadow réwnan w postaci przedstawionej powyzej odpowiada liczbie k podpér
posrednich. Przyktadowo gdy mamy do czynienia z belka dwuprzgstowa z jedng podpora

posrednig (k = 1), pierwsze trzy oraz ostatnie z rdwnan algebraicznych maja posta¢:

LAT
R=1 - Td11(T1 —11)X1(tq) + WP(§, Ty) = 0;

LAT
R=2 - T [d11 (T, — t1)Xq(t9) + dy1 (T, — 1)X1 ()] + WP(§,, T,) = 0;
R=3 T (T — T)Xy (1y) + dus (Ts — )X (1)
= - — -T T —-T T
v s 1)A1(T 1113 2)X1(Ty @27)
+ dq1 (T3 — 13)X1(13)] + WP (&1, T3) = 0;
N
LAT
R=N = Z2) diy(Ty = X (x) + wP (5, To) = 0,
r=1

gdzie Ty — tg = 11 = 0,5A1, TR — Tr_r = T4 + rAt. Oznacza to, ze w kazdym kolejnym
rownaniu mamy o jedng niewiadomg wiece] do wyznaczenia wzgledem rdwnania
poprzedniego. Po wyznaczeniu wartosci sity X;(T) w podporze posredniej w chwilach

TR jestesmy w stanie zbudowac rdwnanie opisujace drgania belki dwuprzestowe;:

R
LA
WG TR) = = > i Ta = TXa (1) + WP (G To). (4.28)

r=1

Rozmiar segmentu czasowego At powinien by¢ odpowiednio dobrany aby uzyskac stabilne,
akceptowalne rozwigzanie. Przyjeta dlugos¢ przedziatu czasowego zalezy najwyzszej wartosci

w, = Ay /0 uzytej w szeregach (3.65) i powinna by¢ okreslona jako:

21
At < , (4.29)

Wp max
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Stad liczba N segmentéw czasowych przyjeta do kalkulacji numerycznych powinna wynosi¢:

("‘)Il max
=>— .
N> - (4.30)
Réwnanie (4.16) mozna przedstawi¢ w zapisie macierzowym:
3
ZDU--X,-H‘),:O, =12,k 431)
=1
gdzie poszczegdlne macierze oraz wektory maja postac:
0 0
Dij = di]',Rr 0‘ i= 1,2, ,k (432)
: “dNxN
djjrr =0 dlar >R (4.33)
L
dij,Rr = ;dlj (Tl)AT dlar=R (434)
L
dij,Rr = ;dll (TR - TF)AT dlar <R (435)
X (t1)
- Xi(ty) | .
Xj=|" : 21, i=12,..,k (4.36)
X;(tn)
wP (Ei) Tl)
_ P (%,
o A (F,:I,Tl) i=12,..k (4.37)
wP (‘Eir TN)
Przyktadowo rownanie macierzowe i jego rozwigzanie w przypadku belki dwuprzestowej ma
postac:
Dll " Xl + Bl = 6 - Xl = _Dll_l " Bl’ (4.38)
a dla belki z k podporami posrednimi:
Dy Dy -+ Dix )__(1 1:31_ 0
D:21 D:22 D:zk . X.z + b.z — 6 N
Dy Dy -+ Dud IXd Lbl 10O
_ - (4.39)
§1 Di; Dy D 1_31
X, — _ D;1 Dy, Dok| . |b,
Xy Dy1 Dy Dy by
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4.4. PRZYKLADY OBLICZENIOWE
4.4.1. BELKA DWUPRZESL.OWA

Pierwszy przyktad dotyczy belki dwuprzestowej przedstawionej na rysunku 4.5. Rozpietosé
belki w osiach podpdr skrajnych wynosi L = 40 m. Belka podparta jest na obu koncach w
sposdb przegubowy oraz posiada jedng podpore posrednia w Srodku rozpietosci. Masa
jednostkowa belki wynosi m = 1000 kg/m, a jej sztywno$é gietna EI = 2-10° Nm?2.
Rozpatrujemy uklad poddany dziataniu ruchomej sity P = 10000 N oraz ruchomego
obcigzenia rownomiernie roztozonego q = 2000 N/m. W obu przypadkach obcigzenie
porusza si¢ ze stalg predkoscia v. Model numeryczny zastosowany w dalszych obliczeniach
zbudowano dzielgc czas przejazdu obcigzenia po belce na N = 200 réwnych krokow
czasowych o czasie trwania At = 0,005 uzyskujac tym samym uktad 200 rekurencyjnych
réwnan algebraicznych. Wyniku uzyskano sumujac pierwsze 10 wyrazow w szeregach (3.65) i
(4.14). Na rysunkach 4.6a i 4.6b przedstawiono ugigcie dynamiczne srodka lewego i prawego
przesta belki, wyrazone za pomocg wspotczynnika dynamicznego, wzgledem czasu przejazdu
sity skupionej po belce, natomiast rysunki 4.6c i 4.6d przedstawiajg o$ odksztatcong belki w
czasie T = 0,25 oraz T = 0,75 odpowiadajacym chwili, gdy sita znajduje si¢ w srodku lewego
oraz prawego przesta. Analogicznie rysunki 4.7a 1 4.7b prezentuja dynamiczne ugigcie srodkow
lewego i prawego przesta belki poddanych dziataniu obcigzenia rownomiernie roztozonego
natomiast rysunki 4.7c i 4.7d przedstawiaja osie odksztalcone belki w czasie T = 0,5, gdy
obcigzenie roztozone obejmuje lewe przgsto belki oraz T = 1 gdy obcigzenie obejmuje cala
belke. Obliczenia przeprowadzono przyjmujac cztery rozne predkosci ruchu obcigzenia
wyrazone za pomoca parametru 1 okreslajacego stosunek predkosci v do pierwszej predkosci
rezonansowej dla belki jednoprzestowej. Przypadek m =0 odpowiada rozwigzaniu
statycznemu a uzyskane w ten sposob wykresy przedstawiajg linie wptywu ugiecia statycznego
oraz o$ odksztalcong belki poddanej dzialaniu obcigzenia zmieniajacego swoje potozenie w

sposob statyczny.
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Rys. 4.5. Belka dwuprzestowa poddana dziataniu: a) ruchomej sity skupionej; b) ruchomego

obcigzenia rownomiernie roztozonego
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Rys. 4.6. Ugigcie dynamiczne belki dwuprzestowej poddanej dziataniu sity ruchome;:

a) ugiecie srodka lewego przesta belki wzgledem czasu przejazdu sity;

b) ugiecie srodka prawego przesta belki wzgledem czasu przejazdu sity;

¢) o$ odksztatcona belki w chwili gdy sita znajduje si¢ po srodku lewego przesta;

d) o$ odksztatcona belki w chwili gdy sita znajduje sie po srodku prawego przesta
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Rys. 4.7. Ugiecie dynamiczne belki dwuprzestowej poddanej dziataniu ruchomego obcigzenia

roéwnomiernie rozlozonego:
a) ugiecie srodka lewego przesta belki wzgledem czasu przejazdu obcigzenia;
b) ugiecie srodka prawego przesta belki wzgledem czasu przejazdu obciagzenia;
¢) o$ odksztatcona belki w chwili gdy obcigzenie obejmuje cate lewe przesto;

d) o$ odksztatcona belki w chwili gdy obcigzenie obejmuje calg belke
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4.4.2. BELKA TROJPRZESLOWA
Jako drugi przyktad rozpatrzmy belke trdjprzestowa o rozpigtosci miedzy podporami

skrajnymi L = 60 m (rys. 4.8). Belka jest sztywno utwierdzona na obu koncach oraz posiada
dwie podpory posrednie dzielaca ja na trzy rowne przejscia. Masg¢ jednostkowg oraz sztywnos¢
gietng belki przyjeto jak w przyktadzie poprzednim. Belka poddana jest rdwniez dziataniu
ruchome;j sily skupionej oraz ruchomego obciazenia roztozonego. Rysunki 4.9a-c oraz 4.10a-c
przedstawiaja ugiecie dynamiczne Srodka kazdego z przeset wzgledem czasu przejazdu
obcigzenia. Rysunki 4.9d-f przedstawiaja o$ odksztalcong belki w chwili gdy ruchoma sita
skupiona znajduje sie w $rodku kazdego z przesetl natomiast rysunki 4.10d-f przedstawiajg o$
odksztatcong belki w chwili gdy obcigzenie obejmuje odpowiednio: pierwsze przesto, pierwsze
i drugie przesto oraz cala belkg¢. Model numeryczny oraz liczbe sumowanych wyrazow

szeregow przyjeto jak w przykladzie poprzednim.

RN W
p L3 ) L3 . L3 ,
’IV L 4V

Rys. 4.8. Belka trojprzgstowa poddana dziataniu:

a) ruchomej sity skupionej; b) ruchomego obcigzenia rownomiernie roztozonego
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Rys. 4.9. Ugigcie dynamiczne belki trojprzestowej poddanej dziataniu ruchomej sity
skupionej: a) ugiecie srodka lewego przesta; b) srodka centralnego przgsta; ¢) srodka prawego
przesta wzgledem czasu przejazdu obcigzenia; o$ odksztatcona belki w chwili gdy ruchoma

sita znajduje si¢ w $rodku d) lewego przesla; e) centralnego przesta; f) prawego przesta

53



4. DYNAMIKA BELEK WIELOPRZESEOWYCH

b)

v[0.167.T]
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Rys. 4.10. Ugiecie dynamiczne belki trojprzestowej poddanej dziataniu ruchomego
obcigzenia rozlozonego: a) ugiecie srodka lewego przesta; b) srodka centralnego przesta; ¢)
$rodka prawego przesta wzgledem czasu przejazdu obcigzenia; o$ odksztalcona belki w chwili
gdy ruchoma sita znajduje si¢ w srodku: d) lewego przesta; ) centralnego przesta; f) prawego

przesta
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5. DYNAMIKA UKLADU DWOCH BELEK SPRZEZONYCH
W niniejszym rozdziale skupimy sie na analizie drgan ukladu dwodch belek Eulera-

Bernoulliego potaczonych migdzy soba punktowymi wigziami sprezystymi o skonczonej
sztywnosci (rys. 5.1). Uklad sktada sie z belki gornej (belka I) oraz belki dolnej (belka II) o
zrdznicowanej rozpigtosci, sztywnosci gigtnej, rozkladzie masy, charakterystyce thumienia oraz
warunkach podparcia na podporach skrajnych. Belki sa sprzezone ze soba k wieziami
sprezystymi o skonczonej sztywnosci s (jednakowej lub zroznicowanej dla kazdej z wigzi).

Jedna z belek (belka I) poddana jest dziataniu ruchomego obcigzenia nieinercyjnego p(x — vt).

Rys. 5.1. Uktad dwoéch belek sprzezonych punktowymi wigziami sprezystymi poddany

dziataniu obcigzenia ruchomego

Rownania ruchu opisujace drgania obydwu belek wy = w(x;,t) oraz wy; = w(X, t) mozna

przedstawié w nastepujacej postaci:

K
(EDiwi¥ + ¢y + mypviry + Z silwi — wy]8(x; — x;) = p(x; — vb), (5.1)
i=1
K
(EDywiy + cppwyp 4 mypvry + Z si[wy — W1]5(X11 - XII,i) =0, (5.2)

i=1
gdzie wszystkie parametry dotyczace obcigzonej belki gornej oznaczono dolnym indeksem ,,I”
natomiast parametry zwigzane z nieobcigzong belka dolng oznaczono indeksem ,II”. Jezeli
myslowo usuniemy wiezi taczace obie belki, wprowadzajac w ich miejsce sity X;(t), co
pokazano na rysunku 5.2, bedziemy w stanie opisa¢ drgania belki gornej poprzez superpozycje
drgan belki jednoprzestowej obcigzonej zadanym ruchomym obcigzeniem oraz punktowymi
sitami skupionymi, zmiennymi w czasie, odzwierciedlajacymi reakcje w usunigtych wieziach

sprezystych. Drgania nieobcigzonej belki dolnej beda natomiast pochodzi¢ od sit X;(t).
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Rys. 5.2. Dwie belki jednoprzestowe poddane dziataniu obcigzenia ruchomego oraz

skupionych sit nadliczbowych

Po takim zabiegu drgania obydwu belek przedstawimy nastepujaco:

k k
— wP Xi. — Xi
w; =wp + Z Wi wy = —Z wit', (5.3)
i=1 i=1

gdzie gérny indeks ,.p” lub ,,Xi” oznacza przyczyne powstawania drgan, mianowicie zadane

obciazenie ruchome lub reakcje w ,,i"-tej wiezi sprezystej.

5.1. DYNAMIKA BELEK POJEDYNCZYCH

Drgania pojedynczych belek jednoprzestowych poddanych dziataniu obcigzenia
ruchomego w postaci ruchomej sily skupionej lub ruchomego obcigzenia rownomiernie
rozlozonego przedstawiono w rozdziale 3. Uzyskane rozwigzania mozna w niezmienionej

postaci wykorzysta¢ do opisu drgan WIlD z wzoru 5.3.

Jezeli chodzi o drgania wi' oraz wi! wynikajace z sily X;(t) reprezentujacej reakcje w

myslowo usunigtej wiezi sprezystej, rozwigzanie przedstawione w formie opisanej w punkcie
4.1 mozna zastosowa¢ jedynie w przypadku belek o jednakowej rozpietosci, parametrach
geometryczno-materiatlowych oraz warunkach podparcia. W sytuacji gdy belki r6znig si¢ pod
wzgledem ktdéregokolwiek z wyzej wymienionych parametrow (rys. 5.3) konieczna jest

modyfikacja uprzednio uzyskanego rozwigzania.
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Rys. 5.3. Dwie belki jednoprzestowe poddane dziataniu skupionej sity nadliczbowe;j

Rozwigzania dla powyzszego problemu poszukiwaé bedziemy w bazie wspdirzednych

bezwymiarowych:
X X vt
tE=—,5€[01]; (=—,(€[01]; T=—, Te[01]. (5.4)
L Ly L

Warto zauwazy¢, ze wprowadzono oddzielne wspodtrzedne przestrzenne € oraz ¢ osobno dla
kazdej z belek. Wspodlrzedna czasowa T powigzana jest natomiast z rozpietoscia Ly belki po
ktorej porusza si¢ obcigzenie. Przy tak okreslonych wspoirzednych bezwymiarowych rownania

ruchu belek I i II prezentuja si¢ nastepujaco:

. 1V . . e
[WIXI(EI T)] + CO,IWE(I(E! T) + GIZWE(I(E! T) = XO,IS(E - Ei)r (55)
. 1V . . e
[WI)%I(ZI T)] + co,ani‘(Z, T) + O-IZIWI)%I(ZI T) = XO,IIS(Z - G), (5.6)
s . _avli o, mpviLf _ Xi(DL} __ vl 2 _ myv2Ly _ Xy(ML§
gdzie: co1 =g o = Zgp s Xor = T Con = e O = gy Xon = gy

Rozwigzania uktadu rownan poszukiwaé bedziemy w taki sam sposob jak postepowalismy w

pkt. 3.2. Drgania gdrnej oraz dolnej belki przedstawimy w postaci splotow:
. L (T
Wi =2 [y T - X s 57)
0

Xi Ly T
wi (¢, T) = Vf dp i (¢ T — t)X;(t)dr, (5.8)
0
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gdzie:

2 © . ,
dI 1(E T) = vLi e—aT Z SanLnTWI,n(‘El)WI,n (E)

, (5.9)
2(EDI YIZ,nQ'I,n
v SNy, TWi (G)W,
4@ T) = = 11 e_auTZ IL,n ZII,n(Zl) II,n(O' (5.10)
o (EDyLy e~ Yitn{in
CILI )\ﬁ
ap = ZmIV; Up = |of, —af; ofy = 0_; (.11

CHL[ }\H

— — 2 2 2 n

o = s Q= fu) —Qf; Wiy, =— (5.12)
11 ZmHV’ II,n IL.n 1Y Iln = IZI

5.2. DRGANIA BELEK SPRZEZONYCH
Chcac opisa¢ drgania uktadu dwoch belek sprzezonych punktowymi wieziami sprezystymi

zbudujmy uktad réwnan zgodnosci przemieszczen, na podstawie ktérego bedziemy wyznaczaé

sity X;(T) w posrednich wieziach sprezystych:

( k . Kk . 2T
wr (8, T) + z wi (&, T) + z wil(, T) = — 1(1 )
: < X, (T)
JwP ™ + ) wiie, ™) + ) wifi@,m == 1)
i=1 i=1
N y X,(T)
W@ + Z whi(g, T) + Z Wi, ™) = - =

Powyzszy uklad rownan po zastosowaniu uzyskanych uprzednio rozwigzan staje si¢ uktadem

réwnan catkowych Volterry drugiego rodzaju:

2

K T
L ‘o1
VI;OIdij(T—r)Xl(r)dH.WIp(El‘T) __ 15(1 )
LY p X2(T)
W;)f (T = DXp(Dde+ Wi (& T) = == = (514
Ei fd (T —DX(Ddt + wP(E, T) = _ Xk(T)
v i=10 ’ 5 I \Sks = 5
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gdzie:

dii(T) = dy;(§, T) + dir; (4, T). (5.15)
Procedura numeryczna rozwigzania powyzszego uktadu rownan catkowych jest identyczna jak
w przypadku pojedynczej belki wieloprzestowej. Po wyznaczeniu reakcji w posrednich

wigziach sprezystych drgania belki I 1 II mozna przedstawi¢ nastepujaco:

k R
L;A
WiETR) === > (5 Te = tXi(T) + WP To), (5.16)
i=1 r=1
LAt SER
W@ Te) = =5 )Y dni(§ T — TXi(x) (517)
i=1r=1

5.3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Rozpatrzmy uktad dwoch belek o jednakowej rozpigtosci L = 12 m, sztywnosci gietnej
El = 4-10° Nm? oraz masie m = 25 kg/m sprzezonych ze soba wieziami sprezystymi o
jednakowej sztywnosci s; = s, = 1-10° N/m umiejscowionymi w 1/3 oraz 2/3 rozpietosci
belek (rys. 5.4). Gorna belka jest swobodnie podparta na obu koncach, podczas, gdy belka dolna
jest sztywno utwierdzona. Uklad poddany jest dziataniu sity skupionej P = 1000 N
poruszajacej sie po belce gornej ze stalg predkoscia v. W obliczeniach przeanalizowano
dynamiczne ugiecia punktéw ,,a” i ,,b” umieszczonych w $rodku rozpietosci obu belek (rys.
5.6) oraz linie ugigcia obu belek w chwili T = 0,5 odpowiadajacej polozeniu sity P w $rodku
rozpigtosci belki gornej. W obliczeniach rozpatrzono 3 rézne predkosci ruchu sity, mianowicie
v=30m/s, v=60m/s oraz v =90 m/s. W modelu numerycznym przyjeto podziat czasu

przejazdu sity po belce na N = 200 rdwnych segmentdéw czasowych.

X
SR ST
& nEl = J = ; e
S S,
@%1 ,,,,,,,, L = { ©

m, EI J .

., L3 . L3 . L3 ,

4 7 1 7

o L I

1 7

Rys. 5.4. Dwie sprzezone belki poddane dziataniu ruchomej sity skupione;j
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Rys. 5.5. Ugiecie dynamiczne $rodka belki I 1 II w zaleznos$ci od predkosci ruchu sity
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Rys. 5.6. O$ odksztalcona belki I'1 IT w chwili T = 0.5 w zalezno$ci od predkosci ruchu sity
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6. DYNAMIKA CIENKICH PLYT IZOTROPOWYCH

W tym rozdziale skupimy si¢ na dynamice cienkiej prostokatnej ptyty izotropowej o
wymiarach B x L i grubosci h, wykonanej z materialu o gestosci p, charakteryzujacego si¢
modulem Younga E oraz wspolczynnikiem Poissona v. Sztywnos$¢ gigtna takiej plyty wyrazona

jest wzorem:

_ ER?
T 12(1 —v2)

natomiast masa roztozona na powierzchni ptyty jest rdwna pu = ph. Plyta jest swobodnie

D (6.1)

podparta na wszystkich czterech krawedziach oraz posiada liczbe k punktowych podpor
posrednich rozmieszczonych w dowolnych punktach swojego obszaru. Omawiany ustrdj
poddany jest dziataniu obcigzenia p(x — vt), skierowanego prostopadle do ptaszczyzny plyty

oraz poruszajacego si¢ ze stalg predkoscia v wzdtuz osi x (rys.6.1).

Rys. 6.1. Cienka ptyta izotropowa podparta swobodnie na swoich krawedziach oraz punktowo

W swoim obszarze, poddana dziataniu obcigzenia ruchomego

Metodyka rozwigzania omawianego problemu bedzie analogiczna do procedury
zaproponowanej w rozdzialach 4. 1 5., mianowicie po mys$lowym usunieciu punktowych podpor
posrednich i zastgpieniu ich sitami X;(t) , X,(t) , ... Xi(t) bedziemy w stanie sprowadzié
analizowane zagadnienie do plyty swobodnie podpartej poddanej dziataniu zadanego

obcigzenia ruchomego oraz k nadliczbowych sit skupionych zmiennych w czasie (rys.6.2).
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Rys. 6.2. Cienka ptyta izotropowa podparta swobodnie na swoich krawedziach poddana

dziataniu obciazenia ruchomego oraz sit w usunigtych wigziach nadliczbowych

Opisany powyzej zabieg pozwoli nam przedstawi¢ drgania plyty podpartej punktowo jako
superpozycje drgan pochodzacych od zadanego obcigzenia ruchomego oraz od kazdej z sit w
usunietych podporach posrednich, podobnie jak to miatlo miejsce w przypadku belek w
rozdziale 4 i 5. Oznacza to, ze kolejnym krokiem powinno by¢ uzyskanie rozwigzan
przypadkéw plyty swobodnie podpartej poddanej dzialaniu obcigzenia ruchomego oraz
zmiennej w czasie sity skupionej przylozonej w miejscu usunietej podpory punktowej. W
przypadku obcigzenia ruchomego skupimy si¢ na ruchomej sile skupionej oraz ruchomym

obcigzeniu rGwnomiernie roztozonym.

6.1. PLYTA SWOBODNIE PODPARTA PODDANA DZIALANIU RUCHOMEJ SILY
SKUPIONEJ
Rozwazmy prostokatng cienka plyte izotropowa, swobodnie podparta na wszystkich

krawedziach, poddang dziataniu sily o stalej wartosci P poruszajacej sie ze stalg predkoscig v
wzdtuz osi x (rys. 6.2). Rdwnanie ruchu dla opisywanego przypadku ma postac:
It'wixy,t) _d'w(xyt) d*wlxy ] owkxyt  Pwyt)
D +2 +c +u
ox* 0x? dy? dy* ot ot? (6.2)
= P8(x — vt)8(y — yo),

gdzie D oznacza sztywnos$¢ gietng ptyty wyrazona wzorem (6.1), ¢ wyraza stalg ttumienia

natomiast | jest masg plyty roztozona na powierzchni.
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Rys. 6.3. Cienka ptyta izotropowa podparta swobodnie na swoich krawedziach poddana

dziataniu ruchomej sity skupionej
Po wprowadzeniu wspoirzednych bezwymiarowych:
y
=, =2, T=— 6.3
=1 (=3 (6.3)
réwnanie ruchu opisujagce drgania ptyty w = w(§, {, T) przyjmie postac:

o*w o*w o*w cv Y

D 14 aE4 t2 B212 azz acz + B4 6(4 +4 W + ?W = _S(E T)S(( ZO) (6'4)
a po wprowadzeniu parametrow |y = ;—Z, Co = C‘;LE;, 0? = %, 0 = P];—]“;:
o*w o*w , 0w , -
o + ZIIJ PREIC + Y PIC + coW + 0°W = Py&(§ — T)S(C — ¢p). (6.5)

Rozwigzania rownania (6.5) poszukiwac bedziemy w postaci:

w=w(({T) = z z Yin (T)sinmm Esinnmd. (6.6)

m=1n=

Po podstawieniu wyrazania (6.6) do réwnania (6.5) 1 wykorzystaniu metody ortogonalnosci

uzyskamy uktad rownan rézniczkowych zwyczajnych:

4P,
Yo (T) + 2050 (T) + @02, Yiun (T) = —smmnTsmnn(O, (6.7)
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gdzie:
2a = o= E, (6.8)
0% uv
1
Opn = —5 [(MO* + 2 (mm)?* (nm)? + §* (nm)*] (6.9)
Rozwigzania rownania (6.7) poszukiwac bedziemy w postaci:
Ymn(T) = Yin,s (T) + Yrn,o (D), (6.10)

gdzie wyrazenia Yy, s(T) oraz Y, o (T) bedace kolejno catka szczegdlng oraz ogdlna rownania

(6.7) maja postac:

Y. (T) = 4Py [wh, — (mm)?]sinmnTsinnmy,
e o?{[win — (mm)?]2 + 42 (mm)?}
8P,a(mm)cosmmTsinnm,
02 {[wEy, — (mm)2]? + 402 (mm)2Y
8Py a” (mm)sinQpm, Tsinnmy,
Qmn0?{[why — (Mm)?]2 + 4a?(mm)?}

(6.11)

Ymn,O (T) =e T

4P, (mm)[w?3), — (m)?]sinQ,, Tsinnm{,

Qmn0?{[why — (Mm)?]2 + 4a?(mm)?} (6.12)

8P,a(mTr)cos,, Tsinnmd,
o?{[wfhn — (mm)2]2 + 4o (mm)?}|

a w przypadku braku ttumienia:

4Py [w?2,, — (mm)?]sinmnTsinnmd,

Ymn,s(T) = (6.13)

J

02 [wfhn — (mm)?]?

4Py (mm) [whyn — (MM)*]sinwpm, Tsinnmg, (6.14)

Yinno(T) = —
mn,O( ) (‘)mno-2 [(‘)rznn - (mT[)Z]Z
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6.2. PLYTA SWOBODNIE PODPARTA OBCIAZONA RUCHOMYM OBCIAZENIEM
ROZLOZONYM
Jako kolejny przypadek rozpatrzymy ptyte opisang parametrami jak punkcie poprzednim,
poddang dziatlaniu liniowego obcigzenia rownomiernie roztozonego o natezeniu q
poruszajacego sie ze stalg predkoscia v wzdtuz osi y (rys. 6.4). Rdwnanie ruchu w tym wypadku

ma nastepujacg postac:

D *w(x,y,t) 264W(x,y,t) *w(x,y,t) N ow(x,y,t) N *w(x,y,t)
ox* 0x? dy? dy* ‘Tt ST (6.15)

= qH(vt = x)86(y — y,),
a po wprowadzeniu wspétrzednych bezwymiarowych (6.3):

64w+2 0*w N 264w
&t LlJaEza(z v att

+ coW + 0%W = qoH(T — §)8(T — ¢p), (6.16)

4
gdzie q¢ = %, natomiast H(T — €) oznacza funkcje Heaviside’a.

Rys. 6.4. Cienka ptyta izotropowa podparta swobodnie na swoich krawedziach poddana

dziataniu ruchomego obcigzenia rownomiernie roztozonego

Przyjmujac rozwigzanie w postaci (6.6) i podstawiajac je do réwnania (6.16), a nastepnie

stosujac metode ortogonalnosci otrzymujemy:

. ) 4qosinnmly (1 — cosmTT
V0 (T) + 20, (T) + 02, Yo (T) = do %( )_ (6.17)

o’mm
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Calka szczegolna oraz catka ogdlna powyzszego réwnania majg postac:

4q,sinnT(, 8qyamTsinnTi(,
o?wi,mm  o’mm{[w3, — (mm)?]? — 4a?(mm)?}

Ymn,s (T) =

6.18
4qo[wEn — (mm)?]sinnmy, (6.18)

— o?mm{[wd, — (mm)2]? — 4a2(mm)2Y

4qoasinnm{ysinQ,, T

Yimn O(T) =e |-
, 2 2
0% Oy Wiy, MT

4qoafw?,, — (mm)?]sinnml,sinQp,, T
0? Qunmr{[wf, — (mm)?]? — 4a?(mm)?}

(6.19)
8qa(mm)?sinnmlysinQy,, T

* o2 Qmumr{[wd, — (mm)?]? — 4a?(m)?}

4q,sinnmlycosQn, T 4qo[w,, — (mm)?]sinnn,cosQm, T
0% w3, mT o’mr{[w?, — (mm)?2]? — 4a2(mm)?2}|

a w przypadku drgan niettumionych:

4qosinnml,  4qo[w?3, — (mm)?]sinnm{,

Ymn,s (T) = (6.20)

02w, mT B o’mm[w3,, — (mm)?]?

4qosinnmlycoswmnT N 490[@mn — (mm)?]SinNTocOSQnn T (6.21)

Y. (T) = —
mn,0 o2wZ,,mm o?mmnfw?,, — (mm)2]? ’

6.3. PLYTA SWOBODNIE PODPARTA OBCIAZONA ZMIENNA W CZASIE SILA
SKUPIONA
Rozpatrzmy przypadek ptyty swobodnie podpartej o charakterystykach geometryczno-
materialowych jak w punktach poprzednich poddanej dzialaniu zmiennej w czasie sily
skupionej X;(t) przytozonej w punkcie o wspotrzednych (x;,y;) odpowiadajacych potozeniu
usunietej podpory punktowej (rys. 6.5). Sita X;(t) odpowiadaé bedzie reakcji pionowej w tej

podporze. Wyprowadzmy rownanie ruchu dla omawianego zagadnienia:

I)meMO+ZWWQMO *w(x,y,t) OW®MO+ *w(x,y,t)
ax* X2 9y dy* ot ST (6.22)

= Xi(D8x —x)8(y — yi),

ktore w bazie wspdtrzednych bezwymiarowych (6.3) przyjmie postaé:

9*w 0%w 1( ) 1.3
77+ Vama I I - oW+ 0% = TS - E)8(—G). (623)
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Rys. 6.5. Cienka ptyta izotropowa podparta swobodnie na swoich krawedziach poddana

dzialaniu zmiennej w czasie sity skupione;j

Rozwigzanie rownania (6.23) przyjmujemy w postaci (6.6) i podobnie jak w omawianych
poprzednio przypadkach stosujemy metode ortogonalizacji, w wyniku czego otrzymujemy

uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych:

4Lsinmmé;sinnm(; X; (T)

Ymn (T) + ZO(Ymn (T) + (‘)fnnYmn (T) = |J-V2B

(6.24)

Postepujac podobnie jak w przypadku belek wieloprzestowych, sprobujmy przedstawic

rozwigzanie rownania (6.24) w postaci splotu:

4Lsinmmg;sinnmg;

T
Y (T) = j hpn (T — DX (T)dT, (6.25)
0

uv2B
gdzie h,,, (T) jest impulsowa funkcjg przejscia, otrzymana z rownania jednorodnego:

hin (T) + 2ah,, (T) + 02, (T) = 0 (6.26)
przy warunkach poczatkowych:

hpn(0) = 0; hpp(0) =1 (6.27)

i ma postac:

1
hmn(T) =e T Q

mn

gdzie: Q, = /w3, — o?, lub w przypadku braku tlumienia (a« = 0):

sinQ,, T (6.28)
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h,(T) = Sinwy,T. (6.29)

mn

Ostatecznie drgania ptyty swobodnie podpartej pochodzace od zmiennej w czasie sity skupione;j

X;(T) dziatajgcej w punkcie o wspdtrzednych bezwymiarowych (§;, ;) mozna przedstawic¢

nastepujaco:
AL v sinQ,, Tsinmmésinnm{sinmE;sinnmd;
WEIT = —2 > ) -
uv B -an
m=1n=1
T (6.30)
. f TsinQ, (T — ©)X;(T)dr,
0
a w przypadku drgan niettumionych:
O Sinwp, TsinmmEsinnnlsinmE;sinnmy
W(E' z’ T) — . Z Z mn E Z El Zl .
uv<B Wmn
m=1n=1
T (6.31)
-fsinu)mn(T — D)X;(T)dr,
0
lub w prostszej postaci:
L T
W™ =2 [ diELT - OX(Ndr, (632)
0
gdzie wyrazenie d;(§, ¢, T) w przypadku drgan ttumionych i niethtumionych ma odpowiednio
postac:
4 oo e~ *TsinQ,,, Tsinmm&sinnnlsinmmg;sinnm
dELT) = — Z z mn § ¢ i (1 633)
uvB Qmn
=1n=1
4 v Sinwpy, Tsinmmésinnm{sinmmg; sinnm;
dELT) __Bz Z mn § ¢ §i G (634)
wmn

m=1n=1
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6.4. DRGANIA PLYTY SWOBODNIE PODPARTEJ Z PUNKTOWYMI PODPORAMI
POSREDNIMI
Wykorzystajmy uzyskane w punktach poprzednich rozwigzania aby przedstawi¢ drgania
plyty z punktowymi podporami posrednimi (rys.6.1) jako superpozycje drgan plyty swobodnie
podpartej wynikajacych z zadanego obcigzenia ruchomego oraz od sit skupionych
odpowiadajacych reakcjom w usunigtych wieziach punktowych (rys.6.2). Trzymajac si¢
zalozenia, ze podpory punktowe sg nieodksztalcalne (ugigcia w punktach podparcia

posredniego sa rowne zero) budujemy uktad rownan zgodnos$ci przemieszczen:

r k
D WAL 3T + WP, 3, T) = 4,= 0
lil
1D WhE, 0D + WP 30 T) = 8520 635)
i=1
k
z WXi(Ek) (k) T) + wP (Ek) Zkﬁ T) = Ak= 0;
\i=1

gdzie wP(§ ¢, T) oznacza drgania plyty swobodnie podpartej wynikajace z zadanego
ruchomego obciazenia, natomiast w*!(&, ¢, T) oznacza drgania wywolane punktowa sita X;(T)

dzialajaca w miejscu i-tej usunigtej podpory punktowej.

Wprowadzajac do ukladu réwnan (6.35) rozwigzania uzyskane w punkcie 6.3
uzyskujemy uktad rownan catkowych Volterry pierwszego rodzaju, gdzie, analogicznie jak w
przypadku belek wieloprzestowych opisywanych w punkcie 4, niewiadomymi X; (T) sa funkcje
reakcji podporowych w usunietych wieziach punktowych. Posta¢ uktadu réwnan catkowych

Volterry jest nastepujaca:

(L&
;;fo dyj(T — DX;(0)dT + WP(E,, {3, T) = A;= 0

A

k
L T

k

L T
3 [ (T - 0X @de+ w8 T) = A= 0,
\ j=1 0

gdzie d;(T) = d;(§;, 3, T). j = 1,2, ..., k, zgodnie z wzorami (6.33) i (6.34).
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Jezeli zalozymy, ze plyta poddana jest dziataniu obcigzenia statycznego, powyzszy ukiad
réwnan przyjmie postac:

( k
Z dyjstatXj + WEtat(El, (1,T) =7A=0
-1

—

k
) Z d2j,stath + WStat(EZ’ G2, T) = 8= 0 (6.37)
=1

Z dk] statX + Wstat(‘tvkr Zkr T) - Ak_ 0,
\j=

413 sin?mmg;sin?nmy;
1] stat = Z Z (mT[)Z +¢(n1_[)2]2, (6.38)

m=1n=

gdzie:

natomiast wyraz wolny Wstat(Ei'Zi,T) oznaczajacy ugiecie statyczne pltyty w punkcie
okreslonym wspotrzednymi (§;, ;) przypadku sity skupionej P przytozonej w punkcie o
wspotrzednych (T, {,) okreslony jest wzorem:

sinmmnTsinnm{ysinmmg;sinmm;
Wt 8 G T) = 4Py Z Z T n OT Ei (6.39)

m=1n=
a w przypadku obcigzenia q roztozonego wzdtuz osi "x" na odcinku T patrzac krawedzi plyty

o wspotrzednej x = 0:

(1 — cosmnT)sinnm{,sinmmg;sinmmg;
stat(zv (vT) - 4q0 z Z [(mn)z + LlJ(l’lT[)z]z (6.40)

m=1n=
Ugiecie statyczne ptyty swobodnie podpartej z posrednimi podporami punktowymi obcigzonej
sitg P przytozona w punkcie o wspétrzednych (T, {;) mozna wyrazi¢ wzorem:

PsmmnTsmmTZO
sinmm&sinmmt{

4 [ee] [ee]
Wsiat (66 T) = DB Z Z + Z Xjsinmmgsinmny; | [(mm)? + Y(nm)?]?’ 6.41)

natomiast ugiecie statyczne plyty poddanej dziataniu obcigzenia q roztozonego na dtugosci T

wzdluz osi "x" patrzac od krawedzi x = 0:

» [AL(1 — cosmnT)sinnm,
Z Kk sinmmésinmm(
— |+ Z Xjsinmmg;sinmmg; | [(mm)? + Y(nm)?]?

413 <O
Wstat(§, 4 T) = Z (6.42)
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Wspbtczynnik dynamiczny v (&, ¢, T) okreslimy podobnie jak w przypadku belek jako stosunek
ugiecia dynamicznego wy (&, {, T) do odpowiadajagcego mu maksymalnego ugiecia statycznego

Wstat (‘Er Zr T)

Wy (‘Er ZI T)
maX[Wstat(E» Z; T)]

Warto zwrdci¢ uwage, ze jezeli spetniona jest rOwno$¢ wa,, = (mm)? to wyrazy Yy, (T) oraz

Yno(T) okreslone wzorami (6.11)-(6.14) oraz (6.18)-(6.21), zmierza¢ beda do

v(ET) = (6.43)

nieskonczonosci. Stad wzdr pierwsza predkos¢ rezonansowa mozna wyprowadzi¢ z wyrazenia

okreslajacego wartos$¢ wq:

1
W11 = [M*(1 + )], (6.44)
co daje nam:
1 D
Verl = —T[( ]:l- lIJ) \/; (645)

Podobnie jak w przypadku belek, mozemy wyrazi¢ predkos¢ ruchu obcigzenia po ptycie za
pomocg parametru 1 okreslajacego stosunek predkosci ruchu obcigzenia do pierwszej

predkosci rezonansowej:

=t -_% \ﬁ 6.46
NV T+ WD (6.40)

6.5. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Rozpatrzmy cienka ptyte izotropowa o ksztalcie prostokata o wymiarach L = 40,0 miB =
20,0 m. Grubos¢ ptyty wynosi h = 0,4 m, masa przypadajaca na jednostke powierzchni g =
960 kg/m? natomiast parametry materialu, z ktérego jest wykonana sa réwne odpowiednio
E = 30 GPaiv = 0,2. Ptyta podparta jest swobodnie na catym swoim obwodzie oraz punktowo
za posrednictwem 2 podpor umiejscowionych w punktach o wspotrzednych (x; = 10,0; y; =
10,0) oraz (x, = 30,0; y, = 10,0). Ptyta poddana jest dziataniu sity skupionej o wartosci P =
100 kN poruszajacej si¢ wzdhuz osi x. Odleglosé toru ruchu sity od dtuzszej krawedzi ptyty
wynosi yo = 10,0 m (rys. 6.6).
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Rys. 6.6. Cienka ptyta izotropowa z dwoma podporami punktowymi obcigzona ruchoma sita

skupiong

W obliczeniach przeanalizowano ugiecie dynamiczne punktu ,,a” usytuowanego w srodku plyty
wzgledem czasu przejazdu obcigzenia oraz ugiecie globalne ptyty w osiach o wspotrzednych
bezwymiarowych & = 0,5 oraz { = 0,5 w chwili T = 0,5 odpowiadajacej potozeniu sity w
punkcie ,,a”. Rozpatrywano 4 rézne predkosci ruchy sity opisane parametrem 1, mianowicie
n =0 (odpowiadajace przypadkowi statycznemu), n = 0,5, n=1 oraz n = 2. Wyniki

przedstawiono na rysunkach 6.7-6.9.

Rys. 6.7. Ugiecie dynamiczne punktu ,,a” w zaleznosci od czasu przejazdu obcigzenia po

ptycie przy réznych predkosciach
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Rys. 6.8. Linia deformacji ptyty w chwili, gdy sita znajduje si¢ w punkcie ,,a” (T = 0,5):

Rys. 6.9. Powierzchnia odksztalcona ptyty w chwili,
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7. UKLADY DYSKRETNE

W poprzednich rozdziatach zajmowalismy si¢ analiza dynamiczng uktadow o cigglym
rozktadzie masy, charakteryzujacych si¢ nieskonczong liczba stopni swobody. Takie ujecie
problemu prowadzi do uzyskania najdokltadniejszych wynikdéw i najpelniej opisuje procesy
jakie zachodza w rozpatrywanym ustroju konstrukcyjnym. Z drugiej jednak strony, uzyskanie
pelnego analitycznego rozwigzania dla uktadu cigglego jest czesto bardzo pracochlonne, a w
niektdrych przypadkach nawet niemozliwe, stad uzasadnione staje si¢ zastgpowanie uktadow
cigglych uktadami o skonczonej liczbie stopni swobody. W zagadnieniach zwigzanych z
dynamika budowli czesto w miejsce ukladu o cigglym rozkladzie masy wprowadzamy
odpowiadajacy mu ukltad dyskretny, w ktorym mase roztozong zastepujemy pewna iloscig
punktéw masowych o jednym stopniu swobody. Innymi metodami fizycznej dyskretyzacji
modelu ciaglego sa metoda roéznic skonczonych oraz metoda elementow skonczonych.
Popularnos¢ oraz szeroki zakres stosowania wyzej wymienionych metod pokazuje, ze
wiasciwie skonstruowany model dyskretny o odpowiednio gestej siatce dyskretyzacyjnej
pozwala uzyskac wyniki nie odbiegajace od wynikow otrzymanych z analizy uktadow ciagtych.
W kolejnych podrozdziatach skupimy si¢ na wykorzystaniu metody réznic skonczonych oraz
metody granulacji mas zastosowanych w wieloprzestowych belkach oraz punktowo podpartych

cienkich ptytach izotropowych.

7.1. METODA ROZNIC SKONCZONYCH

Metoda roznic skonczonych (MRS) nalezy do najstarszych metod numerycznych stuzacych
rozwigzywaniu zagadnien opisywanych rownaniami rézniczkowymi, takimi jak omawiany
problem uktadow konstrukcyjnych poddanych dziataniu obcigzenia ruchomego. Idea metody
polega na zastosowaniu odpowiednich ilorazéw roéznicowych pozwalajacych na zastgpieniu
roéwnan rozniczkowych rownaniami algebraicznymi opisujacymi dynamiczne zachowanie
uktadu w przyjetej bazie wspotrzednych uogolnionych przypisanych do wezldéw siatki
dyskretyzacyjnej. Zaleta tej metody jest jej prostota oraz mozliwos¢ zastosowania zaro6wno w

analizie ukladow belkowych jak i ptytowych, czym zajmiemy sie w dalszej czesci pracy.

74



7. UKLADY DYSKRETNE

7.1.1. MRS W DYNAMICE BELEK WIELOPRZESL.OWYCH

Rozpatrzmy belke wieloprzestowa o skonczonej rozpietosci L miedzy podporami
skrajnymi, charakteryzujaca si¢ zmienng sztywnoscig gietng, poddang dzialaniu obcigzenia
poruszajacego si¢ ze stalg predkoscia v (rys. 7.1a). Rdwnanie ruchu dla analizowanego

przypadku bedzie mialo postaé:

02 2w(x, ow(x, 02w(x,
2 ID(X) ‘gfz{ 2 + c(x) W{gi 2 + m(x)% = p(x — vt), (7.1)

gdzie D(x) = EI(x), a w przypadku belki pryzmatycznej (gdy D(x) = D = EI = const.):

o*w(x,t)  odw(x,t) ?w(x, t)
D= T tM e

Zastagpmy model ciagly belki wieloprzestowe] modelem dyskretnym metody réznic

= p(x — vt). (7.2)

skonczonych uzyskanym przez podzial belki na skonczong liczbe R segmentow o jednakowej
dlugosci Ax = L/R (rys. 7.1b). Przyjmijmy, ze w kazdym z wezlow siatki dyskretyzacyjnej o
wspotrzednej X, (r = 1,2, ..., R) belka charakteryzuje si¢ sztywnoscig D, masg m, oraz stalg

thumienia c,.

X
p(x-vt)
Z A
WlE ' EI(x), m(x)
- 11
a) I
A ' |
pe vi &
) L ;
| 7
X X Xp = :
© AT I AT 0
= == | 5
N [ | NN
p RAx=L P

Rys. 7.1. Wieloprzestowa belka o zmiennej sztywnosci poddana dziataniu obcigzenia

ruchomego: a) model ciagly; b) model dyskretny MRS
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Stosujac procedure metody réznic skonczonych dazymy do zastapienia rézniczkowania po

wspotrzednej przestrzennej x z réwnan 7.1 1 7.2 nastepujacymi ilorazami réznicowymi:

02 0*w(x,,

0x2
+(Dr—1 + 4‘Dr + Dr+1)Wr(t) - Z(Dr + Dr+1)Wr+1(t) + Dr+1VVr+2 (t)]

Dl 1 )
l_(Ax)4 [Dr-1Wr—2(t) = 2(Dr—y + D)Wy (V) + (7.3)

w przypadku belki o zmiennej sztywnosci, lub, w przypadku belki pryzmatyczne;j:

d*w(x,t) D
ax*  (Ax)*

gdzie w,(t) = w(x,, t). Wprowadzajac wyrazenia 7.3 oraz 7.4 do rownan 7.1 i 7.2 otrzymamy

[Wr—2(£) — 4w,_1 (D) + 6w, (£) — 4wy 1 (D) + Wiy p (D], (7.4)

uktad (R—1) réwnan algebraicznych, w ktérych niewiadomymi beda przemieszczenia
pionowe weztdw siatki dyskretyzacyjnej wy.(t), jak rowniez predkosci oraz przyspieszenia tych

wr(t)

. Lo d d?wi(t
przemieszezef W (t) = — wr(®

e Réwnanie takie wigza¢ bedzie ugiecie

oraz W.(t) =

wezla r oraz weztdw sasiadujacychr — 2, r— 1, r+ 1 orazr + 2:

1
(Ax)* [Dy_1Wy—p(t) = 2(Dy—q + D)Wy (t) + (Dy—q + 4D, + Dy )W, (t) — .

—2(Dy + Dpy )Wy () + Dy g Wiy 2 (O] + W () + mp W, () = pr(0),
a w przypadku belki pryzmatycznej:

D .
W [Wr—z (t) - 4Wr—1(t) + 6Wr(t) - 4Wr+1(t) + Wr+2(t)] + CrWr(t) (7.6)

+ m, W, (t) = p.(D).

Uktady rownan 7.5 oraz 7.6 wygodnie jest przedstawi¢ w postaci macierzowej:

Mw(t) + Cw(t) + Kw(t) = p(t) (7.7)
Gdzie M = diag{m,} oznacza macierz bezwladnosci, C jest macierza ttumienia natomiast K
jest macierza sztywno$ci. Wektory w(t), w(t) oraz W(t) sa odpowiednio wektorami
przyspieszen, predkosci oraz przemieszczen pionowych podczas gdy wektor p(t) stanowi

wektor obcigzen weztowych. Wyrazy m, wyznaczymy jako

Xr+Ax/2

1
my =+ f m(x)dx. (7.8)
Xr—AX/2

Macierz thumienia C okreslimy podstawie macierzy bezwladnosci oraz macierzy sztywnosci
zgodnie z zaleznoscig C = aM + kK, gdzie a i k sg wspdtczynnikami ttumienia zewn¢trznego

oraz wewnetrznego.
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Tworzac macierz sztywnosci K nalezy uwzgledni¢ odpowiednie zwigzki miedzy ugieciami
weztéw wynikajace z warunkow podparcia na obu koncach belki, zerowe wartosci ugie¢ w
miejscach podpdr posrednich w celu zredukowania liczby niewiadomych w réwnaniu

macierzowym, a takze ewentualne przeguby posrednie i zmiany sztywnosci gietnej belki.

Najwazniejsze warunki przedstawiono w tabeli 7.1.

Tabela 7.1. Zwiazki miedzy ugieciami wezlow siatki dyskretyzacyjnej wynikajace z

warunkow podparcia

Oznaczenie Opis Warunek
Xy
Xa% X|I wo =0,
| . ) . 0
= Utwierdzenie z lewej strony
| Wy = W_,
Xp
I Xp Xpa1 . . . wg =0,
| | Utwierdzenie z prawej strony
| 7 WR-1 = WR41
X, XI: . . Wy = 0,
— I Swobodne podparcie z lewej strony
X Wip = —W_4
S
| Xpa1 XR . . Wr = 0,
A Swobodne podparcie z prawej strony
SN WR-1 = —WR+1
| |
L1 b sredni 0
i [ odpora posrednia wp =
FA
AN\
| X, |
O Przegub posredni D,=0
I I
I X, X, X,y |
I ] _ i . L .. . 2Dy 1Dryyq
I | | I Skokowa zmiana sztywnosci gietnej P =
| R Dy—14Driq
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Figurujacy po prawej stronie réwnania (7.7) wektor obcigzen p(t) ma postaé:

p: (0
(L) = Ipz:(t)‘_ (7.9)

pr(t)
Jezeli analizowana belka poddana jest dziataniu sity skupionej P poruszajacej sie ze stalg

predkoscia v, (rys. 7.2 a) poszczegolne wyrazy wektora p(t) przedstawimy jako:

t,—t t—t,_q
(=P ; t)=P ,
Pr-1(0) =P pr(D) AAL (7.10)
ps(t) =0 gdys#r;s#r—1;s=12,...,R
gdzie:
Ax
At=—; t=rAt b SE<t (7.11)

Jezeli natomiast belka obcigzona jest obcigzeniem réwnomiernie rozlozonym q poruszajacym
si¢ ze stalg predkoscia v (rys. 7.2 b)poszczegolne wyrazy wektora p(t) beda miaty postaé:
t—t,_q
At
ps(t) =qgdys <r
ps(t) =0gdys>r; s=1,2,..,R

pr(t) =q

(7.12)

i : ‘
I 1 1

]
Itr-2 Tr1 t tr tr+1

t'tr_]ll , v t['t
4 [ At Il
f—

Rys. 7.2. Schemat wyznaczania obcigzen weztowych w zaleznosci od czasu przejazdu

obcigzenia: a) ruchoma sita skupiona; b) ruchome obcigzenie rOwnomiernie roztozone
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Macierzowe rownanie ruchu (7.7) catkowaé bedziemy numerycznie postugujac si¢ metoda

Newmarka ([51], [40]). Czas przejazdu obcigzenia po belce podzielimy na N réwnych
segmentow czasowych At = NLV, a nastepnie wyznacza¢ bedziemy wektory w(t), w(t) oraz
w(t) w chwilach t,,; = (n+ 1)At, gdzie n = 1,2,.., N, zakladajac, ze znamy wspomniane
wyzej wektory w chwilach t,,. Zgodnie z procedurg metody Newmarka wektory przemieszczen
oraz predkosci w chwili t,,; beda wyznaczane wg ponizszych wzorédw:

W(tnr1) = W(tn) + AtW(ty) + a(AD?W(ty) + BAD*W(tn+1)

. N SR (7.13)
W(tnsa) = W(tn) +FALH(ER) + Tt s)]

gdzie t,,; = t, + At. Parametry a i § bedziemy w dalszych obliczeniach przyjmowac jak w

metodzie statego przyspieszenia:

a=05—-8; B=a=0,25 (7.14)
Rozwigzania rownania ruchu poszukiwa¢ bedziemy przy zalozeniu zerowych warunkow

poczatkowych:
w(0)=0; w(0)=0; w({0)=0 (7.15)
Nieznany w kazdym kolejnym kroku catkowania wektor przyspieszen w(t,;) Wyznaczymy

przeksztalcajac rownanie:
l,\\/{[‘./_V(tn+1) = Iz)(tn+1); (7.16)

gdzie macierz M wyznaczymy znajac macierze C, M, oraz K:

_ 1
M=M+ EAtC + B(AD)?K, (7.17)

natomiast wektor p(t, ;) okreslimy jako:

I S e e I
P(tns1) = B(tns1) C[W(tn)+2AtW(tn)] (7.18)

—K[w(t,) + Atw(t,) + a(At)?w(t,)].
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7.1.2. MRS W DYNAMICE PUNKTOWO PODPARTYCH CIENKICH PLYT

IZOTROPOWYCH

Metoda roznic skonczonych moze by¢ z powodzeniem zastosowana rowniez w analizie
drgan cienkich ptyt izotropowych. Rozpatrzmy ptyte omawiang w rozdziale 6., dla ktorej
réwnanie ruchu ma posta¢ (6.2) lub (6.15). Stosujac procedury metody roznic skonczonych
podzielmy obszar plyty liniami prostopadtymi do krawedzi B i L oddalonymi od siebie o
odleglosci Ax i Ay (rys.7.3). Stworzymy w ten sposéb siatke dyskretyzacyjng o oczkach
prostokatnych, ktorej wezty znajdowaé beda sie w punktach przecigcia linii. Jezeli przyjmiemy
liczbe linii [ prostopadlych do osi x oraz ] prostopadlych do osi y to uzyskamy liczbe Ix] weztow
siatki dyskretyzacyjnej, ktorych przemieszczenia pionowe wi; = w(x;y;t) bedziemy

analizowa¢ w dalszych obliczeniach. Przyjmijmy nastepujaca formule réznicowa:

D d*w(x,y,t) N 2c”v“*W(x,y,t) *wxy O] _

ox* 0x? dy? dy*
D (7.19)
= [20w;; — 8(Wi_1j + Wiprj + Wijoq + Wiji1) + 2(Wisgjo1 + Wisgje1
+ Wiprjo1 + Wirrjer) + (Wiszj + Wisaj + Wijoa + Wijaz)],
gdzie:
A=Ax=A4y; i=12..L j=12 ..] (7.20)

Rys. 7.3. Model dyskretny MRS cienkiej plyty izotropowej z punktowymi podporami

posrednimi
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Podstawiajac wyrazenie (7.19) do réwnan (6.2) lub (6.15) zastapimy rézniczkowe réwnanie

ruchu rownaniem algebraicznym:

D
e [20wi; — 8(Wi_yj + Wipyj + Wij_g + Wijsq)

+ 2(Wisgjog + Wimgjsr + Witgjo1 + Wiggje1) (7.21)
+ (Wisgj + Wiszj + Wijop + Wijaz)| + cigWij + migiij = pij,
gdzie:
) ow(x;, yj, t) 92w (x;,y;,t)

Ilo$¢ réwnan (7.21) odpowiada¢ bedzie liczbie Ix] weztow siatki dyskretyzacyjnej MRS.

Powstaly w ten sposéb uktad réwnan przedstawmy w postaci macierzowe;j:

Mw(t) + Cw(t) + Kw(t) = p(t), (7.23)
gdzie kazda z macierzy jest wymiaru (Ix])x(Ix]) Macierz bezwladnosci M jest macierza

diagonalna:

M = diag{ph}, (7.24)
macierz thumienia C mozna przedstawi¢ analogicznie jak w przypadku belek natomiast macierz
sztywnosci K jest macierzg symetryczng, w ktorej kazdy wiersz dotyczy ugiecia wi; i zawiera
wspotczynniki wystepujgce przy ugigciach wezta o wspdtrzednych x; =1i-A, y; =j- A oraz
wezlow sasiednich, z uwzglednieniem warunkow brzegowych, zgodnie ze schematami

przedstawionymi na rys. 7.4 [30].

a)
2 11 1 il 2 0 1 2 3
I A

j2 | (1) | -2 4%% —

/////// é'\ SN ‘ AN AN
j1 *%5'\%)4\:8/‘%%/‘ — J1 ‘ﬁl\'&ﬁ%/*f

7 oN :‘ LR | YN ER
(REDRE R RE S D S SR
282 —— 82—
. T /T\ T . ! /l'\ D < R —
12 | :\\l‘/“ | 2 } —{ i/ — Xf oWt m W, =py,
X% Wit mywy =p;; X% oWt m W =pg;

Rys. 7.4. Wspdltczynniki przy ugieciach wezlow siatki dyskretyzacyjnej MRS:
a) przypadek ogdlny; b) wezel przy krawedzi swobodnie podpartej; c) wezel przy narozniku
swobodnie podpartym

81



7. UKLADY DYSKRETNE

Wektor obcigzen p(t) z rdwnania (7.23) ma postacé:
p%,1
p() = p;,; , (7.25)
p:I,]
gdzie p;j; = p(xi,y]-,t). Rozpatrujemy przypadki ruchome;j sity skupionej P oraz ruchomego

obciazenia q poruszajacych si¢ ze stala predkosciag v wzdluz osi x. Zakladamy, ze tor ruchu

obcigzenia pokrywa sie z osig j siatki dyskretyzacyjnej (rys, 7.5).

Rys. 7.5. Modele obcigzen ruchomych: a) ruchoma sita skupiona; b) ruchome obciazenie

roztozone

W przypadku ruchomej sity skupionej wyrazy p;; wektora obcigzen okresla¢ bedziemy w
nastepujacy sposob:
t—t t—ti_q
i-1,j(t) = P—7—; ;
Pi-1(V A2At A2At (7.26)
Prs(t) =0gdyr#ir#i—1,s#j,

pij(t) =P

natomiast w przypadku obcigzenia rOwnomiernie roztozonego:
t—1ti g

Mt
pr,s(t) =qgdyr<is=j,
Prs(t) =0gdyr >i,s #j,

pij(H =g
(7.27)

gdzie At = A/v, t;=i - At.

Calkowanie numeryczne macierzowego rownania ruchu (7.23) bedziemy wykonywac zgodnie

z procedurg Newmarka w sposob identyczny jak w przypadku belek wieloprzestowych.
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7.2. METODA GRANULACJI MAS

Alternatywnym, w stosunku do opisanej wezesniej metody rdznic skonczonych, sposobem
dyskretyzacji przestrzennej uktadu dynamicznego jest zastapienie uktadu o cigglym rozktadzie
masy (takiego jak przedstawiona na rys. 7.6a belka wieloprzestowa o zmiennej sztywnosci
gietnej EI(x) oraz zmiennej masie na jednostke dtugosci m(x)) uktadem o skonczonej liczbie
stopni swobody dynamicznej uzyskanym przez wprowadzenie grupy R mas skupionych m,
odzwierciedlajacych drgania masy roztozonej m(x). Przyjmujemy, ze masy m;. (r = 1,2, ..., R)
rozmieszone sg w rownym rozstawie Ax = L/(R + 1). Ponadto usuwamy myslowo podpory
posrednie 1,2....k i wprowadzamy w ich miejsce sity reprezentujace reakcje podporowe X, (t),
X5 (D),..., Xk(t), dzieki czemu uzyskujemy model dyskretny odpowiadajacy uktadom ciggtym
rozpatrywanym w rozdziale 4 (rys.7.6b)

f (R+D)Ax =L

Rys. 7.6. Wieloprzestowa belka o zmiennej sztywnosci poddana dziataniu obcigzenia

ruchomego: a) model o cigglym rozkladzie masy; b) model dyskretny z masami skupionymi
Macierzowe rdwnanie ruchu ma posta¢ analogiczng jak w przypadku MRS:

Mw(t) + Cw(t) + Kw(t) = pP(t) + p*(b), (7.28)
gdzie macierze bezwladnosci M, thumienia C, oraz sztywnosci K sg macierzami kwadratowymi
o wymiarze RxR, co oznacza, ze rozpatrywaé bedziemy drgania ukladu dyskretnego o R

stopniach swobody dynamiczne;.
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Macierz M jest macierza diagonalng:

M = diag{m;, m,, ..., mg}rxr, (7.29)

a jej poszczegolne elementy mozna przedstawié jako:

Xr+AX/2
m, = f m(x)dx, (7.30)
Xr—Ax/2
gdzie X, oznacza wspdlrzedng masy m, wzgledem lewego konca belki. Macierz K jest

kwadratowa macierzg symetryczna:

k11 k12 klR
K= kfl kfz k?R , (7.31)
le kRZ kRR RxR

ktora najlatwiej jest zbudowac bazujac na statycznej metodzie sit:

— T -1

= [MG- Do M), (7.32)
gdzie M g jest macierza wptywu obcigzen jednostkowych przylozonych w miejscu przyjetych
wspotrzednych uogoélnionych na wartosci momentow zginajacych. Macierz ta zawiera wartosci

momentoéw zginajacych na koncach poszczegoélnych przedzialdéw o dtugosci Ax i moze by¢

przedstawiona jako:
M(1),1 M(2),1 M(1§1
MQ — M%,O M%,O o MEO (7 33)
MP1{+1,R MP2{+1,R lv[1P2{+1,R (2R+2)xR
Macierz podatnosci Dy jest macierzg pasmowa:
[da] O 00
py=| 0 % S0 : (7.34)
0 0 [drl gizyurea)
a jej poszczegolne elementy majg postac:
d = (El)r [ (7.35)
gdzie:
Elr — EI(XI‘—l) + EI(XI‘). (7.36)

2
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Macierz ttumienia C moze by¢ utworzona analogicznie jak w przypadku MRS. Prawa strona
macierzowego rownania 7.28 zwigzana jest z obcigzeniem belki. Wektor pP(t) odpowiada

zadanemu obcigzeniu ruchomemu i mozna go przedstawic¢ nastepujaco:

p; ()
pP(t) = pgft) . (737)

pr(t)
Wyrazy p? (t) w przypadku belki poddanej dziataniu sily skupionej P poruszajacej sie ze stalg
predkoscia v maja postaé:

1
PPy () = PE%; pR(D) = P——IL,
i At T At (7.38)
pf()=0 gdys#r;s#r—1s=12,..,R
gdzie:
Ax
Mt=—; t=rAt t<t<t. (7.39)

Jezeli belka poddana jest dziataniu ruchomego obcigzenia rownomiernie rozlozonego o
natezeniu q poruszajacego sie ze stala predkoscia v, wyrazy pr (t) przedstawimy jako:

—tr—1
At

pi(t) =gAx gdy s<r
pf() =0 gdy s>r; s=12,..,R

pr(t) = qAXt
(7.40)

Wektor p*(t) odpowiada sitom X;(t) obcigzajacym masy skupione zlokalizowane w miejscach

usunietych podpor posrednich i ma nastepujaca postac:

p1(D)

pr(D) = pz(t) (7.41)
pR(t)

Nalezy zwroci¢ uwage, ze wyrazy pr(t) przyjmuja niezerowe wartosci jedynie w przypadku

wspotrzednych uogdlnionych odpowiadajacych drganiom mas poddanych dziataniu obcigzen

nadliczbowych X;(t):

pr(D) =X;(t) gdy x, =x;

(7.42)
pFr() =0 gdy x, #x;
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Wystepujacy w réwnaniu macierzowym 7.28 wektor przemieszczen mozemy przedstawié jako
sume skladowych zwigzanych z zadanym ruchomym obcigzeniem oraz ukladem sit

nadliczbowych odpowiadajacych reakcjom w usunigtych podporach posrednich:

w(t) = wP(t) + w*(t). (7.43)
Analogicznie mozemy postapi¢ w przypadku wektorow predkosci w(t) oraz przys$pieszen
w(t). Wektor WP(t) uzyskamy rozwigzujac przypadek belki obcigzonej jedynie zadanym

obcigzeniem ruchomym. Macierzowe rownanie ruchu ma postaé:

MwP (t) + CWP(t) + KwP(t) = pP(t) (7.44)
Rozwigzanie mozemy otrzyma¢ drogg numeryczng stosujac metode Newmarka wg procedur
opisanych w rozdziale dotyczacym Metody Rdéznic Skonczonych, podstawiajac macierze, oraz

wektory opisane wzorami (7.13)-(7.18).

Zajmijmy sie¢ teraz przypadkiem uktadu dyskretnego poddanego dziataniu uktadu sit

X;(t). Macierzowe réwnanie ruchu ma postac:

Mw*(t) + Cw*(t) + Kw*(t) = pX(t) (7.45)
W odréznieniu od przypadku poprzedniego, wartosci sit X;(t) dzialajacych na belke nie sg
znane. Aby je wyznaczy¢ postuzymy si¢ uzyskanym poprzednio rozwigzaniem dla zadanego
obcigzenia ruchomego oraz wynikajaca z rdwnania zgodnosci przemieszczen informacjg o

zerowych wartosciach ugie¢ w punktach podparcia posredniego:

wi®) +wP(®) =0 gdy x, = x;. (7.46)

Macierz M~! niezbedna do wyznaczenia wektora przyspieszen przedstawmy jako:

1 My, My, - Myr
M~ = M+ ZAtC + B(AD?K = M1 M2z Mar) (7.47)
I’ﬁRl IfﬁRZ I’ﬁRR RxR
natomiast wektor p(ty,1):
f)l(tn+1)
Bltnsr) = | P2 (o) | (7.48)
IN)R(tn+1)
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gdzie:
f)r(tnjl) = Xi(tne) —ur(ty) gdy x, =xj; (7.49)
Prtns) = —ur(tn) gdy x. # X
Wyrazy u,(t,) sa kolejnymi wyrazami wektora ti(t,) uzyskanego zgodnie z wzorem:
ul(tn)
e = |20 =
ug(ty) (7.50)

=C [wx(tn) + %At\'f_il(tn)] + K[W*(t,) + Atw*(t,) + a(AD)?W*(t,)].

Calkowanie numeryczne réwnania ruchu wykonamy zakladajac zerowe wartosci
przemieszczen, predkosci oraz przyspieszen w chwili pojawienia si¢ obcigzenia ruchomego na

belce. Wektor przyspieszen dla kolejnych krokéw catkowania okreslimy jako:

igete(tn) + 2 iy Xi (tn 1)

Wx(tn+1) = l‘\7[_1123(tn+1) =

AMW“MW

r

. :
z m rur(tn) + z lex (tn+1)
I —

Znajac wartosci przyspieszen w chwili t,,;; jesteSmy w stanie okresli¢ wektor przemieszczen:

k
My u(t,) + z iXi(tne1) | (7.51)
i=1

R
_ | wE(ty) + AtwE(t,) + a(AD)? | Wi (t,) + Z M, X; (te1) — i, up(t,) (7.52)

r=1

W
Wi () + Bt (ty) + a(aD)? ( He) + Z X (Enen) = Z A ()

WE(ta) + AOWE(ta) + a(AD? <wR<tn> + Z FigiXi(tnsr) = 2 i ()
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oraz wektor predkosci:

k R
At N N
WECt) + o WE(E) + ) AXi(tra) = ) Figet(t)
i=1 r=1

k R
, Atf ~ ~
WX (tnyy) = wi(t,) + > Wi(ty) + Z ;X (tne1) — Z Mzrur(tn) || (7.53)
1= r=

k R
At N N
WAt + 5 | W) + ) FiriXiltnen) = ) g (ty)
i=1 r=1 _

Zaktadajac zerowe przemieszczenia mas skupionych m; w punktach podparcia posredniego

w;(t) = w(x;, t) = 0, jesteSmy w stanie zbudowa¢ uktad rownan zgodnosci przemieszcezen:

k
«(AD)? Z X (tgn) + di(t) + WP (o) =0 =12, ..k, (7.54)

j=1

gdzie:

R
di(tn) =W (tn) + AtV.Vi (tn) + a(At)z Wi(tn) - Z fﬁirur(tn)]- (755)

r=1

Uktad réwnan (7.54) przedstawmy w zapisie macierzowym:

B - X(tn41) + b(tys1) = 0. (7.56)
gdzie:
a(A) My, a(At)?y, o a(At)?Mmg
B = |¢(AD iy a(A)?fp; -+ a(A) Mg
a(Atjzﬁlk1 O((At)-zﬁlkz o((A'C)’Zfﬁkk Kk
X1 (tn+1)
X(th+1) = XZ(t:““) ' (7.57)
Xk(t‘n+1)
dy (tn) + W7 (tns1)
b(t,,,) = d, (ts) +W§(tn+1) _

di(tn) + Wi, (tne1)
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Poszukiwany wektor niewiadomych X(t,,,,) zawierajacy wartosci obcigzen odpowiadajacych

reakcjom w wigziach nadliczbowych otrzymamy przeksztatcajac macierzowe réwnanie (7.56):

X(ther) = -B1- B(tn+1) =0. (7.58)
Czynno$¢ ta bedziemy powtarza¢ dla kazdego kolejnego kroku catkowania, co pozwoli nam
uzyska¢ wartosci sit X;(t), a nastepnie wyznaczy¢ wektor W*(t). Ostatnim krokiem bedzie

superpozycja obydwu omawianych przypadkow obcigzen.

7.3. PRZYKLAD OBLICZENIOWY

Rozpatrzmy belke trojprzgstowa o zmiennej sztywnosci gietnej oraz rozkladzie masy
przedstawiong na rysunku 7.7. Sztywnos¢ gietna rozpatrywanej belki zmienia si¢ w zakresie od
El = 1,25 - 10° Nm? w przesle do EI = 4,096 - 10° Nm? przy podporach posrednich. Masa
roztozona belki wynosi od m = 1200 kg/m w strefie przgstowej do m = 1920 kg/m przy
podporach posrednich. Belka poddana jest dziataniu skupionej sity P = 10 000 N poruszajacej
sic ze stala predkoscia v. Przeanalizowano drgania belki przy predkosciach przejazdu
obcigzenia w zakresie v = 0 = 150 m/s. Na rysunku 7.8 przedstawiono maksymalne wartosci
ugie¢ w Srodku lewego (przekroj"1"), centralnego (przekrdj"2") oraz prawego przesta
(przekrdj "3"). Przyjeto model numeryczny MRS dzielac belke na odcinki o réwnej dtugosci
Ax = 0,5 m oraz model MGM o R=119 masach skupionych. Dla obu modeli czas przejazdu
obcigzenia podzielono na N = 480 krokow czasowych. Zaobserwowano bardzo dobra

zgodnos$¢ miedzy obiema metodami dyskretyzacji uktadu.

= A
| P |2 r |3

E“IEI

yo 2060 60 060 60 120
p L=60,0 ,

0,5
it

Rys. 7.7. Trojprzestowa belka o zmiennej sztywnos$ci obcigzona ruchoma sitg skupiong
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Rys. 7.8. Maksymalne ugigcia w srodku lewego, centralnego oraz prawego przesta w

zaleznos$ci od predkosci przejazdu obcigzenia

90



8. RUCHOME OBCIAZENIA LOSOWE

8. RUCHOME OBCIAZENIA LOSOWE

W omawianych do tej pory zagadnieniach rozwazaliSmy ruchome obcigzenia traktowane
jako proces deterministyczny o jednoznacznie okreslonych parametrach. Istnieje jednak szereg
przypadkéw, dla ktorych konieczne jest przyjecie modelu stochastycznego, gdzie parametry
takie jak wielko$¢ obcigzenia, jego predkos¢ jak rowniez ilos$é, rodzaj oraz czestotliwosé
pojawiania si¢ sit wzbudzajacych na analizowanej konstrukcji opisywana jest za pomoca
zmiennych losowych. Przyktadem takiego procesu moze by¢ ruch pojazdéw na moscie, ruch
pieszych na ktadce lub tez obcigzenie thumem Iub ruchem ulicznym stropow przejs$é

podziemnych.

Rozwigzania w deterministycznych przypadkach obcigzen uzyskane w rozdziatach
poprzednich moga by¢ wykorzystane do okreslenia charakterystyk probabilistycznych
dynamicznej odpowiedzi konstrukcji poddanej dziataniu ruchomego obcigzenia losowego. W
tym celu wprowadzimy dynamiczng funkcje wptywu H(E, T) w przypadku belek lub H(E, , T)
w przypadku ptyt, opisujaca drgania konstrukcji poddane dzialaniu ruchome;j sity jednostkowej

P = 1 poruszajacej si¢ ze stalg predkoscia.

W tym rozdziale skupimy si¢ na zastosowaniu dynamicznej funkcji wptywu w analizie
dwodch przypadkéw ruchomych obcigzen losowych, mianowicie: czasoprzestrzennego
stacjonarnego procesu stochastycznego oraz losowej serii ruchomych sit skupionych.
Wyznaczenie rozwigzan przy uzyciu bezposredniej transformacji wlasnej, stosowanej w
przypadku innych rodzajéw obcigzen stochastycznych, jest trudne nawet w przypadku prostych
uktadéw jednoprzestowych. Z tego powodu uzasadnione jest wprowadzenie dynamicznej

funkcji wptywu w analizie zagadnienia.

8.1. CZASOPRZESTRZENNY STACJONARNY PROCES STOCHASTYCZNY
Rozwazmy belke poddang dziataniu ruchomego obcigzenia p(x — vt) = p[L(§ — T)], ktére

moze by¢ traktowane jako czasoprzestrzenny stacjonarny proces stochastyczny (rys. 8.1). Przy

takich zalozeniach funkcja opisujaca sity wzbudzajace bedzie przedstawiona jako suma

sktadnikéw odpowiadajacych czgsci deterministycznej oraz stochastycznej:

p(x—vt) =p+px—vt) =p+p[LE—T)] =p + p(L), 8.1)
gdzie p = E[p(t)]const. oznacza warto$¢ Srednig natomiast p(x — vt) jest fluktuacjg losows.

Symbol E[ ] oznacza¢ bedzie warto$¢ oczekiwana.
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X

Rys. 8.1. Wieloprzestowa belka poddana dziataniu czasoprzestrzennego procesu

stochastycznego

Rozwigzania czesci deterministycznej przedstawiliSmy w rozdzialach poprzednich, stad w tym
punkcie skupimy si¢ wylacznie drganiach wynikajacych z obcigzenia losowego. Przyjmijmy

zalozenie, ze znana jest funkcja kowariancji obcigzenia, ktora opiszemy nastepujaco:

Cpp(t1, T2) = E[p(Lt)p(LT,)] = Cpp[L(Ty — T2)]. (8.2)
Jesli wezmiemy pod uwage wylacznie obcigzenie, ktére w zadanej chwili T znajduje si¢ na

belce, wtedy dynamiczng odpowiedz konstrukcji przedstawimy jako:

T

L
WET) =2 f HET — DpLD)dT, 83)
T-1

a tym samym wariancja dynamicznego ugiecia belki bedzie mogla by¢ okreslona nastgpujaco:

L 2 11
@D =(3) [ [HEwHE Rl - wdn e, 5.4
00

Jezeli zalozymy, ze ruchome obcigzenie losowe jest stacjonarnym ,,bialym szumem”, funkcja

kowariancji obcigzenia bedzie przedstawiona jako:

Cpp[L(ty — T2)] = 0§8[L(t; — T2)], (8.5)
gdzie 63 oznacza wariancje obcigzenia natomiast § jest delta Diraca. Podstawiajac wyrazenie

(8.5) do wzoru (8.4) otrzymamy formute catkowa opisujaca wariancje ugiecia belki:

1
2
03,(§T) = GVLsz H2(§, T — t)dr, (8.6)
0

Dla zilustrowania powyzszych wzorow rozwazmy belke dwuprzestowa z przyktadu
obliczeniowego opisanego w punkcie 4.4.1. poddang dziataniu czasoprzestrzennego procesu

stochastycznego. Rysunek 8.2 przedstawia wariancj¢ ugiecia belki dla réznych predkosci
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obcigzenia w chwili T = 1. Zaobserwowano, ze wraz ze wzrostem predkosci, wariancja ugigcia

belki maleje.

SE-17

4E-17

“a 3E-17
o)

~
(o]

g 2E-17

1E-17

0,000 0,250 0,500 0,750 1,000

S [-]
—v=30m/s —v=60m/s ——v=90m/s
Rys. 8.2. Wariancja ugigcia belki dwuprzestowej w chwili T = 1.

8.2. LOSOWA SERIA RUCHOMYCH SIL. SKUPIONYCH

Jako drugi przypadek ruchomego obcigzenia losowego rozpatrzmy belke wieloprzestowa
obciazong serig sit o amplitudach A, poruszajacych si¢ w jednym kierunku ze stala predkoscia
v (rysunek 8.3). Chwile t,, w ktorych sity pojawiaja si¢ na belce sg zmiennymi losowymi

opisanymi przez proces Poissona N(t) o parametrze A:
E[dN(t)] = Adt;

E[d?N(t)] = Adt, (8.7)
E[dN(t;)dN(t,)] = A%dt,dt, dlat; # t,.,
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W A\ B\ B\
@ © @ ®
, v(t-t,) .
4 7
4V L 4V

Rys. 8.3. Belka wieloprzegstowa poddana dziataniu losowej serii ruchomych sit skupionych

Dynamiczna odpowiedz belki wieloprzestowej obcigzonej losowa ruchoma serig sit skupionych
moze by¢ przedstawiona w postaci catki Stjeltjesa w odniesieniu do procesu Poissona w bazie

wspotrzednych bezwymiarowych & oraz T:

T
w(T) = %f A(DHE, T — t)dN(1), (8.8)
0
gdzie amplitudy A(T) sa zmiennymi losowymi, wzajemnie niezaleznymi, a takze niezaleznymi
od chwili T. Zal6zmy, ze wartosci oczekiwane E[AS(t)] = E[AS] = const. dlas = 1,2,3 ... s3
nam znane. Biorgc pod uwage parametry procesu Poissona otrzymamy wzory okreslajace
warto$é oczekiwana E[w(E T)], wariancje 03,(§, T) oraz kumulante s—rzedu «S$,(5,T)

dynamicznego ugiecia belki wieloprzestowe;j:

T
E[w(T)] = E[A]?\%j H(E T — 1)dr, (8.9)
0
. (8.10)
0%, (5 T) = E[AZ])\—f H2(E T — 1)dr,
Ve
(8.11)

T
(5 T) = E[AS])\% f HS(E T — t)dr.
0

Rozpatrzmy przyktad belki trojprzestowej przegubowo podpartej na podporach skrajnych, o
rozpigtosciach przeset 1 parametrach geometryczno-materialowych jak w przykladzie
obliczeniowym opisanym w punkcie 4.4.2. Belka poddana jest dziataniu losowej serii sit
skupionych poruszajacych si¢ ze stala predkoscia. Rysunki 8.4 oraz 8.5 przedstawiajg wartos$¢

oczekiwang oraz wariancje ugiecia belki przy trzech przyjetych predkosciach ruchu obcigzenia.
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E[w] / E[A].

E[w] / E[A].
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Rys.8.4. wartos¢ oczekiwana ugiecia belki trojprzestowej: a) w srodku lewego przesta;

b) w $rodku centralnego przesta; ¢) w srodku prawego przesta; d) w chwili T=1
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Rys.8.5. wariancja ugiecia belki trojprzestowej: a) w srodku lewego przesta;

b) w $rodku centralnego przesta; ¢) w srodku prawego przesta; d) w chwili T=1
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W pracy przedstawiono sposoby okreslania drgan belkowych oraz ptytowych uktadéw
konstrukcyjnym z punktowymi podporami posrednimi poddanych dziataniu ruchomych
obcigzen nieinercyjnych. Analizowane uktady sa obecnie powszechnie realizowane np. w
postaci wieloprzestowych mostow drogowych lub stropéw nad przejsciami komunikacyjnym
co uzasadnia che¢ lepszego poznania omawianego problemu oraz opracowania nowych metod
analizy zagadnienia. Przedstawione rozwigzania uzyskano przyjmujac model belki Eulera-
Bernoulliego oraz model cienkiej ptyty izotropowej obcigzonych ruchoma sitg skupiong oraz
ruchomym obcigzeniem roztozonym. Zatozono, ze w chwili wjazdu obcigzenia na konstrukcje
wystepuja zerowe warunki poczatkowe, a sama predkos¢ z jaka porusza si¢ obcigzenie jest
stata. Uwzgledniono dowolng lokalizacje podpor posrednich, a w przypadku konstrukcji
belkowych takze dowolne warunki podparcia na podporach skrajnych. Przedstawiono pol-
analityczne rozwigzanie bazujace na réwnaniach caltkowych Volterry, a takze rozwigzania
numeryczne wykorzystujace dyskretyzacje przestrzenng analizowanych uktadéw wg procedur
metody roéznic skonczonych oraz granulacji mas. Uzyskane rozwigzania w deterministycznych
przypadkach obcigzen moga by¢ wykorzystane w analizie drgan losowych dzigki zastosowaniu
dynamicznej funkcji wptywu opisujacej drgania konstrukcji wynikajace z ruchomej sity

jednostkowe;j.
Najwazniejszymi elementami pracy, noszacymi znamiona oryginalnosci sa:

e zastosowanie rownan catkowych Volterry 1 oraz 2 rodzaju w analizie drgan
wieloprzestowych ciaglych belek pryzmatycznych poddanych dzialaniu ruchomych
obcigzen nieinercyjnych;

e zastosowanie réwnan catkowych Volterry 2 rodzaju w analizie drgan zlozonych
uktadéow powstalych przez sprzezenie dwoch dzwigaréw belkowych dyskretnym
uktadem wiezi sprezystych;

e zastosowanie rownan catkowych Volterry w analizie drgan cienkich ptyt izotropowych,
ktore oprocz podparcia na obwodzie podparte sg uktadem dowolnie rozmieszczonych
podpdr punktowych reprezentujacych np. stupy podpierajace ptyte stropu;

e zastosowanie dyskretyzacji przestrzennej ukladu wg procedur metody rdznic
skonczonych oraz granulacji mas, a takze przedstawienie formut opisujacych wektory
obcigzen wezlowych dla przypadku ruchomej sity skupionej oraz ruchomego

obcigzenia rOwnomiernie roztozonego;
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e zastosowanie dynamicznej funkcji wplywu, opisujacej drgania uktadu poddanego
dzialaniu ruchomej sity jednostkowej, w analizie drgan losowych na przyktadzie
stacjonarnego czasoprzestrzennego procesu stochastycznego, a takze losowej serii

ruchomych sit skupionych.

Zasadniczym ograniczeniem metody bazujacej na rownaniach catkowych Volterry jest
ograniczenie jej stosowalnosci jedynie do belek o jednakowej geometrii przekroju
poprzecznego w kazdym przesle, jednak biorac pod uwage, ze takiemu wilasnie schematowi
dynamicznemu odpowiada wigkszo$¢ obecnie realizowanych mostow drogowych, jest to
metoda mogaca stanowi¢ alternatywe dla powszechnie stosowanych metod numerycznych, jak
metoda elementéw skonczonych. Zaleta metody jest catkowite wyeliminowanie dyskretyzacji
przestrzennej, a takze prosta procedura numeryczna zastosowana przy wyznaczaniu zaleznych

od czasu reakcji w podporach posrednich.

Przedstawione w pracy rozwigzania moga mie¢ znaczenie w dynamice konstrukeji
inzynierskich takich jak mosty drogowe oraz kolejowe, kladki dla pieszych, przejscia

komunikacyjne czy tez urzadzenia mechaniczne narazone na wpltyw obcigzen ruchomych.
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STRESZCZENIE

STRESZCZENIE
Niniejsza rozprawa doktorska poswiecona jest zagadnieniom drgan konstrukcji
belkowych oraz plytowych z punktowymi podporami posrednimi poddanych dziataniu

obcigzen ruchomych.

Rozdzialy pierwszy oraz drugi stanowig odpowiednio wprowadzenie, zawierajace
przeglad literatury poswigconej analizowanemu zagadnieniu oraz omoéwienie celu i zakresu

pracy, w tym okreslenie oraz uzasadnienie przyjetej metodyki rozwigzania problemu.

Rozdzial trzeci poswiecony jest drganiom belek jednoprzestowych w oparciu o model
Eulera-Bernoulliego. Uzyskano rozwigzania opisujace drgania belki wynikajace z ruchome;j
sity skupionej oraz ruchomego obciazenia roztozonego, przy uwzglednieniu zréznicowanych

warunkow podparcia, jak rowniez przy uwzglednieniu oraz pominieciu wptywy ttumienia.

Rozdzial czwarty opisuje drgania belek wieloprzestowych swobodnie podpartych lub
sztywno utwierdzonych na podporach skrajnych oraz podpartych posrednio dowolng liczba
podpér punktowych o skonczonej lub nieskonczonej sztywnos$ci, rozmieszczonych w
dowolnym rozstawie. Rozwigzanie problemu uzyskano analogicznie do statycznej metody sil,
tworzac jednoprzestowa belke podstawowa poddang dziataniu zadanego obcigzenia ruchomego
oraz sit nadliczbowych dzialajacych w miejscach usunietych podpor posrednich, a nastepnie
zastepujac uklad rownan zgodnosci przemieszczen uktadem rownan catkowych Volterry. Z
uwagi na trudnosci w uzyskaniu w pelni analitycznego rozwigzania, przedstawiono prosta

procedure numeryczng, ktorej efektywnos¢ zilustrowano dwoma przyktadami obliczeniowymi.

Rozdzial piaty przedstawia drgania ukladu dwoch belek sprzezonych ze soba
dyskretnym uktadem wiezi sprezystych. W analizie zagadnienia uwzgledniono zréznicowane
parametry geometryczno-materiatowe obu belek, jak rowniez zroéznicowane warunki
podparcia, a takze dowolng ilos$é, rozstaw oraz sztywnos$¢ wiezi sprezystych. Rozwigzanie
uzyskano rozwijajac procedury uzyskane w rozdziatach poprzednich, a rozdzial zakonczono

przyktadem obliczeniowym.

W rozdziale sz6stym oméwiono dynamike cienkich prostokatnych plyt izotropowych
swobodnie podpartych na swoim obwodzie oraz punktowo za posrednictwem dowolnej liczby
dowolnie rozmieszczonych podpdr posrednich, poddanych dziataniu ruchome;j sity skupione;j
oraz ruchomego obcigzenia roztozonego. Przyjeto metodyke rozwigzania problemu

analogiczng do procedur przedstawionych w rozdziale czwartym w przypadku belek
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wieloprzestowych, ktéra z powodzeniem moze by¢ zastosowana rowniez w przypadku uktadow

plytowych. Rozdzial zakonczono przyktadem obliczeniowym.

Rozdzial siodmy opisuje dynamike uktadéw o dyskretnym rozktadzie masy. Takie
podejscie do tematu stanowi alternatywe wobec przyjecia modelu ciagtego, ktorego doktadna
analiza czesto jest bardziej pracochlonna od strony obliczeniowej. W rozdziale przedstawiono
metode dyskretyzacji przestrzennej uktadu za pomocg procedur metody réznic skonczonych w
przypadku uktadow belkowych oraz ptytowych, a takze metody granulacji mas w przypadku
belek. W rozdziale przedstawiono przyktad obliczeniowy, w ktorym wykorzystano obie

wymienione wczesniej metody.

Rozdzial 6smy poswiecony jest zagadnieniom ruchomych obcigzen losowych.
Analizujac zagadnienie wykorzystano dynamiczng funkcje wplywu opisujaca drgania
deterministyczne konstrukcji wynikajace z dziatania ruchomej sity jednostkowej. Tak uzyskane
rozwigzanie zastosowano do wyznaczenia charakterystyk probabilistycznych drgan konstrukcji
poddanych dziataniu czasoprzestrzennego stacjonarnego procesu stochastycznego oraz serii

ruchomych sit skupionych.

Rozdzial dziewiaty stanowi podsumowanie pracy.
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SUMMARY

The subject of this doctoral dissertation are vibrations of beam and plate structures with

intermediate point supports subjected to various types of moving loads.

The first and the second chapter constitute an introduction containing a review of
literature concerning analyzed issue and an overview of the purpose and the scope of the work
including the definition and justification of the proposed methodology of solving the problem,

respectively.

The third chapter is focused on vibrations of single-span beams according to Euler-
Bernoulli’s beam model. Solutions describing dynamic response of the beam resulting from
moving concentrated force and moving distributed load, taking into account various boundary

conditions, as well as taking into account or omitting the influence of damping, were obtained.

The fourth chapter describes vibrations of multi-span beams simply supported or rigidly
fixed on the extreme supports and intermediately supported by a number of point supports with
finite or infinite stiffness situated arbitrarily. The solution to the problem was obtained in
analogical way to the static force method, creating a single-span basic beam subjected to a given
moving load and a number of redundant forces acting at the points of removed intermediate
supports, and then replacing the displacement compatibility equations with a system of Volterra
integral equations. In order to avoid the difficulties of obtaining a fully analytical solution a
simple numerical procedure was presented. The effectiveness of the proposed method was

illustrated by two numerical examples.

The fifth chapter presents vibrations of a system of two beams coupled with a discrete
system of elastic restraints. In the analysis of the problem various geometrical and material
parameters of both beams were taken into account as well as various boundary conditions and
number, spacing and stiffness of elastic restraints. Solution of the problem was obtained by
developing procedures introduced in previous chapters. Chapter ends with a numerical

example.

The sixth chapter discusses the dynamics of thin rectangular isotropic plates simply
supported on their edges and having a number of point supports arbitrarily spaced in their area,
subjected to a moving concentrated force and moving distributed load. The methodology of

solving the problem was similar to the procedures presented in chapter four in the case of multi-
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span beams, which shows that this approach can also be applied in the case of plate structures.

A numerical example was presented at the end of the chapter.

The seventh chapter describes dynamic of systems with discrete mass distribution. This
approach can be an alternative to the continuous model which in many cases is more
complicated on the computational side. In the chapter two methods of spatial discretization of
the system was presented, namely the finite difference method applied for beam and plate
structures, as well as mass granulation method applied for the case of multi-span beam. The

chapter presents a numerical example in which both methods was used.

In the eight chapter the problem of moving random loads is discussed. A dynamic
influence function was used to describe deterministic vibrations resulting from a moving
unitary concentrated force. This function can be used in order to determine probabilistic
characteristics of structural vibrations resulting from stochastic moving loads such as time-

space stationary stochastic process and a random series of moving concentrated forces.

The ninth chapter is the summary of the work.
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