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METODY CONSENSUSU W ODNIESIENIU
DO NIEPELNYCH POKRYC UPORZADKOWANYCH

Streszczenie: W niniejszym artykule przedstawiono metody consensusu dla niepelnych po-
kry¢ uporzadkowanych, ktére w wielu przypadkach stanowia strukturg informacji eksperto-
wej. Struktura ta znajduje zastosowanie wtedy, gdy ekspert sklasyfikuje elementy zbioru tak,
ze kazdy element nalezy do jednej klasy lub do wielu klas. Wybdr consensusu jest jedna z
metod rozwiazywania konfliktow wiedzy w systemach rozproszonych. W artykule przedsta-
wiono definicj¢ niepelnego pokrycia uporzadkowanego, przeksztalcenia niepetnego pokrycia
uporzadkowanego w inne niepelne pokrycie uporzadkowane, definicj¢ funkcji odlegtosci
migdzy niepelnymi pokryciami uporzadkowanymi, algorytmy consensusu wedtug kryterium
C, i C,. Poniewaz algorytm consensusu wedtug kryterium C, jest algorytmem heurystycznym,
przedstawiono wyniki badania efektywno$ci tego algorytmu.

Stowa kluczowe: systemy rozproszone, konflikty wiedzy w systemach, metody consensusu,
struktury wiedzy ekspertowej, niepetne pokrycia uporzadkowane.

1. Wstep

Metody consensusu znajduja zastosowanie w rozwiazywaniu konfliktow w syste-
mach rozproszonych. Konflikty takie moga wystapi¢ np. w systemach ekspertowych
czy tez wieloagentowych w sytuacji, gdy eksperci lub agenty beda mialty rézne opi-
nie na ten sam temat [Chantemargue i in. 1998]. Inaczej mowiac, rozwigzania dane-
go problemu przez poszczegdlnych ekspertow/agentow beda sig rézni¢. Uzytkownik
systemu natomiast chce otrzymac¢ tylko jedno rozwiazanie problemu, aby na jego
podstawie podja¢ odpowiednia decyzje. W takim przypadku mozemy wykorzystaé
metody consensusu do uzgodnienia jednej, wspolnej wersji rozwiazania.
Dotychczas opracowano metody consensusu dla wielu struktur wiedzy eksperta
(lub agenta), np. dla podziatow uporzadkowanych, pokry¢ uporzadkowanych, po-
kry¢ i podziatow hierarchicznych, niepelnych podziatow uporzadkowanych hierar-
chicznych i wazonych niepelnych podzialow uporzadkowanych [Sobieska-Karpin-
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ska, Hernes 2008; 2009; Hernes, Nguyen 2004]. Nie zostaly natomiast okre§lone
metody consensusu w odniesieniu do niepelnych pokry¢ uporzadkowanych, wobec
tego w niniejszym artykule postanowiono te metody opracowac.

2. Niepelne pokrycia uporzadkowane

Niepelne pokrycia uporzadkowane nie zostaly dotychczas zdefiniowane, jednak
w wielu przypadkach stanowia strukture wiedzy eksperta czy tez agenta. Z taka
struktura mamy do czynienia wtedy, gdy ekspert lub agent sklasyfikuje elementy
zbioru tak, ze kazdy element nalezy do jednej klasy lub do wielu klas. Przyktadem
moze by¢ klasyfikacja owocow ze wzgledu na kolor. Na przyktad cz¢$¢ z nich kla-
syfikujemy jako czerwone, cz¢$¢ jako zielone, natomiast niektore moga by¢ zarow-
no czerwone, jak i zielone. Niepelne pokrycie uporzadkowane definiowane jest
nastgpujaco:

Definicja 1
K-klasowym niepetnym pokryciem uporzadkowanym skonczonego zbioru
X ={X,..., X, } nazywamy dowolny ciag P=(R,..., P, ), gdzie:

Ui:l,z,.N,K Pz = X. (1)

Zbioér wszystkich K-klasowych niepetnych pokry¢ uporzadkowanych zbioru X
oznaczamy jako NV (X).

Alternatywna definicja niepetnego pokrycia uporzadkowanego przedstawia si¢
nastgpujaco:

Definicja 2
Kazde K-klasowe niepelne pokrycie uporzadkowane moze by¢ reprezentowane
za pomoca macierzy charakterystyczne;j:

Pun - - - Py

P=[p;l=l - .. .| 2)

| Px1 - - - Py |

- 1, jesli x, e P,
gdzie: p; ; = 0, jesli ijB '

Niepetne pokrycie uporzadkowane ma nastgpujace cechy:
— w niepelnym pokryciu uporzadkowanym elementy zbioru X mogg si¢ powtarzac,
— pokrycie to musi sktadac si¢ ze wszystkich elementow zbioru X,
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— wazna jest kolejnos¢ klas, kolejno$¢ elementow w klasach nie jest istotna,

— niepelne pokrycie uporzadkowane moze sktadac si¢ z dowolnej liczby klas,

— dana klasa pokrycia moze sktadac¢ si¢ z dowolnej liczby elementow zbioru X.
W odniesieniu do niepetnych pokry¢ uporzadkowanych mozna zdefiniowaé na-

stepujace przeksztalcenia:

Definicja 3
Niech P :<Pl,..., P,....,P, ...,PK> € V. (X)orazx ¢ P, Przeksztalcenie:

DrIl(P)=<P1,...,Pk,...,PlU{Xn},...,PK> (3)

nazywamy dodaniem elementu X do klasy P,.

Definicja 4
Niech P :<P1, v Py ...,R,...,PK> e vV (X) oraz X € P, . Przeksztatcenie:

Ef(P)=(P,... R\, }...sPL P (4)

nazywamy eliminacja elementu Xz klasy P,.
Na podstawie tych przeksztalcen zdefiniowana zostanie funkcja odlegtosci.

Definicja 5

Odlegtoscia p (P,Q) pomigdzy niepetnymi pokryciami uporzadkowanymi P i Q
(P,Q € NU (X)) nazywamy minimalna liczbe dodawan, eliminacji potrzebnych do
przeksztatcenia niepelnego pokrycia uporzadkowanego P w niepelne pokrycie upo-
rzadkowane Q.

Z definicji odlegtos$ci wynika nastgpujace twierdzenie, ktore w sposob alterna-
tywny mozna wykorzysta¢ do obliczania odlegtosci.

Twierdzenie 1 K N
1 (P.Q) ZZZ‘pij — 4> (5)

i-1 j=1

gdzie p, i q; sa elementami macierzy P, Q bedacych reprezentacjami pokry¢ P, Q
odpowiednio.
Wykorzystujac odleglos¢, mozna przejs¢ do okreslenia metod consensusu.

3. Metody consensusu dla niepelnych pokry¢ uporzadkowanych

Metody wyznaczania consensusu w odniesieniu do niepelnych pokry¢ uporzadko-
wanych nie zostaty dotychczas opracowane. Aby wyznaczy¢ ten consensus, mozna
wykorzysta¢ funkcje (kryteria) wyboru reprezentacji zbioréw oraz ich wlasnosci
przedstawione w pracy [Danitowicz, Nguyen 1992]. W niniejszym artykule jako
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kryteria wyznaczania consensusu przyjmiemy funkcje C, gdzie n =1, 2,..., zdefinio-
wana w pracy [Danitowicz, Nguyen 1987] w nastgpujacy sposob:

C,: 2" 5 NV (X). (6)
Niech dany bedzie profil Z € 2"*™) Funkcja:

n

M .
o, (x,2)= Z[a)(x,Zl )] (7)
i=1
dlan=1,2,...., Xxe X, M — liczebnos¢ zbioru Z.

Definicja 6
xeCn(Z)<—>a)n(x,Z)—yErjlvll}?(x)a)n(y,Z). (8)
Poniewaz zostato udowodnione w [Nguyen 2002], Zze od pewnej warto$ci n con-
sensus bedzie miat taka sama posta¢, w niniejszym artykule zajmiemy si¢ wyborem
consensusu dlaz =1 oraz n =2. Wiadomo, ze dla n = 1 consensus jest bardzo podob-
ny do jednego z elementow profilu, natomiast dla n = 2 odlegtosci pomiedzy consen-
susem a elementami profilu moga by¢ wigksze, lecz bardziej rownomierne. Decyzjg,
ktory consensus jest lepszy, podejmujemy na podstawie charakteru konkretnego za-
dania, ktore chcemy rozwigza¢ metoda consensusu. Przejdzmy zatem do wyznacze-
nia consensusu na podstawie kryterium C..

Twierdzenie 2

Dany jest zbior X ={X,..., X, }. Niech #(j) bedzie liczba wystapiefi elementu X
wklasach Z!,(i=1,...K; j=1,..,N;L=1,...M)profiu Z = {Z©,2®,..., 2"
oraz CON =<CON1,CON2,..., CON K> bedzie consensusem spehiajacym kryte-
rium C, wzgledem danego profilu, wowczas kazdy element X, nalezy w consensusie
CON do klasy z indeksem, pod ktorym wystepuje on najwiecej razy w profilu P.

Dowod 1
Niech CON = <CON1, CON,, ..., CON K> bedzie consensusem spetniajacym kry-
terium C, wzgledem profilu Z = {Z(”,Z(z), A } Z twierdzenia 2 wynika, zZe:

K N

M _ S u l_ S
2L u(coN.2)|= min 3733 g, === min >

i=1 =1 i=l =1 i=1

M=

i (q,-2). 9)

i=l1

~.
Il

M .
Poniewaz Y (q; —2\") dla j=1,...,N zalezy wylacznie od zmiennej g, wige
i=1

N M M

K _ . i M i
Jmin D> D.(4; 7)) = n}ﬁn;(% -7 ))+---+n3in§(qzv -z).  (10)

i=l j=1i=1
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M . .
Sktadniki sumy )" (q; —z{") sa rowne 0 w przypadku, gdy q; =z{", w przeciw-
i=1

nym wypadku sa rowne 1. Suma ta osiaga minimum wtedy, gdy wybierzemy ¢ row-
ne warto$ci najczesciej wystepujacej wsrod Zgi) .

Na podstawie twierdzenia 2 mozemy opracowac algorytm consensusu wedtug
kryterium C, dla niepetnych pokry¢ uporzadkowanych. Algorytm dziata w ten spo-
sob, ze dla kazdego elementu zbioru X sprawdzamy, ile razy wystapil ten element w
danej klasie wszystkich pokry¢ i zapamigtujemy maksymalna liczbg wystapien. Na-
stgpnie umieszczamy ten element w consensusie w klasach, w ktorych wystapit on
najwigcej razy i przechodzimy do kolejnego elementu zbioru X. Algorytm konczy
si¢ w momencie sprawdzenia wszystkich elementdw, a otrzymany consensus jest
consensusem wedhug kryterium C..

Dane: Profil Z = {Z", Z®, ..., Z™} zbioru X.

Wynik: Consensus CON = <CON1,CON2, oo CONK> wedtlug kryterium C,
wzgledem Z.

BEGIN

Krok 1: Przyjmujemy CON, =CON, =...=CON, =O .

Krok 2: Przyjmujemy j:=1.

Krok 3: Przyjmujemy i:=1, max:=0.

Krok 4: Jezeli t(j) >max, to max= t(j).

Krok 5: Jezeli i<K, to i:=i+1. Przechodzimy do kroku 4.

Krok 6: Przyjmujemy i:=1.

Krok 7: Jezeli £(j) =max, to CON; :=CON; U {x;}.

Krok 8: Jezeli i<K, to i:=i+1. Przechodzimy do kroku 7.

Krok 9: Jezeli j<N, to j:=j+1. Przechodzimy do kroku 3. Jezeli >N, to END.

END.

ZYozonos$¢ algorytmu wynosi O(NKM).

Nastepnie okreslimy consensus na podstawie kryterium C,. Wyznaczanie con-
sensusu wedhug kryterium C, jest problemem NP-zupetnym [Kamel 1994]. Bierze-
my tutaj pod uwage sume¢ kwadratow odleglosci. Z dokonanych obserwacji wynika,
ze consensus wedtug kryterium C, jest wynikiem przeksztalcenia consensusu we-
dtug kryterium C,. Ponizej opracowano algorytm heurystyczny, pozwalajacy na wy-
znaczenie consensusu wedtug kryterium C,. Wynik algorytmu jest oczywiScie wyni-
kiem przyblizonym. Algorytm ten dziala w nastgpujacy sposob:

Wyznaczany jest consensus wediug kryterium C| oraz obliczany jest kwadrat
odlegtosci migdzy consensusem a profilem i przyjmowany jako minimum. Dla kaz-
dego elementu zbioru X sprawdzamy, czy wystgpuje on w danej klasie w consensu-
sie. Jesli wystepuje, to usuwamy go z tej klasy i liczymy kwadrat odlegtosci. Jesli
jest wigkszy, to przechodzimy do nastepnej klasy, jesli jest mniejszy, to przyjmuje-
my go jako consensus, a odleglo$¢ do profilu jako minimalna. Jesli element nie wy-
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stepuje w danej klasie w consensusie, to obliczamy, ile razy wystgpuje w danej kla-
sie we wszystkich pokryciach profilu. Jesli nie wystapi ani razu, to przechodzimy do
nastepnej klasy, jesli natomiast wystapi chociaz raz, to umieszczamy go w tej klasie
W consensusie oraz sprawdzamy, czy odlegto$¢ otrzymanego consensusu jest mniej-
sza od poprzedniego. Jesli nie, to zostawiamy poprzedni consensus jako najlepszy,
jesli tak, to przyjmujemy nowy consensus jako najlepszy, a odlegtos$¢ do profilu jako
minimalng. Po sprawdzeniu wszystkich klas przechodzimy do kolejnego elementu
zbioru X. Algorytm konczy dziatanie wtedy, gdy sprawdzone zostana wszystkie ele-
menty zbioru X, a otrzymany consensus jest consensusem wedtug kryterium C,.

Dane: Profil Z = {Z®, 2@, ..., Z} zbioru X.
Wynik: Consensus CON =(CON,,CON,,...,CON,) wedlug kryterium C,
wzgledem Z.
BEGIN
Krok 1: Przyjmujemy CON jako consensus wedtug kryterium C,, niech i-=1,
j:=1oraz
2

d :zi[m(CON,Z“))] .

i=1

Krok 2: Jezeli x; € CON; to:
CON":=(CON,,CON,\ ¥, ..., CON,.).

Przechodzimy do kroku 5.

Jezeli X; ¢ CON,, to przechodzimy do kroku 3.
Krok 3: Jezeli £(j) = 0, to przechodzimy do kroku 6,
Jezeli £(j) > 0, to przechodzimy do kroku 4.

Krok 4: Jezeli X; "CON # oraz x; e CON, to

CON":=(CON,,CON, U ¥, }...,CON, ).

Przechodzimy do kroku 5.

2
Krok 5: Jezeli i[,u(CON',Z“) )| <d.to:

i=1

d = f [u(con',z® )]2
oraz -
CON = CON'.

Przechodzimy do kroku 6.
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Krok 6: Jezeli i<K, to i:=i+1. Przechodzimy do kroku 2.

Jezeli i>K, to i=1. Przechodzimy do kroku 7.

Krok 7: Jezeli j<N, to j:=j+1. Przechodzimy do kroku 2.

Jezeli j=N , to END.

END.

Z1ozono$¢ algorytmu wynosi O(NK2M).

Obliczanie consensusu wedtug kryterium C, dla niepetnych pokry¢ uporzadko-
wanych jest problemem NP-zupelnym. Consensus optymalny to taki consensus, kto-
rego suma kwadratow odlegtosci od poszczegdlnych elementéw profilu jest mini-
malna. Aby znalez¢ taki consensus, musimy sprawdzi¢ wszystkie kombinacje
elementoéw zbioru X we wszystkich klasach niepelnego pokrycia uporzadkowanego.
W takim przypadku ztozono$¢ algorytmu wynosi O((K+1)V). Jest to bardzo duza
ztozono$¢ obliczeniowa. Zauwazmy, ze metody consensusu maja zastosowanie w
systemach rozproszonych, gdzie uzytkownik nie moze dtugo czeka¢ na wyniki. Al-
gorytm heurystyczny opracowany w niniejszym artykule pozwala na szybkie wy-
znaczenie consensusu wedhug kryterium C.,.

4. Badanie efektywnosci algorytmu heurystycznego

Efektywno$¢ algorytmu heurystycznego wyznaczania consensusu wedtug kryterium

C, okres$laja nastgpujace wielkoSci:

— wspotczynnik odchylenia od consensusu optymalnego méwi nam, o ile procent
consensus obliczony za pomoca algorytmu heurystycznego jest gorszy od con-
sensusu optymalnego,

— szybkos¢ dziatania algorytmu.

W celu zbadania efektywnosci napisano program, ktory umozliwia obliczanie
consensusu za pomocg algorytmu optymalnego i heurystycznego.

Symulacje wykonano na komputerze o nast¢pujacych parametrach: procesor Ce-
leron 2000MHz, pami¢¢ 1 GB, twardy dysk 40 GB. Przeprowadzono 100 symulacji
algorytmu optymalnego i heurystycznego. Kazda symulacja sktada si¢ z nastepuja-
cych krokow: losowanie profilu (30 niepeinych pokry¢ uporzadkowanych, kazde
pokrycie jest 8-klasowe), obliczanie consensusu optymalnego, obliczanie consensu-
su wedtug algorytmu heurystycznego.

Whioski z przeprowadzonych badan efektywnosci:

— consensus wedtug kryterium C, obliczony za pomoca algorytmu heurystycznego
(przedstawionego w niniejszym artykule) jest gorszy od optymalnego consensu-
su wedtug kryterium C, $rednio o 1,93%, co jest wynikiem bardzo dobrym,

— w ok. 60% przypadkoéw consensus obliczony wedlug algorytmu heurystycznego
jest identyczny z consensusem optymalnym,

— najgorszy consensus wedtug algorytmu heurystycznego jest oddalony od con-
sensusu optymalnego o 11,20%,
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— algorytm heurystyczny dziata duzo szybciej, poniewaz jego zlozonos¢ wynosi
O(NK?M), natomiast ztozono$¢ algorytmu optymalnego wynosi O((K+1)V), w
programie symulacyjnym liczenie consensusu optymalnego zajmuje ok. 17 se-
kund, natomiast algorytm heurystyczny liczy consensus w czasie 0,2 sekundy.

5. Podsumowanie

W artykule opracowano metody consensusu dla niepelnych pokry¢ uporzadkowa-
nych, ktore sa jedna ze struktur informacji eksperckiej (lub agenckiej) znajdujaca
wykorzystanie w m.in. systemach ekspertowych lub wieloagentowych. Wykorzysta-
nie metod consensusu pozwala na uzgodnienie jednej wersji rozwiazania problemu
1 przedstawienie tej wersji uzytkownikowi, dzigki czemu nie musi on si¢ zastana-
wia¢ nad wyborem sposrod wielu rozwiazan.

Wybor consensusu wedtug kryterium C, jest problemem NP-zupelnym, wigc
opracowany algorytm jest algorytmem heurystycznym, dlatego w koncowej czesci
dokonano badania efektywnosci algorytmu. Okazato si¢, ze algorytm dziata bardzo
szybko, a przy tym otrzymany consensus w niewielkim stopniu odbiega od consen-
susu optymalnego.

Przedstawione w artykule zagadnienia mozna w przysztosci rozszerzy¢ o meto-
dy consensusu dla hierarchicznych niepelnych pokry¢ uporzadkowanych oraz wazo-
nych niepelnych pokry¢ uporzadkowanych.
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CONSENSUS METHODS FOR INCOMPLETE
ORDERED COVERINGS

Summary: Consensus methods for solving conflicts in incomplete ordered coverings are
presented in this paper. The incomplete ordered coverings are expert information structures in
many cases. This structure should be useful when an expert classifies all elements of a set in
such a way that every element belongs to one class or to many classes. The consensus methods
are one of the methods for solving knowledge conflicts in distributed systems. A definition of
the incomplete ordered covering, transformation of the incomplete ordered covering in the
other incomplete ordered covering, the definition of distance among incomplete ordered
covering and the algorithms of consensus methods for criterion C, and C, are depicted in this
work. Because the consensus algorithm according to the criterion C, is a heuristic algorithm,
the results of algorithm verification are presented.
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