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Oznaczenia

Opisy obiektéw matematycznych podlegaja nastepujacym regutom: wielkosci ska-
larne pisane sg kursywg (a), wielkoSci wielowymiarowe (wektory, macierze) oraz ich
przeksztalcenia sg oznaczane pogrubionymi symbolami; zwykle duze litery oznaczaja
macierze (A), a mate — wektory (a). Domyélnie wszystkie wektory sa kolumnowe.
Przestrzenie, zbiory oraz inne specjalne obiekty, takie jak struktury algebraiczne sa
oznaczane przy pomocy stylizowanych duzych liter (A, A, A 2 itp.). Niekomutujace
mnozenie oznaczane symbolem * z reguly jest w pracy pomijane, pojawia sie gltéwnie
w celu zaznaczenia nieprzemiennosci.

Wykorzystywane w pracy oznaczenia w porzadku alfabetycznym:

0
|

operacja powigkszenia zmiennej i o jeden (i + i+ 1)
— wektor (macierz) o zerowych elementach

~—
|

symbol Newtona

sufit, [x] =min{k € Z: k > x}

— podloga, x| =max{k € Z: k < x}
), aob — 1iloczyn skalarny

—~r— ——~ O
IR o)
|

* — nieprzemienne mnozenie
axb — 1iloczyn wektorowy
a’ — transpozycja
[lall — norma euklidesowa wektora
AT — odwrotno$¢ macierzy kwadratowe]
A# — pseudoodwrotno$¢ Moore’a-Penrose’a macierzy:
A#* = AT (AAT)”
Aaxb — macierz o a wierszach i b kolumnach
A, B] — nawias Liego
adaxB - iterowany nawias Liego: adyoB =B, adyxB = [A, adax1B]
C* — klasa funkcji ciggltych rzedu k, gdy k = oo — gladkich
det(A) — wyznacznik macierzy kwadratowe;j
diag(A) — macierz diagonalna
dim(a) — wymiar (przestrzeni, wektora)
G(q)nxm - macierz generatoréw
I — kwadratowa macierz jednostkowa, operator tozsamosciowy
K — cialo

N — zbiér liczb naturalnych



0. Oznaczenia

rank(A)
SE(3)
sgn(a)
SO(3)

span(A)
trace(A)

rzad macierzy

k-wymiarowa przestrzen liczb rzeczywistych

specjalna grupa euklidesowa, (zawiera macierz obrotu i wektor
translacji), SE(3) ~ SO(3) x R3

funkcja przyjmujaca wartoé¢ 1 dla a > 0, wartoé¢ 0 dla a = 0,
oraz —1 dlaa<0

specjalna grupa obrotéw wymiaru 3 (macierze R3.3 o wiasno-
ciach R™! =RT, det(R) = 1)

przestrzen rozpieta przez A

§lad macierzy, suma elementéw na gtéwnej diagonali
przestrzen wektorowa

zbidr liczb catkowitych



1. Wstep

Zastosowanie réwnan rézniczkowych w sterowaniu sigga roku 1840, gdy brytyjski
astronom w Greenwich, G. B. Airy, wynalazt sterowanie ze sprzezeniem zwrotnym
do nakierowywania teleskopu. Jakkolwiek petla sprzezenia powodowata duze oscylacje,
to Airy byl pierwszym badajacym niestabilno$¢ ukladéw z zamknieta petla i pierw-
szym, ktory wykorzystal réwnania rézniczkowe do analizy systeméw [2]. Rachunek
rézniczkowy byl juz woéwczas dobrze rozwiniety dzieki pracom Newtona, Leibnitza,
braci Bernoullich, Riccatiego i innych. Markow z kolei byl pierwszym, ktéry napisat
prace dotyczaca stricte planowania ruchu [64], a po§wigcong zagadnieniu optymalnego
uktadania toréw kolejowych. W latach 50-tych ubieglego wieku Dubins [16] zajal sig
optymalnym planowaniem ruchu pojazdu (sterowaniami typu bang-bang). Dalszy roz-
woj teorii sterowania, (m.in. Hermes, Brockett, Sussmann) doprowadzit do powstania
modelu w postaci uktadu afinicznego [8, 96, 101], ktérego specjalng podklasg sg nieho-
lonomiczne uklady bezdryfowe rozpatrywane w niniejszej dysertacji.

Uklady nieholonomiczne charakteryzowane sg przez niecaltkowalne réwnania ogra-
niczen zawierajace zmienne stanu i ich pochodne. W literaturze robotycznej mozna
znalez¢ liczne przyklady uktadéw nieholonomicznych. Sa wsréd nich kolowe roboty
mobilne (takze z przyczepami) [40, 56, 57, 81] oraz roboty typu tréjkatny smok (takze
z wieloma ramionami) [41, 42] dla ktérych ograniczenia wynikajg z braku poslizgdw,
a takze roboty podwodne [108] czy szybujace [76], ktérych nieholonomiczno$¢ wynika
z prawa zachowania momentu pedu. Innymi przyktadami robotéw nieholonomicznych
sq: robot skaczacy w fazie lotu [103], manipulatory nieholonomiczne [75, 99] oraz nie-
ktore roboty kroczace (heksapody) [33, 34].

Trudno$¢ zadan planowania ruchu, czyli przemieszczania ukiadu miedzy konfigu-
racjami brzegowymi, dla uktadéw nieholonomicznych wynika gtéwnie z mniejszej liczby
sterowan niz wymiarowos¢ przestrzeni stanu. Od lat 90-tych XX wieku nastapil ogromny
rozw6j metod planowania ruchu uktadéw bezdryfowych. Mozna je podzieli¢ na metody
ogblnego przeznaczenia, ktére nie wymagajg od ukltadu sterowanego zadnych szczegol-
nych cech i metody specjalizowane, dziatajace dla pewnej podklasy ukiadéw. Wsréd
metod ogélnych sa, miedzy innymi, metoda bazujaca na zasadzie maksimum Pon-
triagina [79], metoda Newtona [15], metoda przestrzeni endogenicznej [100], metoda
funkcji transwersalnych [63], metoda wykorzystujaca technike usredniania Sussmanna
i Liu [61], metoda Lie algebraiczna [17], metoda typu lapunowskiego [76], metoda gra-
dientéw [90]. Wymienione metody sa zwykle do$¢ trudne, czesto zlozone obliczeniowo
i najczeiciej] wymagajace obliczen numerycznych.
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By pozby¢ sie czesci lub wszystkich wad metod ogdlnego przeznaczenia rozwingt
sie drugi nurt badan nad specjalizowanymi metodami planowania ruchu. Wéréd metod
specjalizowanych jest metoda sterowan sinusoidalnych dedykowana uktadom tancucho-
wym [71] dekomponujaca zadanie planowania na etapy, w ktérych kreslac petle w prze-
strzeni sterowan kolejne wspodirzedne wektora stanu uzyskujg swe docelowe wartosci
(wariant tej metody wykorzystuje sterowania kawaltkami state [67]). Kolejng metoda
specjalizowang jest sterowanie we wspodlrzednych biegunowych zaproponowane w pra-
cach [3, 11], ktére staty si¢ zalazkiem metody orientowanych pél wektorowych, VFO
[66] dedykowanej uktadom dwuwejsciowym, w ktorych jeden z generatoréw jest postaci
(1,0,...,0)7, a drugi spetnia dodatkowe warunki (regularnoé, ograniczonos¢ i oriento-
walnos¢). Podzial zmiennych wektora stanu na dwie grupy wspétrzednych sterowanych
bezposrednio i posrednio wykorzystuje metoda bazujaca na twierdzeniu Stockesa [68].
Algorytm Murraya wykorzystuje posta tréjkatna niektérych uktadéw nieholonomicz-
nych [72], a metoda Fliessa i wspotpracownikéw jest dedykowana uktadom plaskim [81].
Klasyczna metoda Dubinsa znalazla swe rozwiniecie u Reeda-Sheepa [78]. Obszerny
przeglad innych metody planowania ruchu mozna znalezé w ksigzkach [59, 60, 70, 101].

W nurt metod specjalizowanych wpisuje sie rozwazana w rogprawie metoda Laf-
ferriera i Sussmanna (LS) [53, 54, 55], ktéra wyrosta na bazie analizy matematycznej
i algebry skojarzonych z geometrig rézniczkowa, a jest przeznaczona do planowania
ruchu ukladéw nilpotentnych. Jest to metoda w duzej mierze analityczna, o ciekawych
matematycznie podstawach teoretycznych i praktycznie uzyteczna. Poniewaz metoda
nie ogranicza projektanta algorytmu planowania ruchu, bowiem stanowi zapis idei ko-
lejnych krokéw, a nie ich jednoznaczng wykladnie, zatem tezg niniejszej dysertacji jest:

rozszerzony algorytm Lafferriera-Sussmanna moze byl efektywniejszy niz jego
pierwotna wersja w planowaniu ruchu uktadow nilpotentnych oraz bezdryfowych.

Praca zorganizowana jest w osiem rozdzialéw uzupelnionych spisem literatury i dwo-
ma dodatkami, a jej zawartos¢ jest nastepujaca: we wstepnym rozdziale 2. wprowadzono
niezbedng terminologie, przedstawiono definicje najwazniejszych poje¢ i zaprezento-
wano uzyteczne formuty matematyczne. Wychodzac od pojecia grupy Liego (ktorej ele-
menty majg zwigzek z lokalng postacia trajektorii uktadu) przedstawiono algebre Liego
(ktorej elementy w terminologii robotycznej odpowiadaja predkosciom uktadu w jego
biezacej konfiguracji) i pokazano zwigzek miedzy tymi pojeciami. Sporo uwagi poswie-
cono bazie algebry Liego, gdyz gwarantuje ona nieredundantny sposéb opisu mozli-
wosci ruchowych ukladu. W praktyce robotycznej powszechnie stosowana jest baza
Halla. W niniejszej dysertacji przedstawiono réwnowazne jej, a zdecydowanie mniej
popularne, bazy Lyndona, Shirshova i Chibrikowa. Dla ukladéw nilpotentnych baza
algebry Liego jest skoiiczeniewymiarowa. W swej wersji oryginalnej algorytm LS zaktla-
datl realizacje sterowan kawatkami cigglych, ktérych postawa teoretyczng jest formuta
Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina. W rozdziale przedstawiono te formule wraz
z jej uogblniong wersja umozliwiajagca generacje sterowan ciggltych. Rozdziat 2. kon-



czy sie postawieniem zadania planowania ruchu i sformutowaniem twierdzenia Chow,
wymaganym do zalozonej sterowalnosci uktadu. W rozdziale 3. przedstawiono kolejne
kroki oryginalnego algorytmu LS wraz z ich dyskusjg i przykladami ilustrujacymi.
Sporo miejsca po§wiecono sposobowi generacji sterowan dla zadanego ruchu, formutu-
jac to zadanie jako analogon zadania kinematyki odwrotnej manipulatoréw. Rozdzial
podsumowano szkicami dwoéch algorytméw planowania ruchu ukiadéw nilpotentnych
réznicowanych sposobem generacji sterowan oraz przedstawiono proponowany schemat
zapisu i modyfikacji (uzmienniania sktadowych) algorytmu LS. Obszerny rozdziat 4.
poswiecono najwazniejszemu elementowi podlegajacemu wyborowi — reprezentacji ru-
chu. W oryginalnym algorytmie LS pokazano tylko dwie mozliwe reprezentacje znane
jako ,w prz6d” i ,wstecz”. W niniejszej dysertacji znacznie rozszerzono liczbe dopusz-
czalnych reprezentacji. Kazdej reprezentacji przyporzadkowane jest pewne réwnanie
rézniczkowe znane jako réwnanie Chena-Fliessa-Sussmanna (CFS). Dla klasy repre-
zentacji dopuszczalnych udowodniono charakterystyczng wielomianowo-tréjkatng po-
sta¢ tego rownania. Nastepnie pokazano metody wyprowadzania rownania CFS. Zapre-
zentowano literaturowy sposéb bazujacy na podejsciu Sussmanna, ktéry intensywnie
wykorzystuje wtasnosci pél wektorowych i ich strumieni. Z kolei pokazano réwniez
literaturowy spos6b otrzymywania réwnan CFS korzystajac z formalnej grupy Liego.
Obydwa wymienione sposoby sa efektywne jedynie w przypadku niskowymarowych
zadan, gdy obliczenia nie sg zbyt trudne. Dla przypadkéw bardziej skomplikowanych
zaproponowano autorskie sposoby modyfikacji drugiej z metod. Pierwsza z opisanych
modyfikacji polega na przeniesieniu obliczen do przestrzeni jednomianéw, a ich wyni-
kiem jest konieczno$¢ rozwigzania niskowymiarowych ukltadéw réwnan liniowych w celu
selekcji réwnan niezaleznych. Druga z modyfikacji idzie jeszcze dalej i korzysta dodat-
kowo ze struktury generowanych jednomianéw, ktéra umozliwia znaczne uproszczenie
procesu selekcji réwnan. Kazdy ze sposob6éw generacji réwnan CFS zapisano jako al-
gorytm (Algorytmy 3-6), a ich dziatanie zilustrowano przykladami (dla algorytmoéw
autorskich odpowiednio trudnymi dla literaturowych). Dalsza cze§¢ rozdziatu stanowi
badanie przebiegu trajektorii odpowiadajacych zadanym reprezentacjom ruchu na wy-
branych uktadach nilpotentnych. W tym celu wprowadzono miary okreslajace jak gene-
rowana trajektoria jest usytuowana wzgledem trajektorii prostoliniowej taczacej zadane
konfiguracje brzegowe. Przebieg trajektorii rozwigzujacej zadanie planowania nie jest
bardzo istotny w bezkolizyjnej przestrzeni konfiguracyjnej, a kluczowy — gdy w tej
przestrzeni wystepuja obszary zabronione (przeszkody). Przedmiotem rozdziatu 5. jest
zastosowanie metody LS do sterowania ukladéw tancuchowych, bedacych szczegdlng
postacig ukladéw nilpotentnych, i poréwnanie wynikéw z literaturowag metoda stero-
wan sinusoidalnych Murraya-Sastriego. W rozdziale 6. zweryfikowano wplyw trajekto-
rii referencyjnej na rozwigzanie rownan CFS. Literaturowe doniesienia moéwity o po-
tencjalnej mozliwosci wplywania przez trajektorie referencyjng na ksztalt trajektorii
wynikowej. Hipoteze te najpierw negatywnie zweryfikowano na wybranym ukladzie
nilpotentnym dla kilku rodzin trajektorii referencyjnych, a nastepnie sformultowano
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twierdzenie méwigce o nieistnieniu takiego wplywu. Rozdzial 7 jest poSwiecony ge-
nerowaniu sterowan, z wykorzystaniem formuly gCBHD, realizujacych ruch zadany
przez sktadowe reprezentacji ruchu. Wyniki z tego rozdzialu znajduja zastosowanie we
wszystkich zadanich testowych przedstawionych w dysertacji. Wyrézniono dwa przy-
padki: ruchu w kierunkach poczatkowych elementéw bazy Halla, dla ktérych mozliwe
jest otrzymanie optymalnych energetycznych sterowan w klasie funkcji harmonicznych.
Dla przypadku ruchu ogdlnego zaproponowano zastosowanie metody Newtona.

Algorytm LS realizuje zadanie planowania ruchu dla ukladéw nilpotentnych. Dla
ukltadéw bezdryfowych nie posiadajacych tej cechy Sussmann i Lafferriere zapropo-
nowali iteracyjng wersje LS [97]. W literaturze znane sg sposoby przyblizania ogol-
nego ukladu sterowania z zastosowaniem nilpotentnej aproksymacji [4, 38, 58, 83, 94,
105, 106]. W rozdziale 8 przypomniano metode nilpotentnej aproksymacji Lamounda
i wspdlpracownikéw oraz sformulowano autorskie miary oceny tej procedury. Miary te
okreslono dla dwoéch ukladéw bezdryfowych réznigcych sie wymiarowoscia przestrzeni
konfiguracyjnej. Procedure nilpotentnej aproksymacji wykorzystano w rozdziale 9. jako
wspomagajgca dziatania algorytmu LS dla ukladéw bezdryfowych. Dla poréwnania,
w tym samym rozdziale, pokazano dzialanie metody Lie-algebraicznej zastosowanej do
identycznych zadan testowych. Metody przetestowano symulacyjnie zmieniajac repre-
zentacje ruchu oraz punkty brzegowe planowania. W rozdziale 10. zebrano osiggniecia
pracy formulujac wnioski koncowe. W dodatkach zamieszczono: modele uktadéw, na
ktorych testowano rézne aspekty algorytmu LS (dodatek A) oraz przypomniano pod-
stawowe struktury algebraiczne wykorzystywane w dysertacji (dodatek B).



2. Preliminaria matematyczne

W ostatnim trzydziestoleciu XIX w. Marius Sophus Lie (1842-1899) stworzy! aparat
matematyczny stuzacy jako narzedzie do rozwigzywania réwnan rézniczkowych. Od
tego czasu teoria grup i algebr Liego rozwinela sie i utworzyla odrebnag dyscypline
naukowg. Dzieki swej obszernosci grupy Liego polaczyly algebre z geometria, tworzac
udany mariaz geometrii rézniczkowej z teorii grup, o szerokim spektrum zastosowan
m.in. w analizie numerycznej, fizyce teoretycznej i kwantowej, mechanice statystycznej
1 teorii sterowania.

Aparat ten jest intensywnie wykorzystywany w niniejszej dysertacji. W rozdziale
przytoczono podstawowe definicje: grupy Liego, algebry Liego, baz algebry Liego, po-
kazano zwiazek miedzy grupa a algebra Liego. Zwieniczeniem rozdziatu jest formuta
Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina i jej uogélniona postaé. Wprowadzono wiele
poje¢ i oznaczenl intensywnie wykorzystywanych w dalszej czesci dysertacji (przypo-
mnienie podstawowych struktur algebraicznych zebrano w Dodatku B). Jakkolwiek
prezentacja materiatu jest nieco obszerniejsza niz wynikaloby to li tylko z praktycznej
uzytecznosci, to po wyczerpujace potraktowanie materialu nalezy skonsultowaé mate-
matyczne pozycje literaturowe [49, 80, 92].

2.1. Grupa Liego

Grupa Liego G jest rézniczkowalng rozmaito$ciag wyposazong w strukture grupy
dzieki odwzorowaniu

w: GxGg—gG, (g,h)— gh,

oraz przeksztalceniu odwrotnemu
T: G—G; g|—>g_1,

bedacymi funkcjami klasy C*° [49]. Jesli odwzorowanie p jest przemienne — grupe
nazywa sie abelowa.

Przykltad 1. Niech V bedzie skoriczeniewymiarowg przestrzenig wektorowg nad R.
Operacjg grupowq jest dodawanie wektoréw, natomiast elementem odwrotnym do
x niech bedzie wektor —x. Zarowno u(x,y) =x +y jak 1+ Z(x) = —x sq klasy C*.
Wéwczas (V,+) jest abelowg grupg Liego (izomorficzng z R™, gdzie n = dim(V)).



10 2. Preliminaria matematyczne

2.2. Algebra Liego

Algebrag Liego £(V) nad cialem K (o charakterystyce # 2) nazywamy strukture

algebraiczng (V, [-,-]) zlozong z przestrzeni wektorowej V nad K oraz dwuliniowego

odwzorowania [-,-] : V x V — V zwanego nawiasem Liego (komutatorem) o wlasno-
Sciach:

vXeV: XX =0, (2.1)

VX, YeV: X YI+[Y,X] =0 (antysymetria), (2.2)

VX, Y,Z2eV: X, Z]+I[Y,[ZX]]+[Z,[X,Y]] =0 (tozsamos$¢ Jacobiego). (2.3)

Nawias Liego jest antysymetryczny (2.2) i nie jest stowarzyszony (2.3). Dzigki dwuli-
niowosci: Ve,y € KiX,Y,Z € V : [eX+vY,Z] = elX,Z] + v[Y,Z], X, €Y + vZ] =
elX,Y] + v[X, Z] warunki (2.1), (2.2) sa réwnowazne. Niektérzy matematycy jako ak-
sjomat traktuja warunek (2.1) [80], inni — antysymetrie [49]. Gdy rozpatrujemy algebre
Liego o dwodch generatorach, tozsamo$§¢ Jacobiego posiada takze inne sformulowanie,
przyktadowo [[[X, Y], X], Y] = [[[X, Y], Y], X]. Poniewaz od nawiasu Liego nie zagdamy 1gcz-
no$ci, w rzadkich przypadkach komutator jest dziataniem tacznym [X,Y] = 0, zatem
algebra Liego nie jest szczegdlnym przypadkiem algebry (poréwnaj definicje algebry
z Dodatku B).

2.3. Bazy wolnej algebry Liego

Algebra Liego jest rozpieta przez zbiér generatoréw i wszystkich mozliwych komu-
tatoréow tych elementéw. Podzbidr elementéw niezaleznych tworzy baze algebry Liego.
Sformutowanie wolna oznacza, ze zada sie niezaleznosci pomiedzy generatorami oraz ich
potomkami (wygenerowanymi nawiasem Liego), ktére nazywamy jednomianami Liego.
Zachowane sg jedynie aksjomaty antysymetrii (2.2) i tozsamosci Jacobiego (2.3). Dla
jednomianéw Liego wprowadzamy pojecie stopnia i warstwy. Stopienl jednomianu Liego
jest zdefiniowany rekurencyjnie

deg(A) =1 jesli A jest generatorem, (2.0)
2.
deg([A,B]) = deg(A) + deg(B) dla ztozonych jednomianéw Liego. 4
Przyklad 2. Niech XY bedg generatorami, wtedy deg([[[X,Y],X],Y]) =4,
Jednomiany Liego o identycznym stopniu tworzg warstwe
Wi = X | deg(X) = i}. (25)

Wszystkie wlasnoéci uzyskane dla wolnej algebry Liego natychmiast transformuja
sie do szczegdlnych postaci algebr Liego (np. algebry Liego pél wektorowych). Dla
unikniecia redundancji w operacjach na jednomianach Liego waznym jest okreslenie
bazy algebry Liego. Literaturowym konstrukcjom baz poswiecono kolejne podrozdziaty.
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2.3.1. Baza Ph. Halla

W poszukiwaniu bazy wolnej algebry Liego, wlasnos§¢ skosnej symetrii i tozsamosé
Jacobiego powinny by¢ automatycznie wykorzystane do eliminacji zaleznosci miedzy
kolejnymi wygenerowanymi jednomianami Liego. T'e ceche zapewnia algorytm generacji
bazy Ph. Halla, H, ktéry polega na wyborze jednomianéw Liego zgodnie z nastepuja-
cymi regutami [101]:

1. BieH, i=1,...,m (wszystkie generatory naleza do bazy Halla i sg arbitralnie
uporzadkowane),

2. jezeli deg(B;) < deg(Bj) wtedy BigBj , czyli jezeli stopien pewnego jednomianu
Liego jest mniejszy od stopnia innego jednomianu, to w bazie ten pierwszy jedno-
mian poprzedza (niekoniecznie bezposrednio) drugi (jesli w ogdle w bazie te jedno-
miany wystepuja),

3. [By,Bj] € H wtedy i tylko wtedy, gdy
a) By,B; € HiB;<B,

b) albo B; = By dla pewnego k =1,...,m,

albo B; = [By, B,] dla pewnych By,B, € Hi B; g B;.
Dowody, ze baza Halla stanowi baz¢ algebry Liego mozna znalezé w [36, 86]. Baza
zaprezentowana powyzej znana P. Hallowi, zostala po raz pierwszy wprowadzona przez
M. Halla [36]. Schiitzenberger [85] uogélnit konstrukcje bazy przez ostabienie warunku 2,
natomiast Viennot [107] zastapit warunek 2 nastepujacym:
2%, Jesli [By, B;] € H, to B; € H i B, <[B;, Byl.
Posta¢ ta jest na tyle ogdlna, ze zawiera w sobie baze Lyndona i Siréova, ktoére nie
sa specjalnymi przypadkami oryginalnej bazy M. Halla [102]. Aby unikna¢ definicji
stopnia nawiasu Liego wspoiczesnie matematycy zapisujg warunek 2 w postaci [80]:
2%+ [B;,Bj] € H, gdy B; <[B;,B;] i B; <[B;, Bj].
Przyklady poczatkowych elementéw bazy Halla o trzech generatorach przytoczono nie-
zwlocznie, a o dwodch generatorach w tab. 2.1.

Przyklad 3. Baza Halla o trzech generatorach A,B,C do warstwy trzeciej wlgcz-
nie jest nastepujgca

W;: A,B,C

wW;: [A,B],[A,C], [B,C]

Ws: [A,[A,B]], (A, [A,Cl], B, [A,B]], B, [A, C]],
(B, B, C]], [C, [A,B]], [C, [A,C]], [C, B, C]].

Algorytm generacji bazy Halla napisany w pakiecie Mathematica znajduje sie¢ w dyser-
tacji [72].
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2.3.2. Kombinatoryczne bazy algebry Liego

Pierwsza z prezentowanych baz — Ph. Halla, konstruuje kolejne elementy bazy z ele-
mentéw bazowych juz powstalych, stosujac ewentualnie pewne kryterium eliminacji.
Natomiast pozostate konstrukcje baz wolnej algebry Liego nalezace do Lyndona, Shir-
shova, czy Chibrikova, wywodza si¢ z kombinatoryki. W metodach generacji tych baz
najpierw definiuje si¢ pewien alfabet (jego moc jest réwna liczbie generatoréw bazy),
stosuje algorytm tworzenia stéw nad tym alfabetem, a pézniej stosuje przepis zamiany
wybranych stéw na nawiasy Liego. Do opisu kombinatorycznych baz beda wykorzystane
nastepujace definicje.

Zbiér wszystkich uporzadkowanych liter nazywamy alfabetem i oznaczamy jako A.

Stowo jest sekwencja liter (1, ..., &n), zwykle zapisywanych jako «; ..., 1 moze by¢
zastapione pojedynczym symbolem u = oy ...x,. Dlugosé slowa u, oznaczana jako
[ul, jest réwna liczbie liter w stowie. Niech u = o ... an, W = B7...m. Konkatenacje

dwoch stéw opisuje sig nastepujaco: uv = &1 ... p1 ... Bm. AP oznacza zbiér wszyst-
kich stéw nad alfabetem A. Struktura zlozona ze zbioru AF oraz operacji konkatenacji
moze by¢ traktowana jako pédlgrupa.

Baza Lyndona

Baza Lyndona algebry Liego zostala sformutowana w [43], a praktyczny algorytm
pozwalajacy na jej wyliczenie znajduje si¢ w pracy [84] (o liniowe]j ztozonosci oblicze-
niowej ze wzgledu na dlugos$¢ stowa tworzacego nawias albo stopieni nawiasu). Niech
dany bedzie uporzadkowany alfabet A. Odwrotny porzadek leksykograficzny na zbiorze
AP zdefiniowany jest nastepujaco

albo (i) v=fu dlapewnego fc AF,
albo (ii) u=fxw,v=gyw, x<vy, x,y€A, fgeAF,

u<v & { (2.6)

Stowo w € AF jest odwrotnym stowem Lyndona wtedy i tylko wtedy, gdy jest mniejsze
od wszystkich swych lewych skiadnikéw. Niech L oznacza zbiér stéw Lyndona, wtedy
stowo b € L, gdy spelnia

albo be A  czyli b jest literg
albo b=ml l<m, m,lel.

(2.7)

Dla najdtuzszego stowa m spetniajacego wiasnos¢ (2.7) para (m,1l) = sf(b) to standar-
dowa faktoryzacja b. Kazdemu odwrotnemu stowu b € IL przypisuje sie odpowiadajacy
mu jednomian Liego Ay
Ap=D jesli b € A (2.8)
Ap =[A, Al jesli sf(b) = (m,1). '
Rodzina {A, |b € L} jest bazg (odwrotna baza Lyndona) w przestrzeni jednomianéw
Liego.

Przyklad 4. Stowa Lyndona alfabetu A = {a,b} w porzadku (2.6) do warstwy 4.
sg nastepujgce: a, baaa, baa, bbaa, ba, bba, bbba, b.
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Baza SirSova (Shirshova) [107]

Niech A bedzie uporzadkowanym (relacjg <) alfabetem. Rozszerzenie porzadku dla
wszystkich stéw jest nastepujace:

uxv <uyw i u>uv dla wszystkich u,v,w € AP x,y € A takich, ze x<vy.

(2.9)
Niech teraz F bedzie zbiorem stéw w = «; ..., §cile wigkszych (zgodnie z relacjg
<) od wszystkich swych cyklicznych przesunieé, ktére sg zdefiniowane w nastepujacej
postaci &iiq...0nx ..., 1 = 1,...,n — 1. Lemat Shirshova [88] stanowi, ze kazde
stowo w jest niemalejacym iloczynem (konkatenacja) stéw z F

w="Ff...fn, 2 f1,...,fhelF 1 f1<...< . (2.10)

Podobnie jak dla stéw Lyndona, stowa z F réwniez prowadzg do wolnej algebry Liego
(nad A), a funkcja przeksztalcajaca stowa w nawiasy Liego 7t: F — L(A) jest nastepu-
jaca: m(a) = «, gdy o € A. W przeciwnym przypadku stowo w € F moze by¢ zapisane
jako

w=fi...frax 2z ax€A f...fpelF 1 fi<...<fy,

a wtedy
miw) = [r(fy), [7e(f2), [. . . [7(fn), o1

Zbiér {m(f) : f € F} tworzy baze Shirshova wolnej algebry Liego nad A.

Jakkolwiek sposéb definicji baz Shirshova i Lyndona sg rézne, to elementy bazy
algebry Liego powstale z zastosowania algorytméw Shirshova i Lyndona sg identyczne.
Z tego powodu wymienione bazy sg czasem traktowane jako jedna i nazywane wspoélnie
baza Lyndona-Shirshova, baza Shirshova nazywana jest takze czasem baza Chena-Fo-
xa-Lyndona [107]. W tab. 2.1 zebrano poczatkowe elementy bazy Shirshova oraz Lyn-
dona dla ukladu dwuwejsciowego (czyli alfabetu o dwodch literach).

Prawounormowana baza (Chibrikova)

Prawounormowana baza algebry Liego (czyli zlozona z elementéw o nastepujacej
postaci [ay, [ay, [...[ai—1, a4 .. .]]]) zostata zdefiniowana w pracy [12], natomiast godne
polecenia wprowadzenie do zagadnienn kombinatorycznych i notacji pojawiajacej sie
w tym podrozdziale sg prace Bokuta [6, 7).

Niech AM bedzie wolnym monoidem wszystkich tacznych stéw z A (réwniez stowo
puste oznaczane jako 1), (na przyktad: 1, aj, agayas). Porzadek leksykograficzny (za-
dany relacja <) dla u,v € AM, opisany jest nastepujacymi zaleznosciami Vu # 0,
u < 1 oraz
albo a; < g,

2.11
albo a;=a;, u' <v'. (2:22)

au' =u<v=aqgy' {

Odwrotnoscig stowa u = ajjaip...ait € AM jest stowo u* = ai...apai. Wiodaca
literg stowa u jest najwieksza litera ze zbioru A wystepujaca w stowie u. Liaczne stowo



14 2. Preliminaria matematyczne

u € AM jest regularnym, jesli u* > u dla parzystych dtugosci [u| i u* > u dla niepa-
rzystych |u|. Kazde stowo regularne w moze by¢ zapisane w postaci w = w;v*, gdzie
u; < v, takie ze u; = {ijay dla pewnego stowa {i; > v i dowolnej litery a; € A.
Wrykorzystujac indukcje ze wzgledu na liczbe wystapienn wiodacej litery w stowie de-
finiujemy podzbiér T, C AM w nastepujacy sposob: jesli w stowie w € AM wiodaca
litera a wystepuje tylko raz i w = ua dla pewnego slowa u, wtedy zaktadamy, ze w
nalezy do T,. Jesli w jest stowem z AM w ktérym wiodaca litera pojawia sie wiecej niz
raz i stowo w mozna przedstawi¢ w nastepujacej postaci

w = w(av)Maunyy ... (av)™auu (av)™ awgvia, (2.12)

gdzie w1, v, uj,u].’ nie zawierajg wiodacej litery a stowa w, n; > 0, u; < v, takie ze
u; = {ija; dla pewnych stéw {i; > v i pewnych liter a; dla wszystkich 1 <j < t, to
w e Ty.

Warunek na u; determinuje, ze reprezentacja (2.12) stowa w, o ile istnieje, to jest
jednoznaczna. Wszystkie stowa, ktérych nie mozna przedstawi¢ w postaci (2.12) nie
nalezg do T,.

Przypusémy, ze dla pewnego alfabetu Z zdefiniowano wszystkie stowa Ty z liczbg wy-
stapien wiodacej litery mniejszg niz w stowie w. Niech

W = wip (av)™auu] ... (av)™ auyul (av)™ o,

Przepiszmy slowo W zamieniajac wszystkie podslowa postaci (av)™au; na A (g ay;

(przy czym n; := n; + 1 dla wszystkich niepustych stéow u].’ = Qj,...Qq5 1 Wiy =
Aty -« - Qi1,, Bdzie ai, € A, zamiefimy a;, na A, . Wtedy otrzymamy nowe stowo

1 1 1
A meantts!) e A gy)nr ) ‘A,

wl =w av)™ T laup
z alfabetem Y = {Az|z € {(av)™auj, a;,}} Porzadkujemy ten zbiér w nastepujacy spo-
séb:

Az, > Az, &= 41 > 1,.
Ponadto, liczba wystapienn wiodacej litery w!!) jest mniejsza niz w stowie w. Definiu-
jemy

weTy & wil) ¢ Ty.

Niech stowo (postaci (2.12)) wy(av)™ auyv*a € Ty, oraz
w = ws(av)™auyuy(av)™ auvia
bedzie stowem postaci (2.12) dla t = 2. Wtedy
WweTy & (av)"au; > (av)™auy, oraz u, jest regularnym stowem.

Niech L£(A) bedzie wolng algebrg Liego generowang przez alfabet A, natomiast Ty
bedzie zbiorem stéw zdefiniowanych uprzednio. Wtedy stowa postaci

lai, lag, [ .. [ag, ag ] .. ]
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Tablica 2.1. Elementy bazy Halla, Lyndona, Shirshova i Chibrikova do warstwy szdstej wiacznie

generowane przez X,Y

baza
war. | Halla Lyndona, Shirshova Chibrikova

11X X X
Y Y Y

2 | X,Y] Y, XI X,Y]

31 X, [X,Y]] (Y, X1, X] X, X, Y]]
Y, X, Y]] Y, [Y, X]] Y, X, Y]]

4 | X, X, X, Y]] [y, X1, XI, X] X, X, X, Y11l
Y, X, X, YIl] (Y, v, X1, XI X, 1Y, X, Y]
Y, Y, X, YI]] Y, [Y, [Y, X]]] Y, [Y, X, Y]]

51 X X, X, X, Y1l ([T, X1, X], X], X] X, X, X, X, Y11]]
Y, X, X, X, Y1I1] [y, 1y, X1, X1, X] X, X, 1Y, X, YIT
Y, Y, IX, X, Y1]I] (1Y, XI, [y, X1, XI] X, IY, 1Y, X, Y11
Y, Y, Y, X, Y]II] (Y, 1Y, 1Y, X111, X] Y, X, X, X, Y]
(X, Y], X, X, Y1I] (Y, 1Y, XTI, [Y, XI] Y, X, [Y, X, Y11I]
[X, Y], [Y, [X, Y]]] Y, [Y, [Y, [Y, X]]]] Y, Y, [Y, X, YI]I]

6 | X, X X, X, X, Y] (LY, X1, XI, X1, X1, X] X, X, X, X, X, Y]]
Y, X, IX, X, X, Y111 [y, iy, XI1, X1, X1, X X, X, X, 1Y X YOI
Y, Y, X, X, X, Y]] ([, X1, [IY, X1, X1], X] X, X, 1Y, IY, X, YOI
Y, [Y, [Y, [X, X, Y]]]]] ([ly, [y, [Y, X111, X1, X] X, [Y, X, X, X, Y]]
Y, Y, IYS 1Y, X, YOI (e, v, X1, ty, X1, X] X, 1Y, X, 1Y, X, YOI
(X, Y1, IX, X, X, Y]] (Y, X1, 1Y, Y, X1, X]] X, IY, 1Y, IY, X YD
(X, Y1, IY, X, X, YOI [0y, Y, 1Y, 1Y, X111, X Y, X, Y, [Y, X, Y1
(X, YL, IY, Y, X, Y]] (Y, v, Iy, XI1, Y, X]]] Y, IY, X, 1Y, X, YOI
[1X, X, Y11, Y, X, YII] Y, Y, Y, Y, [Y, X]]]]] Y, Y, Y, [Y, X, Y]]]]]

gdzie ai, ai, ... q;

t

naleza do Ty, generuja baze L£(A) [12].

Tabela 2.1 zawiera poczatkowe elementy bazy Chibrikowa dla ukladu dwuwejscio-

wego (alfabet dwuliterowy).

2.3.3. Podsumowanie

Pierwsza baza wolnej algebry Liego pojawita sie w pracach Ph. Halla z 1930 roku,

nastepnie powstaly bazy Lyndona, Shirshova. Viennot [46] pokazal, ze wszystkie sa

specjalnymi przypadkami ogdélnej bazy Halla. Nowszg prawounormowang baze zapre-

zentowatl Chibrikov. Wybér bazy Halla przez robotykéw jest zatem raczej restrykcyjny
i uwarunkowany historycznie. Jest to bowiem pierwsza baza algebry Liego, a zarazem

najczedciej rozwazana i wykorzystywana w literaturze. Niewielu bada warunek LARC
za pomoca bazy Lyndona, chociaz jest oczywiste, ze wynik bytby identyczny (zgod-
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Tablica 2.2. Skumulowana liczba elementéw baz algebry Liego (zgodnie z formulg Witta)
o dwoch generatorach do warstwy 20. wiacznie

warstwa 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
il. elem. 2 3 5 8 14 23 41 71 127 226
warstwa | 11 | 12 13 14 15 16 17 18 19 20
il. elem. | 412 | 747 | 1377 | 2638 | 4720 | 8800 | 16510 | 31042 | 58636 | 111013

nie z Tw. 5.1 [80] o réwnowaznosci baz Lyndona i Halla). Wybér definicji algebry
takze wplywa na sposoéb jej konstrukcji i implementacje. Nawet wyboér konkretnej bazy
(w obrebie tej samej rodziny baz np. Halla) moze mie¢ zalety implementacyjne, gdyz
algorytmy je generujace i wykorzystujace mogg rézni¢ sie ztozonoscig obliczeniowsq
i poziomem skomplikowania. Oprécz zalet implementacyjnych, wybér innej bazy niz
Halla moze oferowaé dodatkowe atuty. Stowa Lyndona reprezentowane sg jako zbiér
liter z pewnego alfabetu, a zamiana sekwencji stéw na nawiasy Liego odbywa sie pro-
cedurg nawiasowania (ang. bracketing). Zatem z jednej strony, operacja na stowach
(ciggach liter) wymaga mniej pamieci komputera, z drugiej — operacje na nawiasach
Liego (o strukturze drzew binarnych) mogg by¢ mniej kosztowne obliczeniowo. Zaletg
stow Lyndona-Shirshova jest takze fakt, ze najwiekszy mnoznik po operacji nawiasowa-
nia jest natychmiast nawiasem Liego z zachowaniem kolejnosci wystepujacych symboli.
W bazie Lyndona zatem od razu otrzymujemy najwiekszy jednomian Liego tworzacy
dany nawias, natomiast jego wyliczenie w bazie Halla jest kosztowne.

2.3.4. Formula Witta

Pierwsza baza wolnej algebry Liego zostata odkryta przez M. Halla [35], ktéry po-
kazal, ze proces gromadzenia stworzony przez Ph. Halla [37] zachowuje si¢ jak baza.
Od tego czasu wiadomo, ze kazdy element wolnej algebry Liego jest liniowa kombinacja
pewnych bazowych komutatoréw. A.I. Shirshov [87] i R.C. Lyndon [62] skonstruowali
swoje bazy algebry Liego, ktore zawierajg tzw. stowa Lyndona-Shirshova. W. Magnus
i B. Witt udowodnili, ze algebra Liego otrzymana z wolnej lacznej algebry jest da-
lej wolna [5], prostszy dowdd pokazal réwniez Shirshov [87]. Dzigki tym rezultatom
Witt podal wzér, ktéry pozwala na wyliczenie liczby elementéw bazy algebry Liego
w kolejnych warstwach. Dla n-tej warstwy liczba ta wynosi [69]

vins) = LY (s (2.13)
din

gdzie s oznacza liczbe generatoréw, sumowanie nastepuje po wszystkich catkowitych
dzielnikach d liczby n, a funkcja u: N — {—1,0, 1} jest zdefiniowana nastepujgco: jezeli
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rozklad d na czynniki ma posta¢ d = p;'p3>.. .pgq , My > 0, gdzie p; sa liczbami

pierwszymi, to
1 dla d=1
u(d) =< (—1)9 gdy wszystkie n;=1, (2.14)
0 W przeciwnym przypadku.

Tabela 2.2 zawiera skumulowang liczbe elementéw kolejnych warstw wolnej algebry
Liego dla dwoch generatoréw (wg formuty Witta). Ich liczba w kolejnych warstwach
rosnie bardzo szybko.

2.4. Algebra Liego a grupa Liego

Majac zadane elementy g, h € G definiuje si¢ lewostronne przesuniegcie (lewq transla-
cje) Ly : G — G;h — gh, bedace dyfeomorfizmem. Przeksztalcenie L4 indukuje liniowe
przeksztatcenie przestrzeni stycznych ThLg : ThG — TgnG (TG to przestrzen styczna do
G w k) bedace izomorfizmem. Mozna teraz skonstruowaé gtadkie pole wektorowe V na
G przez wziecie wektora & = V(e) z przestrzeni stycznej TG w elemencie neutralnym e
grupy G i zaczepienie go w T.L4 nastgpujaco

VgeG: Vg(g) = (TeLy)V(e). (2.15)
Pole wektorowe V spelniajace wlasnosé
(ThLg)V(h) = V(gh),Vg,h € G (2.16)

jest nazywane lewoniezmienniczym. Zupelnie analogicznie przeprowadza si¢ rozumo-
wanie dla prawej translacji Ry : G — G;h — hg. Obydwa przeksztalcenia (lewa i prawa
translacja) sa $ciSle ze soba zwigzane.

Niech V| (G) oznacza zbiér lewoniezmienniczych pél wektorowych na grupie Liego G.
Wtedy Vi (G) wraz z lewoniezmienniczymi dziataniami na G - : R -V (G) — VL(G),
+ :V(G) + ViL(G) — Vi(G) oraz nawias Liego [-,-] : Vi(G),V1(G)] — ViL(G) tworzy
algebre Liego. Przestrzen styczna T.G w elemencie neutralnym grupy e € G oraz alge-
bra Liego Vi (G) sa zwigzane dwoma odwzorowaniami, pierwsza to transformacja (ang.
transplanatation map)

t:T.6 = V(G), E— Vg,

oraz przeksztalcenie nadajace warto$¢ (ang. evaluation map)
eV (G) - TG, V=V

Ponadto, przestrzen styczna T.G (nazywana algebra Liego £ grupy G) dziedziczy z V (G)
strukture algebry Liego przez indukowany nawias

N’»ﬂ] - [Vlbyvn](e)
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Bijekcja miedzy T.G a Vi (G), rozszerzona do jednoparametrowej podgrupy ¢ : R —
G,t — ¢(t), i lewoniezmiennicza R-akcja @ : R x G — G, (t,g) — gd(t) sa uwazane
za jedne z najwiekszych osiggnie¢ teorii Liego. Wiele wlasnosci grupy Liego G jest
odzwierciedlonych w algebraicznej strukturze lacznej algebry Liego L. Dla spéjnych
grup Liego zgodno$¢ rozszerza sie tak dalece, ze grupa Liego moze byé¢ odzyskana
z algebry Liego za pomocg izomorfizmu. Rozwazmy odwzorowanie lgczace algebre Liego
z identycznoéciowym elementem odpowiadajacej grupy Liego. Niech ¢ : R — G bedzie
krzywa catkowa lewoniezmienniczego pola wektorowego Vi, & € L, ktéra przechodzi
w chwili t = O przez identycznos¢ e € G. Przeksztalcenie ¢; bedace homomorfizmem
z R w G dla wszystkich & € G stanowi jednoparametrowa podgrupe G. Przeksztalcenie
wykladnicze (ang. ezponential map) jest zdefiniowanie jako

exp : L — G, expé&=dg(1). (2.17)
Latwo sprawdzi¢, ze exp(té) = ¢g(t), czyli linie t§, t € R, & € L przemieszczajace
sie ze zrodla L, sg przeksztalcane na jednoparametrowe podgrupy G. I odwrotnie,
kazda jednoparametrowa podgrupa G moze by¢ wyrazona jako exp(té) dla pewnego
¢ € L. Poniewaz rézniczka d(exp) : TeG — T.G jest identycznoscia na TG, skad mozna
wyciagna¢ wniosek (dzigki tw. o funkcji odwrotnej i gtadkosci exp), ze exp jest lokalnym
dyfeomorfizmem z otoczenia U 5> 0 w £ na otoczenie V identycznosci e € G. Odwrotne
przeksztatcenie do exp z V do U oznaczone jest przez log: G — L.

Zwykle odwzorowanie exp nawet dla spdéjnych grup Liego nie jest ani surjekcja,
ani injekcjg. Istnieje wynik pokazujacy odpowiednio duze otoczenie 0 € L, gdzie prze-
ksztalcenie wyktadnicze jest bijekcjg [104]. Dlatego dla zadanej bazy &;,...,& w £
istnieje rozsadnie duze otoczenie 0 € U C R™ w ktérym przeksztalcenie

b :U—=G, (ar...,an)—explar&r+...+ anén) (2.18)
jest gladkim dyfeomorfizmem na otwarty podzbiér e € d(U) C G. Wtedy gladkie
funkcje x1,...,%xn na V spelniajace

xiexp(ai&y 4+ ...+ anén) =ai, i=1,...,n; Va=(aj,...,an) €U (2.19)
sq nazywane kanonicznymi wspolrzednymi pierwszego rodzaju wokoét e € G w bazie
&1y ...y &En. Inne kanoniczne wspoélrzedne bazujg na fakcie, ze istnieje otoczenie U € R™
w ktérym przeksztalcenie

Y:U—=G (a,...,an) —explar&)) - -explanén) (2.20)

jest dyfeomorfizmem na sgsiedztwo \(U) identycznosci G. Poniewaz kazde g € G moze
by¢ zapisane jako skoriczony iloczyn g1g; - - - gk elementéw grupy G w arbitralnym oto-
czeniu e € V C G, to  jest surjekcja, jesli U = R™. Gladkie funkcje x1,...,xy na p(U)
spelniajace

xiexp(ai&;)---explanén) = ai, i=1,...,n, VYa=(aj,...,a,) €U (2.21)

s3 nazywane kanonicznymi wspélrzednymi drugiego rodzaju wokét e € G w bazie

Elyeveyn [95] .
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2.4.1. Przyklady macierzowych grup Liego i ich algebr

Najbardziej ogblng macierzowa grupa Liego jest GL(n,R) (ang. general linear
group) (GL(n,C)) odwracalnych macierzy rozmiaru (n x n) z rzeczywistymi (zespolo-
nymi) elementami, w skrocie zapisywana jako GL(n). Jako przeciwobraz R—{0} cigglego
przeksztalcenia X — det(X), GL(n) jest otwartym podzbiorem M, , = ]R“z, a za-
tem mozna jej nadaé strukture gtadkiej rozmaitosci. Grupowe mnozenie w GL(n) jest
mnozeniem macierzy, a przeksztalcenie odwrotne zamienia macierz X € GL(n) na jej
odwrotnosé X~ '. Elementem neutralnym e € GL(n) jest macierz jednostkowa rozmiaru
(nxn). Poniewaz GL(n) jest otwartym podzbiorem wszystkich macierzy (nxn), Mqn,
algebra Liego gl(n) grupy GL(n) bedzie M,  z nawiasem Liego

X,Y] = XY —XY. (2.22)

Inne macierzowe grupy Liego sg podgrupami GL(n), z operacjami dziedziczonymi

z GL(n). Znane podgrupy GL(n) i ich algebry sg nastepujace:

1. specjalna grupa liniowa SL(n) = {X € GL(n)|det(X) = 1} o algebrze Liego sl(n)
zadanej przez sl(n) ={A € gl(n)|trace(A) = 0},

2. grupa macierzy ortogonalnych @(n) opisuje zaleznos¢ O(n) = {X € GL(n)X"X =1},
a algebre Liego o(n) = {A € gl(n)|AT = —A},

3. specjalna grupa obrotéw reprezentujaca obroty w n-wymiarowej przestrzeni eukli-
desowej SO(n) ={X € GL(n)|IX € O(n) NSL(n)} Poniewaz SO(n) jest komponenta
identycznosci w O(n), wiec algebra Liego so(n) jest réwna o(n),

4. specjalna grupa euklidesowa ruchu ciata sztywnego

SE(n) = {( O1>i“ 1]) ) € GL(n+1)X € SO(n),p € R"}, o algebrze Liego zdefinio-

wanej przez se(n) = {( Oﬁ“ g > € gl(n)|A € so(n),p € R}

2.4.2. Formalna algebra Liego

Na uzytek dysertacji niezbedne sg nastepujace definicje (notacja pochodzi z pra-
cy [54]). Niech Xj,...,X,, oznaczaja symbole formalne — generatory, natomiast ich
zbiér oznaczony jest przez X, = {Xi,...,Xu}. Uzywamy zapisu A(X,,) do oznacze-
nia algebry niekomutujacych wielomianéw z X;,. Dla uproszczenia notacji definiujemy
potege jednomianu w naturalny sposéb A* = A « A1 Al = A.

Przyktad 5. Niech m = 2 z generatorami formalnymi X; = X, X; =Y. Wtedy
niekomutujgcyms jednomianami (tworzgcymi nieskoriczong baze) A(X;) sq I, X,
Y, X2, XY, YX, Y2, X3, X2Y, XYX, XY?, YX?, ...

Generatory sg symbolami formalnymi, wiec nie przypisuje sie im zadnej interpreta-
cji fizycznej, czy to macierzy czy pdl wektorowych. Nawet je§li utozsami sie genera-
tory formalne z generatorami pewnego ukladu sterowania i postaé¢ ukladu wskazuje
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na zaleznos$ci pomiedzy generatorami uktadu, to ich formalne odpowiedniki sg zawsze
niezalezne.

Przyklad 6. Niech pola wektorowe — generatory gi, i =1,..., m majg odpowied-
nikt w symbolach formalnych Xi, i=1,...,m. Jesli g» = 2¢g;, to Xy, X; sq nieza-
lezne.

Oznaczmy przez L(X,,) podalgebre A(X;,) generowang przez X,,. Jesli zdefiniuje sie
formalny nawias Liego zaleznoscig

X, Y] =XxY—-XxY =XY —XY, (2.23)

wtedy L£(X,,) tworzy algebre Liego, ktorej elementy sg zwane wielomianami Liego. Jed-
nomiany Liego sg generowane rekurencyjnie. Sg nimi generatory formalne i wszystkie
obiekty utworzone z jednomianéw Liego przy pomocy formalnego nawiasu Liego (2.23).
Nawias Liego moze by¢ wyspecyfikowany: w macierzowej grupie Liego przyjmuje iden-
tyczna posta (2.22), gdzie * oznacza mnozenie macierzy. Dla algebry Liego pdl wek-
torowych, nawias Liego p6l f, h, we wspoélrzednych q, definiuje si¢ wzorem

oh of

[f,h] = @f— @h. (2.24)

Dla ukltadéw nilpotentnych nawiasy Liego od pewnej warstwy zeruja sie tozsamo§ciowo

Wy # Wyt = {0}, (2.25)

gdzie p to rzad nilpotentnosci. Nilpotentne wersje przedstawionych struktur, zapisy-
wane jako Ay (Xy,) (wolna nilpotentna laczna algebra rzedu k), Ly (X;,) (wolna nilpo-
tentna algebra Liego rzedu k), s zdefiniowane przez wyzerowanie wszystkich elementéw
stopnia k + 1 1 wyzszych.

Przyklad 7. Skoriczong baze A;(X;) tworzg nastepujgce elementy: 1, X, Y, XX,
XY, YX, YY. Oczywiscie, XXX =XXY =XYX =XYY=YXX=...=0.

Nie wszystkie jednomiany Liego sg niezalezne, gdyz zachodza wtasnosci (2.1)-(2.3).
Zbiér niezaleznych jednomianéw Liego tworzy baze.

Przyklad 8. Przyktadowa baza L;(X;) sktada sie z X, Y, [X,Y]. Wykluczony jest
element [Y,X] = —[X,Y].

Indeks jednomianu Liego A, oznaczany jako ind(A), jest wektorem o liczbie sktado-
wych réwnej liczbie generatoréw formalnych. Kolejne sktadowe indeksu wskazujg liczbe
generatoréw wystepujacych w A.

Przyklad 9. Dla dwéch generatoréw X,Y, ind([[Y,X], [[X,Y],Y]]) = (2,3) oraz dla
trzech generatoréw X, Y, Z, ind([X, [Z, [[Z,Y],Y]]]) = (1,2,2), a takze ind([Z, X, Z]]) =
(1,0,2).
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Zachodzi oczywista rownosé

deg(A) = Z ind(A), (2.26)

gdzie oznacza ) ;ind(A); sume sktadowych wektora indeksu.

Dla niekomutujacych jednomianéw ich stopien zdefiniowany jest jako deg(A x B) =
deg(A) + deg(B), natomiast indeks definiujemy analogicznie do indeksu jednomianu
Liego.

Przyklad 10. Dia generatoréw X,Y, jednomian A = X?xY = X*xXxY = XXY = X?Y
posiada deg(A) =3 oraz ind(A) = (2,1).

Stopien moze by¢ przypisany nie tylko jednomianom Liego, ale takze obiektom, ktérych
sg one czeSciami: deg(a(t)A) = deg(a(t)A) = deg(A), gdzie a(t),a(t) jest funkcja
ijej pochodng, a A jest jednomianem Liego. Funkcja dziedziczy stopieni od jednomianu
Liego, ktéry mnozy. Stopien jednomianu bedacego iloczynem elementarnych zmiennych
definiujemy naturalnie jako sume stopni poszczegdlnych sktadowych uwzgledniajgc ich
krotnosc¢.

Przyktad 11. Jesl:, deg(a;) =3, deg(ay) =5, deg(az) =1, wrec deg(a%azag‘) =15.

Przeksztalcenie wykladnicze e (oznaczane takze jako exp) przeksztalca element algebry
Liego w element grupy Liego e : A — e?. Dla ukladéw sterowania odwzorowanie e ma
fizyczng interpretacje, bowiem w stanie q chwilowa predko$¢ A (element algebry Liego)
determinuje kolejne potozenie uktadu (element grupy Liego) q etA (strumieri pola wek-
torowego A). Najczesciej A jest skalowane zalezng od sterowan (a zatem czasu) funkcja
a(t), wtedy otrzymujemy jednoparametrowa podgrupe Liego e®(YA, ktéra mozna roz-
wingé w szereg Taylora

WA =3 —(a(A) =T+a(t)A + Tewar lawai .. (2:27)
— | 2 6

==

Dla nilpotentnych grup Liego, szereg (2.27) ma skoriczong liczbe elementéw. Dla prze-
ksztalcenia wykladniczego zdefiniowane jest takze rézniczkowanie

%ea(t)" = ae" VA = aAet A, (2.28)
oraz (korzystajac z wiasnosci grupowych) odwrotnosé eWA i odwrotnosé iloczynu
strumieni

(ea(t)A)—l —e a(t)A) (ea(t)Aeb(t)B)—1 — e—b(t)Be—a(t)A. (2‘29)
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2.4.3. Formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina

Dla kazdego formalnego wielomianu Liego Z jest zdefiniowany odpowiadajacy mu
formalny szereg potegowy Liego (2.27). Dzieki rezultatom Campbella, Bakera i Haus-
dorffa, wiadomo, ze zbiér szeregdw potegowych jest zamkniety ze wzgledu na operacje

mnozenia oraz e“e % =1 = e, zatem tworzy grupe. Mozna wiec zapisa¢ iloczyn

o1l — ol3

jednoznacznie okreslajacy Z; formuta (ktérej ostateczng posta¢ nadat Dynkin [30])

, (2.30)

— (—1)™ (adz,)9™(adz, )P™ - (adz,)9' (adz, )P
7+ — 2 1 2 1
’ mZ1 Z my " (pr + g, (pilgil)

gdzie wewnetrzna suma jest wyliczana po wszystkich m-krotkach par nieujemnych liczb
catkowitych (pi, qi) takich, ze p; + qi > 0; symbol adx wprowadza przeksztalcenie
adx : Y — [X,Y]. Ostatni element we wzorze (2.30) jest rozumiany inaczej, a wyliczany
nastepujaco: ad7 =1gdyn =0, ad7 =Z gdy n =1, oraz ad; =0 gdy n > 1.

Wzor (2.30) jest okreslany jako (dyskretna) formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dyn-
kina, w skrécie CBHD. Mozna pokazaé, ze zgodnie z (2.30) jest

ePed — eP+a+3lp,alts(p,al,al—5p,alpl+ 35 pla,p, g+ (2.31)

Jak tatwo zauwazy¢, zwykle ePed # ePT4. Dla nilpotentnych grup Liego formuta CBHD
generuje szereg skoriczony. Regute CBHD zwykle przedstawia sie takze w postaci [17]:

0o ai
ePele ™ = exp (Z acz_rq> , (2.32)
i=0

gdzie exp(x) = ¢*, ad}q = q oraz adjq = p, ad} 'q).

2.5. Uogoblniona formula Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina

Uogodlniona formuta Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina (gCBHD) opisuje (lo-
kalnie) trajektori¢ nieautonomicznego ukladu réwnan rézniczkowych z zadanym wa-
runkiem poczatkowym [93]

qg=H(t)(q(t)) q(0)=qo (2.33)

gdzie H(t)(-) jest rodzing analitycznych pél wektorowych zaleznych od czasu. Rozwia-
zanie (2.33)) postaci

q(t) = exp(sz(t))(qo)ls=1 = € (qo)ls=1 (2-34)
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dla czaséw bliskich zeru wyraza sie szeregiem

e -1 err(o)
2@ =Y Y S Lw o (M (Soq1)), Hiso)h - H(sop ds,  (235)

r=1 o€P, (err(c))

gdzie:

wartosci H(s) wyliczamy w punkcie q,

P, jest zbiorem permutacji elementéw 1,...,r, przyktadowo: P, = {(1,2),(2,1)}, P; =

{(])2)3)> (1 ’ 3)2)) (2) 1)3)) (2) 3, ])) (3) 1)2)) (3) 2, 1)}

err(o), o € P, jest liczbg nieporzadkéw w permutacji o = {o(1), 0(2),...,0(r)}. Liczba

nieporzadkoéw rosnie o jeden, gdy nastepny element permutacji jest mniejszy od bieza-

cego. Przyktadowo: err((1,2,3,4)) =0, err((1,2,4,3)) =1, err((4,2,3,1)) = 2,

T,(t) to r-wymiarowy sympleks T, (t) ={s € R": 0 <s7 <sp) <s3<--- < sy <t
Uogo6lniona formuta CBHD moze by¢ interpretowana jako operator zmiany stanu,

ktory dla krotkich czaséw t przemieszcza stan biezacy qo uktadu (2.33) do stanu

qo + z(t)(qo), a wiec z(t)(qo) jest kierunkiem ruchu w punkcie qo. Jesli H(t)(q(t))

we wzorze (2.33) zalezy od sterowani, to formute (2.35) mozna wykorzysta¢ do genera-

cji takich sterowan, ktére wymusza (lokalnie) ruch w zadanym kierunku. Ten sposéb

wykorzystania gCBHD jest preferowany w zadaniach planowania ruchu.

2.6. Zadanie planowania ruchu

Rozwazmy bezdryfowy uklad sterowania
m
q=01(@w +gqu+- +gn(@um = g(qu, (2:36)
i=1

gdzie:

m — liczba sterowan,

n — liczba zmiennych wektora konfiguracji, m < n,

q - wektor konfiguracji q = (q7...qn)" € Q C R™,

Q — oznacza przestrzen konfiguracyjna,

u; — i-te sterowanie,

g =1{91,92,...,9m} — pola wektorowe klasy C*> stowarzyszone z uktadem (2.36), zwane
generatorami. Pole wektorowe jest funkcjg przypisujaca kazdej konfiguracji wektor.
Zadanie planowania ruchu (ang. Motion Planning Problem) polega na znalezieniu
algorytmu generujacego sterowania w(t) = (u;(t),...,um(t))" przemieszczajace uktad
miedzy dowolng parg konfiguracji brzegowych (o, qs. By zadanie byto rozwigzywalne,
uktad (2.36) musi by¢ sterowalny, a warunek na te¢ wlasno§¢ podat Chow [13]. Jezeli
w kazdym punkcie przestrzeni stanu algebra Liego ukladu (2.36) rozpina przestrzen
stanu, to uktad jest sterowalny w krotkim czasie. Zastosowanie twierdzenia Chow spro-
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wadza sie do okre$lenia rzedu algebry sterowalno$ci uktadu. Jezeli jest pelny, to ukiad
jest sterowalny w krotkim czasie (jest to warunek mocniejszy od sterowalnosci):

vq rank(£(G)(q)) = n. (2-37)

Dlatego tez twierdzenie Chow jest czesto nazywane warunkiem rzedu (LARC - ang.
Lie algebra rank condition). W zaleznosci (2.37) algebre Liego mozna zamieni¢ przez
kazda z jej baz.

Przyklad 12. Algebra Liego (sterowalnosci) dla jednokotowego robota mobilnego
o modelu (A.3), jest rozpieta przez pola g1, 92, [91,92] = (sin g3, —cos q3,0)"

L(G) (q) = SpClTl{(COS q3, sin qs3, O)T) (O» 0) 1 )T> (Sin g3, —COS (g3, O)T} (2'38)
Wyznacznik macierzy utworzonej z pdl rozpinajgcych wynost 1, a zatem pola roz-
pinajq przestrzen konfiguracying w kazdym punkcie.

W dalszej czesci dysertacji zaktadamy, ze uktad (2.36) speilnia warunek LARC, wiec
jest sterowalny w krétkim czasie.



3. Algorytm Lafferriera-Sussmanna

Algorytm Lafferriera-Sussmanna (LS) [563, 54, 55| jest Lie algebraiczng metoda pla-
nowania ruchu miedzy zadanymi konfiguracjami qo i qy, przeznaczong dla bezdryfo-
wych, nilpotentnych, sterowalnych uktadéw sterowania (2.36). Szczegblowy opis me-
tody LS zamieszczono takze w ksigzce [60], a jej implementacji w pakiecie Mathematica
po$wigcono prace [52]. W niniejszym rozdziale przedstawimy, zorganizowane w podroz-
dziaty, kolejne kroki metody opatrujac je komentarzami i przyktadami.

3.1. Uklad rozszerzony — trajektoria referencyjna

Dla uktadu podstawowego (2.36) wyznaczany jest uklad rozszerzony postaci

q=9g1(qvi+- -+ gm(q)vm + gm+1(q)Vms1 + - - + gr(q)vr, (3-1)

gdzie: v; oznacza i-te sterowanie rozszerzone (wirtualne), g = {gm+1,...,9+} sa po-
lami wektorowymi wyzszych stopni (wigkszych od 1), utworzonymi z generatoréw
{g1,...,9m} za pomoca nawiasu Liego (2.24). Z zatozenia o sterowalnosci uktadu (2.36),
pola gi, i = 1,...,7 rozpinajg przestrzen stanu R™ w kazdym punkcie, czyli speiniajg
warunek rzedu LARC (2.37). Minimalna liczba pél spetniajacych warunek rzedu wynosi
T = n. Jezeli pola niskich stopni stajg sie zalezne w pewnym punkcie, to r > n. Jesli
pewne pole k-tego stopnia wchodzi w sktad pél spelniajacych warunek rzedu LARC,
to takze wszystkie pola k-tej warstwy musza wystapi¢ w ukladzie (3.1), jakkolwiek nie
sg one niezbedne do spelnienia warunku rzedu. Dla uktadéw nilpotentnych warunkiem
determinujacym liczbe warstw pél wektorowych wystepujacych w uktadzie rozszerzo-
nym (a zatem takze liczbe r wyznaczang za pomocg formuty Witta (2.13)) jest stopie
nilpotentnosci uktadu (2.36).

Nastepnie wybierana jest dowolna, przynajmniej raz rézniczkowalna, krzywa w prze-
strzeni konfiguracyjnej A(t), t € [0, T] taczaca zadany punkt poczatkowy qo = A(0)
z punktem koricowym q¢ = A(T), ktéra zwana jest trajektorig referencyjng. Najczesciej
A() jest wybierana w postaci tatwo parametryzowalnej krzywej (np. funkcja liniowa,
lub wielomianowa niskiego stopnia). Trajektoria referencyjna nie musi, i najczesciej
nie jest, krzywa po ktérej ewoluuje uktad w przestrzeni konfiguracyjnej. Podstawiajac
trajektorie referencyjng A(t) = q(t) do (3.1) powstaje réwananie

A = [g1AL), -+, gr A (Wi (), -, vi(£)T = Gt A(1) (1), (32)
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z ktérego wyznaczane sg sterowania rozszerzone v(-). Gdy r > n, z wykorzystaniem
pseudo-odwrotno$ci Moore’a-Penrose’a macierzy Gext, gdy r = n pseudo-odwrotnosé
staje sie odwrotnoscia macierzy

vit) = GEAWUAL), gdaie GE,A(1) = GLAD) (GexeADIGLAW)) -

ext ext
(3.3)
Dzigki zalozonej sterowalnosci uktadu, zawsze istnieje (pseudo-)odwrotno$é macierz

Gext. Rozwigzanie (3.3) opisuje chwilowe wartosci sterowan wirtualnych odpowiadaja-
cych krzywej A(t) na przedziale czasu t € [0, T].

3.2. Rownanie Chena-Fliessa-Sussmanna (CFS)

Drugim etapem algorytmu LS jest formalizacja uktadu rozszerzonego (3.1). Pola

wektorowe gi, i = 1,...,r (elementy algebry Liego sterowalnosci) sg reprezentowane
przez ich formalne odpowiedniki B; (elementy bazy wolnej algebry Liego). Polom —
generatorom g;, i = 1,..., m odpowiadajg generatory bazy wolnej algebry Liego. Ewo-

lucje w czasie elementéw grupy Liego S(t) pod wplywem sterowan rozszerzonych opisuje
réwnanie roézniczkowe

S(t) = S(t)(vi(t)By +va(t)Ba+ ... + v 1 (t)Bry +vr(1)By), (3.4)

z warunkiem poczatkowym S(0) = I, ktéry oznacza, ze w chwili t = 0 uktad jest
w zadanej konfiguracji poczatkowej. Rozwigzanie réwnania (3.4) dla dowolnej chwili
t > 0 moze by¢ zapisane za pomoca szeregu Chena-Fliessa i literaturowych reprezentacji

ruchu ,wstecz”
S(t) = elr(UBr o 1 (t)Bry | oha(t)Ba ohi(t)By , (3-5)

lub ,w przéd”

S(t) = eM(tB1gha(tB2  ohr1(tBry ghr(t)Br (3.6)

gdzie eMi(VBt jest strumieniem bazowego jednomianu Liego B; dzialajacym przez czas
hi(t). Reprezentacja ,wstecz” S(t) opisuje konkatenacje ruchéw elementarnych: naj-
pierw zachodzi ruch wzdluz B, przez czas h,(t), nastepnie wzdluz B,_; przez czas
h,_1(t), by zakonczy¢ ruchem wzdiuz B;. Dla znanych juz sterowan wirtualnych v(-)
i przyjetej reprezentacji ruchu nalezy wyznaczy¢ z réownania (3.4) wartosé S(T), czyli
de facto wspoiczynniki hi(T), i =1,...,r, odpowiadajaca osiggnieciu konfiguracji do-
celowej q¢. Do wyznaczenia wspotczynnikéw h(T) = (hy(T),..., h,(T))', réwnanie (3.4)
przeksztaltca sie do postaci

STHOS(t) =vi(t)B1 +v2(t)By + ...+ v 1 ()Brg +ve(t)Br = D Bi(t)vi(t). (3.7)
i=1

Nastepnie rézniczkuje si¢ wybrang reprezentacje (3.5) lub (3.6), wykorzystuje wtasnosé
grupy S(t)S7'(t) = I i rozwija elementy e"i(VBi w skoriczony (ze wzgledu na zatozona
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nilpotentnos¢ uktadu) szereg Taylora (2.27), aby wyliczy¢ lewa strone réwnania (3.7)
w postaci kombinacji liniowej elementéw bazowych B;. Poréwnujac wspobtczynniki przy
odpowiednich elementach bazowych B; lewej i prawej strony réwnania (3.7) powstaje
zalezno§¢ zwana réwnaniem Chena-Fliessa-Sussmanna (CFS)

h(t) = M(h(t)v(t), h(0)=0, (38)

gdzie M(h) jest pewng macierzg rozmiaru (r x r). Caltkowanie numeryczne zalezno-
§ci (3.8) umozliwia wyznaczenie h(T).

Przyktad 13. Rownanie (3.7) dla uktadu o dwdch generatorach, m = 2, stopnia
nilpotentnosci 2, ktérego przyktadem jest integrator Brocketta (A.1), jest nastepu-

Jjgce (r=3) '
STI(1)S(t) = vi(t)By +v2(t)By + v3(t)Bs. (3-9)

Lewa strone réwnania (3.9) wyliczamy dla reprezentacja ,wstecz” w bazie Halla (B3 =
[B1,B2l)
S(t) = eM3(t)B3 gha(t)Ba Ghi (t)By (3.10)

Zrozniczkowanie zaleznosci (3.10) prowadzi do

S(t) = ]:L3(t)Bseh3 (t)B3 ehz(t)BZ ehl (t)B4

+ ehs(UBsT, (1B, M2 (UB2gh1 (UB1 i s (B3 gha (LB (4B, M1 (1B (3-11)

M
natomiast odwrotnosé
S—! (t) = e (t)B1 o—ha(t)B2 ,—h3(t)Bs (3.12)

Podstawiajac (3.11), (3.12) do (3.9) i, dla uproszczenia zapisu, pomijajac zaleznosci od
czasu otrzymujemy

S7'S =viB; +v;B; + v3B3 = e MBreM2B2emhaBs B ehaBs ghaBa By

RO R (3-13)
+e hiB1, thzthzethzeh1B1 +e h1B‘h1B1eh]B‘.

Z nilpotentnosci uktadu (A.1), wszystkie pola wektorowe stopnia wigkszego niz drugi
zeruja sie tozsamosciowo. Zatem rozwiniecia eksponent w szereg Taylora sg nastepujace

1
ethiBi — 14+ hB; + zh%B% dla i€{1,2}, e*™® =I+h;Bs. (3-14)

B3 jest stopnia 2, zatem B% jest stopnia 4, wiec zeruje sie. Nastepnie podstawiajac (3.14)
do (3.13), pamietajac o nieprzemiennym mnozeniu, oraz wykorzystujac definicje na-
wiasu Liego (2.23) otrzymujemy

hiB1 + hy(By — hyB3) + h3B3 = viBy +v;B; + v3B3, (3.15)
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a po poréwnaniu odpowiednich wspélczynnikéw przy B;, réwnanie CFS przyjmuje
postac

ha(t) =va(t) (3-16)

z warunkiem poczatkowym h(0) =0.

3.3. Generacja sterowan

Ostatnim krokiem algorytmu LS jest wygenerowanie sterowan na podstawie wspél-
czynnikéw h(T) opisujacych sekwencje ruché6w wynikajaca z wybranej reprezentacji.
W oryginalnej wersji algorytmu LS do generacji sterowan autorzy wykorzystywali for-
mute CBHD (2.32), o kawatkami stalych sygnatach sterujacych. W pracach [17, 48]
zaproponowano wykorzystanie uogélnionej formuty CBHD (2.35) dopuszczajaca stero-
wania kawatkami ciggte.

3.3.1. Sterowania kawatkami stale (CBHD)

Idee wykorzystania formuty CBHD podczas generacji sterowan zilustrujemy przy-
kladem.

Przyktad 14. Niech X, Y oznaczajg formalne generatory — odpowiedniki genera-
toréw pewnego uktadu (2.36), a celem bedzie wygenerowanie ruchu w kierunku
X, Y]. Zgczqc cztery operatory przemieszczenia oraz wykorzystujgc (2.31) 7 (2.32)
mozna uktad przemiescié w nastepujacy sposéb [17, 55]:

exp(h(t)X)exp(h(t)Y)exp(—h(t)X)exp(—h(t)Y) =
— exp (h(t)v +RI)X, Y]+ X, X, V)] + o(t3)) exp(—h(t)Y)
- exp(h(t)Y+h2(t)[X Y] v WX, X, Y]] ( )Y+

(X, X, X, Y,
[x X, Y] + [Y [x Yl +o(t%)).

~Y] +o(t%))

=exp(R2 (1) X, Y] +

gdzie o(t3) oznacza matg 3 rzedu, czyli o(t3)/t3 = =0

rzedu 2 formuta powyzsza przyjmuje postacé

0. Dla uktadu nilpotentnego

exp(h(tX)exp(h(t)Y)exp(~h(t)X)exp(—h(t)Y) = exp(R2 ()X, Y]).  (3.27)

Jest to jeden ze sposobdéw generacji ruchu w kierunku [X, Y], inne sposoby przedstawiono
w pracy [44].

Ogodlna metoda generowania sterowan z wykorzystaniem formuty CBHD jest na-
stepujaca: niech By, ..., B, oznaczajg formalne generatory. Zadang reprezentacje (3.5),
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badz (3.6) dzigki rekurencyjnemu zastosowaniu (2.32), przedstawia si¢ za pomocg skon-
czonego iloczynu bazowych operatoréw przemieszczenia

S(T) = exp(aiBy)exp(azB,) ... exp(arBy), (3-18)

gdzie B, i= 1,...,k sg sekwencjg zlozong z formalnych generatoréw Bq,...,B,, wy-
stepujace w pewnej liczbie oraz kolejnosci. Wspdiczynniki a; opisujace czasy dziatania
kolejnych operatoréw exp(aiﬁi), sa znane na podstawie wspoiczynnikéw h(T) wyli-
czonych z zaleznosci (3.8). Kazdy z formalnych generatoréw odpowiada polu wekto-
rowemu uktadu (2.36), a na kazde z nich mozna wptywaé¢ bezposrednio za pomoca
sterowania

~

i

i1
ey ) osgn(ai)  jesli B —B; i
e _{ 0 jesti Bi£B 0% '€ [;lakl» ;lakn. (3.19)

Przyktad 15. Rozwazmy ukiad o dwdch generatorach formalnych Bi,B;, m =
2, stopniu milpotentnodct 2, z reprezentacjq ruchu ,wstecz” zadang przez (3.10),
r = 3. Celem jest wygenerowanie wektora zadanych wspdtczynnikéw Halla h(T) =
(—=1,2,3)T dia T = 1. Z zaleznosci (3.17) zastosowanej dla reprezentacja (3.10),
vwzglednieniem zadanych wspotczynnikéw Halla scenariusz ruchu jest postact

e\/§B1 e\/ngef\@& e*\/ngeZBz e 1B1 — e\/§B1 eﬁsz e*\/§B1 627\@3267131. (3.20)

Sekwencja e V3B2e2B2 sostata skompresowana, gdyz opisuje ruch wzdtuz tego sa-
mego pola. Wykorzystujac wzor (3.19) sekwencja sterowan jest nastepujgca

1 0 € [0,v3]
0 1 € (v3,2V3]
w(t)=< -1 wt)=< 0 dla € (2v3,3V/3] (3.21)
0 1 € (3v/3,2+ 23]
—1 0 € (2+2V3,3+2V3.

Liczba elementarnych ruchéw dla sterowan kawatkami stalych nie musi by¢ jednakowa
dla ustalonego rzedu nilpotentnoéci i liczby generatoréw, zalezy bowiem od wybranej
reprezentacji ruchu oraz sposobu generacji nawiaséw Liego za pomoca ruchéw elemen-
téw. W przykladzie 15, pomimo ustalenia czasu T na wartosé 1, rzeczywisty czas ruchu
wynosit 3 4+ 2v/3. Nalezy pamieta¢ wiec, ze na przedziale czasu [0, T] opisana jest ewo-
lucja réwnan (3.8), a nie prawdziwe przemieszczenie uktadu sterowanego. Rzeczywisty
czas ruchu mozna ksztattowaé przez odpowiednie przeskalowanie sterowan (3.19) (np.
zmniejszajac czas ruchu kosztem zwigkszenia amplitudy (energii) sterowan).
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3.3.2. Sterowania kawatkami ciagle (gCBHD)

Drugi ze sposobdow generacji sterowan wykorzystuje uogdlniong formute gCBHD.
Nieautonomiczny uktad réwnan rézniczkowych (2.33) utozsamia si¢ z bezdryfowym
uktadem sterowania (2.36), co prowadzi do zaleznosci

m (_])err(c) m
z(t) = ZJ giui(sq(1))ds + Z PR Z J 91, g5lui(so(1))uj(sg(2) ) ds+
i=1 v (t) ocP; (eTT(O‘)) i,j=1 (t)
err m m
+ Z 2 3 1 Z Z J gn g]a gk]]ul(scr(]))uj(56(2))uk(50(3))d5 +...
oeP3 3 (err i=1 j=1 k=1

(3-22)

Szereg (3.22) jest skonczony, jesli uklad (2.36) jest nilpotentny. Poniewaz testowanie
algorytméw planowania ruchu bedzie przeprowadzane dla ukladéw dwuwejSciowych,
m = 2, réwnanie (3.22) zapiszemy dla tego wtasnie przypadku, z wykorzystaniem
upraszczajacej zapis konwencji, w my$l ktorej wi(s1)u;j(sz) ... wk(sn) = wyj. x

z(t) = J giuids + J g2 upds+
Ty (t) Ty (t)

+ [91,92](11;12* lU21)dS+J [92,91](—}1u12+ Llluﬂ)dSJr
It Ta(t)
: LU IS IS IS ISR SRRV
+UT3(U[91>[91»92]](9unz Tl — 7gtin2 — gl — el + guan)ds
+ Je 91, [92»91]](—%u121 + gtz T g + gl - gguan — %um)der
. 1 1 1 1 1 1 .
" JT5(1) 92 [91’92]](§u2]2 T gt T qgth2 T gt — gtz §uz1z) s+
. ] 1 1 ] d
+ Jo 192,192, 91l (—Gu2zr + Uz + gz + Jewinn + gz — giin)ds + ...

(3-23)

Dalsze uproszczenie (3.23) polega na zapisie z(t) jako kombinacji elementéw bazowych
(dalej stosowana jest baza Halla). Korzystajac z antysymetrii mamy [gy, 911 = —I[g1,92],

91,192,911 = —I[g1, (91,9211, [92,[92,91]] = —I[g2, [91, g2]]. Ostatecznie, poczatkowe ele-
menty szeregu opisujacego formule gCBHD zaleza od sterowan nastepujaco

1
z(t) =g; J wids + gzj upds + 2,[91,92]J (w12 —upy)ds+
Tq(t) Tq(t) : T, (t)
1
+ 37091 [thzﬂj (w2 — 2uiz1 + iy )ds+ (3-24)
: T3(t)
1
+§[92> [91»92]]J (—ui12 +2u121 —upyy)ds +...

T3(t)
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Tablica 3.1. Pre-sterowania dla elementéw bazy Halla i Chibrikova do warstwy piatej wlacz-

nie generowane przez X,Y (n — wspélczynnik przez ktéry nalezy przemnozy¢ odpowiednie

pre-sterowanie)

—8uz1122 + 12u21212 — 8up1221 — U1z

—8u2121 + 12u22011

1 element bazy pre-sterowanie element bazy
Halla Chibrikova
1 X w X
1 Y up Y
IF X,Y] iz —uy | X,Y] |
3 X, X, Y]] wy12 — 2u21 + Uy X, X, Y]]
% Y, X, Y]] —U122 + 2u212 — U Y, X, Y]]
o X, X, X, Y]] —4uq121 + dunn (X, X, X, Y1]]
% Y, X, X, Y]]] —Aduyi22 + 4wz — 4uiar + 4un X, [Y, X, Y]
o Y, Y, (X, Y]] —Aupn + 4unmn Y, Y, (X, Y]]]
4| GGG DG Y | —dwnn — dwn + 16w — 4w | X, X, X X, Y]
—Auziim
5| 0V DG X D YT | —8uiniaz + 12ug1212 + 1231221 — 8uianz
—8uy2121 + 12u12211 — 8uz1112 — Uz
+12uz1211 — 8uzi
5 | I IY, X X, Y 8ui1222 — 12u32122 + w212 + 8w
—12uz1122 + 8uz1212 + 8up1221 — 12Up0112
—12uz121 + 8uy1s
5 | Y DY Y, X, YO a2 +4uzinan — 16unin + 4w | Y, Y, Y, X, Y]]
+4uz2221
5 | GYLDG O Y| —12wm122 + 8wz + 8uinazn + 8uiannz | (X, X, [Y, (X, Y]
—12u12121 + 8uioo11 — 12uz1112 + 8uzi12s
+8uz1211 — 12up117
5| IGYLIY, OV | —duion — 4wz + 16w — 4w | X [, [Y, (X, Y]
—Auz1122 — Auzia12 + 16U21221 — 4up2112
—4uz2121 — Uz
3 Augiin + 4w + 4w — Teuwn | Y, X X, X, YT
+4ug2121 + duwgaon + duziz — 16Uz
+uzio11 + 4un
3 12uq1222 — 8uip122 — w12 + 12uqp201 | Y, X Y, X, Y]]

Sumy podcatkowe wystepujace w (3.24) zwykle nazywa si¢ pre-sterowaniami (gdyz nie
specyfikujg one w jakiej klasie sterowan beda poszukiwane sterowania rzeczywiste).

Dla baz Halla i Chibrikova pre-sterowania do warstwy 5-ej wlacznie zebrano w tab. 3.1.
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Ogoblnie przedstawienie dowolnego elementu algebry Liego, za pomoca bazowych jed-
nomianéw Liego jest zadaniem trudnym (szczegélnie dla wyzszych warstw). Istnieje
jednak algorytm [17] przedstawiajacy dowolny jednomian Liego jako kombinacje ele-
mentéw bazy Ph. Halla.

W celu wyliczenia sterowan rzeczywistych z wykorzystaniem formuty gCBHD naj-
pierw dobiera sie ich klase. Zwykle sg to sterowania w postaci funkcji harmonicznych
pochodzacych z bazy Fouriera lub funkcje wielomianowe [25]. Ustalona (i skonczona)
reprezentacja sterowan u;(t,p), i € 1,..., m, dzialajacych na przedziale czasu t € [0, T]
i zaleznych od wektora parametréw p, jest podstawiana do wzoru (3.24), w wyniku
czego otrzymuje sie pewne funkcje zalezne od parametréow

z(T) = g1 fq, (P, T) + 92 g, (P, T) + 93 fg; (P, T) + ga g, (P, T) + ..., (3-25)

gdzie z(T) oznacza pozadany zakres ruchu, fg, (p, T) oznaczaja wartoéci catek po sym-
pleksach z pre-sterowan w réwnaniu (3.24) odpowiadajacych polom wektorowym g;
warto§ciowanym w konfiguracji q, a g; sg kolejnymi elementami bazy (Halla) pojawia-
jacymi sie w zaleznosci (3.24) (91, 92, 93 = [g1,92] itd.). Wektor funkcji zalezny od
parametréw sterowan

'3 = (fg1 (P> T)) fgz (p) T)) fgg (P»T)» fg4 (P»T)> .. -)T = fg (P) (326)

mozna traktowaé jako odpowiednik kinematyki prostej manipulatoréw, a zadaniem
najczesciej rozwigzywanym jest odwrotne zadanie kinematyki (na podstawie znanego
przemieszczenia z(T) i wartosci wektoréw gi(q), i = 1,... wyznacza sie pozadang war-
tos¢ Bq, ktoéra z kolei stuzy do wyznaczenia p).

Poniewaz B; sg formalnymi odpowiednikami g; dla wybranej reprezentacji ruchu
(,w przoéd” (3.5), ,wstecz” (3.6)), zatem dla generacji sktadowych elementow eMi(T/B
znanymi h(T) mozna skorzystaé z zaleznosci

i ze

i kolejno poréwnywac operatory przemieszczenia pojawiajace sie w reprezentacji z za-
leznoscia (3.25), co prowadzi do sekwencji uktadéw réwnan

f91 (P) T) = 0
fgi,1 (p) T) = O
fg P, ) = () (3-27)
f91+1 (p» T) = 0
fgr (p> T) = 0.

Roéwnanie (3.27) po nadaniu postaci wektorowej fg(p) = Bn, = (0,...,0,hi(T),0,..., 0T,
nalezy rozwiazac ze wzgledu na p, uzyskujac wartosci nieznanych parametréw sterowan.
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Przyklad 16. Dla danych jak w przyktadzie 15 nalezy wygenerowac ruch ko-
rzystajgc z bazy wielomianowej. Niech bazq funkcyng dla sterowan bedg wielo-
miany Czebyszewa (cztery pierwsze z mich to 1, t, 2t> — 1, 483 — 3t, [9]). Arbi-
tralnie wybieramy reprezentacje sterowan w klasie wielomianow Czebyszewa jako
w(t) = p1 + pat, wa(t) = p3 + pa(2t? — 1). Wyznaczamy catki po sympleksach
z kolegnych pre-sterowan (3.24)

fg, (P, T) = [1 _owi(st)dsy
fo, (P, T) = fST]ZO uz(s1)ds;
fg; (P, T) = zllfsTFo J& o (s1)ualsz) —ua(s1)wi(sz))dsidsy,

ktore wynoszg

2
fg (P, T) = piT+EB

fg, (P, T) = psT—paT + 247
fos(P,T) = —15P2p3T> + 5p2paT + LpipaT! + F5papa T

Reprezentacja (3.10) sktada sie z trzech segmentow, zatem malezy rozwigzad trzy
uktady réownan, z uwwzglednieniem T =1, ktdre sq postact

p1+ % =Bn
p3_]33A:Bh12 dla i€3>271>

—13P2P3 + £P1P4 + &5P2Ps = B3,

gdzie By, = (0,0,3)7, Bn, = (0,2,0)7, By, = (—1,0,0)T. Wszystkie uktady réwnan sq
redundantne, a przyktadowyma ich rozwigzaniams: sqg nastepujgce wektory parame-
trow pn, = (—10,20,9,27)7, pn, = (0,0,2,0)7, pn, = (—1,0,0,0)7, stad sterowania
sg postact

—10 + 20t 94 27(2t2—1) t € [0,1],
w(t) =< 0 w(t) =< 2 te 1,2,
—1 0 t e [2,3].

Zaleznie od doboru klasy sterowari i liczby parametréw uklad réwnan (3.27) moze by¢
(i najczesciej w praktyce jest) redundantny. W takim przypadku wykorzystanie formuty
gCBHD do wyliczenie sterowan pozwala na optymalizacje dodatkowych kryteridéw ja-
kosci. Zty doboér reprezentacji dla wybranej klasy sterowan (np. zbyt mato sktadowych)
moze skutkowa¢ nieistnieniem rozwigzania uktadu (3.27). W przypadku doboru klasy
sterowan warto zadba¢, aby funkcje byly niezalezne od siebie, co jest szczegdlne istotne
podczas generacji kierunkéw (nawiaséw Liego) wyzszych warstw. Taka niezaleznosc
zapewniajg funkcje ortogonalne okreslone na skoniczonym i ustalonym przedziale [0, T].
Przyktadowo, funkcje bazowe Fouriera, Legendre’a, czy Czebyszewa.

W ogélnym przypadku do rozwigzania uktadu (3.27) wykorzystuje si¢ algorytm
Newtona, korzystajac z analogii réwnania (3.27) do kinematyki prostej manipulatoréw
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(B jest odpowiednikiem punktu w przestrzeni zadaniowej, a p — konfiguracji). Dla
szczegblnych przypadkéw wektora B mozna wyliczy¢ analitycznie sterowania optymalne
(por. Rozdziat 7).

3.4. Podsumowanie

Algorytm LS moze by¢ zapisany za pomocga nastepujacej sekwencji krokéw.
Algorytm 1. Podstawowy LS

Krok 1 Napodstawie generatoréw uktadu (2.36) wyliczy¢ elementy bazy algebry Liego
i utworzy¢ uklad rozszerzony (3.1). Dobra¢ dowolng trajektori¢ referencyjnag A(t),
t € [0, T] taczaca zadang konfiguracje poczatkowa qo = A(0) z konfiguracja kon-
cowa q¢ = A(T) i wyliczy¢ sterowania rozszerzone na podstawie (3.3).

Krok 2 Wybra¢ jedna z reprezentacji (3.5) lub (3.6). Utworzy¢ odpowiednik ukladu
rozszerzonego w formalnej grupie Liego dany wzorem (3.4). Wyliczy¢ réwnania
CF'S (3.8), nastepnie rozwigzac je uzyskujac wektor wspoétczynnikéw h(T) dla wy-
branej reprezentacji ruchu.

Krok 3 Wykorzystujac formute CBHD, w jednej z postaci (2.31) lub (2.32), transfor-
mowaé wybrang reprezentacje do postaci przemieszczen generatoréw (3.18) i dla tej
postaci wygenerowaé sterowania rzeczywiste korzystajac ze wzoru (3.19).

Danymi wej$ciowymi dla podstawowego algorytmu LS, oprécz uktadu sterowanego (2.36)
i konfiguracji brzegowych qo, q pomiedzy ktérymi planowany jest ruch, jest reprezen-

tacja ruchu ((3.5), (3.6)). Modyfikacje algorytmu LS z wykorzystaniem uogélnionej

formuty gCBHD opisuje Algorytm 2, o wspdélnych dwodch pierwszych krokach z Algo-

rytmem 1:

Algorytm 2. LS z wykorzystaniem gCBHD

Krok 3 Wybra¢ klase funkcji sterujacych i skoriczong reprezentacje sterowan zalezna
od wektora parametréw p. Wyliczy¢ pre-sterowania zgodnie z zaleznosciag (3.24)
i catkujac uzyska¢ funkcje zalezne od p (3.25). Poréwnaé po kolei strumienie wy-
branej reprezentacji ruchu z zaleznoscig (3.25) tworzac uktady réwnan (3.27) z pod-
legajacymi dookresleniu wektorom parametréw p. Rozwigzaé uklady (3.27), a na
podstawie wyliczonych parametréw p wyznaczy¢ rzeczywiste sterowania.

Rysunek 3.1 przedstawia schemat blokowy algorytmu LS zgodny z Algorytmem 2.

Istnieje mozliwos¢ konfiguracji metody LS przez doboér:

— trajektorii referencyjnej — badaniu wplywu krzywej laczacej konfiguracje poczat-
kowg z docelowag poswiecono rozdziat 6. Trajektoria referencyjna jest niezbedna
do wyliczenia sterowan rozszerzonych (por. Rysunek 3.1). Autorzy algorytmu LS
sugerowali, ze mozna za jej pomoca wplywaé na generowane sterowania, jednak dla
uproszczenia zawsze wybierali odcinek laczacy konfiguracje brzegowe;
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- generator | trajektora referencyjna
trajektorii

El
s

generator baza {Halla) ot
bazy

sterowania wirtualne v{-)

. | réwn. CF5 uktad
@ N CFs rozw. CFS

wsp. (Halla) h{T)
réwn. p=f(p) uktad rozw.
gcBHD parametry H

Rysunek 3.1. Rozszerzony algorytm LS

— reprezentacji ruchu — w metodzie oryginalnej dostepne sa jedynie reprezentacje
znane jako ,w przéd” i ,wstecz’. Warto rozwazy¢ inne permutacje strumieni ele-
mentéw bazowych, a takze bardziej skomplikowane reprezentacje ruchu. Propo-
nowane dotychczas reprezentacje ruchu mozna uwazaé za przejaw wspoirzednych
kanonicznych drugiego rodzaju (2.21). Mozna réwniez wykorzysta¢ reprezentacje
ruchu bedace odpowiednikiem wspoélrzednych pierwszego rodzaju (2.19). Rozwaza-
niom dotyczacym reprezentacji ruchu po§wigcono rozdziat 4. Na rysunku 3.1 wejscie
opisujace reprezentacje ruchu oznaczono jako rep.,

— klasy sterowan — realizujgcych zadanie planowania z wykorzystaniu formuly gCBHD.
Oryginalna metoda LS oferuje jedynie sterowania kawatkami stale, co powoduje
pewne ograniczenia w realizowalnosci fizycznej sterowan;

— bazy algebry Liego — w oryginalnym algorytmie domys$lng jest baza Halla. Warto
zauwazy¢ jednak, ze w ustalonej bazie wyrazana jest reprezentacja ruchu. To baza
determinuje posta¢ uktadu rozszerzonego, a takze wptywa na finalng postaé¢ formuty
CBHD oraz gCBHD (zob. przyktadowo (3.24)).

W pracy [53] Lafferriere podat wtasnosci algorytmu LS. Nie generuje rozwigzania opty-
malnego — dobiera si¢ dowolna posta¢ klasy sterowan, natomiast algorytm LS pozwala
wyliczyé parametry przyjetej reprezentacji sterowan dla konkretnego zadania. Zatem
to programista dobiera klase sterowan i ich reprezentacje. Wynikiem algorytmu LS
jest dokladne rozwigzanie zadania planowania ruchu dla ukiladéw nilpotentnych oraz
nilpotentyzowalnych przez sprzezenie zwrotne. Dopuszcza sie modyfikacje w postaci
iteracyjnego algorytmu LS dziatajacego dla ogélnych ukiladéw bezdryfowych, ktéry
przeprowadza uklad od konfiguracji poczatkowej qo do docelowej q¢ z dowolnie zadang
doktadnoscia.
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Rozpatrzmy jeszcze raz rozszerzone réwnanie formalne w postaci (3.7) i rozszerzmy
literaturowe reprezentacje ,wstecz” i ,w przéd” o inne (autorskie) dopuszczalne re-
prezentacje. Aby S(t) bylo reprezentacja ruchu, musi zapewnia¢ ruch we wszystkich
kierunkach bazowych B, wiec liczba zmiennych opisujacych ruch musi by¢ co najmniej
réwna r. Dodatkowo odwzorowanie h = (hy,...,hx) — R" musi by¢ surjekcja (k > r).
Aby zminimalizowa zlozonos§¢ obliczeniowa zakladamy dodatkowo, ze jest bijekcja
(k = r). W tym przypadku elementy h moga by¢ nazwane wspdirzednymi instancji
operatora S(t). Rozwazmy zatem ogblng rodzine reprezentacji dang wzorem

?
S(t) — H e(pi*h(t%B)) (41)
i=1

gdzie h(t) = (hy(t),..., h ()" jest wektorem wspétrzednych Halla, Lyndona, czy Chi-
brikova — zaleznie od wyboru bazy, 1 < r < r opisuje z ilu akcji elementarnych sktada
sie ruch, B = (B1,...,Br)T gromadzi wszystkie elementy wybranej bazy o stopniu
mniejszym lub réwnym stopniowi nilpotentnosci ukladu, p; = (p1,...,pr)T oznacza
i-ty wektor wyboru, a binarne zmienne decyzyjne p; € {0, 1} wiaczaja, 1, lub wyla-
czaja, 0, poszczegblne elementy B. Odwzorowanie R™ x R* — R™ jest iloczynem ,po
wspblrzednych” dwoch wektordéw. Zbiér wektoréw wyboru speinia dodatkowy warunek

Zpi:(]a"')])T> (42)
i=1

ktéry determinuje jednokrotny wybdér kazdego elementu bazy w reprezentacji ruchu.
Rodzina reprezentacji (4.1) zalezy od wyboru bazy i z niej dziedziczy nazwe, po-
dobnie jak i wspéirzedne h (Halla, Lyndona, Chibrikova). Dla przypomnienia, kon-
katenacje eksponent w (4.1) nalezy czyta¢ od lewej strony ku prawej. Przyktadowo:
eh1B1+h2Ba ohsBs oznacza, ze na stan przemieszczony przez akcje eM1Bi+h2B2 dzialamy
e3Bs | Nalezy pamietaé takze, ze w ogélnosci akcje nie komutuja, wiec kolejnosé wia-
czania poszczegblnych eksponent jest istotna. Wektorami wyboru dla powyzszego przy-
ktadu sg p1 = (1,1,0), p2 = (0,0,1) (r=3,7=2).

Dla reprezentacji ,w przoéd” (3.5) wektory wyboru p; = (O,...,O,\]/,O,...,O)T,

1

a dla reprezentacji ,wstecz” (3.6) — p; = (0,...,0, 1 ,0,...,0)T,1 € {I,...,7}. Dla

~—
r—i+1
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Tablica 4.1. Liczba reprezentacji F(r) dla réznych dlugosci reprezentacji r

r 112] 3] 4 5 6 7 8
F(r) | 1|3 | 13| 75| 541 | 4683 | 47293 | 545836

obydwu literaturowych reprezentacji * = r. Istnieje szczegblna reprezentacja, ktorg
nazywamy kanoniczng, unikajaca problemu wyboru kolejnoéci stosowania eksponent.
Dla reprezentacji kanonicznej jest doktadnie jeden wektor wyboru zlozony z samych
jedynek, ¥ = 1. Liczbe wszystkich reprezentacji (4.1), (4.2), dla zadanego r, opisuje
wzor zaczerpniety z pracy [20]

T T
(k.
=y y e () (4:3)
k=1 i=1
a wartosci F(r) dla matych argumentéw r zamieszczono w tab. 4.1.

Rozwazmy jak w praktyce mozna wyliczy¢ réwnanie CFS. Dla uogélnionej repre-
zentacji ruchu (4.1) lewa strona réwnania (3.7) wynosi

H e (Pr1-j%h(t) Z H e (p;xh(t) h(t),B) li[ e(p]-*h(t) B)

i=1 j=1 j=i+1

— Z( H e(pj*h(t),B>) pl*h H o(Ph(t B))

i=1 j=i+1 j=i+1

(4-4)

Kazdy skladnik wynikowej sumy jest postaci e ACe® pomnozony przez odpowiednia
sktadowa h(t) gdzie A,C sa kombinacjami jednomianéw Liego. Biorac pod uwage znang
identycznos¢ [70]

= (=1t 1 1
eACeA — ; ( u) adpiC =C— A,CI+ A, A,Cll— LA AACIL.., (45)

dla rozwigzania réwnania (3.7) wystarczy posiada¢ wzér na wyrazenie e AeC oraz algo-

rytm transformujacy dowolng kombinacje jednomianéw Liego w kombinacje elementow
bazowych (algorytm ten opisano w pracy [18] dla bazy Halla). Klasyczne wyrazenie na

ereC = e?, (4.6)
zostalo zaczerpniete z raportu [28], gdzie Z do warstwy 5-tej wiacznie jest zadane przez

Z=A+C+jACl+ LA ACH]—5[CIA CI—4IC A A Cl+

—%O[A A, A, A, CTTT] — 15[1A, CL, [A, [A, Clll — %5(C, A, A TA,CITI+ (4.7)

— JLIIA, €1, [C, A, CllI+5[C, [C, 1A, [A, CllI+-5[C, [C, [C, A, CITT+

Dla uktadéw nilpotentnych szereg (4.7) jest skoriczony.
Ilustrujac rowigzanie réwnania (3.7) dla bardziej skomplikowanej reprezentacji ru-
chu rozwazmy nastepujacy przyklad.
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Przykltad 17. Niech uktad o stopniu nilpotentnosci rownym 3 bedzie rozpiety przez
dwa generatory B1,B,, a reprezentacja ruchu jest typu ,w przod”

S(t) = e (t)B1 oha(t)Ba ohs(t)B3 Sha(t)Byg ehS(t)BS) (4.8)

gdzie B3 = [By,B,], B4 = [By,B3], Bs = [B,,B3]. Dla reprezentacji (4.8) réwna-
nie (4.4) jest nastepujgce

S—]S :e—hsBs e—h4B4 e—hsBs e—thz e—h1 B, H1B1 eh] (t)By ehz(t)Bz eh3B3 eh4(t)B4 eh5(t)B5 +
+ e N5Bs g—haBa o —h3B3 o —h2By Hszehz (t)B2 oh3B3 Sha(t)By hs(t)Bs +
+ e NsBs ,—h4Bg ,—h3B3 ]:L3B36h3B3 eha(t)Ba ohs()Bs +
+ e NsBsg—haBy h4B4eh4 ()B4 ohs(t)Bs | o—NsBs h5B5eh5 (t)Bs
(4-9)

Zauwazmy, ze elementy réwnania (4.9) mogg byé grupowane na dwa sposoby.
Pierwsze wyrazenie w (4.9) moze zostaé zapisane jako

(e—h5B5 e—h.4B4 e—thg, e—thz e—h]B] ) ‘h]B] (eh] (t)B] ehz(t)Bz eh3B3 eh4(t)B4 ehS(t)BS) , (4_10)

lub

e NsBs {e—h4B4 {e—hsB3 {e—thz {e—h1B1 H]B] el (t)By } ehz(t]Bz} eh333} eh4(t)B4} eNs(t)Bs

Wezmy pod uwage drugi sposdb grupowania. Wykorzystujgc wielokotnie rowna-
nte (4.5) oraz biorgc pod uwage stopieri nilpotentnosci réwny 3, zaleznosé (4.9)
przyjmuje postac
. 1 ) . . .
S!S = hy(By + hB3 + h3Bs — Eh%BS) + hy(B; + h3Bs) + h3Bs + hyB4 + hsBs.

Porownujgc wspotczynnike identycznych elementdéw bazowychBi, i =1,...,5 w row-
naniwu (3.7) powstaje réwnanie CFS

hi(t) = wi(t),

ha(t) = va(t)

hs(t) = —ha(t)vi () +v3(t) (g.11)
ha(t) = —hs(t)vi(t) +va(t)

(1) = hdvr — R (tva(t) + vs 1),

2

Otrzymane réwnania CFS (3.16), (4.11) dla wybranych reprezentacji maja szczegdlng
postaé. Ogdlny wynik dotyczacy postaci réwnania CFS podaje twierdzenie [21] (praw-
dziwe dla dowolnej reprezentacji ruchu, jednak jego dowdéd obejmuje reprezentacje
z v = T, dla ktorych mozliwe jest kompaktowe przedstawienie pochodnych e(Pi*h(t)B)
poréwnaj przyktad 18)
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Twierdzenie 1. Réwnanie CF'S odpowiadajgce reprezentacjt ruchu (4.1), (4.2) jest
postact

t) = Z Wi,k(h'(t) )Vk(t)) i= ]) ceey Ty (4'12)

gdzie elementy bazy By, 1 = 1,...,7 odpowiadajq wspdtrzednym hi, Wiy sq jed-
norodnyma wielomianami zmiennej h (niektdre z nich mogg znikaé), takimi ze
deg(Wix(h)vi) = deg(hi) (z definicyi deg(hi) = deg(hi) = deg(v;) = deg(B;), oraz
wszystkie state ]ednomzany majq stopien réwny 0).

Dowoéd: Uwszgledniajac (4.4), (4.5) wyrazenie 7' (t )S( ) jest postaci ) ;_, fi(h ,h)B;,

wigc wykorzystujac réwnanie (3.7) mamy Vi—; . .fi(h, h) = V. Przeanahzujmy postac
wyrazen na f; podczas wyprowadzania réwnania CFS wykorzystujac (4.4). By moéc
zastosowad (4.5), nalezy wyliczyé H]'F:i € elPi*h(\B) ktéra jest T — 1 elementows kon-
katenacja o sktadowych elei*h(UB) - Stosujac odp0W1edn10 wiele razy zalezno$¢ (4.6),
z wtasciwie dobranymi A, C, stosujac antysymetrie nawiasu Liego i tozsamo$é Jaco-
biego w przypadku gdy nawias Liego elementéw bazowych B;, B; nie jest bazowym,
otrzymujemy wyrazenie e i1 Bi(h i, gdzie liczba skladowych eksponenty jest ogra-
niczona do r ze wzgledu na n11potentnosc. Twierdzimy, ze kazdy element (;(h) ma
stopienl réowny stopniowi B;. Z definicji mamy deg(h;) = deg(B;). Jedynymi operacjami
przeksztalcajacymi wyrazenia sg: nawias Liego, ktéry zachowuje stopien w sensie: jesli
[hiBi, hiB;] = hih;[By,Bj], to deg(hih;) = deg([Bi,B;]), tozsamos¢ Jacobiego, ktéra
takze zachowuje stopieri swojego argumentu (gdy przy pomocy tozsamosci Jacobiego
wyrazamy jeden niebazowy jednomian Liego jako kombinacje bazowych), oraz antysy-
metria nawiasu Liego, ktéra zmienia jedynie znaki wspoéiczynnikéw, a nie ich stopnie.
Zatem kazda sktadowa wielomianu (3;(h) dziedziczy stopien po elemencie bazowym Bj,
a wiec wielomian jest jednorodny o stopniu réwnym deg(B;). Powracamy wiec do (4.4),
ktore obecnie przyjmuje postaé

.
t):Ze* 21 Biy(WB B e j=1 Pii(WBy (4.13)

gdzie Bij(h), i,j = 1,...,7 sa wielomianami jednorodnymi stopnia j. Wykorzystu-
jac (4.5) oraz dwuliniowo$¢ nawiasu Liego, réwnanie (4.13) przyjmuje nast¢pujaca po-
stac¢

Z Bivi =S (1)S(t)

—Zh (Bi — Z Bij, By, Bil + Z STRPL I Z Bij By, Bill ) (4-14)

]11 121 j1=1

1. ¢
—Z (hiBi—h; Z Bij, [Bj,, B +§hiZ Bij2Biji Byyy By, Bill +...)

ji=1 j2,j1=1
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Argumentujac podobnie jak uprzednio, dla ustalonego i, wyrazenia pojawiajgce sie przy
[B;,, Bil, [By,, [Bj,, Bill, maja stopien réwny i+ji,i+j1+j2, poniewaz 3;; dziedziczy sto-
piefi po Bj, natomiast h po B; (dla jednomianéw Liego wyzszych stopni rozumowanie
analogiczne).

Wynikowe réwnanie CFS bedzie analizowane indukcyjnie, warstwa po warstwie.
W réwnaniu (4.14), kazdy B nalezacy do pierwszej warstwy (deg(Bs) = 1) jest unikalny
i mnozony przez h,. Poniewaz kazdy inny (précz Bg) bazowy element, mnozacy hs
w szeregu (4.14) ma stopienl wyzszy niz 1, wiec Bg nie moze by¢ generowany w inny
sposob. Zatem réwnania CFS dla pierwsze] warstwy sa nastepujace

hi(t) = vi(t). (4.15)

Teraz zajmijmy sie wyzszymi warstwami. Kazdy element B kt6ry nalezy do ustalonej
warstwy jest generowany jednoznacznie przez pierwszy skiladnik w réwnaniu (4.14)
i jest mnozony przez h,. Moze réwniez pojawi¢ sie jako iloczyn, kiedy generuje sie h;
dla wczesniejszej warstwy, pod warunkiem, ze i+) ,_; jx = deg(Bs) def ds. W tym przy-
padku mnozac przez Zf;]] HkV\/s,k(h), gdzie Ws,k, sg pewnymi (by¢ moze zerujacymi
sie) wielomianami o stopniu ds — deg(hy). Po podstawieniu poprzednio otrzymanego
hy jako wielomian v i h stopnia deg(hy), otrzymujemy postulowana postaé

Rs(t) 4+ Y Worh)hi(0) = vs(t) = Ro(t) = 3 Worh(t)w(t),  (4.16)
k=1

co konczy dowdd. .

Konsekwencjg twierdzenia jest kilka wtasnosci réwnania CFS:

Wtlasnoéé 1. Dla kazdej warstwy, prawa strona réwnan CFS na hs zawiera v, ze
wspotczynnikiem réwnym 1. W szczegdlnosct, réwnania CFS dla pierwszej war-
stwy nie zalezg od zadnych elementéw h.

Wilasnosé 2. Prawa strona réwnan CFS na hs jest lintowa ze wzgledu v 1 nie za-
lezy od zmiennych vy, k = s+1,...,1 odpowiadajgcych elementom Bg 1, Bsi2,...,B;.

Wtlasnoéé 3. Wielomiany Ws,k, s,k = 1,..., pojawiajgce sie w réwnaniach CFS
na hg, sqg stopnia deg(Bs) — deg(hy) > 0 ¢ nie zawierajg zadnych elementéow h
z indeksami odpowiadajgcymi stopniowi hs, ani zadnym innym z wyzszych warstw.

4.1. Algorytmizacja réwnan CFS

Drugi etap algorytmu LS planowania ruchu uktadéw nilpotentnych polega na uzy-
skaniu réwnan rézniczkowych CFS dla wybranej reprezentacji ruchu (4.1) i wybranej
bazy algebry Liego. Rozwigzanie réwnan CFS pozwala na uzyskanie wspoélczynnikéw
bazowych opisujacych interwalty ruchu wzdluz pél wektorowych, ktérych konkatenacja
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stanowi reprezentacje ruchu. Wyliczenie réwnan CFS jest tym bardziej skomplikowane
im wyzszy stopien nilpotentnosci uktadu i wieksza liczba generatoréw. W literaturze
metod planowania ruchu wyrézniamy dwa sposoby wyliczenia CFS. Pierwszy zapro-
ponowal Sussmann w pracy [98], a jego cechg charakterystyczng jest przeprowadze-
nie obliczen w dziedzinie pdl wektorowych. Drugi, powstaly na potrzeby algorytmu
badanego w niniejszej dysertacji, zaproponowat Sussmann z Lafferrierem [53, 54, 55|,
a jego domeng jest dziatanie na formalnym odpowiedniku réwnania rozszerzonego, gdzie
wszelkich obliczert dokonuje sie w wolnej grupie Liego i jej algebrze. Celem niniejszego
podrozdziatu jest, w miare szczegbdlowe, przedstawienie obu sposobdéw generacji CFS,
oraz podanie ich zalet i wad. Na tle znanych sposobéw uzyskania réwnan CFS, przedsta-
wiony zostanie autorski algorytm wyliczenia réwnan, w pelni automatyczny, efektywny,
a takze nie wymagajacy ustalania zadnych parametréw.

4.1.1. CFS w dziedzinie p6l wektorowych

Pierwszym sposobem wyznaczenia réwnan CFS jest procedura wykorzystujaca ope-
racje przeprowadzane w dziedzinie pél wektorowych, oparta na formalizmie pochodza-
cym z prac [1, 98]. Niech f oznacza gtadkie pole wektorowe, a dla opisu strumienia
zostanie wykorzystana wyktadnicza (eksponencjalna) notacja. Strumien zapisuje sig
po prawej stronie konfiguracji t — qe'f co oznacza krzywa catkowa, ktéra przechodzi
przez q w chwili t = 0. Zgodnie z ta konwencja takze pole wektorowe zapisujemy
z prawej strony qf, co oznacza f(q). Konsekwentnie, rézniczka strumienia opisana jest
zaleznoscig %eh(t)f = eMUf(t)f, gdzie h(t) to dowolna funkcja, przynajmniej raz
rézniczkowalna. Dla prezentowanego formalizmu spelnione s3 nastepujace wlasnosci
wyprowdzone w stylu i na bazie pracy [98]:

Lemat 1. o przemiennosct pola 1 strumienia identycznego pola

ho(t)feef = ehs (UL (1)f.

Dowdod: z zaleznosci (2.27) i (nie)komutujacego mnozenia mamy teze

k k
ha(t)feOf = h ()f(T+ Z(h“]‘f,t)fk)) =(1+ Z(}li(!t)fk))hoc(t)f = " Mg (Df.

k=1 ’ k=1

Lemat 2. o rdzniczce pola otoczonego sprzezonymai strumieniami innego pola

% (Ge™orehv9) — —qeV9R(1)lg, Flen9.,
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Dowo6d: Pamigtajac o (2.28), definicji nawiasu Liego [g,f] = gf — fg, i korzystajac
z Lematu 1, zapisujemy

% (qe_h(t)gfeh(t)g) _ _ae—h(t)gh(t)gfeh(t)g +qe—h(t)9feh(t)gﬁ(t)9 =

= —qe Y9 (t)gfeMVI + e MYIR(t)fge VI = —ge YN (1)[g, fleMt)9,

co konczy dowdd.

Lemat 3. o zamianie pola @ strumienia komutujgcych pdl
Jezeli [f,g] =0, to
ﬁeh(t)gf — qfeh(t)g_

Dowéd: z zatozenia i Lematu 2 otrzymujemy réwnanie % (ﬁeh(t)gfe_h(t)g) =0, ktére
po scatkowaniu, z warunkiem poczatkowym qe’fe® = qf, wiedzie do

qeV9fe Y9 — const. = gf.

Prawostronne pomnozenie réwnania przez eMY9 prowadzi do tezy lematu.

Lemat 4. Jezeli [g,[g,fl] =0, to

qe MV9fehVe — q(f —h(t)g, f]).

Dowodd: Wykorzystujac Lemat 2 oraz zatozenie [g, [g, f]] = 0 umozliwiajace korzystanie

z Lematu 3, mozna zamieni¢ strumien e™(V9 z polem [g, f] w zaleznosci ponizszej

% ge M(UsfehVe — _ge hUSR (1)[g, fle"V9 = _gh(t)lg, f].

Catkujac powyzsze réwnanie otrzymujemy ge MV9feh(t)s — _gh(t)(g, f] + gf, gdzie qf

pochodzi od warunku poczgtkowego. .

Lemat 5. Niech [f,[f,[f,glll = [g,[f, [f,gll] = [f,[g, [f,glll =0 (czwarta warstwa pdl
sie zeruje) to

ae_h(t)gfeh(’t)g — a(f — h(t)[g,f] + hT)[g) [g)ﬂ])
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Dowo6d: Z Lematu 2 oraz 4 (z zalozeniem [g, [g, [g, f]]] = 0) wynika, ze mozna zamienic¢
strumien e"(Y9 z polem [g, f]

£ qe U809 = e MUSR(1)[g, Fle" 9 = —q(t)([g, | h(V)g, g, ).

Pamietajac, ze [ h/(t)h(t)dt = h?(t)/2 mozna scatkowaé powyzsze rownanie
2(

+ Mg g, 1) + g,

qe MY9frehtle — q(—h(t)[g, f] 2

gdzie qf pochodzi od warunku poczatkowego. .

Wyposazeni w zestaw wilasnosci p6l i strumieni przystepujemy do wyliczenia rownan
CF'S. Rozwazmy uktad dwuwejsciowy

q(t) = w(t)fi(t) +uz(t)fa(t) (4-17)
o stopniu nilpotentnosci réwnym 3. Postulujemy rozwigzanie w bazie Halla w postaci

, (4-18)

gdzie f; =f, f, = g, f3 = [f, gl, f4 = [f, [f, gl], f5 = [g, [f, gl], a wszystkie pola wyzszych
stopni si¢ zerujg. W wyniku zrézniczkowania (4.18) powstaje

qt)=q el (Ufs pha(t)fa Shs (t)f3 Sha(t)f2 SR (t)f

1
qt )_qe f5h5 f5Hehk fk+quhk fkh4( t)fy Hehk(t)fk_|_
k=4 k=5 k=3

3 1 2 1
+ aH ehk(t)fkhg(t)fg H ek (tfic +q H ehk(t)fkhz(t)fzem (t)fy + aH ehk(t)fkh1 (t)f;.
k=5 k=2 k=5 k=5

(4.19)

Dzieki wlasnosci (2.29) otrzymujemy zaleznos¢ qfeV9 = gel(t9e Mtafeh(te ktora
pozwala na zastosowanie przedstawionych lematéw i takie przeksztalcenie (4.19), by
pola f; znajdowaly sie¢ na prawo od wszystkich strumieni Korzystajac z Lematu 3 i nil-
potentnosci (Vi € {1,...,5} jest [f4,fi] = [f5,fi] = 0), dwa pierwsze skiadniki (4.19)
sg nastepujace

k= k=5
4 . 1 1 ]
q H ehk(t]fkh4(t)f4 H ek(tfic — qH ehk(t)fkhé‘(t)fé‘.
= k=3 k=5

Trzeci sktadnik (4.19) ma postaé

4
ze™ B hs(tfzen2 UMl gdgie z=q ] ] ™M,
k=5
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Wykorzystujac Lemat 4 mozna zamieni¢ pole f3 ze strumieniem e"2(tf2

zeMs s eh2 (U3 (1) (3 — hy (1) [f, F3])eM P,

Poniewaz [fy, [f2, f3]] =0, na mocy Lematu 3 nastepuje zamiana pola [f,, f3] ze strumie-
niem e™ W1 natomiast do zamiany f3 z e™ (Vf1 | po raz drugi, wykorzystuje sie Lemat 4
i rozwazany sktadnik przyjmuje postaé

zeMs (s gha (W2 g (UF1 (1 (1) (F3 — 1y (1) [fy, F3] — ho(t) [F2, F3])).

Zapiszmy czwarty skiadnik (4.19) nastepujaco

3
zemWfn, (O)f,eMWh  odzie Z2=7 H eM(Vfic
k=5

i (Uf1 wykorzystuje sie Lemat 5, stad

hi(t)

aby zamieni¢ pole f, ze strumieniem e

zemWf2em (OFi ) (1) (F, — hy (V)[f, 2] +

[f1, [f1,20]).

Po zebraniu wynikéw czeSciowych i wyrazeniu nawiaséw Liego przez jednomiany fj,
réwnanie (4.19) jest postaci

q(t) = q(t) (hs(t)fs + ha(t)fs + h3(t) (f3 — hy(t)fs — ha(t)fs)+
. h2(t) . (4.20)
+hy(t)(f2 — hy(t)fz + > f4) +hy(t)fy).

a po zgrupowaniu elementéw odpowiadajacych tym samym polom wektorowym

q(t) = q(t)(hy (t)f1 + ha(t)fa + (ha(t) — ha(t)hy (1) f3+
h3(t) ) : (4.21)
7 )f4 + (hs(t) — ha(t)hy(t))fs).

Uktad rozszerzony, odpowiadajacy uktadowi (4.17), o pola wektorowe drugiej i trzeciej
warstwy ma postaé

+ (ha(t) — ha(t)hy (t) + ha(t)

q(t) = q(t)(vi(t)fr +va(t)fy +v3(t)f3 4+ va(t)fs +v5(t)f5). (4.22)

Poréwnujac (4.21) z (4.22) otrzymujemy réwnanie CFS

hi(t) =w(t)

ha(t) =va(t)

h3(t) = hy(t)va(t) +v3(t) (4-23)
Ra(t) = "1 () 4y (H)vs(t) +va(t)

hs(t) = hi(Dha(t)va(t) + ha(t)vs(t) +vs(t),

ktoére scatkowane, na horyzoncie czasu T z warunkiem brzegowym h(0) = 0, opisuje
wspolczynniki Halla h(T) dla reprezentacji ruchu (4.17). Przedstawiony sposéb poste-
powania formalizujemy jako:
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Algorytm 3. CFS generowane metodqg pol wektorowych

Krok 1 Dla nilpotentnego, sterowalnego uktadu (2.36), w jednej z baz algebry Liego
(Halla, Lyndona, Chibrikova), wybra¢ reprezentacje ruchu dang réwnaniem (4.1).
Reprezentacja jest scharakteryzowana przez wektor funkcji h(t) oraz wektory selek-
cyjne pi, i=1,...,T.

Krok 2 Dla zadanej konfiguracji q, wyliczy¢ rézniczke reprezentacji ruchu

. d_ _
q(t) — aqe(ﬁh‘k}l(t)»ﬂ . e<pr*h(t)»f> (424)

gdzie f = (f1,...,f.)" jest wektorem wszystkich elementéw wybranej bazy do stop-
nia nilpotentnosci wtacznie.

Krok 3a Wykorzystujac uogblnienie Lematéw 4 i 5 pochodzace z pracy [65] (argument
ponizej podano w nawiasie, gdyz czesto te tozsamos¢ zapisuje si¢ bez argumentu)
Lemat 6.

(1)

— (—h(t)"
(@) ge " = (q) nZ_O (Tf!”ad?g = (@)(g —h(V)[f, gl + ——[f, [f, gll +...),

przeksztalci¢ réwnanie (4.24) tak, by pola wektorowe znalazty sie z prawej strony
wszystkich strumieni.

Krok 3b Powstale pola wektorowe wyrazi¢ jako kombinacje liniowe elementéw wybra-
nej bazy algebry Liego wykorzystujac tozsamos¢ Jacobiego i antysymetrie nawiasu
Liego.

Krok 4 Z tak przeksztalconego réwnania (4.24) bedacego kombinacjg liniowg elemen-
téw bazy oraz rownania na sterowania rozszerzone stworzy¢ uktad réwnan réznicz-
kowych h= W (h,v) poréwnujac elementy réwnan znajdujace sie przy tych samych
elementach bazy.

Krok 5 Dla zadanych sterowani rozszerzonych v(-), t € [0, T], wyznaczy¢ z réwnania
roézniczkowego wspotczynniki bazowe h(T).

Warto zauwazy¢, ze kazda zamiana pola ze strumieniem (Krok 3a) powoduje powstanie
nowego, bardziej skomplikowanego pola, bowiem do pola przemieszczanego dotaczane
jest pole ze strumienia. Po tym przeksztalceniu nie ma gwarancji, iz nowo powstaly
nawias Liego nalezy do bazy. Na przyktad w bazie Halla zamieniajac miejscami h;(t)X
z eM2 (VXY zo0dnie z Lematem 6

e M2 (UVBOVIR ()X M2 (WP = g (1) (X + ha (1) X, [Y, X, YT+ ..),

ale [X, [Y, [X, Y]] nie nalezy do bazy Halla, gdyz w warstwie czwartej sg elementy (pola)
X, X, X, Y1, Y, X, X, YOOI, LY, IY, X, Y]]] (zob. tab. 2.1). Z tozsamos$ci Jacobiego wy-
nika, ze [X,[Y,[X,Y]] = [Y,[X, [X,Y]]. Zatem w Kroku 3 nalezy pola wyrazi¢ w odpo-
wiedniej bazie algebry Liego (stad Krok 3b). Krok 3b dla pél z wyzszych warstw moze
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okaza¢ sie bardzo skomplikowany i kosztowny obliczeniowo. Algorytm pozwalajacy wy-
razi¢ dowolny jednomian Liego jako kombinacje elementéw bazy Halla znajduje sie
w pracy [18].

Podsumowujac zaprezentowany sposéb uzyskania réwnan CFS wykorzystujacy ope-
racje na polach wektorowych nalezy stwierdzi¢, ze jest on wyjatkowo zmudny i dla
skomplikowanych uktadéw (wiele generatoréw i wysoki stopient nilpotentnosci) znacznie
przekracza mozliwosci recznych obliczen.

4.1.2. Réwnanie CFS otrzymane z formalnej grupy Liego

Drugim sposobem otrzymywania réwnan CFS jest metoda bazujaca na obliczeniach
w formalnej grupie Liego (przyktad obliczeniowy mozna znalezé w ksigzce LaValla [60]).
Wyliczymy jeszcze raz réwnanie CFS dla uktadu dwuwejsciowego (4.17), nilpotentnego
— o stopniu nilpotentnosci réwnym 3 i formalnym odpowiedniku réwnania rozszerzonego
zadanym przez (3.4), ktory dla nilpotentnej grupy Liego i bazy Halla przyjmuje postaé

S(t) = S(t)(viB; + v2B2 + v3B3 + v4B4 + vsBs), (4-25)

gdzie B; sa elementami bazy Halla do stopnia trzeciego wiacznie, stad r = 5. Réwno-
waznie (4.25) zapisujemy jako

s (t)S(t) = (viB1 +v,By + v3B3 + v4B4 + vsBs). (4.26)

Formalnym odpowiednikiem reprezentacji ,wstecz” (4.18) jest
S(t) = ens(t)Bs oha(t)Bg Shs(t)B3 Sha(t)B2 ohy (t)Bl) (4.27)
gdzie By,B; sg formalnymi generatorami, a B; = [By,B;], B4 = [B4,[B1,B;]], Bs =

By, [B1, B,]] jednomianami Liego z warstwy drugiej i trzeciej. Zrézniczkowanie zalez-
nosci (4.27) prowadzi do

S(t) :]"15(t)B5eh5(t)B5 eha(UBa ohs (B3 ho()B2 ohy (U)By

.4 ehs(tBs gh (U1Bs Ghs (1B gha(tB2 . (1B, M1 (UB1 (4:28)
7 tozsamosci S(t)S'(t) = I wynika
S—! (t) =e ™ (t)B1 g—h2(t)B2 ,—h3(t)B3 5 —ha(t)Bs o —h5(t)Bs5 (4.29)

Dla uproszczenia zapisu pomijajac argument (t) i podstawiajac (4.28), (2.29) do (4.26)
otrzymujemy

Sf‘ls‘ — e*h] B, e*thz e*h333 e*h4B4 e*h5B5 H5B5€h535 eh4B4 eh3Bg ethz eh] B,
+ e*h1 B, e*thz e*thg e*h4B4 ]:14‘B4eh4B4 ethg ethz eh] B,
+ e~MiB1g—h2B2p—h3B3 h3Bgeh3B3 e2BaghiBi (4.30)
+ e MBieg—haBop B,eh2BaghiBr
+ eih‘B‘]’uB]eh]B‘ .



4.1. Algorytmizacja réwnan CFS 47

Rozwazany uklad jest nilpotentny rzedu 3, wiec wszystkie jednomiany Liego stopnia
wiekszego niz 3 zeruja sie tozsamosciowo. Stad skonczone rozwiniecia eksponent w for-
malne odpowiedniki szeregéw Taylora

1 1
etMBi — 14+ hB; + Eh%B% + ghf‘Bf, ie (1,2, ethBi — 1+ nBy, ie{3,4,5),
(4.31)
gdyz deg(B%) =4 a deg(Bﬁ) = deg(Bé) = 6, zatem B% = Bf‘ = B% = 0. Nastepnie pod-
stawiajac (4.31) do (4.30), pamietajac o nieprzemiennym mnozeniu, oraz wykorzystujac
definicje nawiasu Liego (2.23) otrzymujemy

SIS = }:L5B5 + }:L4B4+

+(I —hyBy)(I — hyBy)hs3B3(I+ hyBy)(I+ hyBy)+

+(I —hyBy + $hZB?)(I — hyB; + $h3B2) ;B (I + hyBy + 1h3B3)(I + hyBy + 1hiB?)
+(I —hyBy + Jh2B3)hBy (I + hyBy + 1hiIB2).

z pominietymi elementami, ktére po przemnozeniu przez hiBi przekroczylyby zadany
rzad nilpotentnosci. Po wymnozeniu i zgrupowaniu odpowiednich elementéw mamy

—B4 —Bs
. . . . . /—}% . /_/%
S.f]s = h5B5 + hyB4 + h3Bs + }_13}11 (B3B; — B1B3) +hsh;, (B3B> - B,B;3) + (4.32)
T,B; + hahy (B2B; — ByBy) +1uhi (BB, — 2B B,B, + B,B?) +1B,. 43
—_—
—B3 B4

Poréwnujac odpowiednie wspoéiczynniki przy Bi, prawych stron réwnan (4.26), (4.32)
uzyskujemy réwnanie CFS na wspélczynniki Halla w postaci identycznej z otrzymang
uprzednio (4.23). Przedstawiong metode postepowania podsumowuje nastepujaca pro-
cedura (Krok 1 oraz Krok 5 identyczne jak w Algorytmie 3).

Algorytm 4. CFS generowane metodg formalnej grupy Liego, wersja 1

Krok 2 Wykorzystujac (2.29) oraz rézniczkujac S(t) nalezy wyliczy¢ lewg strong réw-
nania

STHHS(H) = ) Bwi(t). (4-33)
i=1

Krok 3 Zastosowa¢ wzoér na formalne rozwiniecie w szereg Taylora formalnych stru-
mieni (korzystajac istotnie z nilpotentosci) i obliczy¢ S~ (t)S(t). Na podstawie de-
finicji nawiasu Liego (2.23) poskiada¢ odpowiednie jednomiany Liego na nawiasy
Liego z odpowiedniej bazy.

Krok 4 Poréwnaé¢ wspéiczynniki identycznych elementéw bazy algebry Liego otrzy-
manego réwnania z tymi z (4.33) uzyskujac uktad réwnan rézniczkowych CFS.

Podobnie jak w Algorytmie 3 zamiana kombinacji jednomianéw Liego w nawiasy Liego
moze okazac sie trudnym zadaniem dla wyzszych warstw, szczeg6lnie gdy jednomiany sa
elementami sktadowymi kilku nawiaséw Liego. Okazuje sie jednak, ze nie jest konieczne
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przechodzenie z przestrzeni jednomianéw do przestrzeni rozpietej przez elementy wy-
branej bazy algebry Liego. Modyfikujac Krok 3. i 4. Algorytmu 4 otrzymujemy autorski

Algorytm 5. CFS generowane metodqg formalnej grupy Liego, wersja 2

Krok 3 Zastosowa¢ wzoér (2.27) na formalne rozwiniecie eksponent (strumieni) w sze-
reg Taylora i wyznaczy¢ S~'(t)S(t). Na podstawie definicji nawiasu Liego (2.23)
rozwing¢ lewa i prawg strone réwnania (4.33) do postaci kombinacji jednomianéw.

Krok 4 Poréwna¢ odpowiednie jednomiany lewej i prawej strony (4.33), uzyskujac
redundantny uklad réwnan rézniczkowych CF'S.

Istotna cechg Algorytmu 5 sg operacje na jednomianach, a nie jednomianach Liego.

Przyktad 18. Aby zilustrowaé dziatanie Algorytmu 5, rozwazmy nieco prostszy
uktad o rzedzie nilpotentnosct 2 z dwoma generatorami formalnymi X,Y.

Wybrana reprezentacja w bazie Halla zadaje ruch jako

S(t) = M2 (V)Y ghi () X+hs (H)X,Y] (4.34)

Najpierw okreslimy pochodna S(t), gdyz jest wyliczana (czg§ciowo) nieco inaczej niz
ze wzoru (2.23) waznego dla jednomianéw Liego

4 ~( 4 (6 ) TR hXY] 4 ghalo ( d

el L e (t)x+h3(t)[x,w) _
dt dt dt
Hz(t)Yehz(t)Yem (UX+hs (OXY] ehz(t)Y(iem (t)X+h3(t)[X,Y]) _ (4.35)
dt
N2 (1Y (hz(t)yem (x+hs oy | 4 o (t)x+h3(t)[x,v])_
dt

W ostatnim przeksztatceniu (4.35) wykorzystaliémy przemiennosé Ae = e*A. Wy-
liczmy zatem ostatnig pochodng przez rézniczkowanie odpowiedniego szeregu oraz
upraszczajac wyrazenia z uwzglednieniem zerowania jednomianéw stopnia wiekszego
niz 2.
4 moxensoxy — 4 (I +hy ()X + ha ()X, Y] + 1(m (t)X)2> =
dt dt ' 2
= hy ()X + h3(t) (X, Y] + hy (t) R (£)X2

(4-36)

Teraz dla reprezentacji (4.34), wyliczamy réwnanie (4.33) (z pominiecie argumentéw t)

§1§ — e X—h3X\Y] ,—hoY ShyY (HzYeh1X+h3 X,Y] + ieh1x+h3 [X,Y]) _
dt

(4-37)
e MX—h3X,Y] (szem X+hsX Y X + hsX, Y] + hy H1X2>

Biorac pod uwage nilpotentnos¢ uktadu otrzymujemy zaleznosci

1
et(MX+hsXY) Ij:(h1X+h3[X,Y])+%(h1X)2 = Iih]Xihngq:hgvx+§h%xz. (4-38)
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Nastepnie réwnania (4.38) podstawia sie do zaleznosci (4.37) (niekomutujgco) wymnaza
wszystkie elementy, pomija sktadowe stopnia wiekszego od 2, otrzymujac ostatecznie

X 4+ hY + (hs — hiha) (XY — YX) = Xv; + Yvs + (XY — YX)vs. (4-39)

Poréwnujac wspbiczynniki przy identycznych jednomianach X,Y,XY,YX, otrzymuje
sie cztery rownania, przy czym réwnania dla XY, YX sg liniowo zalezne. Niezalezne sg
jedynie trzy réwnania CFS

FL] =V, Fl,z = vy, Hg =hyvy +vs3. (4-40)

Zauwazmy, ze nawet dla tak prostego przykladu (dwoch generatoréw i matego stopnia
nilpotentnosci) obliczenia sg do§¢ skomplikowane, cho¢ mechaniczne. Tylko w nielicz-
nych przypadkach réwnania CFS mogg by¢ wyliczone w rozsadnym czasie bez pomocy
wsparcia dedykowanego oprogramowania algebraicznego. Nawet dla pakietéw algebra-
icznych zadanie wyznaczenia niezaleznego zbioru réwnan CFS jest trudne ze wzgledu
na liczbe wygenerowaych réwnan (réwng liczbie wszystkich jednomianéw o stopniu nie
przewyzszajacym stopnia nilpotencji). Regulq jest, ze pojawiajg si¢ réwnania nadmia-
rowe, gdyz liczba niezaleznych réwnan jest réwna liczbie elementéw bazy algebry Liego
do stopnia nilpotencji wlacznie. Liczba réwnai nadmiarowych szybko ro$nie wraz ze
wzrostem stopnia nilpotencji. Aby ograniczy¢ lub uniknaé generowania nadmiarowych
réwnan zaproponowano w pracy [22] algorytm, ktéry polega na zastgpieniu Krokéow 3—4
Algorytmu 5 nastepujgcymi:

Algorytm 6. CFE'S generowane metodg formalne; grupy Liego, wersja 3

Krok 3a Przeksztalci¢ obie strony réwnania (4.33) do niekomutujacej postaci, czyli
zastosowac (2.27), (2.28), (2.29) oraz zastapi¢ elementy bazy, czyli B;, kombinacjami
niekomutujacych jednomianéw wykorzystujac wielokrotnie (2.23) (przyktady takich
kombinacji dla poczatkowych elementéw bazy Halla zebrano w tab. 4.2).

Krok 3b Przenies¢ wszystkie elementy na jedng strone réwnania i pogrupowacé nieko-
mutujace jednomiany do nastepujacej postaci

Z fi(h,h,v) - (niekomutujacy jednomian); = 0,

gdzie funkcje fi(h, ﬁ.,v) sg liniowe ze wzgledu na h. W ten spos6b otrzymujemy
(nadmiarowy) uktad réwnan: fi(h, H,v) =0,1=1,...,s, gdzie s jest liczbg wszyst-
kich niekomutujacych jednomianéw o stopniu nie wiekszym od stopnia nilpotencji
ukladu.

Krok 4a Kazdemu jednomianowi przyporzadkowaé jego indeks, zob. strona 20. Po-
grupowaé otrzymane réwnania ze wzgledu na stopierl jednomianéw.

Krok 4b Z kazdej grupy usuna¢ réwnania nadmiarowe, wykorzystujac indeks jedno-
mianu, a wiec jeSli indeks jednomianu w danej grupie jest unikalny, to generuje
jedno réwnanie.
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Tablica 4.2. Baza Halla rozpieta przez generatory X,Y do warstwy pigtej wigcznie, wraz z pa-
rametrami (warstwg i indeksem) oraz niekomutujaca postacia elementow

element Bazy Halla | warstwa | indeks | niekomutujgca postaé
X 1 (1,0) [ X
Y 1 (0,1) |Y
| X,Y] | 2 | (1,1) [ XY—YX
X, X,Y]] 3 (2,1) | X2Y — 2XYX +YX?
Y, X, Y]] 3 (1,2) | =XY2+2YXY —Y2X
X, X, X, Y] 4 (3,1) | X3Y — 3X?YX + 3XYX? — YX?
Y, X, X, Y11 4 (2,2) | =X?Y? + 2XYXY — 2YXYX +Y?X
Y, [Y, X, Y]] 4 (1,3) | XY3 —3YXY? +3Y2XY - Y3X
X, X, X, X, YN 5 (4,1) | XY —4X3YX + 6X?YX? — 4XYX* + YX*
Y, X, X, X, Y1I]] 5 (3,2) | =X3Y? + 3X2YXY — 3XYX?Y
+2YX3Y — 3YX2YX + 3YXYX? — Y2X3
Y, Y, X, X, YIII] 5 (2,3) | X2Y3 —2XYXY? — YX?Y?
+4YXYXY — Y2X2Y — 2Y2XYX + Y3X?
IY, Y, [Y, X, Y]]]] 5 (1, 4) | =XY* +4YXY3 — 6Y2XY? 4 4Y3XY — Y*X
(X, Y1, X, X, Y]] 5 (3,2) | =X2YXY + X2Y2X + 3XYX?Y — 4XYXYX
+XY2X? — 2YX3Y + 3YX2YX — YXYX?
(X, Y1, [Y, X, YII] 5 (2,3) | —XYXY?Z + 3XY2XY — 2XY3X + YX?Y?
—4YXYXY + 3YXYZX + YZX2Y — Y2XYX

Krok 5 Rozwigza¢ réwnania z kazdej grupy (w naturalnej kolejnosci), aby otrzymac
sktadowe h i podstawi¢ uzyskane rezultaty w kolejnych réwnaniach.

Niektére podzadania pojawiajace sie w Algorytmie 6 s wspomagane przez zaawanso-
wane pakiety algebraiczne (np. Mathematica), przyktadowo: niekomutujace mnozenie,
grupowanie elementoéw spelniajace zadane kryteria, rozwigzywanie liniowego uktadu
réwnan. Do zadan programisty nalezy dodanie specjalizowanych procedur wyboru i gru-
powania réwnan. Dla ilustracji dziatania Algorytmu 6, jeszcze raz rozwazmy przyktad
otrzymywania réwnani CFS dla reprezentacji (4.34). Po Kroku 3a,b otrzymujemy réw-
nanie

(h1 —v1)X 4 (hy = v2)Y + (—hihy + hs —v3)XY — (—hihy + hs —v3)YX =0, (2.41)

tworzace dwie grupy réwnan (Krok 4a). Pierwszg grupe réwnan generuja jednomiany
stopnia 1 (warstwa 1)

X— hi—vi=0, Y— hy—v,=0, (4.42)
natomiast drugg — jednomiany stopnia 2 (warstwa 2)

XY — —h]]:lz—i-]"lg—\)g =0, YX — —h]]:lz—i-]"lg—Vg =0. (4.43)
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Poniewaz indeksy niekomutujacych jednomianéw X,Y z pierwszej grupy rdznig sie (wy-
noszg odpowiednio (1,0) i (0,1)), wigc obydwa réwnania wchodza do zbioru réwnai
niezaleznych. Dla drugiej grupy réwnan indeksy jednomiany XY, YX s3g identyczne
i rowne (1,1), zatem tylko jedno z réwnan powinno by¢ brane pod uwage podczas
wyliczania (4.40) (Krok 4b). Zatem dla przykladowego ukladu z zadang reprezentacjg
ruchu réwnania CFS wyznaczono jednoznacznie bez zadnych dodatkowych zabiegdw.

Rozwazmy teraz uklad dwuwejSciowy o rzedzie nilpotencji réwnym 3 i warstwy
trzeciej rozpietej przez elementy bazy Halla [X, [X,Y]], [Y,[X,Y]]. Indeksy dla dwoch
podgrup jednomianéw odpowiadajacych warstwie trzeciej sg rézne i wynoszg (2,1)
i (1,2), nie ma wiec problemu z wyborem odpowiednich réwnan. Dla pierwszego pod-
zbioru dla warstwy trzeciej wybieramy jedno z réwnan odpowiadajace dowolnemu
z niekomutujacych jednomianéw X?Y, XYX, YX?, a do drugiej odpowiadajace jednemu
z jednomianéw XY2, YXY, XY2. Zatem takze w tym przypadku procedura selekcjo-
nuje rownania CFS bez zadnych dodatkowych obliczen. Podobnie sie¢ dzieje, gdy rzad
nilpotentnosci wynosi 4. Pomimo wiekszej liczby generowanych réwnan, jako§ciowo
sytuacja jest identyczna jak dla nizszych warstw (por. tab. 4.2). Bardziej interesujacy
jest przypadek, gdy rzad nilpotentnosci wynosi 5. Dla podzbioru réwnan dla jedno-
miandéw posiadajacych unikalne indeksy (4,1) i (1,4) odpowiadajace elementom bazy
Halla [X, [X, [X, X, Y]]]] oraz [Y,[Y, Y, [X,Y]]]], mozna wybra¢ dowolny jednomian i od-
powiadajace mu réwnanie (np. X*Y i X*Y). Jednakze pojawiaja sie réwniez podzbiory,
ktére posiadajg réowne indeksy: przyktadowo indeksowi (2,3) odpowiadajg dwa ele-
menty bazy Halla [Y, [Y, [X, X, Y]], [(X,Y],[Y,[X,Y]]], a indeksowi (3,2) — dwa inne
Y, X, X, X, YIII, [IX,Y], X, [X,Y]]]. Dla kazdego podzbioru powinno sie wybra¢ dwa
réwnania i rozwigza¢ dwa liniowe uklady réwnan. Mozliwe jest jednak unikniecie na-
wet tego nieskomplikowanego obliczenia przez odpowiedni dobér réwnan. Zauwazmy, ze
pierwszy podzbiér (odpowiadajacy indeksowi (2,3)) sktada sie z jednomianéw: X?Y3,
XYXY?, YX2Y?, YXYXY, Y2X2Y, Y2XYX, Y3X?, a drugi podzbiér (dla indeksu (3,2))
z jednomianow XYXY2, XY2XY, XY3X, YX2Y2, YXYXY, YXY2X, Y2X2Y, Y2XYX. Wiele
jednomianéw pojawia si¢ w obu podzbiorach: XYXY?, YX2YZ, YXYXY, Y2X%Y, Y2XYX
czesé tylko w pierwszym podzbiorze: X2Y3, Y3X?, a inne — tylko w drugim: XY?XY,
XY3X, YXY?X. Jesli wybierze si¢ réwnanie odpowiadajace jednomianowi nalezacemu
tylko do jednej podgrupy, bedzie to réwnanie niezalezne, wchodzgce automatycznie
do zestawu réwnan CFS, dlatego nie ma potrzeby rozwazania dodatkowych réwnan.
Poniewaz jednomiany wynikaja z istnienia odpowiedniej bazy (w przykladzie Halla),
zatem zawsze istnieje mozliwo$§¢ unikniecia dodatkowego rozwigzywania uktadu réwnan
w celu wyznaczenia réwnan CFS.

Dla nilpotentnych ukladéw dwuwejSciowych zalezno$¢ miedzy rzedem nilpotencji,
a liczbg generowanych réwnan Algorytmami 5 i 6 zamieszczono w tab. 4.3. Z danych
wynika, ze Algorytm 6 jest zdecydowanie bardziej efektywny. Tym algorytmem wyge-
nerowano bardziej zaawansowane réwnania CFS, praktycznie niemozliwe do przetwa-
rzania recznego. W pierwszym z przykladéw generujemy réwnania CFS dla uktadu
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Tablica 4.3. Liczba réwnan generowanych przez Algorytmy 5 i 6, w zalezno$ci od rzedu nilpo-
tencji (dla dwoch formalnych generatorow X,Y)

rzad nilpotencji

Algorytm |2 | 3 | 4 | 5
5 4110|2252
6 3| 5| 8|14

o dwoch generatorach formalnych X,Y, rzedzie nilpotencji réwnym 5 i reprezentacji

,wstecz”

S (t) :eh]4 [[XYY})[Y)[XYYIH eh1 3 [[X,Y},[X,[X,Y”] ehlz[Yy[Y)[Yv[X)Y]]M eh1 1 [YY[Y)[X)[XYYM”
10 Y, XX, DY oo X3 X X YT o hs [ 1Y, XY Gy (Y X DX YD)

T DX X XY s 1Y X YT o ha X, XY R XY g ha Y o X

Wynikowe réwnania CFS sg nastepujace

hy
hy
hg
hy
hg
ho
}:11 0
hi
hiz
hi3
hiy

V1, hZ = V2, h3

1\12)/2 + hyvs + Vg,

(R
(
(
(
(R
(
(
(
(

hs\)z)/6 + (hz\)g,)/z + hivg + v,

h1 hovy)/2 4+ hyhyvs + hovy + hyvs + vy,
h

h

= hyvy +v3,
hs =

hihyvy + hyvs + s,

1]’[2\)2)/2 + (hz\/3)/2 + hz\)5 +V8,

1\12)/24 + (h1V3)/6 + (h]V4)/2 + hyvg + vo,

Shav2)/6 + (hdhav3) /2 4+ hihova + (h3vs) /2 + have + hyvz + o,
h#hZv,)/4 + (hih3v3)/2 + (h3vs) /2 + hihovs 4+ hovy + hyvs + Vi,
hih3v2)/6 4+ (h3v3)/6 4+ (h3vs)/2 + hyvg + via,
h2h3\)2)/2 + hihszvs + havy + (h1v5)/2 + hyvy +vi3,

hihyhszvy + hohsvs + hyvs + hyvg + vig.

Drugi przyktad dotyczy ukladu o trzech generatorach formalnych X,Y,Z, rzedzie nil-
potencji réwnym 3 i reprezentacji ,w przéd” zadanej jako

S(t) —emiXph2Y oh3Z Jha[X\Y] Shs (X, Z] S helY,Z] Shy X XY Ghs (X, X, Z]]

e YV XY ghao Y, X Z11 ha 1 Y, Y, 2] gha 2 [Z, X, Y1 o ha 3 1Z,1X0,2]] ghaa[Z,1Y,Z0]

Algorytm 6 wygenerowal nastepujace rownania CFS

Vi, hy = vy,

—hgvi +vs5,  hg=—hzv; +vs,
—h5\)1 + vs,

—hevi — hsva + v,

hohsvy + hgvy — hgvs + vy2,
(h3v2)/2 — hgvs + via.

flg =3, H4 = —hyvy + v,
H7 = —hgvy +v7,

ho = (h3v1)/2 — hyv; + e,

hy1 = —hgva + v,

hiz = (h3v1)/2 — hsvs +vi3,
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Z przedstawionych trzech sposobdéw wyliczaniu réwnain CFS bazujacych na oblicze-
niach w formalnej grupie Liego, tylko ostatni jest w pelni zautomatyzowany i efektywny.
Algorytm 6 zostal zaimplementowany w pakiecie Mathematica, wykorzystujac wsparcie
wbudowanych funkcji tego symbolicznego jezyka programowania.

4.2. Wplyw reprezentacji ruchu na przebieg trajektorii

Jak pokazano, istnieje wiele reprezentacji ruchu stuzacych do osiggniecia celu zada-
nia planowania ruchu. Jednak identycznos¢ punktéw brzegowych trajektorii nie oznacza
tozsamosci miedzy nimi. Ten aspekt doboru reprezentacji ruchu bedzie przedmiotem
badania w kolejnych podrozdzialach. Najpierw wprowadzono miary oceny trajekto-
rii (podrozdziat 4.2.1), a nastepnie je zastosowano dla dwoch uktadéw nilpotentnych
(podrozdziat 4.2.2). Zawarto$¢ podrozdziatu bazuje na pracy [23].

4.2.1. Miary oceny trajektorii dla zadanej reprezentacji ruchu

Do zbadania wptywu reprezentacji ruchu na wynikowa trajektori¢ uktadu (2.36),
wyliczong algorytmem LS, zostang wprowadzone miary oceny trajektorii (a wiec takze
reprezentacji ruchu). Poniewaz naturalng trajektoria laczaca punkt poczatkowy z kon-
cowym planowania jest odcinek prostej, dlatego warto zdefiniowa¢ miary opisujace
wynikowg trajektorie wzgledem tej naturalnej trajektorii (toru). Warto zauwazyé¢, ze
uklady nieholonomiczne praktycznie nigdy nie generuja trajektorii w postaci linii pro-
stej, ktéra jest trudna do realizacji za pomocg dopuszczalnych sterowan. Definiowa-
nie miar jakosci trajektorii poprzedzimy krokiem wstepnym. Najpierw nastepuje prze-
mieszczenie wspbirzednych § = q — qp tak, aby usytuowaé¢ punkt poczatkowy plano-
wania ruchu qo w poczatku ukladu wspéirzednych, a nowy punkt docelowy w punkcie
g = qr — qo (punkty trajektorii réwniez sa odpowiednio transformowane). Nastepnie
kanoniczne wersory poczatkowego ukladu wspéirzednych e}, k = 1,...,n sa obra-
cane w taki sposéb, aby wersor €] nowego ukladu wspoéirzednych byt wspoiliniowy
z §; i réwny (1,0,...,0)7T, a pozostate wersory €, k = 2,...,n sa wybierane zgodnie
ze zmodyfikowanym algorytmem Gramma-Schmidta [32]. Zainicjowany zbiorem wer-
soréw {§;/||q;ll, e}, ...,en}, algorytm Gramma-Schmidta generuje ortogonalng bazg €y,
k=1,...,n. W bazie tej, badana trajektoria jest wyrazona jako q(t), t € [0, T], a punk-
tem docelowym jest G; = (|[@ll,0,...,0)". W otrzymanym uktadzie wspotrzednych,
pierwsza zmienna naturalnie parametryzuje prostag w kierunku celu. Gdy transforma-
cja zmiennych jest przeprowadzona w Srodowisku kolizyjnym, réwniez przeszkody sa
odpowiednio przeksztatcone, by zachowaé ich wtasciwg relacje z trajektorig.

Aby przy pomocy skondensowanych danych odda¢ ksztalt trajektorii §(-) w nowym
ukladzie wspolrzednych, zdefiniowano dwa typy miar. Miara odleglosciowa, opisujaca
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euklidesowg odlegtos¢ biezacego punktu trajektorii q(t) od prostej wyznaczonej punk-
tami 0, q;, moze by¢ opisana analitycznie jako

dist(t) = dist(g(t), prosta(0,q)) = (4.44)

Istnieje nieskoriczenie wiele punktéw na (n — 1) wymiarowej sferze, dla ktérych mia-
ra (4.44) przyjmuje ustalong warto§é. Dlatego powinna by¢ takze zdefiniowana pewna
miara katowa do bardziej precyzyjnego opisu §(t). Poniewaz w nowym ukladzie wsp6t-
rzednych €' sa kanonicznymi wersorami, dlatego kat pomiedzy (n—1) wersorami a wek-
torem q(t) (pierwszy kat nie jest brany pod uwage, gdyz nie niesie znaczacej informacji

katowej)

kat;(t) = <H2E3H,@?+1> i=1,...,n—1. (4.45)

Definiujac zredukowany wektor §. jako wektor q. (odpowiadajacy q(t)) z opuszczong
pierwsza sktadowa, mozna wykorzystaé uogélnione wspotrzedne sferyczne (01,...,0,1)"
jako miare katowa. Wektor §, = (qc2,--.,qen)" jest zalezny od wspoétrzednych sferycz-

nych w nastepujacych sposéb

i—1
qc2 = HquCOSeh de(i+1) = HquCOSGiHSinej) i:z,...,n—z,
j=1
n—1
den = ||qc|| HSinej»

j=1
a wspoélrzedne sferyczne odpowiadajace wektorowi q. zadane sa formulg

On—1 = atan2(qcn, gem—1)), 0i = atan2(qc(it+1), geicos Oi41), i=n—2,...,1,

(4-46)
gdzie wykorzystano standardowa funkcje numeryczng atan2, aby unikna¢ dzielenia
przez zero, przy obliczaniu kolejnych katéw 0;. W przypadku przestrzeni tréjwymia-
rowej, n = 3, jest tylko jeden kat okreslajacy obie katowe miary (4.45), (4.46), ktore
sa rownowazne. Zaprezentowane miary (4.44), (4.45) opisuja lokalny aspekt trajekto-
rii, bowiem wartosciuja jeden (biezacy) punkt trajektorii. Bazujac na przedstawionych
miarach lokalnych mozna bada¢ takze globalne charakterystyki trajektorii. Dla miary

pozycyjnej (4.44) s to .

disty :J dist(t)dt (4-47)
0
catkujgca miare lokalng wzdtuz trajektorii, natomiast

distmax = maxecppdist(t) (4.48)

okres§la maksymalne odchylenie trajektorii q(-) od prostej taczacej 0 z §;.
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Tablica 4.4. Reprezentacje ruchu P. Halla (dla m = 2 i stopnia nilpotencji 2) oraz typy ich
réwnan CFS

Lp. | reprezentacja Halla, S(t) | typ | Lp. | reprezentacja Halla, S(t) | typ
1 eh] X+haY+h3[X)Y] # 1 8 eh] Xethehg, X,Y] #2
2 eh1 X+h2Yeh3 X,Y] # 1 9 eh] Xeh3 X,Y] eth #2
3 ehs X,Y] el X+haY #1 10 eh2YehiXohs (X,Y] #3
4 eh1 X+h3[X,Y] eth #2 11 €h2Y6h3 X,Y] eh1 X #3
5 etheh] X+h3[X,Y] #3 12 eh3 X,Y] eh] Xeth #2
6 eh2Y+halX,Ylghi X #3 || 13 ehslX,\VlghaVehi X #3
7 e Xgha Y+h3[X)Y] #2

4.2.2. Wyniki symulacji

W pierwszym zadaniu symulacyjnym algorytm LS zostal zastosowany do oblicze-
nia trajektorii integratora Brocketta opisanego réwnaniami (A.1). Zadanie planowania
ruchu polega na wyznaczeniu trajektorii miedzy punktem poczatkowym qo = (0,0,0)"
a konfiguracja docelowg q; = (1,2,3.2)" na zadanym horyzoncie czasowym T = 1.
Uklad Brocketta jest przykladem sterowalnego uktadu nilpotentnego dwuwejsciowego
o stopniu nilpotentnosci réwnym 2, a wiec v = 3. Istnieje 13 réznych reprezentacji
ruchu, dla uktadu Brocketta (A.1), ktére zostaly zebrane w tab. 4.4. Dla kazdej re-
prezentacji zostaly wyliczone réwnania CFS (3.8), ktére moga by¢ podzielone na trzy
grupy, zgodnie z typami wymienionymi w tablicy 4.4

typ #1 typ #2 typ #3
hy = hy =V hi =v
hy=v; hy = v, hy = v,
hy = Thyvy — Thovy +v3 h3 = —hyvi +v3 h3 = hy v +v3,

zainicjalizowane w h(0) =0.

Jako trajektoria referencyjna zostata obrana q(t) = qo + (qf — qo)t/T. W ostatnim
kroku algorytmu LS, dla zadanej reprezentacji (z wyliczonymi parametrami h;(T), i =
1,...,1), wykorzystano formute gCBHD [26] do generacji sterowan. Dla kazdego z T
interwaléw czasowych o dlugosci T’ = T/T zastosowano nastepujace sterowania uy(s) =
P1+p2sin(27ms/T'), uy(s) = p3 + p4 cos(2ms/T') gdzie s € [0, T’] oraz p = (p1,y...,p4)"
sg parametrami do wyznaczenia. Parametry wyliczono za pomocag wersji algorytmu
Newtona stuzacego do rozwigzania zadania odwrotnego do f(p) = h(T) ze znanym
h(T) i funkcjami f(p) wyznaczonymi za pomocg formuly gCBHD dla zadanej postaci
sterowani. Na rys. 4.2 zaprezentowano wykresy miary odlegto$ciowej (4.44) dla réznych
reprezentacji. Na kazdym rysunku przedstawiono rodziny charakterystyk z uzmien-
nionym punktem docelowym danym jako q¢(&) = qo + &(qs — qo) gdzie & € (0,1].
W tab. 4.5 zebrano wartosci globalnych miar pozycyjnych (4.47), (4.48), natomiast na
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rys. 4.1 przedstawiono sygnaly sterujace dla wybranych reprezentacji ruchu. Nietrudno
zauwazy¢ (por. rys. 4.2), ze wybor reprezentacji ruchu istotnie wptywa na ksztalt tra-
jektorii ruchu miedzy zadanymi punktami brzegowymi. Dla wybranych warunkéw brze-
gowych reprezentacja #1 daje najmniejszg odlegtos¢ od prostej qoqs i jest praktycznie
o rzad efektywniejsza niz reprezentacja #10. Czesto dla jednej reprezentacji istnieje
wiele ekstreméw funkcji dist(-), a warto§¢ maksymalna jest osiggana dla réznych t
(w réznych miejscach wzdluz linii taczacej qo z q¢(&)). Z rys. 4.2 i danych z tab. 4.5
mozna wyciagnaé wniosek, ze trajektorie (dla kazdej reprezentacji) mniej oddalajg
sie od prostej qoqs(¢), gdy punkt docelowy zbliza sie do punktu poczatkowego. Fakt
ten jest bardzo istotny dla zastosowan algorytmu LS w Srodowisku kolizyjnym. Jesli
bowiem pewna trajektoria (niekoniecznie realizowalna za pomocg dopuszczalnych stero-
wan) otrzymana za pomoca holonomicznej metody planowania ruchu (pél potencjatéw,
diagramu Voronoia, czy innej) jest otwarta (czyli jej najblizsze sasiedztwo jest wolne od
przeszkod), wtedy trajektoria ta moze by¢ aproksymowana (realizowana) za pomoca
nieholonomicznej metody LS oraz trajektoria rzeczywista bedzie bezkolizyjna.

Sterowania przedstawione na rys. 4.1 sa konkatenacja (w zaleznosci od T) jednego,
dwoch lub trzech interwaldéw czasowych réwnej diugosci, a ich amplitudy réznig sie
znaczaco. Reprezentacje ruchu z mniejszg liczbg segmentéw wydaja sie byé bardziej
efektywne energetycznie niz te z wigksza liczba. Mozna réwniez wyciggnaé wniosek,
ze pierwsza — kanoniczna reprezentacja jest najlepsza z calej rodziny reprezentacji.
Ponadto, tréjsegmentowe reprezentacje znane w literaturze robotycznej jako ,w prz6d”
(#8) i ,wstecz” (#13) sa statystycznie mniej efektywne niz reprezentacje dwu- czy
jednosegmentowe.

Rezultaty dla przyktadowych zadan dostarczajg wizualnej informacji o réznicach
miedzy reprezentacjami ruchu. Wnioski z pojedynczych przykladéw moga by¢ nie-
wiarygodne, dlatego rozpatrzono zbiér zadan, aby uzyskaé statystycznie istotng in-
formacje. Punkt (0,0,0)" jest poczatkowym dla wszystkich zadar, a horyzont czasowy
ustalono na T = 1. Punkty docelowe wybrano na sferze (R, &, )", o promieniu R = 1,
za €{i-10°,1=0,...,35,B € {j-10°}, j = —9,...,9. Uwzgledniono dwa kryteria: ener-

#1 #4 #10

u(t)

BES8H o858

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t t t

Rysunek 4.1. Sterowania realizujace ruch integratora Brocketta miedzy qo a q¢ dla wybranych
reprezentacji
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Tablica 4.5. Wartosci miar pozycyjnych dla punktéw docelowych (skalowanych wspoétczynni-
kiem &) i réznych reprezentacji ruchu

Miara pozycyjna (4.47) Miara pozycyjna (4.48)

nr & &

rep. | 0.2 | 04 | 0.6 | 0.8 | 1.0 || 0.2 | 04 | 0.6 | 0.8 1.0
1 0.40 | 0.40 | 0.41 | 0.43 | 0.45 || 0.65 | 0.65 | 0.68 | 0.73 | 0.82
2 0.35|0.68 | 1.14 | 1.75| 2.52 || 0.64 | 1.65 | 3.12 | 5.14 | 7.80
3 0.30 | 0.45 | 0.56 | 0.64 | 0.69 || 0.56 | 0.90 | 1.15 | 1.30 | 1.33
4 0.28 | 0.38 | 0.47 | 0.54 | 0.61 || 0.60 | 0.75 | 0.92 | 1.03 | 1.12
5 0.26 | 0.37 | 0.1 | 0.69 | 0.91 || 0.40 | 0.63 | 0.87 | 1.25 | 1.76
6 0.37 | 0.68 | 1.05|1.49 | 1.99 || 0.68 | 1.56 | 2.64 | 3.94 | 5.46
7 0.31 | 053 |0.76 | 1.01 | 1.26 || 0.59 | 0.97 | 1.42 | 1.88 | 2.35
8 0.32 | 0.55 | 0.74 | 0.88 | 0.95 || 0.84 | 1.64 | 2.31 | 2.77 | 2.90
9 0.30 | 0.48 | 0.64 | 0.76 | 0.86 || 0.82 | 1.45 | 1.91 | 2.19 | 2.90
10 | 0.41 /090 | 163 |2.34|3.34 | 1.08 | 2.73 | 5.09 | 832 | 12.53
11 [ 0.31|0.63 | 1.08 | 1.68 | 2.45 | 0.86 | 2.24 | 4.26 | 7.06 | 10.78
12 | 0.30 | 0.48 | 0.60 | 0.66 | 0.67 || 0.64 | 1.07 | 1.34 | 1.43 | 1.34
13 | 033|067 |1.10| 1.61 |2.20 || 0.81 | 1.78 | 2.93 | 4.26 | 5.76

gie sterowan energia(u(-)) = | tT:O(u$ + u%)dt oraz maksymalng odlegto$¢ dqx dang
réwnaniem (4.48). Dla wszystkich trzynastu reprezentacji wyliczono wartos$¢ Srednig
(x = Y {_;xi/s) oraz odchylenie standardowe (odch std = /Y ;_;(xi —x)2/(s — 1))
dla wyznaczonych wartosci kryteriéw x = (x1,...,%s)" ze wszystkich s rozwiazanych

zadan planowania, a wyniki zebrano w tab. 4.6. Okazuje sie, ze obserwacje poczynione
dla pojedynczego zadania sg réwniez wazne dla zbioru zadan. Ponadto relatywnie wiek-
sze wartosci odchylenia standardowego energii wskazuja, ze istniejg energetycznie tanie
i drogie kierunki ruchu (por. [27, 91]).

Drugi przyktad dotyczy czterowymiarowego, sterowalnego, nilpotentnego uktad tan-
cuchowego z dwoma sterowaniami o rzedzie nilpotentnosci réwnym 3, ktérego mo-
del (A.2) i wlasnosci zabrano w dodatku A. W tym przypadku istnieje bardzo wiele
reprezentacji (por. tab. 4.1). Do obliczen wybieramy jedynie trzy reprezentacje: ka-
noniczng, ,w przdéd”’ i ,wstecz”. Réwnania CFS dla tych reprezentacji sa nastepujace:
kanoniczna

o 1
(R, hay hsy hay hs) T = (v, va, E(hlvz —hovi) + s,

1 1 1 1
V4 + ﬁm (hiva —hpvy) + E(h]v3 —h3vy),vs + ﬁhz(hﬂ)z —hov) + E(hzvs —hawo))T,
(4-49)
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Tablica 4.6. Statystyczna ocena reprezentacji ze wzgledu na wydatki energetyczne oraz mak-
symalng odleglos¢ od prostej taczacej qo z q¢ dla uktadu Brocketta

nr catkowita energia maks. odlegtosé
rep. | Srednia | odch. std. | $§rednia | odch. std.
1 4.96 1.71 0.50 0.12
2 11.46 2.20 0.67 0.13
3 11.44 2.19 0.62 0.15
4 13.04 2.66 0.71 0.16
5 13.05 2.66 0.65 0.12
6 10.25 3.29 0.61 0.10
7 10.25 3.29 0.60 0.11
8 19.85 4.29 0.73 0.14
9 19.85 4.29 0.76 0.14
10 19.85 4.29 0.72 0.14
11 19.85 4.29 0.74 0.11
12 19.85 4.29 0.69 0.13
13 19.85 4.29 0.68 0.12

W przéd”
e 1
(hy , o, h3, hy, h5)T = (v1,v2,\)3 — hyvi,v4 — h3vi, vs — havy + Eh%\n )T, (4.50)
,wstecz”
. . . . CT hZ .
(h1yhz,h3y hyyhs) ' = (vi,v2,v3 +hyva,va + hyvs + 7]\’2,\)5 +hovs +hihovy) ' (4.51)

Warto zauwazy¢, ze cho¢ uktad lariicuchowy (A.2) jest czterowymiarowy, n = 4,
odpowiadajace mu réwnania CFS sg pieciowymiarowe, bowiem réwnania CFS musza
pokry¢ peilne warstwy pél wektorowych. Kazde pole wektorowe pojawiajgce sie w danej
warstwie posiada poréwnywalny wplyw na wynikowy ruch, a zatem zadnego z nich
poming¢ nie mozna. Dla ukladu (A.2) wspdélczynnik hs nie wplywa na ruch uktadu
tancuchowego, poniewaz jest pomnozony przez zerowe pole wektorowe [gs, [g1, g2]].

Do generacji h(T), dla kazdego segmentu i =1,...,T sterowania wybrano z rodziny
ui(s) = p1 + pzsin(ws) + pssin(2ws), uz(s) = pa + pscos(ws) + pgcos(2ws) gdzie
s € [0,T/f = T'], w = 2n/T’. Podobnie jak dla poprzedniego przykiadu wartosci
parametréw p = (p1,...,Pe)' sa wyliczone za pomoca algorytmu Newtona, chociaz
funkcje f(p) sa zupelnie inne w tym przypadku. Symulacje zostaly przeprowadzone dla
punktu docelowego polozonego na czterowymiarowej sferze o promieniu R = 1 (zostato
wygenerowanych ponad 300 zadainl). Punktem poczatkowym dla wszystkich zadan jest
qo = (0,0,0,0)7, a horyzont czasowy T = 1. Wyniki symulacji zebrano w tab. 4.7. Oka-
zuje sie, ze obserwacje poczynione dla tréjwymiarowego ukladu Brocketta pozostaja
wazne takze dla czterowymiarowego przypadku.
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Tablica 4.7. Statystyczna ocena trzech reprezentacji ze wzgledu na wydatki energetyczne oraz
maksymalna odlegtos¢ od prostej qoqs¢ dla czterowymiarowego uktadu tancuchowego

reprezentacja | energia catkowita maks. odlegtos¢
Srednia | odch. std. | §rednia | odch. std.
,wstecz” 924.54 359.57 2.99 0.35
W przod” 965.49 364.77 3.26 0.42
kanoniczna 68.49 63.29 2.17 0.96

W prezentacji i poréwnaniu reprezentacji ruchu warto uwzgledni¢ takze ich zlo-
zono$¢ obliczeniowg. W wielu przypadkach zlozonos¢ obliczeniowa nie jest krytycz-
nym problemem w planowaniu ruchu, poniewaz obliczenia mogg by¢ przeprowadzone
w trybie off-line (pre-planowanie), a wynikowa trajektoria lub Sciezka powinna byé
dostarczona do modutu sterujacego (pracujacego w trybie czasu rzeczywistego), ktory
odwzorowuje ja najlepiej jak to mozliwe. Zlozonos¢ obliczeniowa przy wyborze repre-
zentacji nie jest istotna, gdyz dla zadanej reprezentacji réwnania rézniczkowe CF'S moga
by¢ wyliczone w trybie off-line, gdyz zaleza od bardzo ogbélnych wiasnosci nilpotent-
nego uktadu bezdryfowego (m,n,r), natomiast nie zaleza od konfiguracji brzegowych
planowania. Wyliczenie h(T) jest mniej wiecej tak samo czasochtonne dla kazdej repre-
zentacji, a jest to czas potrzebny do calkowania réwnan CFS, odpowiadajacym danej
reprezentacji 1 wyliczonym v(-). Jedyna wtasno$¢ réznicujaca reprezentacje ruchu pod
wzgledem zlozonosci obliczeniowej polega na zmiennej liczbie segmentéw r. Zwykle im
liczba segmentow jest wieksza, tym bardziej ztozone jest zadanie planowania, gdyz dla
wyliczenia sterowan algorytm Newtona musi by¢ stosowany 1 krotnie. W tym aspekcie
kanoniczna reprezentacja wydaje sie najmniej ztozong obliczeniowo, (T = 1). Jednak
w reprezentacji ruchu ,w przéd”, i ,wstecz”, o najwiekszej liczbie segmentéw r =1 > n
pojawiaja sie elementy takie jak eMX, eMY, ktére moga by¢ wyliczone bez stosowania
algorytmu Newtona, gdyz ich generacja wymaga wlaczenia lub wylaczenia odpowied-
nich sterowan. Dla kanonicznej reprezentacji ruchu takie latwe do generacji segmenty
nie pojawiaja sie.

Innym ciekawym pytaniem jest, ktéra z reprezentacji jest najlepsza wsréd moz-
liwych do wygenerowania? Na podstawie przedstawionych symulacji, wydaje sie, ze
kanoniczna reprezentacja jest jedng z najlepszych dla planowania ruchu w $rodowi-
sku bezkolizyjnym. Jednakze, z waznej dla planowania ruchu perspektywy unikania
przeszkdd, reprezentacje ruchu sa trudniejsze do poréwnania. Trajektorie taczace dwa
ustalone punkty brzegowe i odpowiadajace réznym reprezentacjom ruchu przechodza
przez rézne obszary przestrzeni stanu (por. rys. 4.2). W tym sensie kazda reprezentacja
moze by¢ najlepsza wéréd rozwazanych w zaleznosci od rozmieszczenia przeszkéd w jej
otoczeniu. W praktyce jedynym sposobem oceny, czy odpowiadajaca danej reprezenta-
cji ruchu trajektoria jest kolizyjna z przeszkodami czy nie, jest wygenerowanie trajek-
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torii i sprawdzenie jej odlegltosci od najblizszej przeszkody. Nie jest to procedura zbyt
kosztowna obliczeniowo, gdyz wymaga jedynie catkowania numerycznego réwnan CFS.

4.2.3. Podsumowanie

W podrozdziale przedstawiono dzialanie algorytmu LS dla réznych reprezentacji.
Reprezentacje zostaly przedstawione i przetestowane na dwoéch bezdryfowych uktla-
dach nilpotentnych: uktadzie Brocketta i czterowymiarowym ukladzie taricuchowym.
Zaproponowano miary odlegtosciowe i katowe do oceny trajektorii powstatej w wyniku
dziatania algorytmu LS, w ktérych istotng role odgrywa polozenie trajektorii wzgledem
prostej laczacej punkty brzegowe planowania. Pokazano symulacyjnie, ze reprezenta-
cja ma istotny wplyw na ewolucje trajektorii taczgcej punkty brzegowe. Przez zmiane
reprezentacji ruchu mozliwa jest optymalizacja ksztaltu trajektorii, ktérej celem jest
omijanie przeszkdéd w Srodowisku kolizyjnym.
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Rysunek 4.2. Odleglos¢ q(t) od prostej qoqs dla rodziny punktéw docelowych skalowanych
wspotczynnikiem & = 0.2 -1, i = 1,...,5 i dla réznych reprezentacji. W prawie wszystkich
przypadkach krzywe odpowiadajace mniejszemu i lezg ponizej krzywych z wiekszym i



5. Metoda sterowan sinusoidalnych jako
szczegllna postaé¢ algorytmu LS

Do planowania ruchu szczegdlnej postaci uktadéw nilpotentnych, zwanych w lite-
raturze robotycznej taincuchowymi stuzy, zaproponowana przez Murraya i Sastry’ego,
metoda sterowan sinusoidalnych [71]. W pracy [70] opisano warunki istnienia transfor-
macji bezdryfowych dwuwejsciowych uktadéw nieholonomicznych do postaci taicucho-
wej, stosujac sprzezenie zwrotne zalezne od stanu. Poniewaz kazdy uklad taicuchowy
jest nilpotentny, zatem mozna wykorzystaé¢ algorytm LS do planowania jego ruchu.
Rozwazania przeprowadzono dla dwuwejsciowych, m = 2, uktadéw jednotancuchowych.
Dla uproszczenia notacji przyjmujemy, ze horyzont czasowy sterowan wynosi T = 1,
a wykorzystywanag baza jest baza Halla. Zbadano jakie wlasnosci ukladéw lancucho-
wych mozna wykorzysta¢ do uproszczenia algorytmu LS, a zawarto$¢ rozdziatu bazuje
na pracy autora [45].

Uktady jednotaiicuchowe sg zadane réwnaniem

(qi] [ 1] 0]
a2 0 1
43 q2 0
A= lg|=| q | W+ |o| w=91(@w +g(qhw (5-1)
_qn_ _qn—1_ _0_

Metoda sterowari sinusoidalnych Murraya-Sastriego (MS) zaklada podzial zmiennych
g na grupy. Do pierwszej grupy nalezg zmienne 1, (2, a nastepne grupy tworza, po
jednej, kolejne zmienne. Ideg metody jest doprowadzanie kolejnych grup wspoélrzed-
nych (poprzez kreslenie petli w przestrzeni sterowanl) do ich docelowych wartosci, nie
zmieniajac juz osiggnietych wartosci docelowych wspoélrzednych odpowiadajacych gru-
pom poprzednim. Najpierw, dowolnym sposobem (najczesciej sterowaniami statymi),
zmienne (1, J; sg doprowadzane do ich docelowych wartosci. Dalej zalozymy, ze ten
etap juz wykonano i zadaniem planowania ruchu jest przemieszczenie stanu z kon-
figuracji (O> 0, q3(0)> q4(0)> ceey qn(o))T do konfiguracji (07 0» q3(1 )) q4(1 )) sy qn“ ))T
Do sprowadzenia kolejnych zmiennych do ich koricowych wartosci sa stosowane ste-
rowania

ui(t) = pysin(27tt), wy(t) = pacos(2kmt), te[0,1], (5.2)
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gdzie parametry sterowan p1, p2 spelniaja warunek

a1~ @20 = (P P2 ket n2), (53)

Zastosujemy metode LS do planowania ruchu uktadu (5.1). Latwo sprawdzié¢ oblicze-
niami, z wykorzystaniem definicji nawiasu Liego (2.24), [70], ze jedynymi niezerowymi
nawiasami Liego dla 0 < k < n — 2 generowane przez gi,gz 53

ad§ g2 = (0,0,...,0,(=1)*"0...,0)7, (5-4)

gdzie +1 zajmuje (k + 2)-gg pozycje. Korzystajac z (5.4) wnioskujemy, ze uktad tan-
cuchowy (5.1) jest nilpotentny stopnia n — 1, gdyz adTg‘rzgz = (0,0,...,(=1)™T,
a adgr]gz = (0,...,0)T, oraz pole adgrzgz nalezy do warstwy (n — 1)-szej. Po wy-
liczeniu nawiaséw Liego, kolejny krok algorytmu LS wymaga utoworzenia uktadu roz-
SZerzonego

q=g1(qvi +92(q)v2 + ...+ gn(q)vn = Gext(q)V (5-5)

z kwadratowa macierza Geyt(q) o kolumnach zawierajacych kolejne niezerowe nawiasy
Liego

1 0 0 0 0 |

o 1 0 0. 0

qgQ 0 -1 0 . 0

Gext(q) = g3 0 0 1 . 0
qn1 0 0 0 ... (=T1)"]

Macierz Gext(q) jest nieosobliwa w kazdym punkcie przestrzeni konfiguracyjnej, a wiec
doktadnie n p6l wystarczy do rozpiecia calej przestrzeni stanu. Macierz odwrotna do
Gext(q) jest postaci

1 0o 0 0 . 0
0 1 0 0 . 0
3 q2 0 -1 0 . 0
Gegt(q) = —q3 o o0 1 . 0 (5.6)
(=) Tgng 0 0 0 ... (=)

Mnozac lewostronnie réwnanie (5.5) przez (5.6) otrzymujemy sterowania rozszerzone
w postaci

A
A2
B . )\27.\1 — ).\3
v =G (AA = s — s : (5-7)
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gdzie A i A oznacza, odpowiednio, trajektorie referencyjng i jej pochodng (por. roz-
dziat 3.1).

Nastepnym etapem algorytmu LS jest wyliczenie wspdlczynnikéw Halla. W tym
celu rozwazmy réwnanie formalne zwigzane z ukladem (5.5)

S(t) =S(t)(viB1 +Vv2By + - - - +vuBy), (5-8)

gdzie symbole formalne B; sga odpowiednikami pél wektorowych g; wystepujacych we
wzorze (5.5), g1 < By oraz g; & B; = ad};]sz dlan > 1i > 2. Jako S(t) wybieramy
reprezentacje ,w przédd”

S(t) = eMWB1gha(tBa | ohn(tBn 5 warunkiem poczatkowym h(0)=0. (5.9)

Po wyliczeniu S(t) i S! oraz, dla uproszczenia notacji, chwilowym pominieciu zalez-
nosci h od czasu otrzymujemy
STT(t)S(t) =e mBn e hBag—tiBip B ehiBighBz  ohnBn
e MnBn  e7MaBap,ByehaBa  eMnBn 4 e"MnBup B elnBn
(5-10)
Podstawiajac rozwinigcie e*™Bx w szereg Taylora (2.27) do (5.10) powstaje wyraze-
nie pozwalajace na obliczenie wspoétczynnikéw Halla h. Jednak obliczenia mogag by¢
ucigzliwe (szczegdlnie reczne), wigc postarajmy sie¢ je znacznie uprosci¢. Spéjrzmy na
ostatnie wyrazenie réwnania (5.10). Po zastosowaniu (4.5) iloczyn upraszcza si¢ do
hnBy ze wzgledu na nilpotentnos¢ uktadu oznaczajaca tozsamosciowe zerowanie pél
stopnia wiekszego od n — 1. Podobnie upraszczamy wszystkie wiersze od |n/2| do n.
Jedna z wlasnosci uktadu tancuchowego stanowi, ze dowolny nawias Liego zawierajacy
przynajmniej dwa pola (odpowiedniki) B, (np. [By, [B1, [By, [B1,B;]ll]) jest réwny zero.
Zauwazmy, iz jednomiany wchodzace w skitad takiego pola réwniez w sumie muszg
da¢ 0. Zatem jedyne niezerowe jednomiany sktadaja sie z jednego B, i dowolnej liczby
B;. Tylko pierwszy wiersz rownania (5.10) posiada taki zestaw B, B, natomiast pozo-
stale uproszczaja sie do nastepujacego wzoru

s (t)S(t) = e MnBn | oMb ]"11B] eMB1  ghnBn + Hsz +...+ ]"'anBn,] + ]:lan.

(5.11)
Po uwzglednieniu (2.27), wyrazenie przeksztatca sie¢ do zwartej postaci

2 n n n ipi n
hB1 h:B} .
_ ) ) ) B
= <E T >h1B1 | | (E 1') + E h;B;. (5.12)
j=n j=2 \i=0 i=2

Poniewaz zaden jednomian nie moze zawiera¢ wiecej niz jednego B, a wiec B]Z< =0
dla k > 2, ale tez BX = 0, s,k > 2, bowiem B, s > 2 zawiera przynajmniej jedno
wystapienie B,. Stad réwnanie (5.12) upraszczamy

i ) 2 n h]B hlBl n no
STHOS() = [A—hBy | }_ (-1 | By Z JT@+hB)+> hiBi.
' i i=2 i=2

(5-13)
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il

Zauwazmy, ze wewnetrzny iloczyn <Z?:O(—1) ihiBy ) h B, (Zl 0 hﬁ,B%) jest zalezny je-

dynie od By, zatem jest przemienny, wiec na mocy (4.5) wynosi hB;. Stad

n

2 n
=J[0-hB)MWB JJ(T+hBi)+ > hiBi. (5.14)
i=n i=2

i=2

W zaleznosci (5.14) iloczyny typu hiBiMB]th)-, 1,j # 1 zeruja sie, gdyz wystapig
w nich przynajmniej dwa elementy B;, a pozostang Ih;B;I, —h;B;h{B;I, ITh;Bh;B;,
1> 2, a wiec

n n
-y (FHB]hiBi — hiBi‘r'uB]) +3 hB. (5-15)
i=2 i=1

Korzystajac z definicji nawiasu Liego, dla uktadu taficuchowego zachodzi BiB;—B{B; =
[B1,B;i] = Bi.1, a wiec ostatecznie

S (081 = ) (Rahi- 1B)+ZhBI—mB1+thz+Z Rihiot +Ro)Bi. (5.16)

i=3

Przyréwnujac (5.16) do réwnania (5.8) otrzymujemy nastepujace réwnanie rézniczkowe
na wspéiczynniki Halla dla uktadu taricuchowego (5.1) z reprezentacja ,,w przéd” zadang
przez (5.9)

hi=vi, ha=v3, h3=v3—hyv, hgy=vs—h3vi, ... hy=vqa—hy v, (5.17)

z warunkami poczatkowymi h(0) = 0. Podstawiajac (5.7) do réwnan (5.17) i uwzgled-
niajac warunki poczatkowe wyznaczamy wartosci wspoétczynnikéw Halla w chwili kon-
cowej T =1

hi(1) =0, ha(1) =0, he(1)=(=1)"(q3(1) —q3(0)), dla k>3. (5.18)

Ostatnim krokiem algorytmu LS dla ukiadu tancuchowego, jest wygenerowanie h(1)
za pomocg rzeczywistych sterowan u(-) (a nie wirtualnych v(-)). Dla uproszczenia ob-
liczen w dalszych rozwazaniach ograniczymy rozmiar wektora q do 6. Podstawiamy
wiec sterowania metody MS zadane przez (5.2), dla kolejnych wartosci k, do formuty
gCBHD, tab. 3.1, i poréwnujemy wyliczone wspdtczynniki Halla B(1) z h(1) dla iden-
tycznych pdl uzyskujac

hs(1) =r3[gl,gﬂ(1)— (B)' B

ha(1) = Bigy igigan (1 (37'1)2 bij (5.19)
hs(1) = ﬁ[gh[g],[g],gz (%1) %

he(1) 5[91,[91,[91,[91,92}}}](]) = (4711) .
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Zauwazmy, ze zgodnie z podanymi wtasno$ciami uktadéw taricuchowych, pola (g2, [g1, g2,
(92, [g1, (91, 92111, (92, (92, [g1,92]]] zeruja sie tozsamosciowo, wiec ich wspodlczynnikow
nie wyliczamy. W wyniku przeprowadzenia algorytmu LS dla uktadu tancuchowego (5.1),
przy zadanej klasie sterowan (5.2) i reprezentacji ruchu S(t) ,w przéd” zadanej przez (5.9),
uzyskano identyczng posta¢ parametréw sterowan (5.19), (5.18) jak w przypadku lite-
raturowego algorytmu MS (5.3).

Podsumowanie

Cho¢ metoda LS jest ogdlniejsza, gdyz dziata dla dowolnych uktadéw nilpotentnych,
a metoda MS jedynie dla uktadéw nilpotentnych o odpowiedniej strukturze, to dla tej
wtlasnie podklasy mozliwe jest poréwnanie obu metod. Uklad (jedno) taricuchowy jest
szczegblnym przypadkiem ukladu nilpotentnego, ktéry charakteryzuje sie istnieniem
(oprécz warstwy pierwszej) doktadnie jednego niezerowego pola wektorowego postaci
adgl g, w kazdej warstwie. Dzigki tej strukturze, mozliwe jest znaczne uproszczenie obli-
czenn w metodzie LS, a uzyskane wyniki (wspétczynniki Halla, réwnanie CFS) sa w pelni
analityczne. Pokazano réwnowazno$¢ algorytméw LS 1 MS na przykiadzie uktadu tan-
cuchowego o 6-iu zmiennych stanu. Problem z rozszerzeniem tego wyniku do wektora
stanu o dowolnej dtugosci zaszyty jest w procedurze wyliczania réwnan (tab. 3.1) z for-
muly gCBHD. Roéwnania te uzyskuje sie poprzez kombinatoryczne przeksztalcenia,
natomiast nie jest znany wzér na jawng posta¢ formulty gCBHD. Problem ten zostatl
opisany przez Kawskiego w [47]. Gdyby pojawito sie jego rozwigzanie, zaprezentowany
wynik mozna byloby rozszerzy¢ na przestrzenie konfiguracyjne wyzszych wymiarowosci.

Zauwazmy jeszcze jedng wazng prawidlowosé: wspdiczynniki Halla h(-) zwartoscio-
wane dla czasu koricowego t = T sg liczbami (zaleznymi jedynie od wartosci brzego-
wych konfiguracji), ktére opisuja, zgodnie z przyjeta reprezentacjg ruchu (5.9) czasy
ruchu wzdluz poszczegdlnych poél wektorowych do osiggniecia zadanego stanu doce-
lowego. Zatem réwnania (5.18) w chwili czasu T nalezy interpretowaé nastepujaco
h(T) = (—=1)*(Ak(T) = Ac(0)) dla k > 3, skad wnioskujemy, ze trajektoria referencyjna
A(-) nie wplywa na warto$é wspoéiczynnikéw Halla dla t = T, a istotny wplyw na te
wartodci majg jedynie konfiguracja poczatkowa i koricowa.

Dla typowych ukladéw bezdryfowych barierg w wykorzystaniu algorytmu LS jest
brak ich nilpotentnosci. Dlatego warto rozwazy¢ mozliwosé transformacji uktadu do po-
staci taficuchowej, ktory oprécz nilpotentnosci posiada wtasnosci znacznie utatwiajace
wykorzystanie algorytmu LS.
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Algorytm Lafferriera—Sussmanna jest metoda planowania ruchu do punktu docelo-
wego, zatem nie odtwarza trajektorii zadanej. Jednak w poczatkowej fazie algorytmu
jest wybierana rézniczkowalna i tatwo parametryzowalna trajektoria referencyjna A(-)
taczaca punkt startowy A(0) = qo z koricowym A(T) = qf w celu uzyskania sterowan
rozszerzonych. W publikacjach dotyczacych metody LS [55, 60] badacze przyjmowali
odcinek jako trajektorie referencyjna A(t). Wybér ten byt podyktowany tatwa para-
metryzacjg odcinka oraz faktem, ze (w przestrzeniach jednorodnych) odcinek jest naj-
krétszg krzywa laczacag punkty. W niniejszym rozdziale zostanie rozwazony wplyw tej
krzywej na dziatanie algorytmu LS.

Laczac rownanie CFS (3.8) z réwnaniem na sterowania rozszerzone (3.3)

R(t) = M(h(t)) (GEA®AL)), h(0) =0, (6.1)

tatwo zauwazy¢, ze trajektoria referencyjna A(-) ma wptyw na wspoéiczynniki (np. Hal-
la) h, a zatem takze na generowane sterowania. Naturalnym pomysitem jest wybor
trajektorii referencyjnej w klasie wielomianéw (prosta, czy parabola) i dzieki temu
roéwnanie rézniczkowe CFS, jakkolwiek skomplikowane, bedzie latwiejsze do rozwigza-
nia. Przetestujemy trzy typy trajektorii referencyjnych: odcinek, wielomian dowolnego
stopnia oraz odcinek z nalozonym zaburzeniem sinusoidalnym. Trajektoria referencyjna
bedaca odcinkiem zadana jest wzorem

Alt) = @H qo, telo,Tl. (6.2)

Drugg trajektorig referencyjng jest rodzina wielomianéw lgczacych punkty brzegowe
A =at* + gt T+ at?+art+qo, te[0,T], keN, (6.3)

gdzie a; = (q¢—qo)/T—a; T* '—ay_; TV ?—...—a,T i wolnymi parametrami ay, ..., a.
Trzecig klase trajektorii referencyjnych stanowi odcinek z zaburzeniem sinusoidalnym
o catkowitej wielokrotnosci pelnego okresu T

2,
T

A(t) — qr —qo

T t+qO+ASin<

) , telo,T], (6.4)

gdzie A € R" oznacza wektor amplitud, natomiast k € N — harmoniczne, wplywajace
na wynikowg czestotliwos¢. Odcinek prostej zapewnia osiggniecie punktow brzegowych,
natomiast sinusoida pozwala na regulowanie dlugosci trajektorii przez zmiany ampli-
tudy i czestotliwosci.
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6.1. Badania symulacyjne

Badania symulacyjne wplywu trajektorii referencyjnych na ewolucje ukladu nil-
potentnego zostang przeprowadzone na integratorze Brocketta o modelu (A.1) z za-
daniem sterowania polegajacym na przemieszczeniu ukiladu z punktu poczatkowego
qo = (901, 902, qo3)" do docelowego q = (qs1, 452, qr3)" W zadanym czasie T. Integrator
Brocketta jest sterowalnym ukladem nilpotentnym rzedu 2 (wlasnosci uktadu zawiera
dodatek A), zatem uktad rozszerzony jest postaci

1 0 0
q=1| 0 |vi+ | 1T [v2+]| 0 |v3=gi1(q)vi+92(q)v2+Ig1,92] (q)vs. (6.5)
—q2 q 2

Testowanymi trajektoriami referencyjnymi A(t) niech beda wielomiany stopnia k dane
wzorem (6.3), ktére zapewniaja spelnienie warunkéw brzegowych. Pochodne A(t) dane
sg zaleznosSciami

}\i(t) = kaiktkil + (k — 1)ai(k,1)tk*2 + ...+ 2apt+ay, 1=1,2,3. (6.6)

Zgodnie ze wzorem (3.3) sterowania rozszerzone dla integratora przyjmuja postac

1 0 01T M) M(t)
vit)=1| O 1T 0 M) | = A2(t)
i RN 3 (MR =M (A1) + As (1))

(6.7)
Nastepnym krokiem jest wyznaczenie réwnania CFS dla integratora Brocketta, ktére

dla reprezentacji ,wstecz” zadanej wzorem (3.10), zgodnie z przyktadem 13, przyjmuje
postac (3.16). Podstawiajac zaleznosci na sterowania rozszerzone (6.7) do wzoru (3.16)
i uwzgledniajac warunek poczatkowy h(0) =0 otrzymujemy

t t

hi(t) = J An(s)ds, hz(t)ZJ Aols)ds,
0 0 (6.8)

t

1 /. ) ) )

ha(t) = | (5 (Mlshhals) = M(s)hals) +Aas)) + ha(sla(s]) s
0

Zatem dwa pierwsze wspoéiczynniki Halla sg nastepujace

hi(t) = aiktk + Cli(k,”tki] +...+ Cliztz +apt, ie{1,2.

Natomiast trzeci wspoélczynnik Halla wyliczony ze wzoru (6.8), po catkowaniu przez
czesci, jest postaci

t t t
mm:1mmhm—W?M—LM@Mma+L;&mm+meMmm.
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a po podstawieniu Aq(t) = hy(t) + qo1 dany wyrazeniem

MO (Y Y1, M (DA (t . 1x
PR qurdats)as+| Shats)as = R qofao oo 20002,
2 , )2 2 2 2

gdzie Ai(t) oznacza Ai(t) bez skladowej stalej. Zatem, aby zrealizowaé cel sterowania,
nalezy wygenerowac

hs(t) =

S(T)=e h3(T)(g1,92] gh2(T)g2 ohu (T)gl) (6,9)

ze wspolczynnikami Halla w chwili koicowej t = T réwnymi

hi(T) = g1 — qor, h2(T) = g2 — qo2,
1 (6.10)
h3(T) = 5 (gr19f2 — 901902 + 913 — qo3) — qo1(dr2 — qo2)-

Najprostszymi sterowaniami wymuszajacymi ruch w kierunkach odpowiednich pél wek-
torowych sg funkcje kawatkami state. Korzystajac z formuty CBHD (ktoérej szczegdly

mozna znalez¢ np. w [17]), jeden z mozliwych scenariuszy generacji S(T) zadaje se-
kwencja strumieni determinujacych sterowania

h3(T)[91>92]eh2(T)926h1(T)91:e\/hs )91 \/hs )92 o~ Vhs(T )91 —/h3(T) )92 gh2(T)g2 ph1(T)g1

(6.11)
Cel sterowania jest osiggniety konkatenacja pieciu segmentéw sterowan (uwzglednie-
niajacc e V h3(T)g2 ehz(T)gz — e(— hz,(T)—‘rhz(T]]gz)

w=1 ul=0 € [0,v/h3)
uf=0 ubl=1 [ﬁ,Z\ﬁ
ul(s)=<¢ ut=-1 ut=0 € [2v/h3,3v/h3) (6.12)

up=0 uy=-1 se[3v/h34yv/h3—hy)
u§:1 u}:O SG[4\/h3—h2,4\/h3—h2—l—h1],

gdzie h;y = hi(t). W sterowaniach u'(s) zmienna t jest parametrem oznaczajacym
(biezacy) horyzont czasu ruchu (w nominalnym zadaniu t = T), a s € [0,t] odmierza
czas rzeczywistego sterowania.

Wielomianowa trajektoria referencyjna wplywa na ruch poprzez wspoétczynniki Halla
h(T) zgodnie z réwnaniami (6.10). Okazuje sig, ze wspdtczynniki a;, i = 2,...,k wie-
lomianu oraz jego stopien nie wystepuja w tych zaleznosciach, zatem nie majg wplywu
na rzeczywisty ruch ukladu (innymi stowy, wspélczynniki a; majg wptyw na zmiany
wspbdtczynnikéw Halla w czasie (h(t), t € [0, T]), ale nie na ich wartos§¢ konicows).

Przeprowadzono podobne obliczenia dla przypadku trajektorii referencyjnej opisa-
nej odcinkiem z zaburzeniem sinusiodalnym (6.4). Korzystajac z zaleznosci(6.8), po
zmudnych obliczeniach, mozna wyliczy¢ wspdlczynniki Halla dla czasu t = T, ktoére sa
identycznie jak w poprzednim przypadku i zadane przez (6.10). Podobnie jak w po-
przednim przypadku, zauwazamy, ze zmiana wspotczynnikéw trajektorii referencyjnej
(amplitudy - A, czestotliwosci - k) nie ma wplywu na generowane sterowania i ewolu-
cje uktadu. Stad jeszcze raz potwierdza sie wniosek, ze trajektoria referencyjna nie ma
wplywu na ewolucje integratora Brocketta.
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6.1.1. Trajektoria symulacyjna

Dla integratora Brocketta trajektoria referencyjna nie ma wplywu na ewolucje
uktadu, jednak jej dobér wplywa na ruch uktadu w inny sposéb. Sterowania wyliczone
na podstawie algorytmu LS (6.12) sa zalezne od dwdéch zmiennych (t,s). Zmienna
s oznacza rzeczywisty czas ruchu. Gdy chcemy przeprowadzi¢ symulacje na pelnym
horyzoncie s € [0, T] wtedy t = T. Przesledzimy ewolucje integratora Brocketta dla
s € [0,t] i t € [0, T]. Oznacza to prébe zbadania ewolucji uktadu przy zmniejszonym
czasie symulacji, ale zmniejszonym w takim sensie, ze do wyliczonych zalezno$ci na
wspbiczynniki Halla zostanie podstawiony nie docelowy czas T lecz biezacy parametr
t < T. Skoro tak (t < T), to uklad nie zdola osiaggnaé¢ punktu docelowego q¢. Zatem
seria punktéw koniczacych trajektorie dla czaséow t € [0, T] wyznaczy pewna trajektorie,
ktéra nazywamy rzeczywistg trajektorig symulacyjng. Sposéb powstawania trajektorii
symulacyjnej ilustruje rys. 6.1a,b — wraz z rzeczywistymi trajektoriami, dla kilku czaséw
t < T (doktadnie 0.1T, 0.3T, 0.7T i T). Na rys. 6.1c,d zestawiono trajektorie symula-
cyjna i zadang. Na rys. 6.1c — trajektorie pokrywaja sie, natomiast na 6.1 d réznig sie.
Na podstawie przeprowadzonych symulacji ustalono nastepujace wtasnosci trajektorii
symulacyjnej:

— rozpoczyna sie¢ w punkcie qo a koniczy qy,

— w ogblnoéci nie podaza za trajektorig zadana,

— pokrywa sie z zadang, gdy wspolczynniki Halla h(t) dla kazdego t € [0, T] nie
zmieniajg znaku. Innymi stowy, jezeli dowolny punkt lezacy na trajektorii zadanej

Rysunek 6.1. Wyniki symulacji dla integratora Brocketta dla sterowan (6.12), trajektorii refere-

cyjnej w ksztalcie paraboli i warunkach brzegowych (T = 1): a),c) qo = (0,0,0)T, q¢ = (1,2,3)T,

a; = (0,1,-5)T b),d) qo = (1,1,1)7, qr = (3.2,2,2)", T =1, az = (0.2,2.8,2)T. Trajektoria
symulacyjna (linia przerywana), trajektorie rzeczywiste (linie ciggle)
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da sie¢ wygenerowaé przy pomocy identycznych pél (z doktadnoscig do znaku) jak
punkt koicowy qs.

6.1.2. Podsumowanie

Podsumujmy eksperymenty przeprowadzone na integratorze Brocketta. Pokazano
(przeciwnie niz sugerowali autorzy oryginalnego algorytmu LS), ze trajektoria refe-
rencyjna nie ma wplywu na ewolucje integratora Brocketta. Zatem za jej pomoca nie
mozna ksztaltowaé trajektorii osiggniecia zadanego punktu w przestrzeni stanu. Co
wiecej, trajektoria referencyjna nie ma praktycznie zadnego wptywu na rzeczywistg tra-
jektorie realizowang, co ma szczegbdlne znaczenie w Srodowiskach kolizyjnych. Wydaje
sie, ze przyczyna braku wplywu trajektorii referencyjnej na ewolucje uktadu nilpotent-
nego (nie tylko integratora Brocketta) tkwi w charakterze algorytmu LS dla uktadéw
nilpotentnych. Mozna przypuszczaé, ze na przestrzeni stanu rozpieta jest pewna funk-
cja przypominajaca energie potencjalng ukladéw mechanicznych. Zatem dla zadanych
punktéw poczatkowego i konicowego, ewolucja miedzy nimi bedzie zalezna jedynie od
réznicy energii na warstwicach odpowiadajgcych punktom brzegowym, a nie od trajek-
torii je laczacych.

6.2. Niezalezno$ci wspotczynnikow Halla od trajektorii referencyjnej

Wrynikiem koicowym dziatania dwoéch pierwszych etapéw algorytmu LS sg wspol-
czynniki bazowe h(T). Wspoiczynniki Halla, Lyndona badz Chibrikova (ze wzgledu na
wybrang baze) oraz zaleznie od wybranej reprezentacji (4.1) opisuja czasy ruchu wzdiuz
kolejnych pél wektorowych reprezentacji. Na rozwigzanie réwnan CFS, a zatem na h(T),
wplywa, poprzez sterowania rozszerzone, trajektoria referencyjna. W podrozdziale 6.1,
por. (6.10), pokazano symulacyjnie brak wplywu trajektorii referencyjnej na ruch inte-
gratora Brocketta. Podobny wniosek sformutowano takze dla uktadéw taicuchowych.
Sprébujmy, wiec uogdlni¢ te spostrzezenia.

Twierdzenie 2. Trajektoria referencyjna nie wplywa na koncowqg wartosé S(T),
niezaleznie od wyboru reprezentacyi.

Dowoéd: Dowod przeprowadzimy przez sprowadzenie do sprzecznosci negacji tezy. Ustal-
my zatem reprezentacje ruchu i zaldézmy, ze trajektoria referencyjna wptywa na S(T)
(a wiec na h(T)) nie tylko przez swoje wartosci brzegowe A(0) = qo, A(T) = qy, lecz
takze przebieg na przedziale t € [0, T]. Wybierzmy wiec dwie takie rézne trajektorie
referencyjne X(-) i A(+), ktore generujg rbézne §(T) #* S(T). Oczywiscie X(O) =A(0) = qo
i A(T) =A(T) = qr z definicji trajektorii referencyjnej. Rozpatrujemy teraz nowe za-
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danie planowania, z identyczng reprezentacjg ruchu, przeprowadzenia ukitadu z punktu
qo do qo przez punkt q dla ktérego trajektorie referencyjng definiujemy jako

Alt) =4 - (6.13)

At) dla te[0,T]
A2T—t) dla te[T2T).

(zakladamy, ze sktadowe trajektorie referencyjne klejg sie gtadko w punkcie q¢). Wy-
nikowe S(2T) dla nowego zadania wynosi S(2T) = §(T)§_] (T) # I, a to oznacza, ze
uklad nie powréci do zadanego punktu poczatkowego qo. Nieprawdziwos¢ negacji tezy

dowodzi jej prawdziwosci. .

Brak wplywu trajektorii referencyjnej na ruch powoduje, iz trajektoria A(t) powinna
by¢ tak wybrana, aby wyliczenie sterowan rozszerzonych byto mozliwie mato skompli-
kowane. Odcinek taczacy punkt startowy i koficowy (6.2) spelnia to wymaganie. Zatem
wzor na sterowania rozszerzone (3.3) przyjmie postaé

v(t) = G#(@t—i-%) (qf;q()) , telo,Tl. (6.14)



7. Realizacja sterowan za pomoca formuly
gCBHD

Catkujac réwnania CFS dla zadanego v(t), t € [0, T] i przyjetej reprezentacji (4.1)
otrzymujemy S(T). Ostatnim etapem algorytmu LS jest generacja S(T), ztozonego z ru-
chéw elementarnych e®*hT)B) § — 1 . T za pomocy sterowan. W dalszych rozwa-
zaniach pokazano jak wygenerowac jeden (dowolny) ruch elementarny. Do generacji
sterowan wykorzystano formule gCBHD, a jako klase sterowan dopuszczalnych wy-
brano sterowania harmoniczne parametryzowane skonczonym wektorem parametréow
sterowan p. Zatem zadanie polega na wyznaczeniu takiego p*, ktéry dla danego wek-
tora B4 i zadanych funkcji fg, (p, T) wystepujacych w zaleznosci (3.26) a wyliczonych na
podstawie réwnania (3.25) rozwigzuje réwnanie Bg = fg(p). Oczywiscie, wyznaczone
p* determinuje u(-).

Szczegbdlnymi ruchami elementarnymi sa te w kierunkach bazowych, czyli e™i(T)Bi,
dla ktoérych sterowania mozna wyliczy¢ analitycznie minimalizujac globalnie energie
ruchu (podrozdzial 7.1), gdy stopiern B; jest niewielki. Dla wszystkich pozostatych
przypadkéw stosujemy metode Newtona, znang z rozwigzania zadania kinematyki od-
wrotnej manipulatoréw (podrozdziat 7.2).

7.1. Generacja optymalnych energetycznie sterowan w kierunkach
ruchu wyznaczonych przez baze Halla

Przez generacje kierunkéw bazy Halla rozumiemy przypadek, gdy sterowania ge-
neruja pozadany kierunek nie powodujac ruchu w zadnym z kierunkéw bazy Halla
warstw nizszych i réwnych z generowanym polem. Przedstawimy optymalne energetycz-
nie sterowania harmoniczne dla uktadéw dwuwejsciowych, m = 2, o generatorach g1, g>
z odpowiadajacymi generatorami formalnymi Bq,B,, oraz pél bazy Halla co najwyzej
trzeciej warstwy (uogdélnienie na pola warstw wyzszych jest mozliwe po przeprowadze-
niu coraz bardziej skomplikowanych obliczen), gdyz takie sterowania beda szczegdl-
nie chetnie wykorzystywane w symulacjach dzialania algorytméw planowania ruchu.
Cgzas sterowania bedzie ustalony na T. Dla tego przypadku przyjmujemy oznaczenie
fa(P) = (Bg1> Bay» Bigr,gals Bigr,igra:1 Bigafgr,gally - )

Korzystamy z osiggnieé pracy [17], w ktorej wykazano, ze dla minimalizacji energii
sterowan podczas generacji ruchu w kierunku [gq, g>] sterowania harmoniczne musza
by¢ o identycznych czestotliwosciach (pierwsze harmoniczne) oraz przesunigte wzgle-
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dem siebie o 4+7/2. Dla ruchu w kierunkach [g1, (g1, 92, [g2,[g1, g2]], sterowanie od-
powiadajace polu z wigkszg liczbg generatoréw musi mieé czestotliwosé¢ podwojona
w stosunku do drugiego sterowania o podstawowej harmonicznej. Ponadto dla kazdego
z pél [g1, 921, (g1, (91, 921, [g2, [g1, 2], do kazdego ze sterowan mozna dodaé dodatkowe
przesuniecie fazowe, ktére nie zmienia jakosci generowanego kierunku dla ukladéw nil-
potentnych. Nalezy jednak zwréci¢é uwage, ze dla przypadku ogélnych bezdryfowych
ukladéw nieholonomicznych zaréwno wybdér znaku przesuniecia fazowego jak i jego
dodatkowa warto§¢ moze stuzy¢ jako wspomagajaca zmienna optymalizowana podczas
generacji ruchu (zmiana dodatkowego przesuniecia fazowego wplywa na wspoiczynniki
pol z wyzszych warstw, a te nie sg automatycznie zerowane, tak jak w przypadku ukta-
déw nilpotentnych). Dla uproszczenia rozwazan przyjmiemy, ze wspélne przesunigcie
fazowe dla obu sterowan wynosi 0, natomiast znak przesuniecia fazowego w jednym
z nich jest dodatni.

Wyznaczenie harmonicznych sterowan optymalnych przeprowadzimy z wykorzysta-
niem formuly gCBHD metodg mnoznikéw Lagrange’a, ktéra stuzy do optymalizacji
funkcji jakodci z ograniczeniami (nie-)réwnosciowymi [31]. Rozpoczniemy od najtrud-
niejszego z rozwazanych zadan, by pokazac tok obliczen na nietrywialnym przyktadzie.

Celem jest wygenerowanie optymalnych sterowan harmonicznych realizujacych ruch
w kierunku pola (g1, [g1, 2]] 0 amplitudzie okreslonej przez zadane Big, g, g,11, ZOb. TOW-
nania (3.24) dla t = T oraz (3.25). Sterowania optymalne dla tego przypadku sg postaci

.2t ow . 2mt
w(t) =ps sm(? + Z)» u(t) =p2 sm(Z?), t e [0,T], (7.1)

z parametrami py, p2, ktére nalezy okresli¢. Podstawiajac sterowania (7.1) do formuty

gCBHD (3.24) otrzymujemy

__pipal
B[Qh[ghgz}] = 3212

zerujac, zgodnie z zalozeniem, Pgq,, Bg,, Big,.g.15 Plg,,lg1,9,1- POni€Waz w praktycznych
przypadkach warto$¢ Big, 1g,.g,)] j€St zZnana (dalej przyjmujemy jej niezerowg wartosc)
otrzymujemy ograniczenie rownosciowe postaci

327 Big, g1 2]
pipy = ———5 % = C £0. (7.2)

Optymalizujac energie sterowan (7.1) otrzymujemy funkcje jakosci zalezng od parame-
trow sterowan

. T T

ftul) = | (it +d0)de = 5pF 0D = Jtp) = b+
Opuszczenie wspoélczynnika w funkcji optymalizowanej nie wplywa na rozmieszczenie
punktow, w ktéorych ekstremum jest przyjmowane, a jedynie na jej warto§¢ funkcji.
Wykorzystujac metode mnoznikéw Lagrange’a definiujemy funkcje

L(p,A) = pi +p3 +Alpip2 — C)
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z nieoznaczonym mnoznikiem A. Warunki konieczne ekstremum sg nastepujace:

OL(p, A ]
éE;) =2p1+2Apip2 =0=2p1(1 +Ap2) = p2=— (7.8)
OL(p,A) 2 S
OEP A o b Apl = =T T '
op2 p2+APT=0 = pj AN (74

Podstawiajac (7.3), (7.4) do (7.2) wyznaczamy mnoznik Lagrange’a

2 512 T 1
C:p%pZZ*i = A=—A\==5¢ 5
A3 C 2 27-[26[91,[91»92]]

a nastepnie wspolczynniki sterowan p; i pz:

2V2 2
P1 =7 {/20Big tg1g:n b P2 =~ /27 Bigy 1,00 (7.5)

Zauwazmy, ze znak sterowania u; nie wptywa na jako§¢ generowania kierunku [g1, [g1, g2]].
Postepujac analogicznie wyznaczymy optymalne sterowania generujace jedynie kie-
runek pola wektorowego [gz,[g1,g2]]. Optymalne sterowania [17] sg w postaci

27t 2t T

wy(t) =prsin(2— uy(t) =pasin(— + —). .6
1(6) =prsin27), () = pasin( T+ 7) (7.6)
wiodgce do zaleznosci wspoliczynnika (g, (g,,9, ©d Parametréw sterowan opisang wy-
razeniem s

8 _pipaT

[92,(91,92]] 3202

Powtarzajac kroki metody mnoznikéw Lagrange’a ze zmiang p; ¢ p2 1 uwzgledniajac
zmiang znaku statej C otrzymujemy optymalne parametry sterowan (7.6)

2 2V2
P1 = 74/ 2Blgsfgrg2ly P2 =~/ 27Bigs fg1.921 |

W podobny sposéb generujemy optymalny ruch w kierunku pola wektorowego [g1, g2]

sterowaniami ot gt
. 2T T .2
w(t) =p1 sm(? + z)» w(t) =p2 sm(?), (7.7)

odpowiadajacym sterowaniom (7.7) wspdlczynnikiem

pipaT?
B[thﬂ = A7t (78)

i optymalnymi energetycznie wartoSciami parametréw

2 2
plzsgn(ﬁ[g],gz})f 7-[“3[91,92}) pZZT 7'[”5[91,92]‘- (79)

W zaleznosci (77.9) mozliwe jest synchroniczne odwrocenie znakéw py, pa.
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Dla dopelnienia opisu optymalnego ruchu dla wszystkich pél do warstwy trzeciej
wlacznie konieczne jest wskazanie sterowan generujacych ruch w kierunkach g7 i gp.
Pierwsze z nich sa postaci

a te odpowiadajace przemieszczeniu w kierunku g, sa nastepujace

P,

wq (t) = O) uZ(t) T

7.2. Generacja sterowan algorytmem Newtona

Jesli nie jest mozliwe efektywne zastosowanie metody mnoznikéw Lagrange’a (tzn.
réwnania mogg by¢ sformulowane zawsze, lecz ich analityczne rozwigzanie nie jest moz-
liwe, ze wzgledu na skomplikowanie i wymiarowos¢ zadania), stosujemy podejscie znane
z pracy [17]. Najpierw dla ustalonej reprezentacji sterowan (przyktadowo harmonicz-
nych) zadanej wektorem parametréw p wyliczamy pierwsze r wspétczynnikéw B ze wzo-
réw (3.24), (3.25). W ten sposéb powstaje odwzorowanie przypominajace kinematyke
manipulatora f(p) = B, zwykle n < r < dim(p). Kazdy pozadany ruch elementarny
elei*h(T)B) § — 1 ... T jednoznacznie zadaje wektor B 4. Parametry sterowan realizujace
ten wektor sg wyznaczane algorytmem Newtona [74]

Pir1 =pi + & JF(pi)(Ba—f(pi)), (7.10)

gdzie i to licznik iteracji, & jest dodatnim parametrem rzeczywistym od ktérego zalezy
szybkos¢ zbieznosci procesu iteracyjnego, po jest wybranym poczatkowych zestawem
parametréw sterowan, J(p) = 0f(p)/0p — jakobianem, a J# = J7(J-J7)~' pseudoodwrot-
nosciag Moore-a-Penrose’a. Mozna takze zastosowaé algorytmu Newtona z dodatkowsa
optymalizacjg funkcji kryterialnej w przestrzeni zerowej

Pivt =Pin1 + & JFP)(Ba —fp1) + (I—J#(p)I(p)v(pi), (7.11)

gdziev(p;) € R4MP) jest dowolnym wektorem. Najczesciej optymalizacje przeprowadza
sie w celu minimalizacji dodatkowej funkcji kryterialnej d(p) (przyktadowo energii
sterowan). Wtedy v w (7.11) przyjmuje posta¢ antygradientu v(p) = —0d(p)/0p.



8. Aproksymacja nilpotentna uktadéw
bezdryfowych

Idea metody sterowania wykorzystujacej nilpotentna aproksymacje ogblnego uktadu
bezdryfowego jest nastepujgca: najpierw wygenerowac nilpotentny odpowiednik uktadu
sterowanego, ktory aproksymuje uktad oryginalny wokoét biezacej konfiguracji; rozwia-
za zadanie sterowania dla uktadu nilpotentnego (przyktadowo algorytmem LS); stero-
wania znalezione dla ukladu przyblizonego wykorzysta¢ do sterowania ukladem orgi-
nalnym otrzymujac pewna konfiguracje koricowa. Jesli ta konfiguracja nie jest punktem
docelowym planowania — procedure powtarzac, jako poczatkowa przyjmujac osiggnieta
konfiguracje.

Jedng z pierwszych procedur nilpotentnej aproksymacji zaproponowal Hermes [38],
a efektywne rozwiniecie jego metody dla ukladéw bezdryfowych opisano w artyku-
le [4], w ktérym autorzy zaproponowali transformacje uktadu do tak zwanej postaci
tréjkatnej. Dzieki spelnieniu odpowiednich warunkéw rzadu, funkcje pojawiajace sie
w postaci tréjkatnej tworza uktad nilpotentny. Rozszerzenie algorytmu dla ukladéw
z osobliwosciami (w ktorych rzad przestrzeni rozpietej przez pola wektorowe kolejnych
warstw ukladu nie rosnie tak szybko jak moégiby) opisuje artykut [105]. Nilpotentna
aproksymacja byta takze wykorzystana dla szczegblnych instancji uktadéw [58, 83, 106].
Sachkova [82] pokazatla, ze kazdy dwuwejSciowy uklad nilpotentny moze by¢ transfor-
mowany do innego uktadu nilpotentnego, o q € R3, z zerujacymi sie polami poza
pierwszymi dwoma warstwami.

Zatem algorytm nilpotentnej aproksymacji postuzy w dalszej czesci dysertacji jako
wspomagajacy metode planowania ruchu ukiladéw bezdryfowych. Z tego powodu opi-
sano jego kroki bazujac na pracy Lamounda i wspétpracownikéw [105] oraz przetesto-
wano na dwoéch modelach wykorzystujac oprogramowanie powstate na uzytek pracy
magisterskiej Koralewskiego [50]. Zaproponowano oryginalne miary efektywnosci nil-
potentnej aproksymacji, ktére byly przedmiotem pracy [24] oraz je przetestowano.

8.1. Algorytm nilpotentnej aproksymacji

Pola wektorowe zapisywane zwykle jako wektory funkcji, w tym rozdziale beda
zapisywane jako operatory rézniczkowe, gdyz w takiej notacji wystepuja w algorytmie
nilpotentnej aproksymacji [58]. Notacja ta jest logiczna i bogata w interpretacje. Dla
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modelu jednokolowca (A.3) zapisowi wektorowemu pél g1(q) = (cos(q3),sin(q3z),0)",
g2(q) = (0,0,1)T, odpowiada nastepujaca ich notacja rézniczkowa

g1(q) = cos(q3)dq, +sin(q3)dq,, g2(q) =1-0q;.
-9
T 0q¢”

Niech E];l(q) oznacza przestrzen wektorowa rozpieta w konfiguracji q przez pola
wektorowe, utworzone z generatoréw uktadu (2.36) w liczbie m, o stopniu nie wigkszym
niz k (czyli pola do warstwy k-tej wlacznie). Jesli pola wektorowe powstaja z bazy Halla,
o dwoch generatorach (g7, g2) to kolejne podprzestrzenie sa nastepujace

gdzie 0,

£3(q) = span(gi(q),92(q)), £3(q) = span(gi(q),92(q), [g1,921(q)),
£3(q) = span(gi1(q),92(9), [g1,921(q), lg1, [g1,9211(q), [92, [g1, g211(q)),

Definicja 1. Wektor wzrostu (w konfiguracji q)
Wektor k(q) = (k1(q),-...,kr(q)) € N" o wspdirzednych

ki(q) = dim(£5(q)), ie{l,...,7}, (8.1)

nazywany jest wektorem wzrostu, gdzie v to stopien nieholonomicznosci uktadu
w konfiguracy q.

Definicja 2. Stopien nieholonomicznosct (w konfiguracji q)

r={min; : ki(q) > n}, (8.2)
to minimalna liczba warstw algebry sterowalnosci uktadu (n = dim(q)).

Definicja 3. Wektor wag (w konfiguracji q)
Wektor w(q) € N" ztozony z numerdw warstw, do ktorych nalezg kolejne elementy
algebry Liego (algebry sterowalnosci) uktadu nazywa sie wektorem wag

wi(q) = deg(gi), i€fl,...,n}, (8.3)
gdzie n jest wymziarem przestrzent konfiguracyjnej.

Wektory wzrostu i wag zaleza od konfiguracji, w ktérej sg obliczane i zmieniajg sie, jesli
pola, gwarantujace spelnienie warunku rzedu (2.37), pochodzg z réznych warstw. Jesli
dla kazdej z konfiguracji dane powyzsze sg state mozna opusci¢ w ich nazwie zaleznosé
od q.
Procedura nilpotentnej aproksymacji sterowalnego uktadu (2.36) woko! konfiguracji
q. sklada si¢ z nastepujacej sekwencji krokéw [50, 105]:
Krok 1 Z bazy algebry Liego rozpietej przez generatory uktadu (2.36) wybraé¢ pola
wektorowe rozpinajace przestrzei stanu w punkcie qq (czyli spelni¢ warunek rze-
du (2.37)) i oznaczy¢ je przez g;, i € {1,...,n}
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Krok 2 W konfiguracji q, wyliczy¢ wektory wzrostu (8.1) i wag (8.3) odpowiadajace
gi dlaiE{],...,n}.

Krok 3 Na podstawie oryginalnych wspétrzednych q wyznaczy¢ lokalne wspolrzedne y
z zalezno$ci

~—1
Yy=G (qa)(q—4qd). (8.4)

Kolumnami macierzy é(qa) =191(qq),-.-,9,(qa)] sa wektory wchodzace w skiad
zestawu po6l wektorowych spelniajacych twierdzenie Chow w punkcie q,. W notacji
operatoréw rézniczkowych pola zapisuja sie jako

gj(qa) :Zéij(Qa)anqaa ] = ],...,Tl. (85)

i=1

Zamiana wspotrzednych oznacza przeskalowanie i centrowanie pél wokét punktu q.
Krok 4 Wyliczy¢ wspétrzedne uprzywilejowane z = (z1,...,z,)" wokét q. z rekuren-
cyjnej zaleznosci

zj:y]-+th(y1,...,yj_1), i=T1,...,n, (8.6)
k=2

z funkcjami hy okreslonymi przez

k-1
RYnyenyia) =— Y my-gite gy (Uj +Zh1> (qa), (8.7)
=2

o=k
w (o) <wj

gdzie |&| = Y I'; «;, natomiast m; = 1_[]1;} Yt /oy!. Plerwszy warunek |a| = k
we wzorze (8.7) stanowi wstepng selekcje wektoréw dopuszczalnych o, a drugi
warunek w(a) < wj; wprowadza ostateczng selekcje. Konkatenacje wystepujaca
we wzorze (8.7) interpretuje si¢ w naturalny sposéb, czyli Qﬁgé(q) = Qﬁ(gé(q)),
g°(q) =g"""(g(q)), g'(a) = 9(q).

Krok 5 Wyrazi¢ uklad oryginalny (2.36) we wspoéirzednych uprzywilejowanych

. an aF] -1 -1 ~ Ul ~
2= 55w ag e e G (F (@) = Gz = D Gilzw,  (88)

i=1

gdzie transformacje (8.4) ze wspoéirzednych oryginalnych q do y zadaje dyfeomor-
fizm y = Fy(q), natomiast transformacje (8.6) z y do z opisuje z = F,(y).

Krok 6 Rozwinaé¢ w szereg Taylora pola wektorowe §;(z) w punkcie 0 i wyrazi¢ je
w postaci jednorodnych, ze wzgledu na stopien pél wektorowych

G2 =6""2+§"=2+6"@+... j=1,...,m (8.9)
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Krok 7 Niech g;(z) = gf”(z), wtedy aproksymant uktadu (2.36) w konfiguracji qq
jest zdefiniowany jako

zi:Z@ij(Zh---)qu)ui, i=T1,...,m, (8.10)
i=1

gdzie @ij s jednorodnymi wielomianami o wazonej wadze réwnej w; — 1.

Uklad (8.10) jest nilpotentng aproksymacja uktadu (2.36) we wspoirzednych z wy-
liczony w punkcie q,. Warto zauwazy¢, ze powyzszy algorytm zawiera selekcje podl
w Kroku 1, zatem powinien by¢ uzupelniony o sposéb ich wyboru. Naturalnie wybie-
rane sa pola z bazy (np. Halla) algebry Liego, ktére wplywaja na spelnienie warunku
rzedu algebry Liego. Dzialanie algorytmu nilpotentnej aproksymacji zilustrujemy na
przyktadzie dwoch ukladéw, na ktérych bedg testowane takze algorytmy planowania
ruchu bazujace na nilpotentnej aproksymacji. Wyniki szczegblowe wygenerowano opro-
gramowaniem powstalym na uzytek pracy dyplomowej [50].

Przyktad 19. Nilpotentna aproksymacja jednokotowego robota mobilnego.
Model robota o wektorze stanu q = (q1,q2,q3)" opisuje réwnanie (4.3), a punktem
woko6t ktoérego model jest aproksymowany bedzie qo = (qa1, a2, a3)'. Kilka poczat-
kowych elementéw bazy Halla algebry Liego dla jednokolowca to [gi(q),g2(q)] =
(sin g3, —cos q3,0)", [g1(q), [g1(q),92(q)]) = (0,0,0)7, [g2(q),[g1(q),92(q)] = g1(q).
Warunek rzedu algebry Liego jest spelniony przez trzy pierwsze elementy bazy Halla,

zatem g; = g1, g, = g» oraz g; = [g1, g2]. Wektory wag i wzrostu wynosza wigc
w=(1,1,2)T, k=(2,3)". (8.11)

Wspblrzedne lokalne y, zgodnie ze wzorem (8.4), okresla zalezno§¢

. -1 )
Yi cosqq3 0 sinqg3 q1 — qal cosqa3 sinde3 0] [q1—dqa
Y2| = |sinqq3 0 —cosqa3 q2—qda2| = 0 0 1 92— daz2| >
Y3 0 1 0 q3 — qa3 sinqq3 —cosqa3 O] [43— (a3
gdzie macierz G € SO(3) jest macierza obrotu w R3 (é_] = C_;T). Po wymnozeniu,

wspolrzedne lokalne przyjmujg postaé

Ui (g1 — ga1) cos a3 + (q2 — qq2) sin qq3
Y2 = 43 — qa3 . (8.12)
Y3 (g1 — ga1)singa3 — (92 — qa2) cos g3

Nastepnie wykorzystujac wzér (8.6) otrzymujemy
zi =vyi, 1€{1,2,3} (8.13)

Wspblrzedne uprzywilejowane przyjmuja szczegdlnie tatwa postac (8.13), gdyz we wzo-
rze (8.6) sumowane sa wartosci od k = 2 do wj — 1, zatem dla zadanego wektora
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wag (8.11) wspdiczynniki hy wynoszg 0 w kazdym przypadku. Po przeksztalceniu za-
leznosci (8.12) otrzymujemy q(y) oraz z (8.13) takze y(z)). W zmiennych uprzywilejo-
wanych model jednokotowca (A.3) przyjmuje postaé

Z1 cos 2 0
| = 0 |w+ |1 w=§Ew+3g(z)w
Z3 —sinz) 0

i z doktadnoscig do dyfeomorfizmu jest réwnowazny modelowi (A.3). Rozwiniecie w sze-
reg Taylora poszczegdlnych pél wektorowych wiedzie do zaleznosci

1 0 3] [0 0
61(2): o + 0 +E 0 +§ 0 S RN gz(Z): 1
0 —22 Lo e 0

Zgodnie z Krokiem 7 i zalezno$cig (8.11), dwie pierwsze skladowe pél muszg miec
stopienl 0, a trzecia stopien réowny 1. Stopierl zmiennej z1,z; wynosi 1, a zmiennej z3
jest rowny 2. Zatem po eliminacji jednomianéw nie spelniajacych podanych warunkéw
(miedzy innymi z% z pierwszej sktadowej i z% ze sktadowej trzeciej) uktad aproksymujacy
przyjmuje postac

21 1 0
=10 |w+ [T u=4§g2z)uw + g(z)u,. (8.14)
23 —Z) 0

Przyktad 20. Nilpotentna aproksymacja tréjkotowego robota mobilnego.

Czterowymiarowy model tytulowego ukiadu jest zadany réwnaniem (A.2), a punk-
tem w ktérym uklad jest aproksymowany bedzie qu = (qal, a2, a3, Ga4)' . Oprécz
generatoréw uktadu (A.4) pozostalte elementy bazy Halla algebry Liego gwarantujace
spetnienie warunku rzedu w kazdej konfiguracji to (g1, g2] = (—s¢3544, Cq35q4, —Cq4) 0)r
oraz [g1,[g1,92]] = (—cq3,—5¢3,0, 0)T. Wektor wag i wzrostu wynosza wiec

w = (]) ])2)3)1—) k = (2)3)4)T- (8‘15)
Wspblrzedne lokalne y, zgodnie ze wzorem (8.4) okresla zaleznos¢
Y1 —$q3Cq4  Cq3Cq4  Sqa O [g1 —da1
Y2 _ 0 0 0 1 q2 — qa2 (8 16)
Y3 —$438q4 Cq3Sq4 —Cq4 O] [d3—da3
Ya —Cqg3  —S¢3 0 Of [94—qas
Takze i w tym przykladzie macierz G jest ortogonalna, zatem GH) = (_ST. W postaci
rozwinietej zaleznos¢ (8.16) jest nastepujaca
Y1 (g2 — Qaz)an3an4 —(q1 — qal)sqa3cqa4 +(q3 — qa3)3qa4
Y2 _ q4 - q(14 (817)
Y3 —(q3 — an)an4 +(q2 — qaz)canSqa4 —(q1 — qal)sqa35qa4

Ya —(q1 — ga1)cqa3 — (92 — qa2)8qa3
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Nastepnie wykorzystujac wzor (8.6) otrzymujemy
{Zi = VYi iE{LZ)S}) (8 18)
zs= Ys—3Y19}(us(da)) — Y1Y291(92(y4(da))) — 3u303(ya(qa)).

Za trzy skladowe elementu h;, ze wzoru (8.7), sa odpowiedzialne trzy wektory dopusz-
czalne oa: (2,0,0,0)T, (1,1,0,0)T, (0,2,0,0)". Generatory uktadu zapisane w postaci
operatoréw rézniczkowych jako

0 0

—i—sq4aq3 g2 = 67(]4’

0 0
g1 = —Sq3Cqa5— o, +Cq3Cqas— o0

umozliwiajg wyliczenie ich akcji na funkcjach — argumentach. Korzystajac dodatkowo

z (8.17) mozna wyliczy¢ g1(92(y4)) = 92(92(y4)) = 0 oraz g1(g1(y4)) = (cqa3cq3cqs +
$qa3Cq4Sq3)Sq4- Po uwzglednieniu powyzszych zaleznosci i wartoéciowaniu (8.18) w punk-
cie aproksymacji otrzymujemy

z= vy, 1€{1,2,3},
1.2 (8.19)
Z4 = Y4 — 3Y7CqadSqas
Uktad (A.4) we wspélrzednych uprzywilejowanych jest nastgpujacy
Fi(z1,22,23) 0
. 0 1
2=y 2y | T o] V2 = G1(E W+ Galzus (8.20)
F3(z1,22,23) 0

gdzie

Fi(z1,22,23) =Cqa3Cqa4Cqad+z2CF + Sqa4Sqad+z2 + Cqa4Cqad+225qa3SFs
Fa(z1, 22, 23) =Cqa3Cqa4+2z2CFSqa4 — Cqa4Sqad+z2 + Cqad+2z28qa3Sqa4 STy

2 2
F3(z1,22,23) = — 21Cqa4SqasSqas+22 — Cqaa+22(CF(Sqa3 + Z1€qa3€qa4Sqas)

2
+ (—Cqa3 + 21€5a48qa3Sqas)SF),

z nastepujacymi oznaczeniami F = (qq3 — 23Cqa4 + Z18qa4a), CF = cos(F), sp = sin(F)
Oraz Cqa4+z2 = cos(qa4 + z2). Wspbdlrzedne z; oraz z, majg stopieii 1, zatem stopien
pierwszej wspdirzednej pola §;(z) musi by¢ réwny w; — 1 = 0. Warunek ten w rozwi-
nieciu Taylora w punkcie O jest spelniony wylacznie dla pierwszej sktadowej F;. Zatem
pierwsza wspbdirzedna §;(z) wynosi Fi(z1,22,23)l0 = céa3céa4 + s§a3céa4 + séa4 =1.
Podobnie druga sktadowa §;(z) ma wartos¢ 0. Trzecia sktadowa §;(z) ma mie¢ stopien
réwny 1 i jest opisana za pomocg pochodnych wspoélrzednych z, ktérych stopiel jest
réwny 1. Ostatecznie trzecia sktadowa jest réwna aFﬂ%‘%l Z1 —I—%\ 2 = —2;.

Ostatnia sktadowa §;(z) musi mie¢ stopieri réwny 2, wiec jest réwna %‘iz’mlog +
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0%F3(z1,22,23) | 2 | 9°Fs(z1,22,23) | .2 | 9%F3(z1,22,23) _ 2 2 : :
222 loz5 + o loz7 + =5, o 0120 = —23€C 40 — 21228 4. Wyliczenie
pola §, jest trywialne, a uktad aproksymujacy przyjmuje postaé
21 1 0
. Z) 0 1
z=|."| = u + w = 0;(z2)wy + 9,(z)uy. (8.21)
Z3 —Z) 0
Z4 _Z3C<24a4 —Z zzs%m4 0

8.2. Miary dokladnosci nilpotentnej aproksymacji

Do oceny skutecznosci nilpotentnej aproksymacji uktadu oryginalnego nalezy wpro-
wadzi¢ pewne miary. W tym celu obydwa uklady (aproksymowany we wspoirzednych q
i aproksymujacy — we wspolrzednych z) powinny by¢ wyrazone w tym samym ukladzie
wspbirzednych. Konsekwentnie pola wektorowe ukladu oryginalnego (2.36) powinny
by¢ przeksztatcone dyfeomorfizmem q = (pal (z) do przestrzeni Z i wtedy poréwnywane
z polami wektorowymi zdefiniowanymi przez (8.10). Alternatywnie, pola wektorowe
uktadu (8.10) przeksztalcone dyfeomorfizmem z = F,(Fi(q)) = @q,.(q) do Q. Powstaja
zatem dwie lokalne miary, wokét punktu q, € Q

m . . d —1
ma.(@) = 3_lla) ~ &, @i(q)z((’)g;(‘w 0i(0q.(a),  (8:22)

lub jego obrazu w przestrzeni 7Z

m a | —1
Mo, ian(@ = 3 16:(2) — 82, gi(z>=(“’g;m> 603 (). (8.23)
i=1

Dowolna norma moze by¢ wykorzystana w zaleznosciach (8.22), (8.23), lecz prefero-
wanga jest wazona norma euklidesowa. Dla wektora dodatnich wag w = (w1, ..., wn)'

norme te zadaje wzér ||a = (aj,...,an) || = V2 wiaiz. Dla (8.22) wagi odzwier-
ciedlajg réznice w zakresie badz typie wspodlrzednych (polozeniowe, katowe) wektora
q. Natura wazonej normy euklideoswej w (8.23) jest nieco inna. Kolejne wspolrzedne
w wektorze z odpowiadajg warstwom pél wektorowych z bazy Halla. I tak pierwszych
m wspblrzednych odpowiada ruchom w pierwszej warstwie — energetycznie efektyw-
nych przemieszczen. Dla przyktadu wygenerowanie ruchu Tg; na interwale dtugosci T
wymaga wlaczenia sterowania pierwszego i wyltaczenia pozostalych, a zuzycie energii
wWynosi fg 1dt = T (w = 1). Dla nastepnych m(m — 1)/2 wspélrzednych (odpowia-
dajacych drugiej warstwie) scenariusz zastosowanych sterowan jest bardziej skompli-
kowany. Przyktadowo, do generacji ruchu T[g;, §,] z wykorzystaniem formuty CBHD
[86] przykiadowe sterowania zlozone z czterech interwaléw diugosci VT sa nastepu-
jace: up = (+1,0,—1,0)T, up = (0,+1,0,—1)T, a catkowita energia sterowann wynosi
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4+/T. Poniewaz formuta CBHD jest wazna dla krotkich interwaléw czasowych, zatem
T<4VT.

Miary (8.22), (8.23) spelniaja minimalne wymagania dla dobrze zdefiniowanych
miar, bowiem osiggaja warto$¢ zero, gdy oryginalny uktad bezdryfowy jest nilpo-
tentny oraz wartos¢ dodatnig dla ukladéw nie bedacych nilpotentnymi. W definicjach
miar (8.22), (8.23), poréwnywane sg jedynie generatory (lub ich obrazy). Oczywiscie
miary moga by¢ rozszerzone na pola wyzszych stopni. W tym przypadku sumowanie
w zaleznosciach (8.22), (8.23) powinno zostaé rozszerzone z m do , por. uklad rozsze-
rzony (3.1). Nie mozna jednoznacznie okresli¢, ktéra z miar jest lepsza, gdyz obie posia-
daja zalety i wady. Miara (8.22) okresla jako§¢ aproksymacji w naturalnej przestrzeni
stanu, zatem posiada fizyczng interpretacje zmiennych. Z drugiej strony, miara (8.23),
opisana w przestrzeni Z posiada wspolrzedne odzwierciedlajace trudno$é¢ ruchu w ich
kierunku. Obie miary wspéldziela pewien mankament, nie biorg pod uwage kierunku
planowanego ruchu z punktu qq, € Q. Ta wlasnoi¢ jest szczegdlnie wazna w zadaniach
planowania ruchu, gdy interesujace sg nie wszystkie, ale jeden (lub niewiele) wyrdzniony
kierunek ruchu. Z tego powodu konieczna jest kolejna miara unikajgca powyzszej wady.

Niech wyréznionym bedzie kierunek ruchu ku zadanemu punktowi docelowemu qy,
a biezaca konfiguracjg (w ktérej odbywa si¢ aproksymacja) jest qq. Po nilpotentnej
aproksymacji uktad (2.36) ma swoj nilpotentny odpowiednik dany przez (8.10). Jesli
teraz, w ustalonym przedziale czasu réwnym T, zastosujemy algorytm LS do przepro-
wadzenia uktadu (8.10) miedzy punktem z, = @q,(qa) =01zt = @q.(q¢), a wynikowe
sterowania u(-) zastosujemy do ukladu (2.36) zainicjowanego w punkcie qq, otrzy-
mujemy pewng konfiguracje koicowa q(T). Na podstawie tej konfiguracji definiujemy
nastepujaca miare pozycyjna

Mg, qp) = =81l 4005, (8.22)

llas — qall

ktoéra opisuje efektywnos¢ aproksymacji w planowaniu ruchu w kierunku od qq ku (.
Miara (8.24) zalezy od przyjetej reprezentacji ruchu S(t) (4.1) w algorytmie LS oraz
metody generacji sterowan. Jesli warto§¢ miary jest nieakceptowalnie wysoka, punkt
docelowy qf powinien by¢ przesuniety w kierunku q,. Ewidentng zaletg miary jest
ocena rzeczywistego ruchu, a wada — spore naklady obliczeniowe na jej wyliczenie
i nieuwzglednienie relacji katowych miedzy punktami qo, q¢, q(T). Warto$¢ miary dazy
do zera, gdy qs — (g, poniewaz doktadnos¢ aproksymacji roénie.

8.3. Symulacje

Wryliczenie nilpotentnej aproksymacji i miar jej jako$ci przeprowadzono dla dwbéch
modeli. Pierwszym z nich jest jednokolowiec o modelu (A.3), a punkt aproksymacji
to qa = (qa1, 9a2, qa3)’ € Q . Wykorzystujac oznaczenie q — qq = A = (A1,A2,A3)"



8.3. Symulacje 85

i stosujac nilpotentna aproksymacje, opisang w podrozdziale 8.1, odwzorowanie z =
©q.(q), oraz odwrotne przeksztalcenie q = (pq_l (z) opisujg

z1 Ay cos(qa3) + Az sin(qq3) q qa1 + 2z1c08(qq3) + z38in(qa3)
| = A3 y 92| = [ 9a2 —2z3c0s(qa3) + z1 8in(qa3)
z3 —Aj cos(qa3) + At sin(qa3) q3 qa3 + 22
(8.25)

Nilpotenta aproksymacja dana jest wzorem (8.14). Wykorzystujac odwrotne przeksztal-
cenie (8.25), uklad aproksymowany jest przeksztalcany do przestrzeni Q

a cos(qq3) — (93 — qq3) sin(qa3) 0 3 .
q = qZ = (q3 - qa3) COS(qa3) + Sin(%s) w+ |0 uy = 61 (q)U]+@2(Q)Uz, (8'26)
q3 0

oraz oryginalny uklad (A.3) do przestrzeni Z

21 cos(z) 0
z=|2| = 0 w+ (1w = §1 (z)ug + Qz(z)uz. (8.27)
Z3 —sin(zy) 0

Miara (8.22) bazujaca na (4.3), (8.26) z wektorem wag (1,1,1)" osiaga wartosé

mg.(q) = \/2+A§ — 2cos(A3) — 2A3sin(A3), (8.28)

lub, gdy funkcje trygonometryczne w réwnaniu (8.28) zostang rozwinigte w szereg
Taylora wokét punktu q, (wielomiany do stopnia 4), powstaje

1

~ EA%. (8.29)

mq,(q)

Réwnania (8.28), (8.29) zalezg jedynie od A. Podobnie miara (8.23) bazujaca na (8.14),
(8.27) z wektorem wag (1,1,1)7 jest réwna

) 1
Mg, (qa)(2) = \/2 +23 — 2c0s(z2) — 223 8in(z) = 575 (8.30)

By przetestowaé miare (8.24) wybrano reprezentacje ruchu ,wstecz”, ;w przéd” i kano-
niczng. Dla kazdej z reprezentacji wyliczono odpowiadajace réwnania CFS postaci

eMBrehBaghsBiBal (1) Ry h3)T = (v, v2, —hy vy +v3)T

ensBrBalghaBaoiBr ) ) mg)T = (vi,va, hyvo 4 v3)T (8.31)

eMBrrnBatisBiBal = (R hy ha)T = (vi, vz, (hiva — hgvy) /2 4 v3)T
zainicjalizowane w h(0) = 0. Postawiono trzy zadania z réznymi punktami aproksy-
macji qq

L: qo = (5>2)OO)T) 2: qoa = (5)2)450)T) 3 qo = (5)2) 9OO)T- (8'32)
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Rysunek 8.1. Zadanie 1, miara M(qq, q¢) dla réznych reprezentacji i odlegtosci R oraz rodziny
punktéw docelowych generowanych przez &,y € (0,90°), ze skokiem co 10°

Pierwsze dwie wspélrzedne (7, q; punktu aproksymacji pozostajg niezmienne, gdyz
spodziewamy si¢ istotnej zaleznosci jedynie od trzeciej wspoirzednej, zob. (8.28). Do
ustalenia punktéw docelowych qf wykorzystano wspoéirzedne sferyczne, a zbiér konfi-
guracji docelowych zadaje zaleznos¢ q¢ = qq, + Aq, gdzie

Aq = (Rcos(d) cos(1p), Rcos() sin(), Rsin(¢))T, (8.33)

z zasiggiem ruchu ustalonym na R = ||Aq||, oraz zmiennymi katami ¢,1. Czas ruchu
ustalono na T =1, a jako trajektorie referencyjng wybrano odcinek A(t) = (t/T) - zs =
(t/T) - @q,(qs), bowiem zy = @q,(qo) = 0. Do realizacji sterowant wykorzystano uogél-
niong formute gCBHD, zobacz rozdzial 7. Po rozwigzaniu (8.31), ze znanymi stero-
waniami rozszerzonymi v(-), sterowania generujace ruch wzdituz By — §¢,(z),B, —
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R =0.01

w przoéd

wstecz

kanoniczna

Rysunek 8.2. Zadanie 2, miara M(qq, qr) dla réznych reprezentacji i odlegtosci R oraz rodziny
punktéw docelowych generowanych przez ¢, € (0,90°), ze skokiem co 10°

9-(z),B3 — [g7,9,l(z), wybrano jako

ehl (T)By = 1w (t) =hy (T)/T/, uZ(t) = O)

e(MB2 o (1) =0, w(t) =hy(T)/T,

eMMBs = 1y (t) = sgn(h3(T))Ecos(2mt/ T + ), up(t) = Esin(2mt/T + ),
(8.34)

gdzie & = (2/T')/m/h3(T)| i « = 0. By zapewni¢ wykonanie ruchu w czasie réwnym T,
kazdy segment eM(T)B1 eh2(T)B2 ohs(T)Bs tywa T/ = T/3. Na rys. 8.1-8.3 zaprezentowano
symulacje dla zadan 1-3. Warstwice (linie ciggle i kreskowane) odpowiadajace tej samej
wartosci M(qq, qs) opatrzono odpowiednig wartoscig wyrazong w [%]. Wydaje sie, ze
reprezentacja tylko w niewielkim stopniu wplywa na te miare, natomiast istotnie jej
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w przod

wstecz

kanoniczna

Rysunek 8.3. Zadanie 3, miara M(p, q¢) dla réznych reprezentacji i odlegtosci R, dla rodziny
punktéw docelowych z przedziatu ¢,y € (0,90°), ze skokiem co 10°

wartos¢ zalezy od celu ruchu. Kierunek najmniejszego M(qq, q¢) jest zgodny z orien-
tacja qq3 punktu q, (najmniejsze wartosci miary wystepujg dla ¢ = 0° (rys. 8.1), dla
b =45° (rys. 8.2) i ¢ = 90° (rys. 8.3). Dla matego zasiggu ruchu, R = 0.01, jako$¢ plano-
wania bazujgca na nilpotentnej aproksymacji jest zadowalajaca. Dla wiekszych wartosci
R tylko ruch w wybranych kierunkach jest realizowany z wzglednie malym bledem. We
wszystkich symulacjach (por. rys. 8.1-8.3) mozna zauwazy¢, ze dla \ ~ 90° blad jest
relatywnie maty. Dla { ~ +90° ruch jednokolowego robota jest realizowany praktycz-
nie w kierunku [g1(qq),92(qa)]. Wartosci wspoétczynnikéw hy(T), h,(T) sa bliskie zeru
i ruch w kierunkach g1(qq), 92(qq) nie zaktdéca ruchu w kierunku [g1(q4),92(qq)]-
Drugim testowanym modelem jest tréjkotowy robot mobilny zadany réwnaniem (A.4).

Nilpotentna aproksymacje przeprowadzono w punkcie qq = (qa1, qa2y qa3; qas)' . Trans-
formacja zmiennych z = @q,(q), uzyskana na podstawie zaleznosci (8.17), (8.19), jest
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R =0.01 R =0.1 R=1

w przoéd

wstecz

Rysunek 8.4. Zadanie 4, miara M(qq, q¢), dla réznych reprezentacji i odlegtosci R, dla rodziny
punktéw docelowych z przedziatu ¢, € (0,90°), ze skokiem co 10°

nastepujaca
1 Cqa4(A2€qa3 — A18qa3) + A3Sqas
z A
= ! ,  (8.35)
z3 Sqa4(A2€qa3 — A15qa3) — A3Cqas
z4 —A1Cqa3 — D28qa3 — 3(Cqat(DBaCqa3 — M1Sqa3) + B3Sqaa)?S2.qas

a transformacja odwrotna q = (pal (z) dana jest réwnaniem

q1 a1 — Sqa3(21Cqa + 235qa4) — Cqa3(z4 + 12382.qa4)

92| _ |daz + cqa3(ziCqas + 235qas) — Sqa3(z4 + F2352.qas) (8.36)
q3 B Ja3 + Z1Sqa4 — Z3Cqa4 ’ 3
q4 ot + 22

gdzie sqq3 = sin(qa3), cqa3 = cos(qq3), itd. Nilpotentna aproksymacje tréjkotowca
o modelu (A.4) opisujg réwnania (8.21), a generatory uktadu (A.4) przetransformo-
wanego za pomocg (8.35) opisuja réwnania (8.20). Natomiast model uktadu nilpotent-
nego (8.21) przeksztalcony do przestrzeni Q posiada nastepujace generatory

@1 (Q) = (WHWZ) Sqa4 + A4an4) O)Ta 62(‘]) = (O> O) O) 1)T)
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R =0.01 R=0.1 R=1

w przod

wstecz

Rysunek 8.5. Zadanie 5, miara M(qq, q¢), dla réznych reprezentacji i odlegtosci R, dla rodziny
punktéw docelowych z przedziatu ¢,y € (0,90°), ze skokiem co 10°

gdzie

2 2
W1 = — Sqa3Cqa4 T A4Sqagsqa4 + A2A4an3an4Sqa4
3 2 3
+ ang,(—Ag,an4 + an4(—A3 + Aq A45qa3)5qa4 + A3A4Sqa4),

3
W2 =Cqa3Cqa4 — D3€qaaSqa3 — CqaaSqa3(—A3 + A1A48qa3)
2 3 2
Sp4 + A3A4Sqa35qa4 + an3(—A4Sqa4 + an4A2A45qa35qa4)-

Symulacje dla tréjkotowca przeprowadzono dla trzech konfiguracji q,
4:9,=(52,0,0)", 5:qa=1(52,0,1/4)", 6:q.=(520,m/2)". (8.37)

Dwie pierwsze zmienne (potozeniowe) dobrano identycznie jak dla jednokotowca, nato-
miast zmiennej q3 opisujacej orientacje przedniego kota (nie niosacej informacji o poto-
zeniu i orientacji pojazdu) przypisano warto$¢ 0. Konfiguracje docelowe dobrano zgod-
nie z zalezno$cig qr = qq + Aq, gdzie

Aq = (R cos() cos(1h), R cos(d) cos(th), Rsin(¢) cos(1), Rsin(w))" (8.38)

z zadanym R € {0.01,0.1,1}. Dwie pierwsze skladowe celowo wybrano identyczne,
aby przedstawi¢ system czterowymiarowy na wykresach trzywymiarowych. Rozpatru-
jemy tylko reprezentacje ,w prz6d” i ,wstecz”, reprezentacja kanoniczna zostata pomi-
nieta, gdyz do wyliczenia sterowan nalezy uzy¢ procedury numerycznej. Do generacji
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R =0.01 R =0.1 R=1

w przoéd

wstecz

Rysunek 8.6. Zadanie 6, miara M(qq, q¢), dla réznych reprezentacji i odlegtosci R, dla rodziny
punktéw docelowych z przedziatu ¢, € (0,90°), ze skokiem co 10°

B, — 9,(z),B, — §,(z),Bs — [d7,9,)(z), wykorzystano sterowania generujace ruch
jednokotowca (8.34), poniewaz w trzeciej warstwie ruch jest generowany przez pie-
ciosegmentowe reprezentacje, zatem nalezy zmodyfikowaé czas trwania poszczegblnych
sterowan: T’ = T/5. Do przemieszczenia ukladu zgodnie z B, — [g1, [§1, §,]](z) wykorzy-
stamy zalezno$¢ (7.1), z parametrami (7.5), a dla Bs — [§,, [g1,9,]1(z), sterowania (7.6)
z parametrami (7.8) (czas takze nalezy przeskalowa¢ do T/5). Na rys. 8.4, 8.5, 8.6 przed-
stawiono wyniki symulacji. Spostrzezenia sformulowane dla jednokolowca pozostaja
w mocy takze dla tréjkotowca.

8.4. Nilpotentne sprzezenie zwrotne

Zawarto$¢ podrozdziatu bazuje na pracy Struempera [94]. Nilpotentyzacja polega
na znalezieniu bazy {@;,...,0,,} dla dystrybucji A = span(gy,...,gm) skojarzonej
z ukladem bezdryfowym (2.36) takiej, ze algebra Liego L(gy, ..., g, ) generowana przez
te pola wektorowe byla nilpotentg bazg dla uktadu (2.36). A wiec istnieje lokalnie od-
wracalna macierz F(q) rozmiaru (m x m), taka ze transformacja u = F(q)v przeksztalca
uktad podstawowy (2.36) do nastepujacej postaci

4 =G(q)F(q)v = G(q)v, (8.39)
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gdzie kolumny macierzy G(q) dane sa przez §;(q),...,d,(q). Uklad (8.39) jest row-
nowazny uktadowi bezdryfowemu (2.36) w takim sensie, ze kazda trajektoria q,qq(-)
odpowiadajaca sterowaniom u,qq(-) jest lokalnie odtwarzalna za pomocg sterowania
V,ad(*) = F'(q20a(-)Uzqa(+). Obszar zastosowania transformacji zdeterminowany jest
mozliwo$cig znalezienia i odwrécenia macierzy F(q). Rozwazmy dwie nilpotentyza-
cje jednokolowego robota mobilnego (A.3). Pierwsza zaproponowana przez Lafferierre
i Sussmanna [54] o sprze¢zeniu

uy|  [cosqs 0 Vi
u| | 0 sec?qzl [v2]’

ktére prowadzi do uktadu nilpotentnego postaci

qr 1 0
q=|q2| = |tgqsz| vi + 0 V7.
ds 0 cos® q3

Drugie sprzezenie zwrotne, zaproponowane przez Giamberardino [14], jest postaci

w| _ 1 qisingqs —qzcosqsz| vy
wy 0 1 V2

i transformuje uktad jednokolowaca do postaci nilpotentnej

qi cos q3 q1sin g3 cos q3 — gz cos” 3
g=|q2| = |sings | v + | qrsin® q3 — q2sinq3cos q3 | 2.
q3 0 1

Zauwazmy, ze pierwsza z transformaciji jest lokalna i wprowadza osobliwo$ci do uktadu
sterowania. Natomiast wersja Giamberardino jest globalna, ale prowadzi do bardziej
skomplikowanego uktadu sterowania.

Nilpotentna aproksymacja moze by¢ wyliczona dla dowolnego bezdryfowego uktadu
sterowania postaci (2.36), jednak problem wyznaczenia nilpotentnej bazy generujacej
dystrybucje A ukladu jest réwnowazny znalezieniu rozwiazania powigzanego czastko-
wego réwnania rézniczkowego. Warunki na istnienie rozwigzan czastkowych réwnan
rézniczkowych nie sg znane w ogblnosci, a jedynie dla szczegdlnych przypadkéw. Dla
przypadku dwuwejsciowego, z wykorzystaniem uktadu taincuchowego jako modelu doce-
lowego uktadu nilpotentego, niezbedne warunki zostaly okreslone za pomocg normalnej
postaci Goursata [73]. Dla m > 2 odpowiednie warunki istniejg tylko dla m =n —1,
wykorzystujace twierdzenie Darboux [39], oraz pewien szczegblny przypadek trans-
formacji do uktadu taicuchowego z pojedynczym taficuchem i generatorem [10]. Jak
pokazal Struemper istniejg réwniez pewne warunki wykorzystujace grupe Liego [94],
jednak by je zastosowaé uktad bezdryfowy musi posiadaé szczegblne wiasnosci.

Problem znalezienia nilpotentego sprzezenia zwrotnego formulowany jest réwniez
w terminologii form rézniczkowych. Dla zadanego zbioru 1-form {o(q),..., xn—m(q)}
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anihilujacych A nalezy znalez¢ taka zmiane wspéirzednych, ze o4 gdzie i € {1,...,n—
m}, przybiera postaé¢ 1-form i, i € {1,...,n — m}, charakteryzujacych odpowiedni
uktad nilpotentny [95]. W tej notacji zostaly podane warunki na nilpotentne sprzezenie
zwrotne dla uktadu w pigciowymiarowej przestrzeni stanu o dwoch wejsciach [89]. Kon-
kludujac: zadanie globalnej nilpotentyzacji dowolnego uktadu bezdryfowego pozostaje
nadal otwarte.



9. Algorytmy dla ukladéw nienilpotentnych

Jednym z gléwnych celéw dysertacji jest rozszerzenie dziatania algorytmu LS na
uklady nienilpotentne. W literaturze mozna znalezé wiele préb rozwigzania tego zagad-
nienia. Pierwszym z podej$¢ jest wykorzystanie algorytmoéw nilpotentnej aproksymacji
oraz nilpotentnych sprzezen zwrotnych prezentowanych w poprzednim rozdziale. Alter-
natywnym rozwigzaniem jest pomyst iteracyjnego wykorzystania algorytmu LS pocho-
dzacego z pracy [97] (przyktad iteracyjnego LS [51]). We wspomnianych pracach punkty
poSrednie wybierane sg z linii prostej laczacej punkt startowy z koincowym. Mozliwe
sg tez inne podejscia, optymalizujgce dodatkowe kryteria ruchu. Wykorzystanie w al-
gorytmie LS jednej z formul gCBHD lub CBHD do generacji sterowan dla uktadéow
nienilpotentnych powoduje btad w osiggnieciu celu, poniewaz pojawiaja si¢ niezerowe
pola wektorowe z wyzszych warstw, ktére powodujac dryf przeszkadzajg w osiggnie-
ciu zamierzonego celu. Aby zniwelowa¢ wplyw niepozadanych nawiaséw Liego warto
wybiera¢ podcele w uprzywilejowanych kierunkach, w ktérych jest maty dryf (wyko-
rzystujac np. sfery nieholonomiczne [91]), zeruja si¢ pewne pola, lub minimalizuje si¢
pewne dodatkowe kryterium [19, 29]. Uwagi oraz literaturowe rozwigzania dotyczace
problemu znajduja sie w ksigzce [101].

W dalszej czesci rozdziatu zaprezentowano dwa iteracyjne algorytmy planowania ru-
chu. Pierwszy algorytm bazujacy na metodzie LS jest wspomagany nilpotentng aprok-
symacja, czyli w kazdym kroku (wokét kolejnej biezacej konfiguracji) wyliczane jest
nilpotentne przyblizenie uktadu sterowanego, a sterowanie jest generowane metoda LS.
Drugi algorytm stanowi modyfikacje algorytmu Lie algebraicznego [101].

9.1. Iteracyjny algorytm LS wspomagany nilpotentng aproksymacja

Algorytm planowania ruchu ukladéw bezdryfowych z wykorzystaniem nilpotentnej
aproksymacji sklada sie z nastepujacej sekwencji krokéw:

Algorytm 7. wspomagany nilpotentng aproksymacjg

Krok 1 Wezyta¢ dane wejsciowe: sterowalny ukiad bezdryfowy (2.36), dokladnos¢
osiggniecia celu €, konfiguracje poczatkowsa i konicowg ruchu qo i qf, maksymalna
akceptowalna niedoktadnos$ci aproksymacji dmmqx. Zainicjowaé poczatkowsq liste ste-
rowan jako pustg i wyzerowal licznik iteracji i « 0. Podstawi¢ za punkt biezacy
planowania konfiguracje poczatkowa q. < qo.
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Krok 2 Wyznaczy¢ aproksymacje nilpotentng uktadu dla dowolnego punktu prze-
strzeni konfiguracyjnej p € Q. Efektem jest uklad nilpotentny w przestrzeni Z
oraz dyfeomorfizm z = @p(q).

Krok 3 Sprawdzi¢ warunek korca obliczen:
jesli ||qc — q¢l| < e zakoniczy¢ obliczenia i wyprowadzi¢ wyniki (sterowania, tra-
jektorie, charakterystyki liczbowe: liczbe iteracji, czas ruchu, energie sterowan).
W przeciwnym przypadku kontynuowaé krokiem 4.

Krok 4 Za dowolny punkt aproksymacji podstawi¢ konfiguracje biezaca p « (..
Przetrasformowaé¢ dyfeomorfizmem z = (pp(q) punkt q. do przestrzeni 7Z, czyli
Z. = (PqC(q) =0.

Krok 5 Wybra¢ biezacy cel ruchu q, na odcinku q. qr i wyzerowac licznik préb (w jed-
nej iteracji) j « 0.

Krok 6 Przetrasformowa¢ dyfeomorfizmem z = ¢p(q) punkt q, do przestrzeni Z
otrzymujac, punkt z, = @p(qp) i przeprowadzi¢ algorytmem LS planowanie ruchu
ukladu nilpotentnego migdzy punktami z. i z,. Wynikiem jest sterowanie u(-) na
horyzoncie czasu T skorelowanym z dtugoscia wektora qp — (.

Krok 7 Zastosowaé¢ wyznaczone sterowanie do uktadu (2.36) inicjujac stan konfigura-
cja qc..- W wyniku catkowania numerycznego otrzymujemy punkt qp.

Krok 8 Sprawdzié, czy jako§¢ aproksymacji jest odpowiednia: jesli

1, — gyl

ef 6max» c ) .
TN ( 19c — q¢ll) (9.1)

gdzie f(-,-) jest funkcja projektanta algorytmu ustalajagca przedzial dopuszczalny
wartosci bledu aproksymacji (opisanego lewg strong zaleznosci (g9.1)), dopisaé ste-
rowania do listy sterowan, podstawi¢ q. qp, zwiekszy¢ licznik iteracji i +— i+ 1
i przejé¢ do kroku 3. W przeciwnym przypadku, zmodyfikowac qy,, zwigkszy¢ licznik
prob j «— j + 1 i kontynuowaé krokiem 6.

Warto zauwazy¢, ze jesli nie istnieje jedna uniwersalna aproksymacja dla wszystkich
punktéw przestrzeni konfiguracyjnej (czyli w réznych punktach przestrzeni inne pola
decyduja o postaci aproksymacji), to procedure nilpotentnej aproksymacji nalezy umie-
§ci¢ wewnatrz petli (zamieni¢ krok 3. z krokiem 2.) W trybie off-line tatwo ustali¢,
w jakich obszarach przestrzeni konfiguracyjnej, ktéra z aproksymacji jest wtasciwa.
Nastepnie przelaczaé aproksymacje w zaleznosci od obszaru do ktérego nalezy punkt
biezacy q.. Modyfikacje punktu prébnego q, (krok 8.) i wybdr pierwszej jego warto-
§ci (krok 5.) nalezy traktowa¢ jako jednowymiarows optymalizacje polozenia punktu
probnego. Czym blizej punkt ¢, znajduje si¢ q., tym doktadniejsza jest aproksyma-
cja, jednak w tym przypadku liczba iteracji (a zatem ztozonosé¢) algorytmu rosénie, gdyz
przemieszczenie ||qc—q, || w jednej petli algorytmu jest niewielkie. Jesli punkt g, oddala
sie od q. obserwujemy efekt przeciwny. Warunek akceptowalno$ci aproksymaciji (9.1)
powinien dopuszczaé mozliwie duze wartosci btedu (ograniczone od géry przez zatozony
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parametr dmax), gdy . jest odlegte od qf i male¢ do zera, gdy q. — q¢. Przyktadowa
realizacje kroku 5:

qp =qc + x(qs — qc), (9-2)

gdzie wspolczynnik oo = min(A/||[qs — qcll, 1), a A jest zalozong dlugoscig przemiesz-
czenia w kierunku celu. Przykladowa modyfikacja q, w kroku 8.: niech otmin, ®tmax
oznaczajg minimalng i maksymalng warto§¢ wspolczynnika « o poczatkowych war-
tosciach réwnych, odpowiednio, 0 i 1. Jedli warto$¢ lewej strony zaleznosci (g.1) jest
mniejsza od dolnej granicy dopuszczalnej wartosci btedu aproksymacji, to omin = o.
Jesli natomiast jest wieksza od gérnej granicy, to omax = «. Nastepnie wyliczana jest
nowa warto$¢ & = (Xmin+Xmax)/2, ktéra determinuje, w mysl zaleznosci (9.2), konfigu-
racje probng (. Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmu zalezy od zozonosci obliczeniowe]
realizacji planowania ruchu dla uktadu nilpotentnego (warto przyjaé te wielkos¢ jako
jednostke) pomnozong przez liczbe wywotlan tego algorytmu (zalezacg od liczby zmian
q, w pojedyczej iteracji (licznik j) oraz liczby iteracji (licznik i), ktéra, z kolei, zalezy
od przyjetego parametru dmqayx ). Zaréwno jednokrokowy jak i catkowity czas ruchu moze
by¢ przeskalowany (np. gdy sterowania majg by¢ ograniczone). Funkcja oceny z Kroku 8
moze by¢ zdefiniowana np. w nastepujacy sposob f(dmax, I[qc—q¢ll) = [(1—K)dmaxs Omaxl,
gdzie wspolczynnik k € [0,1) determinuje dolng granice dopuszczalnego przedzialu —
dopuszczalng rozbieznos¢ od dmax zadanag w procentach (k = 10[%] ustala przedzial
na [90[%]0max, 100[%]|0max]). Drugi argument funkcji pozwala na uzaleznienie wyboru
przedziatu od odlegtosci od celu.

9.2. Metoda Lie algebraiczna z iteracyjnym doborem podcelé6w

Metoda wpisuje sie w szereg metod Lie algebraicznych, a jej zapis zawiera nastepu-
jace kroki.

Algorytm 8. Lie algebraiczny z iteracyjnym doborem podceléow

Krok 1 Weczyta¢ dane wejsciowe: sterowalny ukiad bezdryfowy (2.36), dokladnosc
osiggniecia celu €, konfiguracje poczatkowsa i konicowg ruchu qo i qf, maksymalna
akceptowalna niedoktadnosci ruchu jednokrokowego &qx. Zainicjowaé poczatkows
liste sterowan jako pusta i licznik iteracji 1 « 0. Podstawi¢ za punkt biezacy pla-
nowania konfiguracje poczatkowa q. « qo.

Krok 2 Wybra¢ reprezentacje sterowan w wybranej bazie ¢;(t), t € [0, T], gdzie T jest
jednokrokowym horyzontem czasu ruchu oraz rozklad sterowan wu;(-) w tej bazie)
kodowang wektorem, na razie, nieoznaczonych parametréw p

ui(t) =pydilt), i=1,....m, j=1,... (9-3)

P=(P11,P12y+ -y P21, P22y - - +s Pmls P2y - - -) |- Wyliczy¢ odwzorowanie typu kinema-
tycznego v = k(p), korzystajac z formuty gCBHD (2.33).
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Krok 3 Sprawdzi¢ warunek korica obliczen:
jesli |lqc — q¢ll < e zakoriczy¢ obliczenia i wyprowadzi¢ wyniki (sterowania, tra-
jektorig, charakterystyki liczbowe: liczbe iteracji, czas ruchu, energie sterowan).
W przeciwnym przypadku kontynuowac krokiem 4.

Krok 4 Wybra¢ biezacy cel ruchu g, na odcinku q.qr i wyzerowac licznik préb (w jed-
nej iteracji) j « 0.

Krok 5 Wyrazi¢ kierunek do celu jako kombinacje pél bazowych zwartosciowanych
w konfiguracji biezacej

dp —qc = g1 (de)vi+ -+ gmldc)vin + gme1 (ge)Ving1 + - - + gr(qe)vr = Gext(qc)ve

(9-4)
gdzie uzyto oznaczenia v. dla podkreslenia, ze wspdbtczynniki sg istotnie zalezne od
biezacej konfiguracji. Wyznaczy¢ wspdlczynniki kombinacji v, korzystajac z pseu-
doodwrotnosci Moora-Penrose’a.

ve = G%,(qc)(qp — qc)- (9-5)

Krok 6 Korzystajac z odwzorowania typu kinematycznego, wyliczy¢ algorytmem New-
tona rozwigzania zadania kinematyki odwrotnej warto§¢ parametréw

ok\ #
Pi+1 =Pi t+ ($> (pi)ve. (9-6)

gdzie py jest wybranym, poczatkowym zestawem parametréw. Wynikiem jest zestaw
parametréw p., ktéry determinuje sterowanie u(-) na horyzoncie czasu T.

Krok 7 Zastosowaé wyznaczone sterowanie do uktadu (2.36) inicjujac stan konfigura-
cja qc- W wyniku catkowania numerycznego otrzymujemy punkt g,,.

Krok 8 Sprawdzi¢, czy jako$¢ uzyskanego wyniku jest odpowiednia: jesli

ld, — |

f 6mcm c y .
TN ( 19e — asll) (97)

gdzie f(-,-) jest funkcja projektanta algorytmu ustalajaca przedzial dopuszczalny
wartosci btedu jakosci przyblizenia (opisanego lewg strong zaleznosci (9.1)), dopisaé
sterowania do listy sterowan, podstawi¢ qc + §,,, zwigkszy¢ licznik iteracji i < i+1
1 przejs$¢ do kroku 3. W przeciwnym przypadku, zmodyfikowa¢ qy,, zwigkszy¢ licznik
préb j « j+ 1 i kontynuowac¢ od kroku 5.

Zauwazmy formalne podobienstwo Algorytmu 8 do Algorytmu 7. Podobny jest spo-
s6b poprawy punktu prébnego, gtéwna idea polegajaca na wyznaczaniu pozadanych
parametréw ruchu (wspodiczynniki Halla lub v.) oraz realizacja tych wspoélczynnikéw
przy pomocy sterowan. Natomiast jedng z réznic jest fakt, ze w Algorytmie 8 nie
otrzymuje sie sterowan rozszerzonych v(-), lecz wektor wspoétczynnikéw v.. Przedsta-
wiona wersja algorytmu odpowiada przyjeciu reprezentacji kanonicznej w algorytmie
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LS, bowiem z definicji gCBHD generowany jest ruch postaci: e¥1911V292+-V19r - Z}oz0-
nos$¢ obliczeniowa Algorytmu 8 jest poréwnywalna z wersja reprezentacji kanonicznej
Algorytmu 7, bowiem w jednym i drugim przypadku zachodzi konieczno§¢ dodatko-
wego procesu optymalizacyjnego (algorytm Newtona) w celu wyznaczenia parametrow
sterowan. Wyznaczenie kinematyki k(p) dla wybranej reprezentacji sterowan jest doko-
nywane w trybie off-line. Istnieje mozliwo$¢ przyjecia innej niz kanoniczna reprezentacji
ruchu, gdyz istnieje dyfeomorfizm miedzy reprezentacjami. Przykladowg zamiane zilu-
strowano przykladem 21.

Przyklad 21. Niech zadaniem bedzie wyznaczenie dla ukiadu dwuwejSctowego
o generatorach g1,g2 rozpatrywanego do warstwy drugie] wigcznie 1 zadanej re-
prezentacji kanonicznej ruchu eM911M29241393 2o ananymi wspdtczynnikami h =
(h1,h2, h3)T (w chwili koricowej planowania t = T) réwnowaznych (do warstwy
drugie] wtgcznie) reprezentacyi ,,w przod” eM91 gh292 0393 4 L, wstecz” elts93 gha02ohig1
gdzie g3 = 91,92l

Dila reprezentacyi ,,w przéd” korzystamy dwukrotnie z formuty CBHD (4.7) ob-
cinajgc pola wyzszych stopni niz 2:

o191 gM202 gh3gs _ Shigi+haga+3hihalgr,92] ghags —

eﬂl g1+N2g2+Thih21g1,92)+h3g3+3 M1g1+h2g2+ 3 halgr,92)h3g3)

eﬁ191+ﬁzgz+%ﬁlﬁz[gl»92]+ﬁsgs — eﬂ191+ﬂzgz+(%h1ﬁz+ﬁa)93)
a po porownaniu wspotczynnikéw pol g1, g2, (91,921 reprezentacjt kanonicznej
1 ,W przod” otrzymujemy

_ _ — 1
hi=h;, hy=hy, h3=hs— Ehﬂlz-
Podobnie dla reprezentacyi ,wstecz” (z pominieciem szczegdtow obliczeniowych)

1
h; =hi, h;=hy, h3=h3+§h1hz-

9.3. Symulacje

Aby zbadaé¢ wplyw maksymalnej akceptowalnej niedoktadnosci d.1qx Osiggania ko-
lejnych podceléw na generowane trajektorie algorytmem 7 oraz 8, wykonano serie sy-
mulacji dla jednokolowca (A.3) o nastepujacych danych wejsciowych: dopuszczalny
blad osiggniecia celu € = 0.01, czas pojedynczego planowania osiggniecia podcelu
T = 1, punkty brzegowe planowania qo = (5.0,2.0,0)T, qf = (10.0,20.0,7/2)". Roz-
wazono trzy reprezentacje ruchu: ,w przdéd”, ,wstecz”’ i kanoniczna, a parametr 8y qx
zmieniano w zakresie od 10[%] do 100(%)] z krokiem 5[%]. Rejestrowanymi charak-
terystykami wynikowymi algorytmoéw sa: catkowita liczba iteracji realizacji zadania
planowania ruchu i, wraz z sumaryczng liczbg iteracji prébnych j (dla jednej iteracji
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Tablica 9.1. Wartosci energii (E), energii znormalizowanej (E4_;,,) Wzgledem ustalonego czasu
ruchu T = 100 oraz liczba iteracji algorytmu 7 dla réznych wartosci d,,q4x 1 reprezentacji dla
modelu jednokolowca

W przéd” ,Wwstecz” kanoniczna
Omax energia iteracji energia iteracji energia iteracji
%] E B iy B |Brel iy E B iy

10 | 430.57 [710.37 | 165¢51 | 416.54 | 683.13 | 16447 | 194.10|357.14| 184755
15 | 504.28 |393.34| 78,30 | 405.56 [304.17| 75355 |201.13|181.02| 90447
20 | 565.85 |265.95| 47367 | 436.84 | 183.47 | 42350 |208.92|114.90| 5546
25 | 534.87 |160.46 | 30204 | 455.89 |127.65| 28,15 [219.68| 83.48 | 38,76
30 | 613.06 |141.00| 23130 || 475.63 | 99.88 | 21148 |230.13| 66.74 | 29108
35 | 590.39 [100.37| 17¢7 || 513.99 | 92.62 | 18508 |239.59| 55.11 | 2315y
40 | 608.88 | 91.33 | 1574 | 552.04 | 82.81 | 1581 [246.10| 49.22 | 20114
45 | 645.36 | 83.90 | 1357 | 484.29 | 48.43 | 1053 |256.29| 46.13 | 1899
50 | 708.35 | 85.00 | 125 661.14 | 79.34 | 1253 |270.47| 43.28 | Tl6g3
55 | 736.39 | 81.00 | 114 | 711.20 | 78.23 | 115, |285.72| 42.86 | 157
60 | 797.16 | 87.69 | 1133 | 783.66 | 86.20 | 1146 |307.12| 43.00 | 147
65 | 910.76 |100.18| 1143 | 864.51 | 86.45 | 1045 |326.02| 42.38 | 1343
70 | 926.98 | 92.70 | 1035 | 722.57 | 50.58 735 | 344.02| 44.72 | 13s3
75 | 1081.77|108.18| 1033 | 970.71 | 87.36 936 |380.43| 49.46 | 1355
80 |[1461.56|160.77| 1144 || 899.74 | 62.98 736 | 440.19| 57.22 | 1353
85 [1945.89|155.67| 840 971.46 | 68.00 734 |426.80| 46.95 | 115
90 |2001.55|160.12| 844 1099.95 | 77.00 734 | 541.02] 70.33 | 135;
95 |2034.16|162.73| 845 |1110.02| 77.70 735 | 677.68| 81.32 | 1257
100 | 2051.67|164.13| 846 | 1132.11| 56.61 524 | 789.91|118.49| 1559

petli gtéwnych algorytméw moze by¢ wykonywanych wiele iteracji prébnych dobiera-
jacych kazdorazowo qp). Ze wzgledu na ustalony czas realizacji pojedynczego podcelu
(T = 1), liczba iteracji i opisuje catkowity czas trwania ruchu. Monitorowana jest
takze energia sterowan E(u(-)) = g'T(u%(t) + u%(t))dt. Poniewaz sterowania réznig sie
czasem trwania zaleznym od iloczynu czasu T i liczby iteracji (i), dlatego dla lepszego
uwydatnienia réznic miedzy generowanymi sterowaniami definiuje sie przeskalowang
energie sterowan rozciggnietych badz skréconych do arbitralnie ustalonego czasu 7.
Pamietajac, ze uktad bezdryfowy (2.36) jest autonomiczny (w jawnej postaci nie za-
lezy od czasu) zatem mozna przeskalowaé sterowania. Skalowana energia wyraza sig
wzorem Ez(u(-)) = fg((cm (ct))? + (cuy(ct))?)dt, gdzie ¢ = (T -1)/T. Poréwnanie na-
kladéw energetycznych na sterowania o rownym czasie trwania dla zadan planowania
o identycznych parametrach z wyjatkiem uzmiennionej dyqx nhiesie bardziej istotng
informacje.

W algorytmach 7 i 8, kolejne podcele q, speiniajace warunki (9.1), badz (9.7)
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Tablica 9.2. Wartosci energii (E), energii znormalizowanej (E4_;,,) Wzgledem ustalonego czasu
ruchu T = 100 oraz liczba iteracji algorytmu 8 dla réznych wartosci d.qx 1 reprezentacji dla
modelu jednokotowca

W przéd” ,Wwstecz” kanoniczna
dmax energia iteracji energia iteracji energia iteracji
(%] E B iy E [ Bfoo| 1y E [ Bfqo0| iy

10 | 414.42 [712.80| 172407 | 388.89 |711.67| 18375 | 164.51|312.56 | 19075,
15 | 466.39 |363.78| 78400 | 437.27 |376.06| 86416 | 195.06 | 177.51| 914sg
20 | 493.77 [227.14| 463¢; | 467.00 [238.17| 51479 | 204.66 | 114.61| 5646
25 | 506.82 |152.05| 30,1, | 468.60 |149.95| 32,4 |212.65| 80.81 | 38,77
30 | 514.51 [108.05] 2113, | 497.70 |114.47| 2314 |222.89| 64.64 | 2905
35 | 573.87 | 97.56 | 17104 | 544.05 | 103.37| 1972, |234.58] 56.30 | 2415
40 | 607.86 | 91.18 | 1553 | 565.56 | 90.49 | 160, |245.86| 51.63 | 21113
45 | 615.23 [ 79.98 | 13¢ | 626.09 | 93.91 | 15g, |252.70| 45.49 | 18;03
50 | 681.67 | 81.80 | 1253 | 598.53 | 83.79 | 144, |267.97| 42.88 | 1649
55 | 706.96 | 77.77 | 114 | 634.70 | 82.51 | 1355 |275.43| 41.31 | 157
60 | 776.29 | 85.39 | 114 | 688.14 | 89.46 | 1353 |298.60| 41.80 | 14,
65 | 815.62 | 81.56 | 103 | 761.11 | 91.33 | 125 |327.11] 42.52 | 13g;
70 | 927.67 | 92.77 | 10;; | 836.46 [100.38| 125, |354.65| 46.10 | 1350
75 [1070.01]107.00| 10;; | 976.61 [107.43| 114 |375.33] 48.79 | 135,
80 [1206.19(120.62| 104 |1074.82|128.98| 1245 |426.62| 55.46 | 134
85 |1444.84158.93| 114 |1557.95|186.95| 125, |453.62] 49.90 | 11s5
90 [1962.65|235.52| 1245 |1779.98|178.00| 1045 |543.04] 70.59 | 1356
95 [2793.69(279.37| 105, |1852.34[185.23| 1040 |526.56| 52.66 | 1047
100 [2793.69(279.37| 105, |1799.02[179.90| 1045 |732.16]109.82] 15

wyznaczaja lamang f|(t) w przestrzeni konfiguracyjnej. Przebieg trajektorii ocenimy
podajac blad okreslony jako odleglos¢ euklidesowa miedzy rzeczywistg trajektorig ru-
chu f,(t), a tamang f(t), czyli Err(t) = |[f.(t) — f1(t)]]. Wybrano dwie cechy opisujace
charaktrystyke przebiegu bledu: maksymalne odchylenie od tamanej, max(Err(t)),
oraz skumulowane odchylenie (btad catkowity) fg Err(t)dt.

Wiyniki symulacji zestawiono w tab. 9.1, 9.2 oraz 9.3. Wyniki zebrane w tab. 9.1, 9.2
wskazuja, ze energie sterowann w obydwu algorytmach dla identycznych zadani sg po-
réwnywalne, energia E rosnie wraz ze wzrostem maksymalnej dopuszczalnej niedo-
ktadnosci dmax. Dla malych 61qx bardzo gwaltownie wzrasta liczba iteracji, a zatem
czas ruchu wydluza sie, a amplitudy sterowan sg coraz mniejsze, co przektada sie na
malg energie sterowan (pozornie, gdyz kosztem wydtuzenia czasu ruchu). Natomiast
dla duzych dmqx liczba iteracji jest mata, ale dzieje sie to kosztem duzych bledéow
poszczegblnych planowan, zatem energia sterowan réwniez ro$nie. Na podstawie symu-
lacji okazuje sig, ze skalowana energia E;_;,, przyjmuje minimum dla pewnej wartosci
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Tablica 9.3. Wartosci miar btedu dla réznych wartosci 0.4 1 reprezentacji dla modelu jedno-
kotowca

algorytm 7

algorytm 8

rep.

2 n
W przéd

,Wwstecz”

kanoniczna

A ”
W przéd

,wstecz”

kanoniczna

6Tﬂ.CIX

biad

blad

biad

blad

blad

biad

calka
31.85
23.54
19.31
16.76
15.50
14.84
14.57
14.55
14.86
15.09
16.04
17.41
18.82
19.87
21.31
23.03
27.98
25.05
38.47

catka
13.79
10.34
8.55
7.28
6.98
7.89
8.55
8.83
10.09
11.44
13.35
15.96
18.59
23.63
27.12
40.79
42.75
45.07
44.79

catka
15.09
12.36
11.26
10.55
10.33
10.73
11.19
11.58
12.69
13.43
14.87
15.88
18.34
21.55
24.24
28.96
38.23
40.94
40.94

max
1.55
1.49
1.47
1.52
1.57
1.83
1.73
1.71
1.91
2.16
2.21
2.45
2.60
3.01
3.58
3.96
4.59
5.24
6.12

max
1.33
1.87
2.32
2.53
2.01
2.58
2.68
2.46
3.15
3.28
3.76
3.59
4.29
5.28
6.57
7.78
10.1
16.11
16.11

max
1.35
1.59
1.61
1.66
1.97
2.39
2.46
2.95
2.57
2.73
3.12
3.70
4.54
5.51
5.63
9.66
12.69
12.69
12.45

max
0.93
1.30
1.30
1.53
1.49
1.52
1.64
1.62
1.84
1.97
2.16
2.36
2.67
3.01
3.31
4.06
4.18
5.42
5.43

catka
31.09
23.01
19.01
16.78
15.56
14.91
14.57
14.67
15.07
15.53
16.48
17.36
18.32
20.20
23.44
21.91
28.41
30.23
41.46

catka
12.85
10.14
8.55
7.57
7.13
7.59
8.38
8.81
11.67
13.34
15.93
18.57
14.46
21.74
19.10
21.24
23.93
24.19
21.95

calka
14.67
12.59
11.83
11.09
11.70
11.46
11.83
12.51
13.65
14.46
15.83
18.17
18.72
22.07
28.70
27.88
29.02
29.71
30.08

(%]
10
15
20
25
30
35
40
45
50
55
60
65
70
75
80
85
90
95
100

max
1.98
3.41
3.69
3.22
3.82
2.77
3.03
3.16
3.73
4.06
4.55
5.41
5.15
6.36
8.72
14.19
14.19
14.19
14.19

max
3.22
3.33
3.28
3.10
2.84
2.76
2.86
5.45
3.88
4.28
4.81
5.68
8.08
7.44
10.02
9.96
10.01
10.01
14.14

dmax 2z przedzialu pomiedzy okolto 40(%], a 70[%] (np. dla reprezentacji kanonicznej
w algorytmie 8 (tab. 9.2) minimalna Es_,,, = 41.31 wystepuje dla dmax = 55(%]).
Nalezy si¢ spodziewac, ze zalezno$¢ E5_,,,(0max) nie bedzie ciagta, gdyz sterowania sg
mocno podporzadkowane liczbie iteracji, ktéra ulega gwaltownym zmianom zaleznym
od polozenia podceléw w przestrzeni stanu. Zatem poltozenie minimum energetycznego
istotnie, zalezy od zadania, gdyz pewne kierunki ruchu sg latwiejsze do generacji niz
inne [91]. Generacja nawiasu Liego za pomoca sekwencji krokéw jest drozsza energe-
tycznie niz za pomocg jednego ruchu [29], dlatego przy wzroscie liczby iteracji wydatki
energetyczne wzrastaja. Jeszcze raz potwierdza sie fakt, iz reprezentacja kanoniczna
jest mniej kosztowna energetycznie niz reprezentacje ,w przoéd” i ,wstecz”.

Btlad calkowity dla algorytméw 7 i 8 jest zblizony, przyjmuje minimum dla maksy-
malnej dopuszczalnej niedoktadnosci d,qx z przedziatu (20,40)[%)] i jest uzalezniony od
wyboru reprezentacji ruchu. Blad catkowity ro$nie dla matych wartosci 6max, Wpraw-
dzie kroki algorytmu sg bardzo mate, jednak duza liczba iteracji powoduje narastanie
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Tablica 9.4. Wartosci energii (E), energii znormalizowanej (E4_;,,) Wzgledem ustalonego czasu
ruchu T = 100, liczba iteracji algorytmu 7 oraz miar btedu dla réznych wartosci 0ymqx 1 repre-
zentacji dla modelu tréjkotowca

rep. W przéd” ,Wwstecz”
Omax energia iteracji. blad energia iteracji blad
(%] E Es 100 | iy |catka|max| E B 100 | iy |catka|max

10 | 5628.85 |65463.5|11637307|50.60 | 1.04 | 4226.42|46532.9| 11014673 |48.31|1.07
15 | 3675.22 [14370.1| 3915042 |26.86|1.28 | 3991.40|15047.6 | 3771946 |25.44|1.28
20 | 3321.08 |6243.63| 188777 |18.14|1.46| 1586.68|2697.35| 170g40 | 16.3 |1.43
25 | 3079.42 |3325.77| 1084071 |13.93|1.70]3369.91|3235.11| 96335 |12.17|1.63
30 | 3095.59 |2105.00| 6850 |[11.48|1.832922.31|1724.16| 5905 | 9.84 |1.78
35 | 2709.22 |1327.52| 49506 [10.24|1.96 | 1876.55| 750.62 | 40314 | 8.57 |1.86
40 | 2611.05 | 966.09 | 37223 | 9.46 |2.19|2418.65| 677.22 | 2845, | 7.92 |2.00
45 | 2539.77 | 761.93 | 30163 | 9.10 |2.39|2232.38| 446.48 | 2094 | 7.70 |2.24
50 | 2372.16 | 569.32 | 24477 | 8.91 [2.57|2101.22| 315.18 157, | 7.79 |2.42
55 | 2526.93 | 530.65 | 21777 | 9.00 [2.57]1999.91| 239.99 1247 | 8.20 [2.72
60 | 2573.60 | 488.98 1990 | 9.38 [2.90|1873.00| 168.57 933 8.85 |3.11
65 | 2655.34 | 451.41 1775 9.91 |12.90(1914.08| 153.13 830 9.96 |3.69
70 | 2807.97 | 449.28 167, |10.80(3.19]2103.64| 189.33 932 12.01(4.21
75 | 3082.31 | 462.35 1577 |12.41|3.44]2270.03| 181.60 835 13.39(5.01
80 | 3371.17 | 505.67 | 1571 |13.92|3.44|2747.28| 247.26 936 16.51|5.74
85 | 4161.20 | 665.79 1674 |18.18(3.91|3118.50| 280.66 940 19.97|6.29
90 | 5082.85 | 914.91 1873 |22.65(3.91|3417.36| 307.56 930  |21.77(6.42
95 | 9150.91 |2470.75| 27134 |43.86|5.84|3895.57| 389.56 1045 |26.86|6.96
100 | 16982.50|7811.95| 46199 |79.16|5.84|5433.07| 651.97 | 1255 |40.75|7.61

bledu. Btad maksymalny natomiast wykazuje tendencje do zmniejszania si€ wraz dmax-
Warto tez zauwazy¢, ze blad maksymalny jest uzalezniony od kierunku.

Dla ukladu (A.3) wyniki przedstawione w tab. 9.1, 9.2 wskazuja, ze pod wzgledem
energetycznym, wartosci bledu oraz liczby iteracji algorytmy 71 8, sg réwniez bardzo do
siebie zblizone. Mimo, iz algorytm Lie algebraiczny jest mniej kosztowny obliczeniowo,
unika skomplikowanej procedury nilpotentnej aproksymacji, to jednak dla wymiaru
wektora stanu dim(q) = 3 przyblizanie systemu nilpotentnym odpowiednikiem jest
bardzo proste, zatem jakos¢ algorytméw 9.1, 9.2 jest poréwnywalna. Na rys. 9.1 przed-
stawiono wykresy sterowan, bledu oraz rzutu trajektorii rzeczywistej na powierzchnie
wyznaczang przez dwie pierwsze wspolrzedne wektora  dla algorytméw 9.1, 9.2 ge-
nerujacych sterowania dla uktadu (A.3) — obie metody dzialajg niemalze identycznie.
W symulacjach rys. 9.1 celowo zwiekszono doktadno$¢ osiggniecia celu. Warto zauwa-
zy¢ fakt, iz zwiekszenie wspoiczynnika € powoduje zwigkszenie liczby iteracji. Algorytm
wspomagany nilpotenta aproksymacja i Lie algebraiczny najpierw doprowadzajg uktad
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Tablica 9.5. Wartosci energii (E), energii znormalizowanej (E4_;,,) Wzgledem ustalonego czasu
ruchu T = 100, liczba iteracji algorytmu 8 oraz miar btedu dla réznych wartosci 0.nqx 1 repre-
zentacji dla modelu tréjkotowca

rep. ,W przéd” ,Wwstecz”

Omax energia iteracji blad energia iteracji blad
(%] E Et_100 iy; |catka|max E Es_100 | iy |catka|max
10 |5275.59|65311.80 12383290 |69.02|0.78 | 6564.05|80081.5| 12205090 [68.31|0.83
15 |5521.89|22418.90| 4067155 |35.61|1.05|4223.35|18759.5| 400,103 |35.23|1.12
20 [4396.36| 9100.46 | 207903 |24.35|1.26 |4515.82|8896.16| 197355 [23.62|1.38
25 [3985.38| 4782.45 | 120454 |18.34|1.49 |2357.36|2640.25| 112406 [17.59|1.58
30 |3593.56| 2838.91 | 79315 |15.04|1.65|3618.82(2496.99| 69,44 |14.00|1.76
35 |4021.57| 2332.561 | 58321 |[13.21|1.74|3404.01(1667.96| 497 |12.18]1.92
40 |3570.64| 1606.79 | 45,3, [12.12]|1.94|3543.74[1240.31| 35137 |10.88|2.02
45 |3789.28| 1402.03 | 37308 |11.51|2.03|3335.17| 867.15 | 2613 |10.15]2.23
50 [3702.46| 1147.76 | 31473 [11.19]2.13|3239.21| 647.84 | 20100 | 9.84 |2.37
55 [3664.90| 989.52 | 27735 |11.20(2.31)3164.37| 537.94 | 174 | 9.96 |2.50
60 [3864.73| 927.54 | 2443 |11.65|2.48 |3133.45| 438.68 | 1453 |10.51|2.74
65 |3917.60| 861.87 | 22ip4 |[12.15|2.65|3215.28| 385.83 | 124 |11.38|3.09
70 |4162.49| 832.50 2097 [13.01]2.823386.25| 372.49 | 113 |12.36|3.36
75 |4350.89| 826.67 193 [13.94|2.97]3140.94| 345.50 | 1146 |[11.08|3.25
80 |[4484.35| 807.18 18s5 |15.13(3.13|3052.47 | 274.72 om 9.46 |3.01
85 |4587.93| 734.07 1674 |16.46|3.51 | 3052.47 | 274.72 91 9.46 |3.01
90 |3793.73| 417.31 1155 |14.23|4.98 |3356.29| 335.63 | 1047 |[12.14]3.59
95 |3345.76| 334.58 104 |13.562|4.38 |4382.75| 482.10 | 11s3 |17.63|4.37
100 |3466.75| 312.01 937 |14.34|4.38 |4621.36| 554.56 | 1255 |20.34|4.74

w poblize celu, nastepnie za pomocg sekwencji sterowan o bardzo matej amplitudzie
tak dlugo poprawiajg pozycje koncowa, az zostanie osiggniety zadany blad.
Przeprowadzono réwniez serie symulacji dla trojkotowca (A.4) z punktem poczatko-
wym qo = (5.0,2.0,0.0,0.0)" i koricowym q; = (10.0,7.5,1.0,1.0)7, przy identycznych
parametrach € i T jak dla jednokolowca dla reprezentacji ,;w przéd” oraz ,wstecz” wyniki
zebrano w tab. 9.4 1 9.5. Obserwacje poczynione dla jednokolowca pozostaja prawdziwe
dla trojkotowca. Algorytm wspomagany nilpotentng aproksymacja w testach (w tym
konkretnym przypadku) okazal si¢ minimalnie lepszy. Mozna réwniez zauwazyc¢, ze przy

duzej maksymalnej akceptowalnej niedoktadno$ci maleje liczba iteracji, a zarazem tra-

jektoria ruchu jest bardziej chaotyczna (por. rys. 9.2), natomiast przy zmniejszeniu
dmax trajektoria zbliza sie do trajektorii wyznaczanej przez podcele.
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Rysunek 9.1. Symulacja algorytméw 7, 8 dla uktadu jednokolowca przy danych wejSciowych

e=1074T=1, qo = (5.0,2.1,0.9)7; q5 = (5.3,8.7,0.0)7; &max = 50, a — sterowania, b -

blad od lamanej wyznaczanej przez pod cele g, ¢ — trajektoria ruchu (linia przerywana) na
plaszczyznie q1, q2, prosta lamana wyznaczajaca podcele (linia ciagta)

9.4. Podsumowanie

W wyniku przeprowadzonych symulacji stwierdzono, ze algorytm Lie algebraiczny
1 wspomagany nilpotentna aproksymacjg generujg podobne wyniki. Zatem wykorzy-
stanie skomplikowanej procedury nilpotentnej aproksymacji nie wplywa na polepszenie
iteracyjnej metody LS.

Przeprowadzono takze badania w celu ustalenia optymalnej wartosci dy,qx (maksy-
malnej dopuszczalnej niedoktadnosci). Gdy dmax jest mate wtedy dopuszcza sig sytuacje
generacji kierunkéw, przy pomocy sekwencji coraz krétszych kawatkéw ruchu, a jest to
kosztowne energetycznie [29]. Natomiast dopuszczenie duzego bledu dmax, powoduje
duze skoki przy generacji podceléw, dzieki czemu malejg koszty obliczeniowe skom-
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q2

Rysunek 9.2. Trajektoria ruchu tréjkotowca na ptaszczyznie (q1, q2), algorytm 8 wygenerowany
dla danych wejsciowych: e = 0.01, T = 1, qo = (5.0,2.0,0.0,0.0)7, q¢ = (10.0,7.5,1.0,1.0) T,
oraz dwoch wartosci dmax =451 dmax = 80

plikowanej procedury LS, ale zarazem traci si¢ energie na ruch w ztych kierunkach
(powoli zblizajacych sie do celu). Wyboér 8,4y powinien podyktowany by¢ wywazonym
balansem pomiedzy tymi dwiema zaleznosciami (liczbg iteracji i minimum energetycz-
nym). Bardzo duza liczba iteracji powoduje takze bardzo diugi czas realizacji ruchu,
a przeskalowanie (skrocenie) takich sterowan powoduje pojawienie si¢ sygnatéw wyso-
koczestotliwosciowych, czesto nie realizowalnych w praktyce.

Wybor O0mex Wplywa réwniez na maksymalny blad, oraz catke z bledu. Doboér
maksymalnej dopuszczalnej niedokladno$ci moze podyktowany by¢ minimalizacjg tych
parametréw. Odchylenia od toru ruchu wyznaczanego przez podcele, przewaznie ma-
leja gdy zwigksza si¢ liczba iteracji (6mqx male). Nalezy jednak pamietaé, ze algo-
rytmy 9.1, 9.2 nie gwarantuja, ze odleglosci pomiedzy poszczegdlnymi planowaniami
ruchu beda male. Odleglos¢ pomiedzy dwoma zadanymi podcelami moze okazaé sie
duza pomimo matego O qx, zatem tez blad okazalby sie wiekszy. Podsumowujac zbytnie
zmniejszanie dmqx Nie gwarantuje zmniejszania btedu, natomiast skutkuje negatywnie
poprzez zwiekszanie sie liczby iteracji, a zarazem czasu ruchu.



10. Podsumowanie

W dysertacji wszechstronnie zbadano metode Lafferriera-Sussmanna pierwotnie wy-
korzystywang do planowania ruchu uktadéw nilpotentnych bedacych podklasg bezdry-
fowych uktadéw nieholonomicznych. Metode rozszerzono przez wprowadzenie znacznie
wiekszej niz w algorytmie oryginalnym liczby reprezentacji ruchu, przez co uzyskano
mozliwos¢ jej zastosowania w S§rodowiskach kolizyjnych. Z kazda reprezentacja ruchu
zwigzane jest rownanie Chena-Fliessa-Sussmanna. Wykazano jaka strukture moga miec
réwnania CFS oraz zaproponowano dwa efektywniejsze niz literaturowe algorytmy ge-
neracji réwnania. Podczas wyprowadzenia réwnai CFS nalezy przyjaé pewna baze
algebry Liego. W zadaniach robotycznych wymagajacych takiej bazy najczesciej (je-
dynie) stosowana jest baza Halla. W dysertacji przedstawiono takze inne literaturowe
bazy (Lyndona, Shirshova, Chibrikova), wraz ze sposobem ich generacji. Jakkolwiek
zastosowanie alternatywnych baz moze mie¢ pewne zalety, to jednak moga sie one
uwidoczni¢ dopiero dla uktadéw o duzej liczbie zmiennych stanu, gdyz dopiero wtedy
elementy baz réznia sie istotnie. Jednym z etapdéw algorytmu LS jest dobér trajektorii
referencyjnej. Pokazano symulacyjnie, analitycznie dla wybranych klas uktadéw nilpo-
tentnych oraz sformutowano ogblne twierdzenie o niezaleznosci dzialania planera ruchu
od trajektorii referencyjnej. Wnioskiem praktycznym jest przyjecie odcinka jako trajek-
torii referencyjnej. W klasie uktaddéw tancuchowych wykazano réwnowazno$¢ metody
LS z metoda sterowan sinusoidalnych Murraya-Sastry’ego. Rozszerzajac stosowalnosé
algorytmu LS na uklady bezdryfowe zaimplementowano pomyst Sussmanna stosowania
algorytmu nilpotentnej aproksymacji w kolejnych punktach przestrzeni konfiguracyj-
nej. Do sprawdzenia jakosci nilpotentnej aproksymacji zaproponowano autorskie miary.
Dwie z nich poréwnujg pola wektorowe oryginalnego ukladu i jego aproksymowanej
wersji. Miary nie daja wskazéwki o rzeczywistej przydatnosci aproksymacji w planowa-
niu ruchu, bowiem nie oceniajg wyrdznionego kierunku ruchu. Dlatego zdefiniowano,
zaimplementowano i przetestowano na wybranych uktadach bezdryfowych miare, ktéra
ocenia efektywnos§¢ aproksymacji w zadanym kierunku ruchu. Wykorzystujac te miare
zauwazono, ze efektywnos$¢ aproksymacji zalezy istotnie od wybranego kierunku ruchu.
Algorytm LS wspomagany nilpotentna aproksymacja oraz (w celach poréwnawczych)
algorym metody Lie-algebraicznej zaimplementowano i przetestowano dla dwéch uktla-
doéw bezdryfowych. Wyniki symulacyjne wskazuja, ze mozliwe jest efektywne rozwia-
zanie zadania planowania dla ukladéw bezdryfowych obiema metodami, jednak liczba
punktow, w ktérych nalezy ponawiaé procedure nilpotentnej aproksymacji moze by¢
znaczna, natomiast zyski w poréwnaniu z metodg Lie algebraiczng sg znikome.
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A. Modele

A.1. Integrator Brocketta

Integrator Brocketta jest ukladem o tréjwymiarowej przestrzeni stanu zadanym
réwnaniami
q1 1 0
q= @ =| 0 |w+ |1 |[w=g(qw +g2q9)u. (A1)
q3 —q2 qi
Jest uktadem nilpotentnym stopnia 2, gdyz wszystkie pola wektorowe bazy Halla war-
stwy trzeciej zeruja sie tozsamosciowo (g2, [g1,92]] = [g1,[g1,92]] = 0, a niezerowym
polem jest [g1,g2] = (0,0,2)7. Jest takze sterowalny, w krétkim czasie, spetniajac
warunek rzedu (2.37), rank(g1, 92,[91,92]) = 3.

A.2. Czterowymiarowy uktad laricuchowy

Czterowymiarowy uklad laicuchowy jest opisany za pomocg réwnan

q 1 0

) qz 0 1

q= || = w + || w2 =g1(q)wr +gi(q)us. (A.2)
d3 q2 0
44 qs 0

Oproécz generatoréw uktadu g, gz, tylko pole wektorowe [g1,g;] = (0,0,—1,0)" oraz
[g1,[g1,92]] = (0,0,0,1)T nie znikaja tozsamosciowo ([gz,[g1,g2]] = 0). Ukltad zatem
jest nilpotentny stopnia 3, oraz sterowalny, gdyz rank(g1, 92, (91, 92], (91, (g1, g2]]) = 4.

A.3. Jednokotowy robot mobilny

Jednokotowy robot mobilny przedstawiono na rys. A.l, gdzie wspétrzedne q1,q2
oznaczaja polozenie robota, a g3 jego orientacje. Jesli sterowaniami jest predkosé ruchu
postepowego oraz predko§¢ zmiany orientacji, wtedy réwnania uktadu sg postaci

q] Cos (3 0

q= (42| = [singz | ur+ [0| w2 = g1(q)us + g2(q)u,. (A3)
q3 0 1
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Rysunek A.1. Jednokolowy robot mobilny, rzut z géry

Wyliczajac kolejne nawiasy Liego otrzymujemy [g1,g;] = (sin g3, —cosqs,0)" oraz

adgjl g91,92] = %adgz [g1,92] dla k > 1. Ostatnig réwnos¢ dowodzimy w sposéb na-
stepujacy. Zalézmy, ze adl;2 [91,92] = (f1(q3), f2(q3),0)T (jest tak oczywiscie dla k = 0,
a gdy udowodnimy réwnos¢, to takze dla k € N), wigc

0] [filas) aq;T1(as) 3
ads(g1, 9] = 92, ady,[g1,92] = [|0] , [f2(q3) |1 = %fz(qs) = T%adgz (91, 92].
1 0 0

Wszystkie pozostale nawiasy zawierajace wiecej niz jedno pole g; zeruja si¢ tozsa-
mosciowo. Uktad ten jest sterowalny, bowiem rank(gi,g2,[g91,92]) = 3 oraz nie jest
nilpotentny.

A.4. Tréjkolowy robot mobilny

Model kinematyczny tréjkotowego pojazdu [77] przedstawionego na rys. A.2, o wek-
torze stanu q = (q1, 2,93, q4)', jest postaci

a1 —8q3Cq4 0
. ‘ Cq3C 0
q= 3; = qj 4q4 w At || w2 = 910w +g2(q)uz, (A.q)
q
da 0 1

gdzie dla uproszczenia zapisu przyjeto nastepujace oznaczenia cqi = cos(qi), Sqi =
sin(q;). Wspbirzedne q1, g2 (rys. A.2) opisuja potozenie robota (Srodek osi tylnego
kota), q; to orientacja pojazdu, a q4 — orientacja przedniego kola sterujacego.

Zaklada sieg, ze naped tréjkolowca znajduje sie w przednim kole. W przypadku na-
pedu na tylne kota generatory réwnania (4.4) bytyby postaci g1 = (cos q3, sin g3, tg q4,0)"
oraz g, = (0,0,0,1)7 . Naped na tylna o§ skutkuje osobliwosciag w przednim kole dla
orientacji q4 = £7, Dzigki przeniesieniu napedu na przednia o§ zapobiega si¢ osobli-
wosci w tych punktach.
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Rysunek A.2. Tréjkotowy robot mobilny, rzut z gory.

Pola wyzszych stopni dla uktadu (A.4) sg postaci [g1, 92] = (—5¢35q4) Cq35q4, —Cq4,0) ",

[91,[91,92]] = (—Cq3,—543,0,0)7, [92,[g1,92]] = g1. Uklad jest sterowalny, gdyz spelnia
warunek rzedu (2.37) rank(g1, 92,191,921, [91,[g91,92]]) = 4. Nie jest uktadem nilpo-
tentnym, gdyz na mocy réwnosci [g2,[g1,92]] = g1 # 0 mozliwe jest wygenerowanie

niezerowego pola dowolnego stopnia.



B. Podstawowe struktury algebraiczne

Struktura algebraiczna [9, 49] to zbidér zlozony ze skoiiczonej liczby zbioréw oraz
skonczonej liczby odwzorowan iloczynéw kartezjanskich tych zbioréw w te zbiory. Od-
wzorowania wchodzace w sklad struktury algebraicznej nazywamy dzialaniami.

Definicja 4. Grupa

to struktura algebraiczna (G,-), gdzie G jest zbiorem niepustym, a -: G x G — G
odwzorowaniem spetniajgcym pierwsze trzy aksjomaty:

G.1 VYg,,95,05¢6 91 (92 93) = (91 - 92) - 93 wiasnos¢ tgcznoscy,

G.2 decg Vgeg g-e=e-g =g gdzie e to element neutralny grupy,

G.3 Vgeg Fg-1e6 9 g ' =g -g=e gdzie g7 to element odwrotny do g,

* jesli dodatkowo V4, g,ec 9192 = g2 - g1, to grupa jest abelowa (przemienna).

Definicja 5. Monoid
jest strukturg spetniajgca tylko aksjomaty G.1 1 G.2.

Definicja 6. Ctato

to struktura algebraiczna (K,+,-), gdzie +: K x K = K, - : K x K — K sg odwzoro-
waniami spetniajgcymt aksjomaty:

K.1 (K,+) jest grupg abelowg,

K.2 (K\{0},+) jest grupg abelowgq, gdzie 0 jest elementem neutralnym grupy (K, +),
K.3 Yy, ko ksek K- (k2 +k3) = (k- k2) + (k1 - k3).

Definicja 7. Przestrzen wektorowa

nad ciatem K to struktura algebraiczna (V,+;K,+,;-), taka ze

PW.1 (V,+) jest grupg abelowg,

PW.2 (K,+,:) jest ciatem,

dziatanie - : K XV =V, gdy ki, ky € K, vww €V, oraz 1 jest jednoscig w K, to
PW.3 ki-(v+w)=k;-v+k;-w, (k1 +k2) - v=Xky-v+ ks v (rozdzielnosé),
PW.4 k- (ky-v) = (k- k) -v (tgcznosé),

PW.5 1. v=wv.

Definicja 8. Algebra

to przestrzern wektorowa V nad ciatem K, gdzie oprdcz dziatan V zdefintowano
mnozente - : V XV =V, takie ze dla kazdych v,w,x € V 1 k € K zachodz:
Alv-(w-x)=(v-w)-x,

A2v- w+x)=v-w+v-x, (v+w) - x=v-x+w-Xx,

A3 k-v-w=(k-v)- w=v-:(k-w).



	Spis treści

	Oznaczenia
	1. Wstęp
	2. Preliminaria matematyczne
	2.1. Grupa Liego
	2.2. Algebra Liego
	2.3. Bazy wolnej algebry Liego
	2.3.1. Baza Ph. Halla
	2.3.2. Kombinatoryczne bazy algebry Liego
	2.3.3. Podsumowanie
	2.3.4. Formuła Witta

	2.4. Algebra Liego a grupa Liego
	2.4.1. Przykłady macierzowych grup Liego i ich algebr
	2.4.2. Formalna algebra Liego
	2.4.3. Formuła Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina

	2.5. Uogólniona formuła Campbella-Bakera-Hausdorffa-Dynkina
	2.6. Zadanie planowania ruchu

	3. Algorytm Lafferriera-Sussmanna
	3.1. Układ rozszerzony – trajektoria referencyjna
	3.2. Równanie Chena-Fliessa-Sussmanna (CFS)
	3.3. Generacja sterowań

	3.3.1. Sterowania kawałkami stałe (CBHD)
	3.3.2. Sterowania kawałkami ciagłe (gCBHD)

	3.4. Podsumowanie

	4. Reprezentacje ruchu
	4.1. Algorytmizacja równań CFS
	4.1.1. CFS w dziedzinie pól wektorowych
	4.1.2. Równanie CFS otrzymane z formalnej grupy Liego

	4.2. Wpływ reprezentacji ruchu na przebieg trajektorii
	4.2.1. Miary oceny trajektorii dla zadanej reprezentacji ruchu
	4.2.2. Wyniki symulacji
	4.2.3. Podsumowanie


	5. Metoda sterowań sinusoidalnych jako szczególna postać algorytmu LS
	Podsumowanie

	6. Trajektoria referencyjna
	6.1. Badania symulacyjne
	6.1.1. Trajektoria symulacyjna
	6.1.2. Podsumowanie

	6.2. Niezależności współczynników Halla od trajektorii referencyjnej

	7. Realizacja sterowań za pomocą formuły gCBHD
	7.1. Generacja optymalnych energetycznie sterowań w kierunkach ruchu wyznaczonych przez bazę Halla
	7.2. Generacja sterowań algorytmem Newtona

	8. Aproksymacja nilpotentna układów bezdryfowych
	8.1. Algorytm nilpotentnej aproksymacji
	8.2. Miary dokładności nilpotentnej aproksymacji
	8.3. Symulacje
	8.4. Nilpotentne sprzężenie zwrotne

	9. Algorytmy dla układów nienilpotentnych
	9.1. Iteracyjny algorytm LS wspomagany nilpotentną aproksymacją
	9.2. Metoda Lie algebraiczna z iteracyjnym doborem podcelów
	9.3. Symulacje
	9.4. Podsumowanie

	10. Podsumowanie
	Bibliografia
	A. Modele
	B. Podstawowe struktury algebraiczne

