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UWAGI W SPRAWIE ORGANIZAC]I NAUCZANIA

MATEMATYKI W SZKOLACH SREDNICH
OGOLNO-KSZTALCACYCH.

O NIEDOSTATECZNYCH WYNIKACH NAUCZANIA
MATEMATYKI W SZKOLACH.

Niezadowolenie z wynikéw nauczania matematyki w naszych
gimnazjach stalo si¢ powszechne. Podzielaja je zaréwno profe-
sorowie uczelni wyzszych, jak wladze szkolne, nauczycielstwo
samo oraz wszyscy ci, ktérzy w jakikolwiek sposéb stykaja sie
na polu matematyki z uczniami naszych szkét srednich.

Przyczyny takiego stanu rzeczy sa bardzo réznorodne. Nie-

‘ktére z nich sa $cisle zwiazane z czynnikami natury spotecznej
‘i ekonomicznej, z przesztemi i biezacemi trudnosciami organizacii

maszego szkolnictwa,—byloby bezcelowe méwienie o nich w tem
miejscu.

Celowe natomiast jest méwienie o tem, co bezposrednio od
nauczycielstwa i dyrekcyj gimnazjéw zalezy, co wynika z ich
koncepcyj dydaktycznych oraz ich stosunku do wykonywanej
pracy. Wykrycie bowiem w tym zakresie niedociagnie¢ i bledow
moze przyczyni¢ si¢ do podniesienia poziomu nauczania.

Analizujac tego rodzaju braki, dochodzi sie do wniosku, ze
przyczyny ich mozna sprowadzi¢ do ignorowania niezbyt licz-
nych tez, ktére sa tak elementarne i oczywiste, iz wyglasza sie
je nie bez uczucia zaklopotania. Gdyby jednak tezy te byly za-
‘wsze w pamieci nauczyciela i gdyby zawsze miat on wyfrwalosé
w ich realizowaniu, to praca jego stalaby na poziomie znacznie
‘Wyzszym od tego, ktory przecigtnie spotykamy.

Celem przeto niniejszego szkicu jest raczej nawolywanie do
realizacji_pewnych tez, naogét prostych i znanych, Poniewaz
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jednak byloby trudne nawolywanie do czuwania nad tem, czego
dokladnie sie nie wymienia i nie precyzuje, wiec zachodzi potrze-
ba oméwienia caloksztattu tych zasad, a miedzy niemi i takich,
ktére sa niemal powszechnie wiadome.

O KONIECZNOSCI WYTRWALEGO STOSOWANIA ZASAD
DYDAKTYKI OGOLNEJ.

Zrodtem najwickszej ilosci brakow, spostrzeganych w nau-
czaniu matematyki W naszych gimnazjach, jest niedocenianie
wskazarn dydaktyki ogélnej. Nalezy wiec przedewszystkiem na-
wotywaé nauczycielstwo do-rzetelnego opanowania jej zasad i do
wytrwalosci w ich stosowaniu.

Jest to jednak tylko warunek konieczny dla naprawy istnie-
jacego stanu rzeczy, ale nie wystarczajacy. Dalszym warunkiem
jest dokladne uswiadomienie sobie celu nauczania oraz przy-
swojenie mefod, prowadzacych do jego osiagniecia .

Ustalenie tych celow jest zazwyczaj fundamentem, na kto-
rym wznosi sie budowa programu. Decyduje ono zarazem o me-
todzie pracy. W dziejach matematyki od najdawniejszych cza-
séw az do spolczesnych przeplataja sie dwie jej wielkie war-
tosci: warto$é praktyczna, dzieki ktérej dZwiga si¢ nasza kultura
maferjalna, i warto$é rozumowa, ksztaltujaca mysl nasza. Stad
i cel nauczania matematyki moze by¢ ujety dwojako — moze.
by¢ nim: 1) ksztalcenie zdolnosci myélenia, 2) nagromadzenie pe-
wnego zasobu wiadomoéci oraz wyrobienie pewnej sprawnosci
technicznej. W ostatniem zdaniu wymieniliémy te cele w porzad-
ku ich doniostosci z punktu wiglzenia dydaktyki spélczesnej, nie:
ulega jednak watpliwosci, ze oba powinny wystepowaé tacznie:
na wszystkich stopniach szkoty ogélnoksztaltcacej; tylko w uczel-
ni wyzszej lub w szkole zawodowej kurs matematyki moze przy-
bra¢ i przybiera inna tresé, scislej zastosowana do potrzeb facho-

WY(.’h_.
CELE NAUCZANIA FORMALNE I MATERJALNE.

Nieraz poruszano zagadnienie, ktéry z dwéch celow — for-
malny, czy materjalny 1), jak je przyjeto nazywaé, — powinien

1) ,Materjalny” w znaczeniu rzeczowej tresci danej dyscypliny,
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przewaza¢ w szkole $redniej ogélnoksztalcacej; przytem czesto
z przesada traktowano ich przeciwstawnosé, gdy w istocie rzeczy
1acza sie one ze soba organicznie, wzajemnie sie wspieraja, a je-
den od drugiego nie powinien by¢ oddzielany. Wydobyé warto-
éci ksztatcace pod wzgledem formalnym mozna z bardzo rézno-
rodnego materjatu, — zalezy to raczej od sposobu jego potrak-
towania. Z reguly, im materjal jest uiyteczniejszy dla przy-
sztych zastosowan, dla budowy dalszych dzialéw nauki, im meto-
dy sa bardziej uniwersalne, — tem wiecej sa rozwijajace. Cze-
muz wigc przy nauczaniu nie mielibySmy wybraé takiego mater-
jatu, ktéry jest zarazem uzyteczny pod wzgledem materjalnym,
a rozwijajacy pod wzgledem formalnym? I czemu nie mielibysmy
wyzyskaé tego materjalu w obu kierunkach? Nie mozemy copra-
wda uniknaé pewnej ilosci (zreszta bardzo nieznacznej) szczegé-
16w o mniejszej wartosci formalnej, lecz o duzem znaczeniu prak-
{ycznem. Natomiast tylko w wyjatkowych wypadkach mozemy
sobie pozwoli¢ na zbytek zajmowania czasu éwiczeniami, obli-
czonemi jedynie na wygimnastykowanie mysli ucznia, a nie da-
jacemi mu wiadomoéci, ktéreby byly potrzebne badz do dalszej
nauki, badz do zycia praktycznego. Bez znacznego ryzyka mozna-
by to nazwa¢ zbytkiem, gdyz zazwyczaj moznaby na miejsce po-
dobnego materjatu dobraé inny o wiekszej uzytecznoéci, a nie-
mniejszych wartosciach formalnych. Zespolenie obu celéw jest
jedna z cech stopnia doskonalosci programéw szkoly sredniej
ogélnoksztalcacej, a materjat nauczania w szkolach tego typu we
wszystkich krajach kulturalnych historycznie tak sie ulozyl, ze
oba cele wspomniane ma na widoku. Uczymy arytmetyki, alge-
bry oraz geometrji z trygonometrija zaréwno poto, by uczer mégt

- zastosowaé pewne wiadomodci i algorytmy w przysztej potrzebie

praktycznej lub studjach technicznych, jak i dla przygotowania

* go do przyszlych studjéw matematyki czystej; uczymy tych dys-

cyplin réwniez i poto, aby go poprostu intelektualnie rozwinaé.
W doborze wigc materjalu nauczania niema konfliktu pomiedzy
celami formalnemi a materjalnemi 2), te za$ ostatnie kaza trosz-

®) Zreszta sam podzial powysszy celéw nauczania nie jest doktadny,
a cheac go przeprowadzié zupelnie konsekwentnie, dochodzimy do bardzo

‘powaznych trudnoéci. Utrzymujemy go tutaj, gdyz jest powszechnie przy-

jety i daje dogodne zwroty mowy.
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czyé sie o to, by nabyta wiedze ufrwalac i przeistaczaé¢ w umiejet-
nosci.

Zobaczmy jednak, czy nie wyplywa taki sam nakaz z celéow
formalnych., Gdybys$my potrafili wyodrebni¢ formalny cel nau-
czania, i dazyé¢ tylko do jego realizacji, to powstatoby przed na-
mi pytanie, na czem wlasciwie maja by¢ uprawiane owe warto-
éci formalne: nie inaczej chyba, jak na pewnych konkretach,
z ktéremi uczen musi dokladnie si¢ zaznajomié i diuiej obcowad,
jezeli pozytek z tego ksztalcenia ma by¢ trwaly, — lecz w takim
razie uporzadkowany i w pewien sposéb powiazany zbidr tych
konkretéw utworzy system wiedzy materjalnej ucznia, na ktérej
gruncie dopiero powstanie jego rozw6j formalny. Odpowiadaja
temu $ci$le i dzieje rozwoju nauki, w ktérych toku narastanie
kultury pojeciowej odbywalo sie na podstawie gromadzenia i sy-
stematyzowania faktéw naukowych. W zakresie matematyki pré-
by takiej systematyzacji siegaja wprawdzie bardzo giebokiej
przesztosci, bo czaséw Euklide sa, wiemy jednak dobrze, Ze
jego prace staly sie mozliwe tylko dzigki nagromadzeniu wia-
domosci matematycznych we wczesniejszych okresach rozwoju.
Wzniesienie si¢ bez tego zasobu wiadomos$ci na wysoki poziom
abstrakcji pojeciowej historycznie nie byleby mozliwe; w podob-
ny sposéb niemozliwe jest ono u ucznia bez rzetelnego zdobycia
znacznego zasobu wiedzy faktycznej. Jakze wiec tu myslec o od-
dzieleniu celéw formalnych od materjalnych?

Z drugiej strony, jezeli wmyslimy si¢ w tok nauczania badz
to matematyki, badZ jakiej innej nauki, to tatwo zauwazymy, Ze
z koniecznosci przeplataja si¢ w nim dwa procesy: 1) doprowa-
dzamy pewne rzeczy do §wiadomosci ucznia, 2) zdobyte w ten
spos6b wiadomosei utrwalamy w pewnym stopniu i w pewnym
zakresie mechanizujemy — przgetwarzamy je w umiejetnosci®).
Tylko dzieki temu drugiemu procesowi mozliwe jest wspinanie
sie ucznia z nizszych szczebli na wyzsze; gdybySmy wiec nie go-
nili nawet za wiedza stosowana, badz .to do zycia praktycznego,
badz tez do innych nauk, to juz sam fakt, Ze chcemy poznawaé
coraz to wyzsze dzialy danej wiedzy czystej, zmusilby nas do
utrwalania tych dzialéw, ktére leza nizej, i do pewnego zmecha-

nizowania odnosénych wiadomosci. Przyktadéw koniecznoéci po-

3} Poréwn, B. Nawroczynski Zasady Nauczania.

.
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dobnego mechanizowania w pewnym zakresie mamy bardzo wie-
le w innych rodzajach wiedzy oraz w sztuce: mechanizujemy
przeciez czytanie, pisanie, mechanizujemy zywy jezyk obcy, gdy
uczymy si¢ go praktycznie (co6z moglibysmy powiedzie¢, gdyby-
émy, méwiac, musieli si¢ zastanawiaé nad regulami gramatayki
i skladni?); mechanizujemy gamy i wprawki przy nauce muzyki
(c6z moglibysmy zagraé inaczej?). W podobny sposéb nauczy-
ciel matematyki musi osiagnaé mechanizacje wielu umieje;tnoédi,
do ktérych poprzez $wiadomos$é doprowadzil ucznia, Czyz nie
bytoby zupetng utopja sadzi¢, Ze mozina ucznia nauczyé matema-
tyki, przechodzac od tematu do tematu w szeregu kolejnych po-
gadanek i ¢wiczen heurystycznych, obliczonych tylko na rozbu-

_: dzenie jego inteligencji, bez gromadzenia w nim trwalej wiedzy
1 trwalych umiejetnosci? Niestety, podobne mysli blakaty sie po
- naszej szkole ogélnoksztalcacej i wyrzadzily niemalo szkody.

Niedostateczne umacnianie we wlasciwym czasie zdobywanych
przez ucznia wiadomosci stafo sie niewaqipliwie jednq z gléwnych

‘przyczyn slabych wynikéw nauczania matematyki w naszych

gimnazjach.

Jakkolwiek wiec za dominujacy cel nauczania matematyki
w szkole $redniej og6lnoksztatcacej mozemy istotnie uznaé cel
formalny, to zaréwno sama pomyslnoéé dalszego nauczania, jak
i nakazy zycia prakiycznego zmuszaja nas do liczenia sie z row-
‘nolegtym celem materjalnym — w znaczeniu gromadzenia

i utrwalania wiadomosci.

Wysnujmy stad wnioski,

ETAPY NAUCZANIA —USWIADOMIENIE I UTRWALENIE.

Skoro tylko zaktadamy wspomniany powyzej cel pierwszy—
formalnego ksztalcenia, to juz nieodzownie musimy przyjaé, ze
przy nauczaniu matematyki do prawd jej i algorytméw musimy
doprowadzi¢ ucznia drogami o$wietlonemi pefnq Swiadomosciq
‘i odpowiadajacemi zasadzie jak najwiekszej samodzielnosci oraz
akiywnosci myslenia. Gdyby nauczyciel trzymat sie systemu
szkolenia mechanicznego, bez dostatecznego wyjasniania ucznio-
wi dokonywanych czynnosci, to popelniatby na]WJQkSZY grzech
dydaktyczny, jaki by¢ moze.
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Lecz z celu drugiego wynika dalej, Ze nauczyciel nie moze
ograniczy¢ sie tylko do wyjasnienia algorytmu, chociazby wielo-
krotnego, musi za$ daiyé do utrwalania nabywanych przez ucz-
nia wiadomosci i przeistaczania ich w umiejetnosci, tak, aby uczen
bez wysilku positkowal sie niemi w razie potrzeby.

Konieczno$é zmechanizowania dziatad na liczbach caltkowi-
tych i ulamkowych, przeksztatcania wyrazen algebraicznych, ze-
stawiania i rozwiazywania réwnan, rachunku logarytmicznego
it. p. jest niewatpliwa, gdyz bez tego uczen nie potrali swobod-
nie posuwaé sie w dalszej nauce matematyki. W nauce geometrji
potrzeba mechanizacji jest nieco mniejsza, lecz w pewnym za-
kresie tez nieunikniona: podstawowe konstrukcje, twierdzenia,
wzory na obliczanie pola i objetosci i t. p. — musza byé z bie-
giem czasu (ale nie przedwcze$nie) zmechanizowane, Tak samo
przy nauczaniu trygonometrji bardzo predko dochodzimy do ko-
niecznosci utrwalenia pewnych wzoréw, gdyz bez tego uczefi nie-
bawem zupelnieby sie zaplatal.

Z drugiej strony nalezy sie wystrzega¢ mechanizacji niewla-
$ciwej. Jest zagadnieniem bardzo subtelnem, co i w jakim za-
kresie nalezy mechanizowaé, a czego nie nalezy. Umiar i takt
w tych rzeczach ze strony nauczyciela jest najlepszym probie-
rzem jego inteligencji dydaktycznej, a przesada — jego naj-
wiekszem niebezpieczenstwem. Jako przyklad niewlasciwej me-
chanizacji, dosy¢ czesto spotykanej, moznaby przytoczy¢ takie
podejscie do regut i schematéw dyskusji, przy ktérem uczesi wpa-
da w szablon i wykonywa go tak dalece bezmys$lnie, ze np. w wy-
nikach, btednie otrzymanych, nie spostrzega razacej sprzecznosci
z sama trescig zadania. Niestety, jest to objaw bardzo pospolity.

Gdy zatem nauczyciel matematyki, robiac co pewien czas
rachunek sumienia, stawia sobie pytanie, czy dobrze uczy, to
przedewszystkiem musi sie zgastanowm, czy dobrze przeprowadza
uczniéw przez oba wspomniane etapy: 1) u$wiadomienia,
2) utrwalenia i — w pewnym zakresie — zmechanizowania umie-
jetnoéci. Przytem nalezy pamietaé, Ze osiagniecie korica dru-
giego etapu bynajmniej nie jest dowodem rzetelnego przebycia
pierwszego z nich, — a przecie nauka myslenia odbywa sie wia-
$nie w efapie uswiadomienia, na czem polega ]ego ogromna do-
niosfosé.

—_ 9 —
O BRAKU EGZEKUTYWY.

Szkola dawniejsza grzeszyla przedewszystkiem tem, zZe nie
doceniano w niej formalnych wartosci matematyki i mechanizo-

“wano caly szereg regul bez genetycznego ich przygotowania, cze-

sto nawet bez dostatecznego ich wyttumaczenia. Byé moze, ze ten
stary grzech pokutuje jeszcze i obecnie w niejednej szkole; na-
lezaloby z nim raz skoriczyé. Naogél jednak, wskutek reakcji
przeciwko nierozumnej mechanizacji, daje si¢ obecnie zauwazyé
inne niebezpieczenistwo: wielu nauczycieli popadto w przeciwna
przesade, zesrodkowali oni calag swa uwage na formalnych war-
tosciach nauczania, zapominajac o wartosciach materjalnych
i w niewlasciwy sposéb przeciwstawiajac jedne drugim, jakgdy-
by nie bylo cczywiste, ze tylko harmonijne uwzglednienie war-
tosci formalnych i materjalnych moze zapewni¢ uczniowi rzetel-
ny rozwdj matematyczny. Powstal specjalny typ nauczyciela,
ktérego lekcje sa nieraz misternym wzorem heurezy, z uwzgled-
nieniem finezyj teoretycznych, ale ktérego uczniowie bardzo ma-
fo umieja, g¢dyz nauczyciel nie liczy sie z tem, Ze nie wystarcza
doprowadzenie ucznia do uséwiadomienia pewnych rzeczy, ze jest
to tylko pierwszy z dwéch etapéw w nauczaniu. Taki nauczyciel
czesto wiele wymaga od samego siebie, ale nie umie wymagaé
od ucznia, — moznaby to nazwaé krétko brakiem egzekutywy.
Ot5z, jezeli jeszcze niezbyt dawno szkola grzeszyla nierozumna
mechanizacja, to dzi§ grzeszy przedewszystkiem brakiem egze-
kutywy.

W zwiazku z tem odrazu nalezy stwierdzi¢, Ze najlepszym
probierzem wartoéci pracy nauczyciela sa osiagane przez niego
wyniki w postaci intelidencji matematycznej jego uczniéw, ich
wiedzy faktycznej i zamilowania do przedmiotu. Efektownosé
lekcyj, pokazywanych wladzom szkolnym, nie odgrywa tu istot-
nei roli, jakkolwiek moze $wiadczyé o artyzmie nauczyciela.
Praktyka codzienna, a nie wystep $wiagteczny decyduje o wartosci
pracy w szkole. '

'O METODZIE NAUCZANIA.

Z teza o podwéjnym celu nauczania matematyki laczy sie
bezposrednio zagadnienie metody nauczania. Skoro przywiazu-
jemy tak wielkg wage do celu formalnego ksztalcenia, to musimy
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uznaé, ze forma heurystyczna jest niezmiernie cenna, zapewnia
bowiem twérczy udzial uczniow w zdobywaniu wiedzy i nie na-
‘rzuca im szczegbélow w gotowej formie *). Uwazajac metode heu-
rystyczng za pozadana podstawowa forme pracy, nalezy wszak-
ze przyznaé, iz nie wszystkie rozdzialy i paragrafy kursu moga
byé w tej formie podane, zwlaszcza, jezeli zestawimy ilo$é ma-
terjalu nakazanego przez program z iloécig czasu, ktérym roz-
porzadzamy. Niepodobna ustali¢, jaka metoda rézne dzialy ma-
ja by¢ przerabiane. Decyduje o tem nauczyciel. Ktére dziaty
potraktuje heurystycznie, ktére zaé poda w inny, mniej genetycz-
ny sposob, — to jego rzecz. Z reguly heureza powinna zajmowaé
powazne miejsce, a odsetek wiadomosci podanych uczniowi
w mniej lub wiecej gotowej formie nie powinien by¢ znaczny, Me-
toda powinna byé¢ silnie oparta na aktywnosci ucznia — od tego

postulatu zasadniczego nie nalezy odstepowaé. W klasach wyz-.

szych nalezy przyzwyczajaé uczniéw do coraz to dluzszych wy-
powiadari si¢ samodzielnych i do samodzielnego opanowama
coraz to wigkszych fragmentow kursu.

O ZAINTERESOWANIU UCZNIA.

Nauczyciel powinien przedewszystkiem troszczyé sie o to,
aby nauka zawierala jek najwiekszq ilosé momentéw ciekawych
dla ucznia i pociagajqcych go do pracy. Ten dezyderat jest jed-
nym z najwazniejszych, a w sprawie jego realizacji jest bardzo
wiele do zrobienia, To, co zrobiono dotad, nie jest zadowalajace.
Niestety, trudno pouczyé, jak nauczyciel ma stwarzaé te momen-
ty emocjonujace ucznia, — zalezy to raczej od talentu nauczy-
ciela, od jego umiejetnosci nawiazywania kontaktu z klasa. Badz
co badz, zasada pogladowosci w nauczaniu, przechodzenia od
konkretnych przyktadéw do uogélnien, a nie odwrotnie, powinny
byé jak najszerzej uwzgledniane, — zwlaszcza w klasach niz-
szych i érednich. Staje si¢ ona coraz mniej obowiazujaca przy
zblizaniu sig¢ ku.koficowi kursu, Niestety, te postulaty sa naogot
malo uwzgledniane nietylkef w klasach s$rednich, ale nawet
i w gimnazjum nizszem. Istnieje literatura, w jezyku polskim do-
sy¢ zreszta uboga, ktéra moze byé w tem pomocna, dajac mater-

*) Heureze rozumiemy tu w najogélniejszem znaczeniu, jako metode
naprowadzajgca. (Por6wn. w tej sprawie dopisek w koricu artykutu).
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jal przyczyniajacy sie do ozywienia kursu?). Istnieja oprécz
literatury rézne pomoce szkolne. W tych wypadkach, gdy sama
swa trescig matematyka nie pociaga dostatecznie mlodziezy, ape-
lujmy do jej woli opanowania przedmiotu, wskazujac jego nie-
zbednosé w zakresie zastosowasi do nauk $cistych i techniki spét-
czesnej. Czesto zamilowanie do matematyki rozwija si¢ stopnio-
wo pod wplywem tego rodzaju pobudek ubocznych ®). Nauczy-
ciel powinien uruchomié wszystko, czem rozporzadza sam oraz
co posiada szkola, aby uczyni¢ swoéj przedmiot. jak najbardziej
pociagajacym, oraz powinien rozbudzi¢ zdrowa ambicje ucz-
niéw 8) w pokonywaniu trudnosci

O PRACY DOMOWEJ UCZNIA.

Uczeni, nawet i zdolny, nie moze rzetelnie opanowaé kursu
matematyki szkoly $redniej, nie pracujac poza lekcjami. Pewna
ilos¢ pracy domowej jest obowiazujaca. Powinna to by¢ prze-
dewszystkiem praca nad utrwaleniem tego, co zostalo w klasie

przygotowane przez doprowadzenie ucznia do pewnych wiado-
mosci i zupelnie jasnego ich u$wiadomienia. Nauczyciel musi
wyznaczaé prace do domu i sprawdzaé, czy zostala wykonana
i czy zeszyty domowe sa utrzymane porzadnie. Technika tego
sprawdzania moze posiadaé¢ rozmaite formy, zawsze jednak sta-
nowi bardzo wazny szczegél lekcji. Oczywiscie, nie mozna wy-
magaé od nauczyciela piSémiennego poprawiania wszystkich wy-
pracowari domowych. Zdawaloby sie, Ze $miesznie jest o tem mo-
wié, a jednak przeblyski podobnej tendencji pojawily sie u nas
w zwiazku z moda na t. zw. plan daltoriski. Nauczyciel zmieniat

%) ,Lildvati" oraz ,Sladami Pifagorasa” S. Jelediskiego, »Nau-~
czanie poczqthéw matematyki“ Laisanta w ttum. Czubalskiego, ,,Pa-
rametr” i ,Mfody matematyk", czasopismo pod red. A. M. Rusieckiego.

5) Stwarza to przed nauczycielem wdzieczne zadanie wskazywania ucz-
niowi roli matematyki w caloksztalcie wiedzy. Omawiajac to zagadnienie
z punktu widzenia ,hierarchji nauk”, nauczyciel bedzie miat okazje do uprzy-
tomnienia uczniowi, iz cala wiedza nasza o $wiecie zewnetrznym jest Scista
w tym tylko stopniu, w jakim moze postugiwaé si¢ matematyka. Niemniej
wdzigecznym tematem jest omawianie dziejowej roli matematyki w poznaniu

"$wiata zewnetrznego i jego opanowaniu przez poznanie.

6) Samo zaciekawienie nie wystarczy — nie moze byé ono stanem
staltym, jest to raczej szereg kolejnych pobudek, dzialajacych na wole do
pokonywania trudno$ci. Ambicja bedzie tu sojusznikiem.
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sie przytem w cztowieka skazanego na cigzkie roboty, lub w naj-
lepszym wypadku w meczennika idei, pozytek za$ z tej pracy byl
bardzo watpliwy.

Ze znanych a zalecanych form kontroli pracy domowej mozna

wymienié nastepujgce: obchodzenie klasy w poczatku lub w koficu

lekeji i zagladanie do zeszytow domowych; wymaganie, aby kazdy
uczeni, wychodzac do tablicy, bral ze sobg zeszyt domowy w ce-
lu okazania go nauczycielowi; zabieranie od czasu do czasu ze-
szytéw domowych grupami dla dokladniejszej kontroli. Oczywi-
$cie, jezeli nauczyciel zastosuje naraz kilka takich sposobdw,
kontrola stanie sie pewniejsza. Wreszcie, mozna ja uwienczyé
zarzadzaniem od czasu do czasu generalnej rewizji wszystkich
zeszytéw i1 notowaniem krétkich charakterystyk z dokonanego
przegladu. Zycie w szkole powinno byé tak zorganizowane, aby
uczniowie klas nizszych nie mieli ani czasu, ani miejsca na odpi-
sywanie ¢wiczefi domowych, dokonanych przez kolegow, nato-
miast — zeby w klasach wyzszych taka kontrola stala sig niepo-
trzebna ze wzgledu na atmosfere moralng klasy i stosunek po-
miedzy uczniami a nauczycielem. Takie wdrozZenie ucznia do sa-
modzielnej i systematycznej pracy ma ogromne znaczenie nietyl-
ko dla jego rozwoju intelektualnego, ale tez i dla rozwoju cha-
rakteru.

Te mysli przewodnie: 1) silne podkreslanie dwoistosci celu
nauczania matematyki, 2) uwzglednianie momentu uswiadomienia
i momentu utrwalenia, 3) dostateczna egzekutywa. 4) odpo-
wiednio dobrana metoda, a wigc umiarkowana i rozumna heure-
za, 5) ciagte odwolywanie sie do zainteresowania ucznia oraz do
jego ambicji i troska o nawiazanie kontaktu wewnetrznego z kla-

sa, 6) dobrze zorganizowana praca domowa, — tworza podsta-
we, na ktérej powinno si¢ opieraé nauczanie matematyki w szkole
$redniej. '

To jednak nie wszystko: jest caly szereg szczegélow natury
pozornie drugorzednej, z ktérych sklada sie caloksztalt pracy
dokonywanej w szkole, a ktére przez to nabieraja znacznej wagi,
gdyz dobra calo$é moze byé ztozona tylko z dobrych szczegétow.

Rozpatrzmy je pokolei.
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O POMOCACH W NAUCZANIU.

Rola podrecznika, notatek i pomocy szkolnych jest sprawa
pardzo subtelna i wazna. Wiemy dobrze, Ze wprawny nauczyciel
rzadko uczy $cisle podlug podrecznika, gdyz odbiloby sie to uje-
mnie na zainteresowaniu uczniéw lekcjami w klasie. W dodat-
ku, istniejace podreczniki tylko w wyjatkowych wypadkach od-
zwierciedlaja heurystyczna forme nauczania, i nawet mozna kwe-
stjonowaé, czy taka forma podrecznika wogéle bytaby wiasciwa.
Poniewaz jednak te forme nauczania uznajemy za podstawowa,
przeto nauczyciel wlasciwie zmuszony jest do ciagtego przebudo-
wywania toku nauczania, podanego w podreczniku, na forme heu-
rystyczna. Zachodzi wiec zawsze mniej lub wigcej powazna rézni-
ca pomiedzy tem, co uczen styszy w szkole, a tem, co moze prze-
czytaé w ksigzce. Nalezy jednak, w miare moznosci, oszczedzaé
mu zbyt wielkich réznic, przeto pewna koordynacja pomiedzy.
lekcjami a podrecznikiem jest konieczna. Odbieganie zbyt dalekie
w ukladzie materjalu, w sposobach dowodu, a zwlaszcza w sym-
bolice i terminologji nie byloby wlasciwe, :

Podrecznik spelnilby swoje zadanie w zupelnodci tylko
w tym wypadku, gdyby uczen wedlug niego latwo mogl powto-
rzyé lekcje przerobiona w klasie oraz nauczy¢ sie tych poszcze-
golnych lekcyj, ktére opuscil. Taka ksigzka powinnaby raczej
posiadaé¢ charakter podrecznika szkolnego i samouczka do pracy
domowej, odbywajacej sie bez nauczyciela lub korepetytora. Nie-
stety, takich ksiazek dotad nie posiadamy, co gorsza za$ — na-
sze polskie podreczniki matematyki, moze nawet mniej od ped-
recznikéw obcych, licza si¢ ze wzgledami natury psychologicznej
i wiekiem mlodziezy, wysuwaja natomiast na pierwszy plan ra-
czej troske o poprawno$é¢ teoretyczna. Ten brak odpowiednich
ksigzek jest niewatpliwie jedna z wielkich trudnosci przy nau-
czaniu matematyki w naszych szkolach, doswiadczenie bowiem
uczy, Ze polegaé na notatkach ucznia z lekeyj, zwlaszeza w kla-
sach nizszych i érednich, zupelnie nie mozna. Je$li nauczyciel
w wyjatkowych wypadkach ucieka si¢ do tego, to obarcza siebie
wizlka dodatkowa praca nadzwyczajnie starannego zredagowa-
nia catego materjalu oraz skontrolowania go w zeszytach ucz-
niowskich,

- Poniewaz sprawie innych pomocy szkolnych do nauczania
matematyki sa poswiecone w tymze numerze ,Poradnika” dal-



— 14 —

sze artykuly, przeto nie poruszamy jej tutaj, z wyjatkiem jedne-
go szczegolu podstawowego: szkota powinna posiadaé dostatecz-
nie obszerne i dobrze utrzymane tablice, nauczyciel za$ ma sig
troszczyé o to, aby cala klasa dobrze widziala to, co si¢ na ta-
blicy pisze 7). Przejrzysty zapis na tablicy oraz celowe i estetycz-
ne rozplanowanie tego zapisu podnosza jego wartoéé, Niestety,
rzeczy te sa czesto w zaniedbaniu®). Przyrzady do kreslenia na
tablicy zawsze powinny by¢ w pogotowiu.

KONTROLA POSTEPOW UCZNIA.

Piémienne wypracowania klasowe sa przeznaczone dla kon-

troli postepéw ucznia *). Rozporzadzajac mata liczba godzin, nie

mozemy iloéci tych wypracowan -przesadza¢, — od dwéch do
trzech w ciagu okresu powinno wystarczyé. Rola tych éwiczes
nie jest jednak podrzedna, gdyz uczeti, liczac sie z ta forma kon-
troli, pozyskuje impuls do wzmozonego wysitku dla opanowa-
nia materjatu. Nadto, podczas tych éwiczen uczenn musi wyko-
naé samodzielnie pewien caloksztalt pracy, co tez jest cenne
w przeciwstawieniu do ciaglego prowadzenia go na pasku w to
ku normalnej lekcji w klasie. Takie pozostawienie ucznia same-
mu sobie mozliwe jest tylko dzigki temu, Ze praca, ktéra mu si¢
daje, jest mniej lub wiecej podobna do prac wykonanych po
przednio pod kierownictwem nauczyciela. Wartosci éwiczen pié-
miennych wystapia tylko przy starannym doborze tematéw oraz
przy odpowiedniej organizaciji tych éwiczen, zapobiegajacej prze-
dewszystkiem niesamodzielnej pracy uczniéw. Niestety, taka nie-
samodzielnoéé jest w naszych szkotach zjawiskiem dosy¢ pos-
politem, :

Poprawia¢ wypracowania nalezy bardzo starannie i kon-
sekwentnie; musi by¢é w tem styl przemyslany, gdyz poprawia-

7) Btedem byloby sadzié, ze w formie nauczania, zwanej uczeniem sig
pod kierunkiem, rola tablicy jest podrzedna. Jedna z koniecznych faz tej
formy pracy nauczyciela jest zestawianie osiagnietych przez klase wynikéw
‘w postaci poprawnej, przejrzystej i zwigzltej, przyczem zapisywanie na fa-
blicy bedzie nieuniknione. Wystapi tez ono w fazie wyznaczania i rozpla-
nowywanla pracy.

8) W sprawie racjon lnego zapisu na. tablicy oraz celowego podziatu
zbiorowej pracy pomiedzy poszczegolnych uczniéw poréwn. art. Dr. L. Je-
lenskiej p. t. ,Wazine zaniedbanie” w Nr. 1 wParametru”.

*) Tak bylo najczesciej w dotychczasowej praktyce szkolnej. Przy
.uczeniu si¢ pod kierunkiem” wypr. piém. moga mie¢ teZ i inne znaczenie.
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nie bledéw odgrywa w nauczaniu role niemniejsza od podawania
wiadomosci bezblednych. Oczywiscie, nauczyciel powinien uwa-
zaé za bledy tylko te miejsca, w ktorych zostata zerwana kon-
sekwencja myslenia, poprawne natomiast wnioskowanie, oparte
na blednych przeslankach, nie powinno byé¢ wytykane uczniowi
lub hurtem podkreslane, jak to sie czesto widzi. Ujemnem jednak

- $wiadectwem dla sposobu mysélenia ucznia jest, jezeli dochodzi

do wnioskéw niedorzecznych i niedorzecznosci tej nie spostrze-
ga, — takie momenty nalezy wytykaé naréwni z bledami. Po-
prawione wypracowania piSmienne dobrze jest przechowywaé
w ciggu roku lub dwéch, jako bardzo charakterystyczny przy-
czynek do oceny pracy nauczyciela przez wladze szkolne.
Ustne odpowiedzi ucznia, badZ to z miejsca, badz przy ta-
blicy, daja powéd do ciagltego ksztalcenia jego jezyka i umie-
jetnosci $cistego wyrazanla swych my$li. Gdy wiec uczen roz-
wiazuje na tablicy zadanie, lub przeprowadza na niej dowdd,
to. nalezy wymagaé, aby réwnolegle z pisaniem tlumaczyl to
ustnie. Przytem i koledzy jego odbieraja wrazenia jednoczesnie
obu zmystami — wzrokiem i stuchem — oraz maja lekcje przy-
ktadowa poprawnego moéwienia, gdyz nauczyciel wszelkie bledy

. starannie koryguje. Nalezy tu jednak stwierdzi¢, ze w wielu wy-

padkach wskazane bedzie nie $pieszy¢ sie z ta korekta, nie prze-

- rywaé nig toku my$li ucznia, lecz wyczekaé spokojnie na wta-

$ciwy moment i wtenczas dopiero poprawié popelnione przezer
w mowie bledy jezykowe lub logiczne.

Skoro stwierdziliSmy, ze rzeczq najbardziej charaktery-
styczng dla wartfoséci pracy nauczyciela sq osiqgane przez niego

. wyniki, to zachodzi zagadnienie, jakie sa wlasciwe kryterja wie-

dzy ucznia. Otoéz, przerobiony materjal powinien byé przyswo-

jony w tym stopniu, aby uczert umiat formulowaé poznane pra-

wdy matematyczne, wykazywaé zwiazek pomiedzy niemi, sto-
sowaé¢ je do dalszych zagadnien, badZ to w zakresie matema-

‘tyki, badz innych nauk. Nalezy wymagaé od ucznia, aby umial

powtérzyé dowody prawd, ktére poznal. Jakkolkiek bowiem
sluszna jest znana zasada, ze celem nauczania matematyki nie
jest magazynowanie poszczegolnych dowodow, lecz wyrobienie

‘w uczniu umiejetnosci dowodzenia (,,uczmy nie dowodow, lecz
‘umiejefnosci dowodzenia”), to jednak nalezy stwierdzi¢, iz wy-

¢éwiczyé w uczniu te umiejetno$é mozna tylko na pewnych kon-
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kretach, — a beda niemi dowody poszczegélnych twierdzen, do-
stalecznie uwaznie zbadane i utrzymane przez pewien czas w po-
lu $wiadomosci. Spotykane dawniej, do$¢ czesto, recytowanie do-
wodéw wyuczonych nie da si¢ obroni¢, natomiast stwierdzi¢ na-
lezy, ze dowdd przemyslany i ufrzymany przez pewien czas
w pamieci odegra swa role ksztalcaca, nawet jezeli potem be-
dzie zapomniany, Wymaganie to nie odnosi si¢ do twierdzern dru-
gorzednych lub twierdzen - éwiczer. Niektére natomiast rze-
czy sa tak charakierystyczne, tak typowe i wazne, Ze naleZy je
pamieta¢ latami, niektére zawsze. Dazenie do wydobycia z ma-
tematyki jej wartosci formalnych bez dostalecznego opanowa-
nia przez ucznia jej tresci jest raczej fikcja.

PRZYGOTOWYWANIE LEKCYJ IiDRZEZ NAUCZYCIELA.

Przygotowywanie lekcyj przez nauczyciela jest bardzo wa-
snym czynnikiem ich wartoéci. Nauczyciel poczatkujacy powi-
nien przygotowywaé je bardzo szczegélowo, a czas dla tego celu
po$wiecony zawsze mu sie oplaci. Przez pierwsze bowiem lata
swej pracy fachowej albo sie wyrobi i utrwali dobre natogi, albo
straci te cenna mozliwoéé i przyzwyczai sie wykonywaé swa pra-
ce zle i niedbale. Bardziej doéwiadczeni nauczyciele tez nie po-
winni uwazaé siebie za . zupelnie zwolnionych od obowiazku
przygotowywania sie do lekcyj, — przynajmniej w celu ustale-
nia jej planu i doboru éwiczen, o ktérych wartosci decyduje nie-
raz pozornie drobny szczeg6l.

O PROBOWANIU NOWYCH METOD.

W rozwazaniach powyzszych nie poruszyliémy zupelnie
sprawy nowych form nauczania, ktére w ostatnich latach prébo-
wano stosowaé., Przemilczenie to bylo zupelnie $wiadome, gdyz
stosunek do metod, ktére przetrwaly dluiszy szereg lat, musi
byé z natury rzeczy inny, bardziej zdefinjowany i zasadniczy,
niz stosunek do metod nowych, ktérych wartosci doswiadczenie
jeszcze nie okazalo w calej pelni. Nawolywanie ogétu nauczy-
cielstwa do stosowania ktérejkolwiek z nich bytoby ryzykiem po-
$piesznem i niczem nie uzasad{uonem Nalezy raczej sadzi¢, ze
do prébowania metod nowych moga byé powolane tylko wyjat-
kowe szkoly i wyjatkowi nauczyciele, ktérych po$wiecenie dla
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sprawy i dydaktyczne przygotowanie jest nieprzecietne. Prébo-
_wanie bowiem. nowych metod wymaga wielkiej ostroznosci ze
- strony nauczyciela i ogromnego po$wiecenia w znaczeniu wiel-

kiego nakladu czasu i pracy. Oczywiscie, bez nowych préb i po-
szukiwani nie moze byé¢ nowych zdobyczy, ale nie oczekujmy zdo-
byczy tatwych. . :

- W szeregu szkot naszych 1uz poddano probom te metody
nauczania, ktére w ostatnich latach byly modne w innych kra-
jach. W kilku szkotach probowano nauczaé matematyki w for-
mie ,planu daltonskiego”, ‘przyczem nie osiagnieto. wynikow,
ktéreby mogly zacheci¢ szerszy.ogol nauczycielstwa. Ma sie wra-

Zenie, Ze obecnie juz weszliémy w okres odwrotu od formy dal-
‘toriskiej w calokszlalcie nauczania, przyczem matematyka- oka-

zala si¢ jednym z przedmiotéw najmniej podatnych dla tej for-
my. T. zw. ,system projektow” tez nie wystarcza do przerobw-
nia caloksztaltu matematyki elementarnej ze wzgledu na jej
budowe, najbardziej spoista. i konsekwentna; nalezy raczej uwa-
zaé matematyke za jedna z tych nielicznych dyscyplin podsta-
wowych, ktére trzeba umiesci¢ w podwalinach wyksztatcenia in-
telektualnego w ujeciu écisle systematycznem, Wreszcie, w ostat-
nich czasach spotyka sig coraz wigcej zwolennikéw t. zw. ,;ucze-
nia sie pod kierunkiem" — metody, z jednej strony stanowiacej
forme odwrotu od planu daltoiskiego, z drugiej strony majacej
na celu unikniecie brakow tradycyjnego masowego nauczania,
przy ktétem zbyt czesto aktywna i tworcza jest tylko niezbyt
liczna grupa zdolniejszych uczniéw w klasie. Niewatpliwie kazda
z tych form, nawet predko przemijajgcych, pewne rzeczy w na-

szem zyciu szkolnem wyswietla i pewne momenty pozyteczne

stwarza, czyniac niemozliwym powrét do dawnych form bez za-
dnych zmian i korektyw. W szczegélnosci metoda ,uczenia sig
pod kierunkiem" wydaje si¢ szcze$liwym kompromisem pomig-
dzy metodami masowemi a indywidualnemi. Lecz i w tej formie
najistotniejsze momenty nauczania — doprowadzenie do pojeé
zasadniczo nowych — nie moga byé podane, nauczyciel wiec po
dawnemu w najwazniejszych momentach zmuszony jest do sto-
$owania metody heurystycznej — w najszerszem znaczeniu tego
stowa. W zwiazku z tem nalezy stwierdzi¢, ze i dawna metoda no-
towania na tablicy — przez samego nauczyciela lub przy po-
mocy lepszych uczniéw — pewnych rzeczy, podawanych do wia-
i 2



— 18 —

domosci ogétu klasy, w wielu wypadkach pozostanie wskazana,
a bezwzgledna walka z nig bynajmniej nie bylaby wlasciwa.

Mozna mieé obawy, Zze narzucanie ,uczenia si¢ pod kierun-

kiem" jako formy podstawowej byloby bardzo niebezpieczne.
Jest to raczej forma pomocnicza w stosunku do innych, mozna
w niej przerobié pewne fragmenty i etapy nauczania matematyki,
ale nie jego calosé. Zwlaszcza faza zestawiania osiagnigtych wy-
nikéw i przedstawiania ich w zupelnie poprawnej formie nigdy
‘nie powinna byé zlekcewazona. Podawanie poprawnych wzoréw
"myélenia bylo i pozostanie w nauczaniu niezmienna wartoscia.
Dawniej te wzory narzucano dogmatycznie, dzi§ staramy sie
zawsze przygotowaé ucznia do ich przyjecia — na tem polega
istota i warto$é heurezy — ale nie moze by¢ nauczania bez wzo-
‘Téw i Zawsze musza one zajmowaé poczesne miejsce.

Naogol, jakkolwiek nalezy zacheca¢ do szukania- nowych
drég w nauczaniu, to jednoczesnie nalezy tez nawotywaé do jak
najwiekszej ostroZnosci w eksperymentowaniu dydaktycznem,
bez niego nie moze byé, coprawda, postepu w metodach, lecz za
eksperymentowanie niezreczne placa rzesze uczniow, na ktérych
proby te sa dokonywane. Przeto obowiazuje tu nauczyciela roz-
tropny umiar, stosowanie metod nowych tylko w takich formach
i takich dawkach, ktére napewno nie zaszkodza.

W szkicu niniejszym nie zostaly rozwazone tez i zagadnie-
nia programowe, a zlozyly sie na to dwie przyczyny. Po pierw-
sze, programy nasze maja charakter raczej ramowy i pozosta-
wiaja nauczycielowi znaczna swobode interpretacji; po drugie,
weszliémy w okres ich stopniowej rewizji *), przed ktérej dokona-
niem jestesmy zobowiazani do lojalnoéci wzgledem programow
dawnych, jakkolwiek nie mozemy twierdzié, Ze sa one dobre-we
wszystkich szczegolach i ze dadzg si¢ wykonaé konsekwentnie
w nowych warunkach — znacznie odmiennych od tych, w ja-
kich powstawaly. Zapewne niejedna z tez, ustalonych w toku ni;
niejszych rozwazan, moglaby postuzyé za przestanke przy tej
rewizji programéw, lecz nie tu mjejsce na rozwijanie szczegolow.

") 'Szkic ten zostal napisany w jesieni 1930 r.
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O WYCHOWAWCZEM ZNACZENIU NAUCZANIA
MATEMATYKIL

Gléwna troska nauczyciela matematyki, jak i gléwna troska
dyrekeji szkoly w stosunku do jego pracy, powinno byé popra-
wne stanowisko wychowawcze w nauczaniu. Wystarczylby po-
biezny przeglad czynnosci nauczyciela, aby wykazaé, ze na
kazdym kroku swej pracy dydaktycznej musi on w sposéb nie-
unikniony wywieraé¢ wplyw wychowawczy na ucznia, gdyz bez
tego i samo nauczanie nie bytoby mozliwe *). Ta korzysé wycho-
wawecza, polegajaca na ksztaltowaniu charakteru-i intelektu ucz-
nia, posiada wartos¢ daleko wieksza od poszczegélnych korzysci
dydaktycznych. Specyficzne cechy matematyki w tej pracy wy-
chowawczej sa bardzo wyrazne. Nauczanie matematyki moze
i powinno by¢ tak postawione, aby przyczynialo si¢ do for-
malnego rozwoju ucznia, uczylo go mysleé analitycznie i syn-
tetycznie ?), uczylo rzetelnosci i dokladnosci w mys$leniu, $ci-
stego i poprawnego wyrazania mysli, rozwagi w wypowiadanin
sadow, przyczynialo sie do wyrobienia w uczniu pracowitoéci
i punktualnoéci w pracy ™).

Wreszcie, matematyka podaje przyktady prawd bezwzgled-
nych, w czem — zdaniem Russell'a — tkwi ogromna jej war-
to§¢ wychowawcza w dobie obecnej, rozpowszechnicnego scep-

) Poréwn. Dr. O. Nik o dy m. Dydaktyka matematyki czystej. Tom 1,
Ogédlne uwagi dydaktyczne. Zwlaszeza str. 7.

9 Umyslnie nawiazujemy tu do termmow antycznych i wyjasénienia, po-
danego w poczatku XIII ksiegi Euklidesa, gdyz starozytni z wielka prze-
mikliwodcia i szczerodcia stwierdzili, -ze synteza, odpowiadajaca naszej de-
dukcji, jest metoda przedstawienia znalezionego dowodu w poprawnej for-

-mie Metodg tworcza byla dla nich analiza (nie méwiac juz o metodach na-

wskro$ intuicyjnych, tak pieknie opisanych przez Archimedesa w jego liscie
do Eratosthenesa), dla nas — analiza starozytnych, lub redukcja, lub wresz-
cie indukcja matemat. Nalezy zalowaé, ze w celach nauczania méwilo sie
u nas tylko o dedukcji z pominigciem innych metod, posiadajacych wieksza
site tworcza.

#=) " Ci, ktorzy widza uzytecznosc matematyki tylko w jej pospolitych
zastosowaniach”,—pisal Poinsot w swem pierwszem sprawozdaniu o uniwer-
sytecie — ,,maja poglad na te sprawe bardzo niedoskonaly. Nie same teorje,

rachunki, przeksztalcenia stanowia ‘najwigksza matematyki wartosé, lecz

godne podziwu ich powiazanie, ¢wiczenie, ktére one zapewniaja ‘umystowi,
pickna i subtelna logika, ktéra dori wprowadzaja na zawsze... Wszyst-

:-‘kie przeksztatcenia i teorje, ktérych sie uczymy, moga ulotni¢ sie z naszej

Pamieci, ale prawdziwosé i sila, nadane przez me naszemu rozumowaniu, pozo-
Stana; duch matematyki pozostanie i na podobleﬂstwo pochodni bedzie oswie-

“tlal nam droge w naszej lekturze i-w naszych poszukiwaniach”,
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tycyzmu w zakresie zagadnien etycznych, filozoficznych i nau-
kowych *). ,,Niema innej podstawy —— moéwil Poinsot — dla kul-
tury sadu, jak éwiczenie w dyscyplinie, ktéra si¢ nie daje na-
gia¢ i spaczyé, a przez ktora dokonywa sig rozréznienia prawdy
od fatszu” ™). Prawdy matematyczne, jako najbardziej przejrzy-
ste i bezwzgledne, najlepiej ucza.prawosci i sumiennoéci w my-
§leniu. Czlowiek wychowany w tej rutynie reaguje obrzydzeniem
na sofizmaty i pseudo-prawdy, podyktowane przez oportunizm
zyciowy, gdy wiec nawet pobudki ujemne pod wzgledem mo-
ralnym biora w nim gére, nie stara si¢ uzasadni¢ ich jako po-
budki o dodatniej wartosci etycznej, nie szerzy wiec przynajmniej
$wiadomie w swem otoczeniu zametu pojeé etycznych. Jezeli
przeto cheemy ksztaltcié w mlodzieiy prawos¢ obywatelska i silte
przekonan, to w nauczaniu matematyki znajdziemy czynnik o du-
zej mocy. Prawdy matematyczne sa niejako najblizsze prawd
wiecznych i jako takie daja wychowawcy, przy odpowiedniem
wyrobieniu, jedno z najdoskonalszych Zrédet do czerpania wply-
woéw uszlachetniajacych.

O AKTUALIZOWANIU MATERJALU NAUCZANIA

Do warto$ci wychowawczych w nauczaniu matematyki przy-
jeto nawigzywaé zagadnienie aktualizacji materjalu nauczania.
Jednem z zadari nauczania arytmetyki w szkolach nizszych jest
rozbudzenie zainteresowania wsréd mlodziezy do stosunkéw licz-
bowvych, istniejacych w jej otoczeniu, oraz wdrozenie do popraw-
nego wyobrazania tych stosunkéw °), Stusznosé¢ tej tezy nie da
sie zaprzeczyé, w odniesieniu za$ do szkolnictwa polskiego naka-
zuje ona przy nauczaniu rachunkéw czerpa¢ materjal oblicie
z danych, dotyczacych przyrody naszego kraju, jego zaludnienia,
jego drég komunikacji, rolnictwa, przemystu i handlu oraz po-
.dzialu administracyjnego. W dawniejszych naszych podreczni-
kach strona ta niedostatecznie byla uwzgledniana. Korzysiny
zwrot pod tym wzgledem przedstawiaja dwie ksiazeczki Rusiec-
kiego i Zarzeckiego dla IV i V oddzialu szkoly powszechnej oraz
wskazéwki metodyczne do nich.

cuski, Le M ysticisme et la Logique. L'étude des Mathématiques. Payot, Paris).
' ™) Cytata z Poinsot jest podana wedlug L. Brunschwicg. Un Ministére
de L’Education Nationale, .

1) Poréown, J. W. A, Young. The teaching of mathematics in the
elementary and secondary school. Chicago, 1929,

‘) Poréwn.B.Rus ;é e 11. Mysticism and Logic. (Isiniéie przektad fran-
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O ile w niZzszem gimnazjum tendencja ta w doborze mater-
jalu ¢wiczebnego nie nasuwa zadnych watpliwosci (jakkolwiek
i tu nalezy ostrzec przed przesada) i moze by¢ realizowana na
podstawie istniejacych a wymienionych powyzej wzoréw 11},
o tyle w gimn. wyiszem spotyka sie ona ze znacznemi trudno-
éciami: materjal nauczania jest z natury rzeczy coraz bardziej
abstrakcyjny, czasu na jego wykonanie ma nauczyciel b. malo,
wskutek czego jest niemal zmuszony do szukania najkrétszych
drég w wykonywaniu kursu i skrzetnego omijania wszelkich kwe-
styj pobocznych. Ma sie¢ wrazenie, ze tylko bardzo nieliczne za-
gadnienia aktualne dadza si¢ nawigza¢ do kursu matematyki
w gimnazjum wyzszem. Przyklady poszczegélnych fragmentéw
moznaby znalez¢ np. w ,,Mathematisch Physikalische Bibliothek"
Teubnera, wszakze nadajg sie one raczej do lektury pozaszkol-
nej ucznia lub do pracy w kétkach uczniowskich,

Mozna mieé obawe, ze gdybyS$my cheieli wszedzie i za wszel-
ks ceng aktualizowaé, zubozylibyémy materjat nauczania $cisle
matematyczny i te jego wielkie wartosci wychowawecze, ktére zo-
staly przedstawione w poprzednim fragmencie niniejszych uwag

1) Jako zrédta do” samodz1elnego aktuallzowama materjalu przez nau-
czyciela nalezy wymienié:

1) Maly Rocznik Statystyczny. Warszawa. Naklad Gléwhego Urzedu
Statystycznego. _

2) Swiat w Cyfrach. Rocznik Instytutu Kartograficznego im. E. Ro-
mera pod red. Wasowicza i Zierhoffera. )

3) -Szkolny Atlas Statystyczny Polski w opr. Weinfelda, Szturm
de Sztrema i Piekalkiewicza, Wyd. Bibl. Polskiej.

4) Wiadomosci Statystyczne. Perjodyczne wydawnictwo Gléwnego
Urzedu Statystycznego, przeznaczone dla najszerszych kol interesujacych sie
Zyciem publicznem w Polsce, wychodzi 5, 15 i 25 kazdego miesiaca.

Deopisek w sprawie heurezy. Nie staramy sie tu podaé dokladnej defi-
nicji heurezy, ograniczymy si¢ do cytaty, ktéra charakteryzuje ducha metody.
#Cwiczenie, o ktérem powyzej byla mowa — méwi prof. Young — a ktére
w gruncie rzeczy jest gléwna wartoscia i gléwnym celem nauczania mate-
matyki w szkole $redniej, moze odbywaé si¢ tylko w ten sposéb, ze uczacy
si¢ sam dokonywa wnioskowania; nie moze ono polegaé — w stopniu god-
nym omawiania — na prostem zgadzaniu si¢ z poprawnoscia wnioskéw, wy-
prowadzanych przez kogo$ innego, t. j. przez autora podrecznika lub. przez
nauczyciela", Dalej tenze autor moéwi: ,tekst i wskazéwki nauczyciela po-
winny poprostu pomagaé i przewodniczyé w pracy, ale nie wykonywaé ja
W samej rzeczy.. bez pracy o takim .charakterze stud)a matematyczne sa
prawie bezuzyteczne dla kultury umystowej”,



O STOSOWANIU MODELI
W KURSIE PROPEDEUTYCZNYM GEOMETR]JI.

Nieliczne tylko jednostki zdolne sa wyrobi¢ sobie wyobra-
Zenia przestrzenne i osiagnaé pewien stopierni rozwoju wyobraZni
_przestrzennej samodzielnie, dzicki specjalnemu nastawieniu za-
interesowari i uwagi przy obserwacji otaczajacego $wiata. Ksztal-
ty nas otaczajace nie sa do$¢ proste i dostarczaja-zbyt obfitego
materjatu do obserwacji; procz tego fizyczne wlasnoéci przed-
miotu przestaniaja niejednokrotnie przed nami jego ksztalt geo-

‘metryczny. Tem si¢ tlumaczy, ze jakkolwiek ludzie obracaja sie.

stale wéréd przedmiotéw tréjwymiarowych i w trojwymiarowej
przestrzeni, jednak na podstawie doswiadczenia Zycia codzien-
nego wickszoé¢ ich wyrabia sobie bardzo metne wyobrazenia geo-
metryczne., Kurs systematyczny zapoznaje ucznia z pojeciami
geometrycznemi przy pomocy szeregu definicyj. Najscislejsza je-
dnak definicja moze sie przyczyni¢ do wytworzenia przez je-
dnostke pewnego pojecia tylko o tyle, o ile jednostka ta posiada
w swej $wiadomosci wystarczajaca ilo§¢ opartych na licznych
i roznorodnych wrazeniach zmystowych wyobrazen, ktérych uo-
golnieniem ma byé dane pojecie. Wtaénie psychologiczne ugrun-
towanie przysztych poje¢ geometrycznych facznie z rozwijaniem
wyobrazni przestrzennej ucznia stanowi gléwne zadanie prope-
‘deutycznego kursu geometrji. To tez nauczyciel tego przedmiotu
powinien dobieraé éwiczenia w ten sposéb, by dostarczyly one
uczniom jak najwiecej materjalu doswiadczalnego w postaci wra-
et wzrokowych, dotykowych i mieéniowych, zwiazanych z ksztal-
tami geometrycznemi, a nastepnie tak kierowaé uporzadkowa-
niem i utrwaleniem tego materjatu, by w umystach dzieci powsta-
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ty dokladne i jasne wyobrazenia geometryczne, oraz by rozwoéj

Wyobraz’ni geometrycznej ucznia'zostal doprowadzony do pozio-
mu, przy ktorym dziecko potrafi w kazdej chwili z tatwoscia wy-
wolaé w swej $wiadomosci potrzebne mu wyobrazenie i tem wy-
obrazeniem operowac.

Do zrealizowania tych zadan konieczne jest jaknajszersze za-
stosowanie modeli. Znaczna nawet ilo§é precyzyjnie wykonanych
modeli pokazowych, zakupionych lub sporzadzonych przez ucz-
niéw na lekcjach robét recznych, nie wystarczy. W umystach
dzieci musza pozostaé liczne i rozmaite wyobrazenia tej samej
bryly, lub figury geometrycznej, a wigc dzieci musza poznaé ja

‘w roznych jej- potozeniach, w rozlozeniu na rézne sktadowe cze-

éci, w réznych odmianach, zaleznie od wymiaréw, liczby bokéw,
katow i t. p. W niektérych wiec czgéciach kursu do kazdej prawie
lekeji potrzebne sa inne modele, a ze dzieci musza nietylko wi-
dzie¢ model, lecz réwniez dotknaé go, wziaé w reke, a nieraz roz-
cia¢ i zlozy¢ inaczej, wigc przewaznie kazde dziecko musi mieé
raczej niewielki, mniej precyzyjnie i trwale wykonany, ale od-
dzielny model do wlasnego uzytku. Takie modele moga produ-
kowaé w zwiazku z lekcjami propedeutyki geometrji sami ucz-
niowie, ktérym te modele sa w danej chwili potrzebne. Praca
nad sporzqdzaniem modelu jest ¢wiczeniem dla ucznia bardzo
ksztalcqcem, gdyz z jednej strony rozwija zdolnosci konstruk-
cyjne, a tem samem wyobraZnie przestrzenna ucznia, z drugiej
za$ strony dostarcza uczniowi szeregu wrazeni zmyslowych, ktére
w propedeutyce geometrji maja tak wielkie znaczenie. Niektére
modele moga byé¢ wykonane na lekcjach propedeutyki pod bez-
posrednim kierunkiem nauczyciela, np. sporzadzane z patyczkow
i plastyliny szkielety bryl, na ktérych daje sie uwidocznié¢ (réw-
niez przy pomocy: patyczkéw i plastyliny) rozmaite przekroje
tych bryl. Przewaznie czas jest wyzyskany produkcyjniej, jezeli
sporzadzanie modeli stanowi sktadowa cze$é domowych éwiczert
ucznia. Model, wykonany w domu przez ucznia, moze by¢ zuzyt-
kowany przez nauczyciela rozmaicie. Mozna si¢ poslugiwaé ta-
kim modelem, jako pomoca naukowa przy opracowaniu nowej
lekcji. W takim razie nauczyciel poleca uczniom sporzadzenie
modelu na lekcji, poprzedzajacej ta, do ktérej model ma byé po-
trzebny. Uczniowie wykonywaija model, nie wiedzac, do jakiego
uzytku ma stuzyé. Dopierc w klasie pod kierunkiem nauczyciela
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uczeni dostrzega pewna nowsg wlasnoéé¢ skonstruowanej przez sie-
bie figury, wzglednie wykrywa przy jej pomocy pewna nowa dla
siebie prawde geometryczna. Przyklad: przy przerabianiu dzialu
jednoktadnosci i podobienstwa figur tréjwymiarowych w ki, III
po nalezytem wyjaénieniu pojecia pedobienistwa  bryl, nauczy-
ciel poleca na jednej z lekcyj, by kazdy uczenn wykonal w domu
otwarte (czyli niezamkniete podstawami) modele dwu ostrostu-
péw o stosunku odpowiednich krawedzi 2 : 1 dla jednej potowy
klasy i 3:1 dla drugiej; na lekcji najblizszej uczniowie, prze-
sypujac piasek przy pomocy sporzadzonych modeli, dochodza
pod kierunkiem nauczyciela do wniosku, Ze objetosci bryl po-
dobnych sa-w takim stosunku, jak szeéciany ich krawedzi. Za-
stosowanie opisanego sposobu postepowania do réwnowazno$ci
figur ptaskich i szeregu innych dzialéw propedeutyki geometrii
znajdujemy w ,,Poczatkach nauczania geometarji” I. Jezierskiej,
Jednak poszczegolne lekcje, a nawet cale dzialy propedeufyki
(np. symetrja w przestrzeni, rzuty prostokatne i t. p.) wymagaja
stosowania modeli o tyle skomplikowanych, ze dzieci moglyby
je wykonaé dopiero po. wyjasnieniach, sktadajacych sig na tresc
lekcji, ktéra miataby byé przy pomocy tych modeli opracowana.
Przy przerabianiu tych dzialéw nauczyciel wyjasnia nowe po-
jecia i nowe prawdy geometryczne badZz na modelach pokazo-
wych, o ile je posiada, badZ na modelach przygodnych, czyli na
przedmiotach najblizszego otoczenia. Dopiero po doktadnem
opracowaniu nowej tre$ci nauczyciel poleca uczniom, by zin-
terpretowali poznane pojecie, wzglednie zilustrowali wykryta
prawde na modelu wlasnej roboty. Nauczyciel podaje pare moz-
liwych sposobéw takiej interpretacji, oraz pewne wskazowki co
do materjatu, z ktérego model mégtby by¢ wykonany, pozosta-
wia jednak znaczna swobode uczniowi, podnieca to bowiem po-
myslowoéé i energje tego ostatniego. Na najblizszej lekcji wszy-
scy uczniowie zaopatrzeni sa w modele, przy ktérych pomocy
nauczyciel moze powtérzyé z uczniami materjal, przerobiony na
poprzedniej lekcji, sprawdzié, o ile doktadnie i dobrze zostala
zrozumiana i przyswojona przez uczniow tres¢ tej lekciji, wzgle-
dnie sprostowaé pewne btedy i niedociggniecia w ujeciu tej tre-
§ci u poszczegolnych uczniéw. Opisy stosowania modeli przygo-
dnych do wyjasnienia nowych pojeé geometrycznych, oraz sze-
reg éwiczen, ktére nasuwaja pomysty modeli, nadajacych sig¢ do

\znaczme CZas,
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konania przez uczniéw, znajdujemy w',,Podreczniku geometrji

‘dla kl, III" Dr. Kalicum-Chodowickiego.

Wartosé i trwatosé sporzadzonych przez dzieci modeli bywa
pardzo rozmaita; niektére rozpadaja sie w reku i zaledwie moga
stuzyé do stwierdzenia, ze dziecko dobrze zrozumialo interpre-
towane przez siebie pojecie; inne znéw modele zawieraja bledy
i stuza do wylowienia uczniéw, ktérych wiadomoéci wymagaja
sprostowanla lub uzupelnienia; wreszcie znajdzie si¢ zawsze kil-
ka przynajmniej modeli tak pomystowych, a tak porzadnie i trwa-
le wykoniczonych, ze, chociaz wykonane prostemi $rodkami, na-
daja si¢ do przéchowania i stosowania w latach nastepnych w roli
modeli pokazowych. Posiadanie kolekeji takich modeli z czasem
ulatwia bardzo nauczycielowi prowadzenie lekcyj propedeutyki,
gdyz redukuje do minimum wypadki, w ktérych koniecznem jest
pos1ug1wan1e sie modelami przygodnemi, a tem samem skraca
potrzebny do przerobienia poszczegélnych
dzialéw.

Wykonania prostych i tatwych modeli — np. uwidoczniaja-
cych rzut cechowany punktu, odcinka, lub rzut i ktad odcinka—
mozna zadaé od wszystkich dzieci bez wyjatku (nie obstajac je-
dynie, by modele byly zbyt doktadne i trwale). Jezeli jednak do
ilustracji pewnej tresci potrzebna jest wigksza ilos¢ bardziej
skomplikowanych modeli, kazdy uczen moze wykonaé podlug
wlasnego wyboru jakakolwiek z grup modeli, wskazanych przez
nauczyciela, wzglednie nawet jeden poszczegélny model. Np.
w dziale symetrji przestrzennej jeden uczen moze wykona¢ mo-
dele kilku bryl z uwidoczniong ptaszczyzna, osia, lub uwidocz-
nionym $érodkiem symetriji, inny moze uwidoczni¢ dla jednej bry-
ly jej érodek i rozmaite osie oraz plaszczyzny symetrji. Model
na rysunku 1 przedstawia trzy pary bryl ustawionych symetrycz-
nie wzgledem plaszczyzny symetrji. Model na rysunku 2 zesta-
wia trzy rézne rodzaje symetrji przestrzennej, gdyz ta sama pa-
ra tréjkatéw w polozeniach A i A’ jest umieszczona symetrycz-
nie wzgledem $rodka X, w polozeniach B i B — symetrycznie

‘wzgledeh osi YZ, w polozeniach C i C’ symetrycznie wzgledem

plaszczyzny W (w praktyce dzieci wykonywaja ten model, wy-
szywajac tréjkaty na przeciwleglych $cianach kartonowego pu-
detka i umieszczajac $rodek i o$ symetrji na umocowanej we-
wnatrz pudeltka kartonowej przegrédce, ktora stuzy réwniez za
plaszczyzne symetriji). Rysunek 3 przedstawia model, ktéry jest



Rys. 1.




Rys. 3.

Rys. 3a.
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jlustracja do zadania: wykresli¢ tréjkat ABC, majac jego rzut

‘cachowany Ar Br Cr; trapezy: Ar Br Bk Ak, Br Cr Ck Bk

; Ar Cr Ck Ak (ktore przy konstrukcji daja nam klady, a wiec
iprawdziwa dtugoéé bokéw zadanego tréjkata) na- modelu sa
vkonane z drutu, tak Ze mozemy je obracaé dokota rzutéw po-
szczegolnych bokéw; ustawiajac te trapezy pionowo (zob. rys. 3a),
otrzymujemy z bokéw Ak Bk, Bk Ck i Ak Ck zadany tréjkat

'ABC w jego prawdziwem polozeniu w przestrzeni,

Bardzo wiele modeli mozna umocowaé w zeszytach dzieci

w ten sposéb, ze doswiadczenie wykonane na tych modelach,
daje sie powtérzyé w kazdej chwili. Jezeli np. figure, zlozona

z trojkata Ar Br Cr.(zob. rys. 3) i obracajacych sie trapezow,
wytniemy z kolorowego papieru i nalepimy w zeszycie, przy-

twierdzajac klejem tylko tréjkat Ar Br Cr, to trapezy beda sie
.obracaty dokota bokéw tego tréjkata i dadza sie zaréwno ulozyé

poziomo, jak ustawi¢ pionowo (zob. rysunki 3 i 3a). Rysu-
nek 4 przedstawia szereg figur plaskich z kolorowego papie-
tu, przylepionych do zeszytu tylko zakratkowana czescia; mo-
dei uwidocznia osie symetrji wspomnianych figur i fakt, ze przy
przetamaniu wzdtuz osi symetrji poszczegélne czesci figury przy-
staja-do siebie. W ,Poczatkach nauczania geometrji” 1. Jezier-

skiej na kl. II znajdujemy rysunki, przedstawiajace sposéb umo-

cowania w zeszycie modeli do ilustracji réwnowaznodci figur
plaskich.
Specjalna grupe stanowia modele bryt najprostszych —

sze$ciany, prostopadloscianu i t. d., na ktérych dzieci, rozpoczy-

najac nauke geometrji, zapoznaija SiQ z temi brytami, Modele te
z koniecznoéci musza byé wykonane na lekcjach propedeutyki,
lub robét recznych przez uczniéw z lat poprzednich i przecho-
wane do uzycia w klasie poczatkujacej. Na tych gotowych
modelach dzieci poznaja wazniejsze cechy bryl najprostszych
i przerabiaja z temi modelami szeregi éwiczeri, prowadzacych
najpierw do wytworzenia si¢ w umysle dziecka doktadnego i ja--
snego obrazu danej bryly, a nastepnie do uniezaleznienia tego
obrazu od modelu. W koficu te same modele stuza do zapozna-

nia dzieci z siatka danej bryly, a to przez rozciecie modelu

wzdluz pewnych krawedzi; rozwiniecia dokonywa kazde dziecko
na wlasna reke na swoim modelu. Po tem éwiczeniu, dzieci z sia-
tek, sporzadzonych wlasnorecznie, wyklejaja nowe modele, prze-
znaczone do uzytku najmlodszych uczniéw w-roku nastepnym.
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Z posréd modeli, produkowanych przez wytwérnie pomocy :
naukowych i nadajacych si¢ do stosowania w kursie propedeu-

tycznym geometrji, précz kompletow bryl ‘kartonowych i dre.
wnianych oraz modeli réznych jednostek mierniczych uktady
metrycznego, nalezy wymienié: 1) drewniane modele bryl, roz-

Rys. 4,

ciete w sposéb uwidoczniajacy niektére przekroje tych bryl;

2) otwarte blaszane modele stozka i walca, na ktérych przez prze-
lewanie wody, lub przesypywanie piasku mozna wykazaé, ze ob-
jetosé stozka jest trzy razy mniejsza od objetosci walca o tej

samej_ podstawie i wysokosci; 3) skladany model kota, na kté-.

Tym mozna wyjasnié dzieciom wzér na obliczanie pola kota.

MODELE PRZY NAUCZANIU MATEMATYKI
W GIMNAZJUM WYZSZEM.

Istnieli dawnej matematycy, ktérzy uwazali, jakoby stoso-
wanie modeli uwlaczalo honorowi nauczyciela i jakoby bylto prze-
ciwne abstrakcyjnemu charakterowi matematyki. ,,Im gorszy ma-
tematyk, tem wiecej rupieci potrzebuje"”, mawial niejeden nau-

-czyciel starszej daty. Dzi§ patrzymy na kwestje modeli inaczej.
Dydaktyka matematyki staneta na stanowisku Locke'a i jego de-

wizy ,nihil est in intellectu, quod non antea fuerit in sensu”.

{All thought begins in feeling). Wierzymy dzis, ze pojecia ab-
strakcyjne tworza si¢ na dlugiej drodze doswiadczen zmysto-

wych i stosownie do tego przeksztalcila sie dydaktyka. Nie
stalo sie to jednakze, jak si¢ zdaje, w dostatecznej mierze, bo po-
stugiwanie si¢ modelami ma u nas jeszcze charakter doryweczy.
Mianowicie, jezeli chodzi o klasy wyzsze, to zasada pogladowo-
$ci nie przenika dostatecznie systemu nauczania,

Jest rzecza bezsprzeczna, ze wyemancypowanie sie od po-
mocy modelu jest jednym z celéw nauczania geometrji—i w tym

‘'sensie mieli dawniejsi matematycy racje, ale niewiadomo, na kté-
tym stopniu nauczania zrzec sie mozZna tej pomocy. Przy nau-

czaniu zespolowem granicy stalej tutaj niema, bo wyobraZnia
geometryczna jest u kazdego ucznia inaczej rozwinieta. Uczen,
ktéry juz jako dziecko przedszkolne odwiedzal rzemieslnikéw,
mianowicie stolarzy i stelmachéw, i przygladat sie ich pracy, lub
moze sam ich prace nasladowal, przynosi nieraz do szkoly taka
doze wypobrazai geometrycznej, ze modele wydaja sie dla niego
od samego poczatku zbyteczne, Inny znéw uczer, ktéry. takich
wrazen nigdy nie odnosit i nie szukal i nigdy $wiadomie na po-
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. wstawanie utworéw brylowych nie patrzal, bedzie sie nieraz my-
sial postugiwa¢ modelami az do najwyzszej klasy. Ze wzgledy
wlasnie na takich uczniéw nie nalezy gardzi¢ modelami na kaz-
dym stopniu nauczania, bo beda one dla niejednego ucznia ko-
nieczne, a uczniowi, ktéry sie bez nich oby¢ moze, nie za-
szkodza; przeciwnie, obserwowaé¢ mozna, ze kazdy, kto ma jakis
utwor geometryczny oddawna trwale w wyobrazni, z przyjem-
noscig powita swego starego znajomego, ukazujacego sie naraz
przed nim w stanie zmaterjalizowanym. Wiadomo tez jest, ze
sam matematyk, cho¢ on modelu najmniej potrzebuje, najwiccej
ma z niego uciechy. Ale i badajacy matematyk ucieka si¢ nieraz
do pomocy modelu, np. przy studjum geomelrji rézniczkowej.
Jak ‘Anteusz w walce z Herkulesem coraz to nowych sil na-
bieral, zetknawszy sie z matka ziemia, tak studjum matema-

tyki znajduje w zetknigciu si¢ zmystowem ze zjawiskami $wiata

‘materjalnego stale i na]sﬂme]sze oparcie.

Ile to pigknych modeli uczniowskich ginie rocznie w Polsce,
bo niema dla nich stosownego pomieszczenia. Najpiekniejsze
przyrzady, nieraz oryginalne pomysly psuja sig, bo ustawione
w klasie lub sali nauczycielskiej, zawadzaja i nie znajduja nale-

zytej opieki, a w koricu zostaja tak bezpiecznie schowane, ze

nauczyciel w chwili potrzeby odnalezé ich nie moze. Starannego
przechowywania ladnie i z zamitowaniem sporzadzonych modeli
wymaga juz sam nakaz poszanowania pracy. Gdyby ten
nakaz byl przestrzegany, t. j. gdyby matematyczne przy-
rzady byly strzezone przed zniszczeniem, toby kazda szkotla
juz oddawna. byla w posiadaniu pokaznych zbioréw. Po-
znanska Wystawa Krajowa pokazata, jak wielka jest pomysto-
wo$é i wytwérczosé nauczyciela i ucznia polskiego. Ale gdzie

podzialy sie wszystkie te rzeczy? Po wystawie, kiedy zbiory -

wrécily do poszczegélnych szkél, przedmioty znikly, czeSciowo
popsuly sie, albo tez marnieja w piwnicach szkolnych.

' Z powyzszych rozwazan wyciagamy wniosek: tak jak zbiory
fizyczne i przyrodnicze, tak tez zbiory matematyczne musza zdo:
by¢ sobie prawo obywatelstwa, a to w ten sposéb, ze kazda szko-

ta musi zbiory matematyczne zakladaé, objaé katalogiem,

a dla przechowania zbioréw musi mie¢ do dyspozycji pokéj;
a przynajmniej stosowne oszklone szafy. Szaly te musza by¢
dostepne dla kazdego nauczyciela matematyki.
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Wytwarzanie aparatéow moze byé powierzone w zupelnosci
samym uczniom wedlug wskazéwek nauczyciela, jakkolwiek nie
wyklucza si¢ moznoéci zakupu modeli gotowych, Jezeli bedzie
kazdemu uczniowi wolno na swem dziele umieséci¢ {rwale
swe nazwisko, to si¢ owe szafy w krétkim czasie aparatami
zapelnia. Nie jest konieczne, aby uczen, obarczony juz za-
daniami domowemi, poéwigcal nadmiernie swéj wolny czas bu-
dowie aparatéw. Jest wskazane, aby sig¢ to dzialo na lekcjach
robot recznych pod kierownictwem nauczyciela tychze rohét.
Nauczyciel matematyki powinien w tym celu utrzymywaé kon-
takt z nauczycielem robét. Nie zapominajmy bowiem o korzy-
éciach, jakie odniesie sama nauka robét recznych przez wyko-
nywanie modeli matematycznych. Jezeli przeniknie ja mysl ma-
fematyczna, to si¢ podniesie jej poziom i nauka robét recznych
stanie si¢ jeszcze w wigkszej mierze, niz to jest obecnie, jednem
z niezbednych ogniw ogolnego koncentrycznego ksztalcenia, Wza-
jemne przenikanie si¢ przedmiotéw nauczania jest, jak wiadomo,

"jednym z najwazniejszych postulatéw dydaktyki.

O MODELACH W SZCZEGOLNOSCI.

Mozna rozréznié trzy rodiaie modeli:
1) modele ,improwizowane” podczas lekcji;
2) modele ,,uczniowskie”, w matych rozmlarach do uzytku

‘w rekach ucznia; .

3) modele ,demonstracyjne” w rozmiarach wigkszych, dla
demonstracyj przed cala klasa.

1) Modele improwizowane.

Modele improwizowane sa to takie, ktére si¢ na poczekaniu
robi z przedmiotéw, bedacych pod reka. Np. Otwieram ksiazke
i objasniam pojecie kata nachylenia dwu plaszczyzn. Zginam kar-
te papieru i wyjasniam przy pomocy oléwka rzuty i slady prostej
na rzutni poziomej i pionowej. Wieszam na koticu laski sznurek
obcigZony i demonstruje zmiennos¢ sinusa i cosinusa przy tabhcy
lub $cianie.

Niezawsze jednakze ma sie pod reka stosowne przedmioty
do zaimprowizowania modelu. Dlatego tez nalezy mie¢ w po-
gotowiu:



— 34 -

1) preciki drewniane oraz druty;

2) deseczki (poprzedziurawiane dla przesuwania preci-
kow); ' '

3) zapas sznurka;

_4) plastyling (do taczenia prquow),

5) nozyce i néz;

6) zapas papieru i kartonu;

7) zapas gwozdzi i pluskiewek.

Wszystko to nalezy mie¢ w osobnej skrzynce, ktéra mozna
w calosci zabra¢ do klasy.

2) Modele uczniowskie.

Sa to modele, ktére mozna mie¢ w takiej i_loéci, aby kazdy
uczeni mogl dostaé jeden egzemplarz do reki.

Ilos¢ taka powinna si¢ z czasem W szkole uzbieraé przez

kilkoletni wybér najlepszych okazéw, jakie sporzadzili ucznio-
wie. Nie jest bowiem wskazane, aby kazdy uczed kazdy model
sam budowal. Zabiera to czesto zbyt wiele czasu. Zapas modeli

uczniowskich jest tez z tego powodu potrzebny, ze prawie zawsze
pewna liczba uczniéw przynosi tak niemozliwe potwory do szko-

ty, ze na nich niczego nauczy¢ si¢ nie mozna. Wtedy daje im sig
do reki modele ze zbioru szkolnego. -

Modele ,,uczniowskie” powinny by¢ wykonane na wzér mo-'
delu ,,demonstracyjnego’’. O tym rodzaju modeli méwimy w na--

stepnych wierszach.

3. Modele .,demonstracyiﬁe“.

Sa to modele starannie i trwale wykonane w takich rozmia-
rach, ze kazdy uczen moze ze swego miejsca widzie¢ dokladnie
ich czeéci. Obfity zbiér modeli takich — w estetycznem wyko-
naniu — powinien byé chluba kazdej szkoly. W nauce systema-
tycznej stereometrji oraz w geometrji wykreslnej sa one nie-
zbedne.
~ 'Ale i w innych dziedzinach matematykl, jak planimetrja,
moga modele byé pozyteczne. Nie wymieniamy ich, aby nie kre-

powaé pomystowosci nauczycieli i uczniéw, ale powitamy udane’

pomysty z zadowoleniem.
Ponizej wymieniamy szereg twierdzed, przy ktorych nau-
czaniu uwazamy modele za konieczne. Jest jednakze rzecza oczy-
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wista, ze zbiér modeli zalezy od systemu, wedlug ktérego sie
w danej szkole uczy (np. od zaprowadzonego podrecznika). Je-
zeli wiec to lub owo twierdzenie zostaje w danej szkole zastapione
_przez inne, to i-model nalezy do niego dostosowac.

1) Modele ze stereometriiv

Jezeli pek plaszczyzn przetniemy plaszczyzna, réwnolegla
do osi peku, to w przecieciu otrzymamy proste réwnolegle.

Rys. 1.
Plaszczyzna, zawierajaca dwie proste przecinajace sie.
rownolegte do drugiej plaszczyzny, jest do niej réwnolegta.

Dwie réwnolegte plaszczyzny przecinaja trzecia plaszczyzne
w krawedziach réwnoleglych.

Rys. 2.

Katy, ktorych ramiona sg zgodnie rownolegle, sa rowne.
Prosta, prostopadta do dwu przecinajacych sie prostych, jest
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prostopadta do wszystkich prostych plaszczyzny, wyznaczonej
przez owe dwie proste.

Rys. 3.
Uwaga: prety sa dwubarwne, aby byly i zdaleka widoczne.
Proste prostopadle do tej samej plaszczyzny, sa do siebie
réwnolegte. 7 : ' :
Plaszczyzna przesunieta przez prosta, prostopadia do dru-
giej plaszczyzny, jest tez prostopadia do tej plaszczyzny.
Model uwydatniajacy kat nachylenia prostej do plaszezy-

zny. : . :
Model uwydatniajgcy kat nachylenia dwu plaszczyzn,
(Deseczki spojone zawiasami dla umozliwienia zmieniania

kata nachylenia). iy

Prostopadlo$cian, réwnolegloscian z drutu z przekatniami.

Ostrostupy (cale i éciete) z drutu z',,wysokoscia”, przekro-
jamiit. d. o ”

Pigé bryl foremnych (Platona), najlepiej z drutu.

2. Geometrja wykreslna.
Model, uwydatniajacy rzut réwnolegly odcinka na plasz-
czyzne.: . . v '
. Szczegélny przypadek: odcinek jest prostopadly do plasz-
czyzny rzutéw.
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Model, uwydatniajacy ,znieksztalcenie” kata przy rzucie
rownoleglym.

Model, uwydatniajacy rzut kata prostego, ktorego jedno
ramie jest réwnolegle do plaszczyzny rzutéw.

Model, uwydatniajacy rzut ,Srodkowy”.

Rys. 4.
Uniwersalny przyrzad, przedstawiajacy rzutnie (pozioma
i pionowa) ruchome okolo osi.
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3. Trygonometrja.

Model dla wykazania zmienno$ci funkcyj trygonometrycz-
nych.

Rys. 6.

Poréwnaj tez mode!, umieszczony w dziele: W. Lietzmann,
Methodik des math. Unterrichts. Tom II, str. 176, w wydaniu
2 r. 1923-go.

Od urzadzenia skrzynki z przyborami do ,improwizowania”
modeli; oraz od zaopatrzenia si¢ w zbiér modeli ,,demonstracyj-
nych” powinna kazda szkola rozpoczaé. Modele ,uczniowskie”,
ktore nalezy wzorowaé na ,,demonstracyjnych”, mozna na czas
poZniejszy przeznaczycd. '

Stereometrja wymaga calego szeregu modeli. Nie podajemy
rysunkéw wszystkich tych modeli, aby nie krepowaé¢ pomysto-
wosci poszczegélnych nauczycieli. Na tej drodze ‘doj$é mozemy
do najdoskonalszych okazéw, ktére po pewnym czasie sfotogra-
fujemy i podamy do powszechnej wiadomosci.

Na caltkowite urzadzenie zbioréw, umieszczenie ich w szafach
i objecie katalogiem wystarczy jeden rok.

W nastepnych dopiero latach bedzie mozna przysiapi¢ do
stworzenia jednolitego systemu modeli. System ten bedzie wy-

CIEZARENK

Rys. 7.

tworem zbioréw, indywidualnie przez nauczycieli zatozonych,
a zawartych w ramach powyzszych wskazéwek.

' Uwaga: Fotografje (Ryc. 3, 4, 5, 6) nadestali: p. dyr. A.
Wantuch w Poznaniu i p. prof. Barger w Bielsku,



WSKAZOWKI BIBLJOGRAFICZNE.

Spis niniejszy zawiera wiecej ksiazek, niz przecietna bibljo-
teka szkolna moze jednorazowo nabyé¢, celem jego jest bowiem
ulatwienie nauczycielowi wyboru.

Spis obejmuje tylko ksiazki bezposrednio wiazace sie z prak-
tyka szkolng, pominieto natomiast podrecznlkl i monografje z za-
kresu matematyki - wyzszej.

Dzieta, objete spisem, zostaly podzielone na nastepujace
grupy:

I. Dziela, dotyczace podstaw matematyki elementarne;.

II. Wydania klasykéw i dz1ela z zakresu historji matema-

tyki.

III. Metodyki. »

IV. Typowe podreczniki i zbiory zadan, przewaznie w jezy-
kach obcych.

V. Monografje popularne, mogace dostarczyé materjalu do
urozmaicenia wykladu lub pracy w kétkach uczniow-
skich.

VI. Czasopisma.

Gwiazdka oznaczono ksiazki i pisma, ktére moze czytaé
uczen.

L

Dzieta, ktéreby obejmowalo calo§¢ matematyki elementar-
nej z punktu widzenia nauki nowoczesnej i z uwzglednieniem po-
trzeb szkoly, niema dotad w zadnym jezyku. Najbardziej do te-
go zblizona jest wloska, wychodzaca w Medjolanie u Hoepli’ego:
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1. Enciclopedia delle matematiche elementari 1930 — 32
(dotad t. I w dwéch czesciach, obejmujacy log1ke, arytmetyke
i algebre); zi. 73.—, Ponadto istnieja

2. Weber-Wellstein. Enzyklopidie d. Elementar-
mathematik. Teubner. Leipzig, 1922—24, Z1. 160.—.

I Bd. Elementare Algebra u. Analysis 18 M.

II Bd. Elementare Geometrie 19 M.

IIT Bd.. Angewandte Elementar-Mathematik 39 M.

(Dzieto oswietla tylko niektére zasadnicze zagadnienia ma-
tematyki elementarnej w I i II tomie; tom IIl zawiera bardzo
ciekawe zagadnienia z matematyki stosowanej. Przed wojna ist-
nial dobry rosyjski przektad Kahana).

3. Klein, Felix. Elementarmathematik vom héheren
Standpunkte aus. 111 Aufl, 3 Bde. Z1. 89.—

I Bd. Arithmetik, Algebra, Analysis,

II Bd. Geometrie,

IIT Bd. Prézisions u. Approximationsmathematik. 1924—28,

{(Wyktad mniej systematyczny niz w encyklopedji Webera-
Wellsteina, znacznie jednak ciekawszy i zywszy. Ujecie poszcze-
gélnych zagadnient zawsze oryginalne, pobudzajace do myslenia,
choé¢ nie zawsze przemyslat autor do korica konsekwencje meto-
dyczne. Dla naszych stosunkéw szczegolnie wartosciowe sa t. I
i I, kosztujace razem 61 zl.; tom III nie w1a,ze si¢ z nasza prak-
tyka szkolng).

4. Killingu. Hovestadt Handbuch des mathemati-
schen Unterrichis. 2 Bd. Teubner. Leipzig, 1910—13, Z1. 65.—.

(Dzieto, wbrew swemu tytutowi, traktuje tylko o geometrji
i trygonometrji. Autorowie staraja sie¢ wyzyskaé badania nauko-
we — krytyke podstaw — dla potrzeb szkoly. Rzecz godna po-

znania i przestudjowania, jakkolwiek zwiazana bardzo scisle

z obca nam tradycja szkolna niemiecka).

Z wyjatkiem Nr. 4 (Killing-Hovestadt) wszystkie powyzej
wymienione ksigzki traktuja zagadnienia dydaktyczne bardzo
ogélnikowo. Naturalne ich uzupelnienie pod tym wzgledem sta-
nowia dwa dzieta niemieckie:

5. Schwering. Handbuch d. Elementarmathematik fiir

?"_Lehrer. 1907, Zt. 28.50.

6. Fladt, K. Elementarmathematik (dotad tylko Bd. I,
Teil 2: Elementargeometrie (Planimetrie u. Stereometrie). Z1.
17.50.
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Obie ksiazki w pokrewnym duchu pisane, w obu chodzi o to
samo — o przeglad faktycznie stosowanych w podrecznikach

szkolnych, gléwnie w Niemczech, sposobéw grupowania i oswie- -

tlania materjatu naukowego. Praca, wychodzaca pod red. Fladta
(tom wyzej wspomniany opracowal sam redaktor), zakrojona
na znacznie szersza skale, ma obejmowaé 3 duze tomy w 10-ciy
czeéciach, Liczy¢ sie ma znacznie wigcej z badaniami naukowe-
mi, niz Schwering.

Nalezy jeszcze wymieni¢ ciekawa probe systematycznego
oparcia geometrji elementarnej na teorji grup przeksztalcen.

7. Schwan, Elementare Geomeltrie 1 Bd. Die Ebene. Leip-

zig. 1929. Akad. Verlagsgesell, Z1. 36.

O podstawach geometrji trakiuja tez dziela nastepujace:

8 Schur F Gruna’lagen der Geometrie. Teubner. Leip-
zig, 1909, Z1. 20.50.

9. Pasch-Dehn. Vorlesungen iiber neuere Geometrie.
Springer. Berlin, 1926, Z1. 32.90.

(Autorzy zajmuja sie¢ podstawami geometrji, uwzglgdma]qc
historje tych badaii; dla nauczyciela szczegélnie waznym jest
rozdziat o mierzeniu utworéw geometrycznych),

10. Hilbert, D. Grundlagen der Geomelrie.
Berlin, 1930. Z1. 36.60.

(Ksiazka ta stanowi epoke w badaniach nad podstawami geo-
metrji. Na uwage nauczyciela zasluguje przedewszystkiem roz-
dziat III i IV),

Ksiazke, w ktorej znajdzie czytelni geometrje rzutowa i Eu-
p®idesowa podana w formie aksjomatycznej omal doskonatej jest:

11, Veblen, O, Young, J. W. Projective Geometry t.1
i II. Ginn & Co, London, 1916—1917.

Francuzi nie posiadajg encyklopedji matematyki elementar-

Teubner.

nej, maja natomiast szereg doskonalych podrecznikéw dla t. zw..

classes de mathématiques, a wiec o poziomie wyzszym od na-
szych podrecznikéw szkolnych. Dla przyktadu wymieniamy:

12. Hadamard, J. Lecons de géoméirie élémentaire. 2
vol. A. Colin. Paris, 1932, Zi. 42.—. (Istnieje przekl, polski
tomu I},

13. Bourlet C. Lecons d’algebre élémentaire. A. Colin.
Paris, 1931. Z1. 23.—. )

14. Tannery, J. Lecons d’arithmétique théorique et pra-
tigue. A. Colin. Paris, Zt. 23.—
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(Istnieje przekiad polski Z. Czubalskiego obecnie wyczerpa-
. dostaé mozna w antykwarniach — wydany przez kase Mia-

ny
powskiego).
Jesli chodzi o trygonometrije, to Kasa Mianowskiege wyda-
fa w swoim czasie dwa dziela — oba dzi§ wyczerpane — o réz-

aym poziomie, nawzajem uzupelniajace sie.

.. 15. Czajewicz, A. Trygonometrja plaska i kulzsta,
1891.

" 16. Hobson, E. Trygonometrja plaska, 1917.

W jezyku polskim mamy nastepujace dziela, dotyczace pod-
staw poszczegélnych dziatéw matematyki:

17. Zaremba, St. Zarys pierwszych zasad teorji liczb
calkowztych 1907.

18. Wilkosz W. Arytmetyka liczb catkowitych. System
aksjomatyczny, 1932. Z1. 4.00.

(Ksiazka zawiera liczne cenne uwagi natury logicznej).

19. Zaremba, St. Arytmetyka teoretyczna, 1912.

20 Zaremba, St. Wstep do analizy, 1915 (zwlaszcza
cz38¢ I: Teorja dowodu matematycznego).

21. Enriques, F. Zagadnienia dotyczqce geometrji ele-
mentarnej; przelozyli St. Kwietniewski i Wt Wojtowicz, 2 tomy,
1914—117.

(Jest to, jak dotad, najlepsze opracowanie podstawowych
zagadnieri geometrji z punktu. widzenia potrzeb szkoly).

22. Pieri, M. Geometrja elementarna oparta na pojeciu
spunktu’ i ,,kuli“. Przeloiyt Stefan Kwietniewski. Warszawa,
1915,

(Wtoski 0dp0w1edn1k stynnych -Grundlagen d. Geometrie
Hilberta. Wyklad Pieri'ego, zbudowany zreszta na innych poje-
ciach i pewnikach, przewyzsza nieraz Hilberta pod wzgledem
jasnosci).

Budowe nowoczesnej aksjomatyki przedstawiaja w sposob
bardzo jasny i przystepny, zrozumialy nawet dla dojrzalszego
ucznia, dwie ksiazeczki:

%23, Young, John Wesley Dwanascie wykladéw
o zasadniczych pojeciach algebry i geometrji. Przetozyl Lndwik
Silbersztein. Wende. Warszawa 1914,

%24, Huntington,E. O podstawowych twierdzeniach al-
gebry. Przelozyt W. Wojtowicz. Warszawa, 1913,

(Obie dzi§ wyczerpane; dostaé mozna w handlu antykwar-
skim).
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W najwazniejsze zagadnienia filozofji i logiki wprowadzy

dzieto:
"Kotarbinski Elementy teorji poznania, logiki formal.

nej i metodologji. Str, VIII+483. Ossolineum, 1929.

Pragnacym pozna¢ doktadniej zagadnienia logiki matema
tycznej polecié mozna. przedewszystklem

26. Sleszynski, Jan. Teorja dowodu.
kow, 1925—89, Zt. 21.50. ’

(Kazdy nauczyciel winienby zna¢ dokladnie przynajmnie;
tom I, omawiajacy logike tradycy;na, metody i btedy rozumowa-
nia i dowéd zupelny. Tom II poswiecony wlasciwej logice mate-
matycznej. Cena tomu I-go zt, 7.50).

Godne uwagi sa skrypta, wydane przez Koto Mat. Fiz, St
U. Warsz.: ' _

Lukasiewicz Elementy logiki matematycznej. VIII+
200, 1929,
 Z dziel obcych zastuguje przedewszystklem na poznanie bar-
dzo przystepnie opracowana ksiazka, potracajaca tu i owdzie
o zagadnienia dydaktyczne: '

2 tomy. Kra-

27. Burali-Forti, C. Logica matematica 1I-ed. Hoepli.

Milane. 71, 5.

Logika poznania matematycznego zajmuja sie:

28; Holden, O. Die mathematische Methode. Springer,

Berlin, 1924. Z1. 44.—.

(Ksiazka zawiera mnéstwo ciekawych uwag krytycznych
zwlasz o logicyzowaniu matematyki. Ciekawe sa tez rozwa-
Zania, do ce matematyki stosowanej).

Wrecz przeciwne stanowisko zajmuje piekna, jasna i przy-.

stepna praca:

29, Russell, Bertrand. Introduction to mathemati-
cal philosophy. Allen London, 1924, 14 sh,

Stanowiska intuicjonizmu broni pigkna praca Weyla:

30. Weyl, H Das Kontinuum. Leipzig, 1933. Cena zl, 5.

W pewnym zwiazku z wymienionemi w tym dziale ksiazkami
pozostaja:

31. Poincaré H Nauka i hipoteza, 1908,

32. Poincaré H Wartosé nauki, 1911.

33, Poincaré H Nauka i mefoda, 1911,

(Autor zajmuje sie zagadnieniami z zakresu filozofji mate-
matyki. Tytuly w jezyku francuskim sa: La Science et 1'Hypo-
thése, La Valeur de la Science. Science et Méthode).
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Wreszcie zwracamy uwage na jedyne w swoim rddzaiu dzieto:
34, Poradnik dla samoukéw, t. I — Matematyka i t. IIL

";Wydawnictwo A. Heflicha i St. Michalskiego z zapomogi Kasy
+im, Dra J. Mianowskiego. 1915—1923.

(Zawiera obszerna bibljografje matematyki i szereg artyku-
16w, z ktorych dla nauczyciela szczegolnie cenne moga byé¢ arty-

“kuty J. Lukasiewicza, Z. Janiszewskiego i J. Sleszynskiego).

IL

A.) Z klasykéw matematyki najwazniejszy jest dla nas Eu-

‘klides, ktéry powinien byé dokladnie znany kazdemu nauczy-

cielowi. Z innych autoréw bylyby pozadane poszczegélne roz-
prawki, czasem nawet wystarczylyby wyjatki z ich dziel. Nie-
stety, takiej ,chrestomatji” matematycznej nie posiada zZaden

‘kra;

W polskim jezyku mamy nastepujace przekiady:
#*1, Euklidesa Poczqtki Jeometrji xiqg osmioro prze-

kladanie X. Jézefa Czecha 1807 (bylo i pozniejsze wydanie).

¥2, Steiner, Jakob. Konstrukcje geometryczne, wyko-

nane zapomocq linji prostej i stafego kola. Przelozyl St. Kwiet-

niewski, wyd..Kasy Mianowskiego.
W czasopismie ,,Wektor”, ktére ukazywalo si¢ w Warszawie
od-1911 do 1916 r., znaleZé mozna: '
3. w tomie II:
*Archimedes. O pomiarze kola.
*Kartezjusz Teorja réwnan (wyjatki z ,,Géomé-
trie).
*Lagrange. J O zastosowaniu krzywych do roz-
wiqzywania zadar.
w tomie III:
*Leibniz Dowdd tw. F ermata (streszczenie).
*Laguerre, Regula znakéw w geometrji.
*Sylvester Paradoks d’Alemberta-Carnota.
*Peano. O okresleniach matematycznych. .
*Pascal, B. Rozprawa o tréjkqcie arytmetycznym.
*Leibniz Dwa fragmenty dotyczqce metody geome-
trji element.
w tomie IV:
Steiner, J. Latwy dowéd pewnego twierdzenia ste-
reometrycznego Eulera.
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Z przekladéw w jez. obcych przytaczamy dwa, ktére dadzy
sie wyzyskaé w szkole $redniej:

4, Archimeéde. Oeuvres complétes trad. par P. v. Eec.
ke. Gauthier Villars, Paris, 1921, Zt, 42.

5. Diophante d’Aléxandrie Les six livres arith-
métiques trad par, P. v. Eecke, tamze, 33 zi.

Précz tego, wobec trudnosci dostania Euklidesa w polskim

przekladzie ks, Czecha, wymieniamy:

6. The thirteen books of Euclid Elements translated by

T. L. Heath. 3 tomy. Cambridge. Univ. Press.

7. Gli Elementi d’Euclide e la critica antica e moderna,
Editi da F. Enriques. Zanichelli, Bologne, 1930.

(Oba te wydania zawieraja obszerne i cenne komentarze,

oéwietlajace zar6wno historje geometrji elementarnej, jak i jej
obecny stan. Wydanie wloskie, wzorowane na angielskim prze-
ktadzie Heatha, obejmuje w dwoéch tomach ksiegi I-IX; tom
trzeci ma sie wkrétce ukazag).

Oprécz tego zwracamy uwage na wydawnictwo ,,Ostwalds
Klassiker der exacten Wissenschaften®, gdzie czytelnik znajdzie

'w przektadzie rozprawki Huyghensa i Bernoulli'ego, ktére czes-

ciowo moglyby byé przydatne w kolkach uczriowskich.

B.) Z zakresu historji matematyki malo mamy prac w je-
zylku. polskim. Nalezy w kazdym razie wymienié¢ rozprawke, wia-
Zaca sie blisko z tematami szkolnemi. Jest to: .

8 Sleszynski, Jan. O pierwszych stadjach w rozwo-
ju pojeé nieskoriczonosciowych (w tomie IIl ,Poradnika dla Sa-
moukow '

Z posréd opracowan historii matematyki najwicksze uslugi
‘moga oddac nauczycielowi:

9. Tropfke. Geschichte d. Element. Mathematik.

10. Cantor. Vorlesungen iiber Geschzchz‘e der Mathe-

matik, t. 1, 11, III, IV. Z1. 290.—.

11. Loria, Gino. Le scienze esatte nell’antica Grecia,

Hoepli, Milano, 1914. (okoto zl. 8).

12. Zeuthen. Geschichte d. Mathematik im 16 u. 18
Jahr. Deut. Ausg. v. R, Meyer. Teubner. Leipzig, 1903, Zt. 38.—.

e E
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Dla kogo piekny wyktad Lorii bylby niedo$é obszerny, sie-
gnaé moze do najgruntowniejszej, jaka istnieje, historji greckiej
matematyki:

" 13. Heath, Th., A hzstory of Greek mathematics. 2 t.,
Oxford, 1921. 63 sh.

.

Z dziel oryginalnych zasluguja na poznanie przedewszyst-
kiem: )

1. Zarzecki, Lucjan. Nauczanie matematyki.

2. Nikodym, Otto. Dydaktyka matematyki czystej.
Lwow, 1930. - ' ' ‘

(Dotad ukazal si¢ t. I, obejmujacy liczby naturalne. Cena

tomu I — 16 zl.),
" 3. Hoborski, A, Trzy odczyty o nauczaniu matematykz
w szkole sredniej. 1925, (I. O podstawach matematyki. II. Ana-
liza matematyki gimnazjalnej ze stanowiska naukowego. III.
Uwagi dydaktyczne). Z1. 1.80.

W jezykach obcych znalezé mozna cenne rozprawy w fa-
chowych czasopismach réznych krajéw, systematyczne jednak
i gruntowne opracowania istnieja przedewszystkiem w jezykach
niemieckim i angielskim. Kto chcialby mie¢ doktadne pojecie
0 spétczesnych pradach i zagadnieniach w dziedzinie metodyki
matematyki, nie moze poprzestaé na dzietach jednego kraju, lecz
musi poznaé¢ metodyki niemieckie, angielskie i amerykanskie.
W kazdym z tych trzech krajéw my$l metodyczna idzie innemi
drogami, a to z powodu réznych tradycyj lokalnych, a szczegél-
nie z powodu réznicy warunkéw spotecznych. :

Nowozytne prady i doswiadczenia niemieckich szkél, zwla-
szcza z okresu reformy Klema, zestawia najlepiej:

. 4. Lietzmann, W. Methodik des mathematischen Unter--
richts. 3. Bd. II Aufl. Quelle-Meyer. Leipzig 1923—26. 7t. 83.50.

(Dzieto bardzo szczegolowe, czesto jednak rozwlekle i malo
oryginalne. W kazdym razie, kto chce zna¢ powojenna szkote
niemiecka, nie moze pominaé Lietzmanna).

5. Simon, Max. Methodik u. Didaktik d. Rechnens und
der Mathematik, 1908. Zi. 14.—

6. Brandenberger, Konrad.‘Didaktik d. mathema-

tisch-naturwissensch. Unterrichts. Ziirich, 1920. Z1. 11.50.
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(Simon wyzyskuje bardzo sumiennie cala dawniejsza lite-
rature niemiecka, pisze bardzo Zywo, czesto z temperamenter
polemisty. W kazdym jego sadzie, w kazdej radzie znaé¢ doswiad-
czonego pedagoga, ale zarazem czlowieka walki, stad cala ksiaz-
ka zabarwiona subjektywizmem. Ksiazka Brandenbergera za.
wiera streszczenie jego wykladéw na wydziale ksztalcenia nau-
czycieli politechniki w Ziirichu. W sadach swoich zréwnowaso-
na, w wykladzie systematyczna, ujmuje nieraz rozmaite zagad-
nienia glebiej i trafniej niz Lietzmann).

7. Maennchen, Ph Methodik des mathematischen Un-
terrichts. H. Diesterweg. Frankfurt a/M., 1928. Zt. 12.—,

Cheac mieé pojecie o pra,dach nurtujacych obecme szkole
niemiecka, trzeba przestudjowaé:

8 Gurski, Streicher, Disse, Kiichemann:
Die Durchfiihrung des Arbeitsschulprinzips im mathem.. Unter-
richt. Teubner. Leipzig, 1931. Z1 15.50.

9. Rose,Gustav. D. Schulung des Geistes durch d. Ma-
thematik u. Rechenunterricht. 1928, Z1. 14.50.

Jesli idzie o szkole angielska, najciekawsze sa dwie meto--

dyki:

10. Nunn, T. P. The teaching of algebra. Longmanns
Green. London, 1914, 71 sh. '

11. Godirey, a. Sid dons. The feaching of elementary
mathematics. Cambridge, 1931. 614 sh,

Bardzo typowe dla kierunku amerykanskiego, doskonale ze-
stawiajace wyniki badan do$wiadczalno-pedagogicznych sa dwie
ksigzki, opracowane pod red. Thorndike’'a i noszace jego firme:

12. Thorndike, E. The psychology of arithmetic. Mac--

‘millan, 1929, Z1. 20.50.

13, Thorndike, E. The psychology of algebra, Mac-

millan, 1928, Z1, 24.00.
(Liczba uczniéw w szkotach s$rednich St. Zjednoczonych
wzrosta z 240.000 w 1890 r. do 1.800.000 w 1920 r. Gimnazja

(high schools) zostaly przepelnione elementem Zle przygotowa-

nym, niedokladnie selekcjonowanym;. liczebno$¢ klas wzrosta
nadmiernie. Jak widzimy, Ameryka walczy z temi samemi trud-
nosciami, ktére nas czekaja za 3—4 lata, po wprowadzeniu re-
formy szkolnej. Dlatego metodyki i dydaktyki amerykanskie, mi-
mo cala ich jednostronno$¢, moga nam daé wiecej moze mater-
jalu do rozmyslas i wskazéwek do badar, niz jakiekolwiek inne).

49 —
Iv.

Podreczniki uzywane dzis w szkolach moze bibljoteka do-

.sta¢ darmo od. wydawcow, ktonzy chetnie je ofiaruja ]ako oka-
‘zowe egz. Chodziloby tedy: a) o podreczniki dawme;sze, ktore
"me utracily wartosci; b) o podreczniki w jezykach obcych.

a) - Z podrecznikéw dawnych pomijamy te, ktére moglyby

’ymferesowa.c co najwyzej historyka szkolnictwa. $rod tych, kto-
‘re dla nauczyciela moga i dzi$ byé¢’ w_artoscmwg, ‘najwazniejsze

‘moze sa:

1. Badowski, J. Geometrja elementarna.

(Pod réznemi wzgledami lepsze; bardziej: konsekwentne jest
wydanie I-sze, ktére ukazalto sie¢ w 1894 r. nakladem Kasy Mia-
nowskiego, warto jednak pos1adac w-bibljotece réwniez wydanie
1I-gie. Wydanie I-sze wzorowane-na wtoskim podrqczmku Fai-
fofera; wydanie II-gie zawiera 01ekawq, choc troche mechanlcznq,

-niekonsekwentna prébe . polqczema A wykiadzw plammetru ze
stereometrja).

2. Baraniecki, M. Arytmetyka. W“ydén'i'e ’Kg\lsy‘ '_Mial

nowskiego.

(Ksiazka Baran1eck1ego nie byla nigdy podreczmklem szkol-

nym — napisat ja autor z myslq o potrzebach nauczy01ela)

*3. Petersen, Jul. Metody i teorje rozwiqzywania za:
dari. geometrycznych- konstrukcyjnych. Przettumaczyt K.- “Hertz,
1881.

(Ksiazeczka klasyczna,- ktéra nic nie stracila na wartoscl,

wszystkie metodyk1 i zbiory zadan konstrukcy]nych francuskie;
niemieckie i rosyjskie opieraly si¢ na Peterseme]
' Podamy jeszcze jedna ksiazke, ktora wprawdzie nie moze
by¢ zaliczana do podrecznikow dawme]szych ale zasiugu]e na
polecenie ze wzgk—;du na rozdziaty: V Funkc;a i VI Rownanla
i nieréwnosci narzucone 1-go stopnia. Po raz plerwszy bow1em,
o ile nam- w1adomo, zastosowano W niej metode ,,anallzy staro-
zytnych” do rozwiazywania réwnan.

4. Gutkowsk1 T., Wllkosz W. Algebra elemem‘arna
z licznemi éwiczeniami, 1923, wyd 5-te, cz. T.

b) Podreczniki obce najwlasciwiej bedzie zgrupowac we-
diug kra]ow, kazdy bowiem kradj wytworzy! inny typ.nauczania.

- Wtosi celuja smslosma wykladu, zwlaszcza w podreczni-
kach przedwo;ennych Typowe wymlenlamy
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5. Enriques e Amaldi Elementi di-geometria ad
uso delle scuole secundarie superiori, Bologna Zanichelli. Z1. 11,
. (Istnieje przektad polski — mozna go dosta¢ w antykwar-
mach wZasady geomietrji elementarnej”, 1915).
6. Catania, S Aritmetica razzonale IV ed. Catanla,
1914,

7. Catania, S. Trattato di Algebra elemem‘are, 2 vol.

Catanla, 1914,

(Autor, uczen Peano, probuje zastosowaé zaréwno uklad
pewnikéw swego mistrza, jak réwniez symbole logiki matema-
tycznej do wyktadu szkolnego).

‘Reforma Mussoliniego zredukowala znacznie liczbe godzin
matematyki, ktéra-obecnie przechodzi w szkole wloskiej pewnego
rodzaju kryzys. Dydaktykom chodzi o to, by nie obnizy¢ pozio-
mu tradycyjnego wiedzy matematycznej, co przy zmniejszonej
liczbie godzin staraja sie osiagnaé przez pewne ograniczenie pier-
wiastka logicznego na rzecz intuicyjnego. Znalezienie w tym
wzgledzie drogi poéredniej jest naturalnie bardzo trudne, jezeli
wogole da sie osm;gna,c Z prob dotychczasowych moZe jest naj-
ciekawsza:

8. Severi, Fr. Elementi di ,geometrza. Edizione ridot-
ta. 2 vol. 1929, ZI. 12.50.

II. We Francji duch, w jakim prowadzi si¢ nauczanie ma-
tematyki w szkole Sredniej, a przez to i metoda nauczania, mniej-
szym niz w innych krajach ulegly zmianom od stu niemal lat.
A wiec np. w geometrji, zerwawszy zaréwno z tradycja Euklide-
sa jak z empiryzmem, ktory tu i 6wdzie przejawial sie w XVIII

wieku, wahano sie tylko od czasu do czasu miedzy Legendre'a-

przepojeniem geometrji metodami rachunkowemi a umiarkowa-
fiym nawrotem do metod syntetycznych. Znamienne dla szkot
- francuskich jest to, ze, gdy w polowie XIX wieku przenikneta do
szké! geometrja ,,nowozytna”, stato si¢ to w formie zbliZonej
raczej do metody Chaslesa niz Steinera. W Anglji natomiast ten
sam dzial ,nowozytnej" geometrji przybral byl posta¢ zblizona
do jakiego$ rozdzialu geometrji Euklidesa.

Trzy bardzo cenne podreczniki francuskie wymieniono po-
przednio (Nr. 8, 9, 10 w dziale I); tu jeszcze dodamy, jako ty-
powy podrecznik dla poziomu nizszego, mniej w1ece] odpowiada-
jacego naszemu glmnazwm
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. 9., Borel et Montel Algébre, classes de III Il et L

A. Colin, Paris, 1926. Z%. 7.60.

10. Borel, E. Géometrie. (Premier et second cycles). A
Colin. Paris, 1924, Zt. 7.50.

11. Borel, E. Trigonométrie (second cycle). A. Colln Pa-
ris. 1925. Z1. 6.50.

W roku 1929 poczely wychodzi¢ ¢wiczenia z geometr]1 {wraz
z rozwiazaniami), Th. Caronneta Do tej chwili u.kazaly sie:

12, Caronnet, T h. Livre. L Ligne droite.
" " " {1. La circonférence.
" . " II1. Figures semblables.
" " " 1V. Les dires.
" " " V. Droites et plans.
1 1 1 VI- Les polyédres.
" T w  VIL. Corps ronds. Vuibert.

Cena za I-—VII zt. 27.20.

Warto poznaé prébe istotnie naukowsa oparcia elementarnego
wykladu geometrji na pojeciu ruchu, a wiec w gruncie na teorji
grup. Prébe te uczynlI znany matematyk Charles Méray
‘w ksigzce:

13. Méray, Ch Nouveaux elements de geometne, IT ed.
Dijon, 1906.

(Wyktad niezmiernie $cisly. przeprowadza systematyczna,
‘doskonale pomys$lang fuzje planimetrji ze stereometrja. Wada
ksigzki, ktéra — obok nowatorstwa — utrudniala jej rozpow-
szechnienie sie, jest dziwaczna terminologja).

14. Fitz-Patrick et Chevrel Exercices d'arith-
métique. Herman. Paris. (Przewaz'nie »zadania z aryfm teore-
tycznej).

15. F. G. M. Exerczces de géométrie. Librairie Mame.

16. F. G. M. Exercices de géométrie. descriptive.- Mame.

17. F. G. M. Exercices d'algébre. Librairie Mame,

(Trzy ostatnie sg praca zbiorowa; byly uzywane w szkolach
klasztornych. Znakomite sa zadania geometryczne i wykreslne.
‘Wszystkie zadania zaopatrzone w mniej lub wiecej szczegé-
towe' rozwiazania. Précz tego kazdy ze zbioréw F. G. M. posiada’
obszerny i gruntowny, ilustrowany mnéstwem przykladow,
‘wstep o metodach rozwigzywania zadan).
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18. Lietzmann u Ziihlke  Aufgabensammlung u.
Leitfaden fiir Arithmetik, Algebra u. Analysis. Teubner. Leipzig
(dwa wydania: Ausgabe A, krétsze dla gimn, human, i wydanie
B. obszerniejsze dla szkoél realnych, Obszerniejsze w 2 tomach

. kosztuje zt. 32, krotsze — zt, 24).

Ksiazki Lietzmanna tak sa uloZone, ze nadaja si¢ do prowa:
dzenia lekcji systemem ,,pracy pod kierunkiem nauczyc1ela Za
uzupelnienie Lletzmanna mozna uwazaé dwie ksiazki:

~19. Hauptma nn Techmsche Aufgaben zur Mathema-~

tik, Teubner, Leipzig, 1927, z1. 6.50,

" 20. Richter, Oswald. Wzrischafz‘lzches Rechnen, IT
Aufl, Teubner. Leipzig, 1930. ZL. 6.50.

W zakresie geometrji analitycznej najciekawszy z podrecz-
nikéw o elemént'arnym.'wylﬂadzie‘ jest (pomijajacy elementy uro-
jone i niewlasciwe):

21. Beck, H. Element. Geometrze 2 Bd. Leipzig, Akadem.
Verlagsgesellschaft, 1929, Z1. 28,00.

Z dawniejszych, przedwojennych podrecznikow geom. ele-
mentarnej warto poznac ‘ '

22, Henrici w Treutlein Lehrbuch d. Elementar-
Geometrie. Teubner. Leipzig, 3 Bd.

(Autorowie staraja sie doprowadz1c ucznia do zrozumienia.

przeksztalceri linjowych w geometrji).

"II1. Z nowszej literatury angielskiej zaslugu;q na pozna-~
nie przedewszystkiem dwa podrecznikiz

23. Durell. Elementary Geometry. G.”B. M. London.
434 sh,

.24, Durell
Bell, London. 6 sh.

- Pozatem bibljoteka, ktéraby posiadata wymieniona poprze-
dnio metodyke Nunna, powinna mie¢ réwniez dwutomowy jego
zbior zadan, do ktérego metodyka jest obszernym komentarzem:

25. Naunn, T. P.: Exercices in algebra; part I—II, Long-
manns Green, London, 10sh,

IV, Podrqczml«u amerykanskle, mimo nadmiernego i czasem
ptytkiego utylitaryzmu, maja dla nas wartoéé. niemalta, uwzgle-
dniaja bowiem badania pedagog1k1 eksperymentalne1 Do naj-
ciekawszych naleza:

‘A new ‘algebra for schools; part I—II. G.

11927,
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26. Rugg-Clark, Fundamentals.of high-school mathe-
matics. World Book Co. Chicago.

21. Br eslich, Ernst. Senior mathematics..
J—IIIL. Univer. Press. Chicago, 1930. ZI. 44.00.

Books

V..

W literaturze polskiej hale_iy zwrécié uwage zwlaszcza na
dwie ksiazki: -

*1. Yule, Udny. Wstep do teorji statystyki, przet, Z. Li-
manowski, Warszawa, 1921,

*2, Szumarnski, Teofil
7t 8.40.

Pomocna moze tez byé ksigzka:

*3. Danielewicz B, i Dickstein, S. Arytmetyka
polityczna. ’

Dla kétek matematycznych mlodziezy starszej nadajg sie:

Zasady kartografji. 1926.

Sierpinski i, W. Teor]a liczb niewymiernych - (wstqp do

analizy), 1928

" (Ksiazka dla os6b, zamierzajacych poswigcié sig studjom ma-

“tematycznym, a wigc stosowna dla uczniéw zdolniejszych i zami-

Iowanych do matematyki).

Sierpinski, W. Wst@p do teorji mnogosci i topolog]z
1930.

Ruziewicz St, Zylinski, E. Wstep do matematyki.

W literaturze obcej nieoceniona pomoca dla nauczyciela sg
tomiki ,Mathematisch-physikalische - Bibliothek”, ktére wycho-
dza< u Teubnera pod redakc;q Lletzmanna Cena p0]edynczego to-
miku zt. 2. 60.

Wymlemamy na]c1ekawsze ‘
*4, Maennchen. Geheimnisse der Rechenkiinstler.
*5. Lietzm ann. Der pythagoreische Lehrsatz.
*6. Leman., Vom periodischen Dezimalbruch zar Zahlen-

theorie.
*]. Luckey. Nomographie (tomik podwéjny).

*8, W-itting, Funktionen, Schaubilder u. Funktionenta-
feln. ’ '
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%9, Kerst.. Methoden zur Losung der geometrischen Auf-

gaben. ‘
*10." Sc h iitze. Die mathematischen Grundlagen der Le-
bensversicherung.

*11, Herold. Finanz- Mathematzk

#12, Drenkhahn u Schneider.

thematik ). :

%13, Schips. Mathematik u. Biologie.
*14. Lampe. Mathematik u. Sport.

Z zakresu't. zw. ,rozrywek matematycznych mamy w jezy-
ku polskim dwie godne uwagi prace:
"*15, Jelenski, S. Lilavdti. Poznan, 1930. Z1. 8.00.
%16, Jelenski, S Sladami Pztagorasa Poznan, 1931.

W jezykach obcych istnieje niezmiernie bogata literatura
qrozrywek”., Oprocz klasycznej pracy czterotomowej- Lucasa
(E. Lucas, Récréations mathématiques) nalezy wymienié dwie
ks1qzk1, a to ze wzgledu na metode przedstawienia zagadnien:

" 11 " Kowalewski Gerh v. Alfe u. neue mathemati-
sche szele Teubner. Leipzig. -

718, Kraitchik La mathemaz‘zque des jeux. Vuibert, Pa-
ris. Cena z1. 40.00.

Przy prowadzemu kétka matematycznego, jak réwniez tam,
gdzie chodzi o0 urozmaicenie lekcyj, doskonale ustugi odda:

%19, Rademacher, H u Toeplitz O. Von Zahlen
u. Figuren. Springer. Berlin, 1930. (2 wyd. 1933).

Wirtschaft u. Md-

(Autorowie rozwazaja szereg ciekawych zadan, nieraz po-

tracajacych o zasadnicze kwestje w matematyce. Chodzi im
o zilustrowanie typowych sposobéw stawiania zagadnien i metod
badania. Do zrozumienia ksiazki wystarczy mmlmalny zasob
wiedzy matematycznej (mniej wiecej w zakresie klasy VI gimn.),
natomiast potrzebna jest pewna dojrzatos¢ umystowa).

1) Przy sposobnoéci nalezy przestrzec przed nieostroznem stosowaniet
wykreséw w ekomomiji. Stosujac metody matematyki, ,ekonomja czysta”
stara sie nasladowaé matematyke pod wzgledem scistosci, a wiec ustali¢ do-
kladnie postulaty i pojecia podstawowe. Jezeli te postulaty pominiemy, da-
my falszywy obraz nauki i dojdziemy do zupelnie mylnych wnioskéw, sprze-
cznych z doswiadczeniem. Ten btad popelniaja popularyzatorzy. Naleza-
oby tedy, aby nauczyciel, pragnacy poruszaé tematy ekonomiczne, przestu-
djowat przynajmniej: Bousquet Cours d'économie pure. Paris, 1928, z1. 4.00.
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Posiadamy obecnie czasopismo specjalnie poswigcone dy-
daktyce i metodyce matematyki:

,,Parametr”, prenumerata roczna zl. 15.00.
oraz pisemko dla uczniéw:

*,,Milody matemaz‘yk" prenum, roczna zi. 4.00.

‘Oba pisma ukazuja si¢ nakladem ksiegarni Sw. Wo;cwcha
w Poznaniu pod redakcjg A. M. Rusieckiego.

Od czasu do czasu poruszane bywaja zagadnienia metodycz-
ne w czasopi$mie:

-,,Mathesis Polska", prenum. roczna 1, 20 00.

Z pism obcych na]bardzw) potrzebom naszym odpowiada:
 Zeifschrift fiir mathematischen u. naturwissenschaftlichen
Unterricht, wychodzace w Lipsku u Teubnera w ilosci 8 zeszy-
téw rocznie, prenumerata roczna zi. 43.00. ’

Pozatem mozemy wymienié nastgpujace czasopisma:

+L’éducation mathématique, Paris, Vuibert, prenumer. rocz-
na zL 10.00; wychodzi w ilosci 20 numeréw rocznie, poczynajac
od 1-go pazdziernika. Pismo, przeznaczone dla uczniéw, zawiera
przewaznie zadania z rozwigzaniami, :

Periodico di matematica, wychodzi w Bolonji u Zanichel-
liego.

[Tnterrichtsblitter tir Mathematik u. Naturwissenschaiten.
Prenumerata roczna zi. 25.00.

Journal de Mathématiques Elémentaires. Vuibert. Paris.
Prenumerata roczna zl 12.00. Wychodzi w iloéci 20 numeréw
rocznie, poczynajac od 1 pazdziernika. Pismo zawiera zadania
wraz z rozwiazaniami. Zadania sa naogé! trudniejsze, anizeli
w czasopi$mie I'Education mathématique.



ZAEACZNIKI.

Uwaga. Redakcja ,Poradnika" zamieszcza w zalacznikach
kilka artykuléw, ktérych tematy byly przedmiotem rozwazad
Ogniska matematyki w Krakowie, Pierwszy z nich, dotyczacy
analizy starozytnych, byt juz publikowany w sprawozdaniu rocz-
nem IV patnstw. gimnazjum w Krakowie; ze wzgledu jednak na
donioslos¢ tematu, ktéry powinien byé znany ogélowi nauczy-
cielstwa, jak i ze wzgledu na to, ze nastepny artykut tegoz au-
tora wymaga znajomosci analizy starozytnych, Redakcja zdecy-

dowala sig artykul ten przedrukowac.



JAN LESNIAK (Krakéw).

ANALIZA STAROZYTNYCH.

Referat wygloszony na pierwszem posiedzeniu Ogniska
matematycznego w Krakowie dnia 19. XI1I. 1931.

Mamy za zadanie rozwiazaé réwnanie:
oy -
Yl
X x\ e

Sprébujmy rozwigzaé réwnanie (1), poslugujac si¢ metoda
réwnan réwnowaznych. ’ '
Stosujac twierdzenie o przenoszeniu wyrazer (funkcyj),
otrzymujemy réwnanie: o
> 1 I:
22— 3x= = — —,
x x
Zastepujac wyraZenie x? — 3 x wyraZeniem réwnowaznem

. i | . .
(x —3) . x i redukujac — — 1 , dostajemy réwnanie:
X X .

[x¥3) .x; 0,

ktore jest réwnowazne, jak sie sadzi zazwyczaj, réwnaniu (1).
Latwo zauwazy¢, ze réwnanie:

[x—3).x;0

posiada dwa i tylko dwa piemiastki, a mianowicier 3 i 0;
wobec tego réwnanie (1) powinno posiadaé dwa i tylko'dwa
plerwiastki: 3 i 0. Liczba 3 spelnia réwnanie (1), ale 0 nie
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moze byé pierwiastkiem réwnania (1); widocznie popelnilismy
bfad. Nietrudno dostrzec, Ze nie wolno bylo zastapi¢ wyrazenia

1 — 1 zerem tak, jak to uczynilismy.
x x ,

Postugujac si¢ metoda réwnani réwnowaznych, niejedno-
krotnie zmuszeni jesteSmy zastgpowaé pewne wyrazenia
(funkcje) wyrazeniami [funkc;a.ml) réownowaznemi, W kazdym
takim wypadku musimy zwracaé uwage na pola (obszary
okreslonoéci) wyrazen, a badanie pél staje sie czesto rzecza
wielce klopotliwa. Nie mozna przeto si¢ dziwié; Ze pojawily sie
usitowania, aby ominaé wspomniang trudnos¢, jaka napotykamy
przy rozwigzywaniu réwnan. Wielka zastluge polozyl tutaj

Prof. U. J. Dr. W. Wilkosz, gdyz, o ile mi wiadomo, plerwszys

staral si¢ w sposéb systematyczny- wprowadz1c do szkoty sred.
niej inna metode, sluzaca do rozwigzywania réwnan, a spraw-
niejsza od metody réwnowaznosciowej.

Wezmy jeszcze raz pod uwage réwnanie (1):

—+x h+—.f.§....m

i postawmy hipoteze, ze réownanie (1) posiada pierwiastki (je-
den lub wiecej). Oznaczmy dowelny z istniejacych pierwiastkow
litera a. Podstawiajac w miejsce x w réwnaniu (1) liczbe q,
otrzymujemy réwnosé {a nie réwnanie):

LTI S ST
a a

Stosujac znane .twierdzenia do ostatniej réwnosci, otrzymu-
jemy: - _ :
(a—3).a=01).

Stad a=3 luba=0.

Rezultat dotychczasowego rozumowania opiewa zatem: je-
seli réwnanie (1) posiada pierwiastki, to pierwiastkami mogq
byé jedynie liczby 3 i 0 (zadne inne liczby!). Czy liczby 3 i 0
sa pierwiastkami réwnania (1), mozemy si¢ przekona¢ o tem

1) L 1 = 0, poniewaz z hipotezy wynika, ze 1 musi posiadaé sens
a a

a
i-byé liczba.

‘w ten sposob,. ze wstawimy kolejno 3 i 0 w réwnanie: (1) i zba-
damy, czy réwnanie (1) przejdzie w zdanie prawdziwe. Podsta-
wiajac 3. w.réwnanie (1), otrzymujemy zdanie prawdziwe, nato-
miast~podstawiajac .0, nie otrzymujemy ‘zdania  prawdziwego.
Wobec tego liczba 3 jest, liczba 0_nie. jest p1erw1astk1em réow-
nania (1).

Metoda rozumowania, ktéra powyzej zastosowallsmy, nosi
nazwe analizy, inaczej analizy geometrycznej, lub.jeszcze ina-
czej analizy starozytnych (analysis antiquorum,).

Jakkolwiek terminologja posiada w matematyce zZnaczenie
drugorzedne, to jednak zdaniem mojem, najwlasciwsza nazwa‘
bylaby nazwa-,analiza’ starozytnych”, Termin ,,anallza pos1ada
bowiem w obecnym stanle nauki inne- znaczeme w matematyce,
a' mianowicie oznacza. pewna, ‘galaZz matematyki, nazywanq inaczej
rachunkiem rozmczkowym i calkowym, Nie wydaje mi si¢ réwniez
wlasciwem, by owg metode rozumowania nazywaé- analiza geo-
metryczna, a to.z tego powodu, Ze poslugujemy si¢ nig nietylko
wylacznie w geometrji, ale takze w algebrze, ]ak to widzieli$my
przy rozwigzywaniu réwnania o' jednej- n1ew1adome] Poniewaz
historycy matematyk1 przypisuja wynalezienie owej metody szko-
le platoriskiej czy nawet samemu Platonowi, wobec: tego nazwa
,analiza starozytnych zda]e sie by¢ odpowiednia. -

Gdy chodzi o literature dotyczaca analizy starozytnych, to
jest ona wcale obszerna, i tak:

1) J.Slesz yn ski: Teorja dowodu. T. 1. (rozdziat X).

2) S.Dickstein: Poigcza i metody matematykz T. I

Z obcych ksiazek:

3). H. Hankel Zur Geschzchte der Mathematik in Al-
tertum und M zttelalter

4 M. Cantor: Vorlesungen iiber Geschichte der Mathe-
matik. T. L

5) O.Hélder: Die mathematische Methode.

6) J. M C. Duhamel Des methodes dans.les sciences
e raisonnement.

Krotkie wzmlankl mozemy zhalez¢ réwniez w podrecznikach
szkolnych, i .fak ‘w'geometrji elementarnej: A. Lomn1ck1ego
zna]du]emy paragraf pod tytutem: ,,Wy]asmeme analizy geome-
trycznej”; w geometrji W. Wojtowicza  omawia autor w § 154
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analize geometryczna.
znajdujemy wzmianki w rozdziatach dotyczacych konstrukcyj.
W podrecznikach szkolnych arytmetyki i algebry, poza jednym,
a mianowicie poza Algebrq elementarng T. Gutkowskiego i W,
Wilkosza, nie spotkalem si¢ z rozwazaniem tej metody przez
autoréw.

- Przechodzac do szczegolow historycznych, przypomne, ze

wynalezienie metody analizy starozytnych przypisujemy za

Cantorem samemu Platonowi. Znane sa bowiem zapiski Dioge-
nesa Laértiusa i Proklusa, ktérzy zgodnie stwierdzaja, ze Pla-
ton wynalazt nowa metodg rozumowania, bardzo przydatng dla
rozumowan geometrycznych, i podal ja do wiadomosci Leoda-
masowi z Tasos, Szkota platoniska, zajmujac sie problemami ma-
tematycznemi, nie miala na wzgledzie wylacznie teoretycznych
rozwazan, ale takze i praktyczne. Platon bowiem glosil zasade,
7e ten czlowiek, ktéry zna matematyke, okazuje si¢ zdolnym do

predkiego pojecia i glebokiego zrozumienia innych nauk. Oczy- -

wiscie chodzilo mu nietyle o wiadomosci materjalne z zakresu
matematyki, jak o formalne, to jest o wyéwiczenie w rozumo-
waniu. W tym duchu interpretuja historycy powiedzenie Platona:
.Niech nikt, kto nie zna geometrji, nie wchodzi pod méj dach”.
Autorytetowi Platona, zdaniem Hankela, zawdzieczamy fakt, ze
matematyka we wszystkich niemal szkolach stanowila i stanowi
osobny przedmiot nauczania. - '

 Uzylem zwrotu, ze wynalezienie analizy starozytnych przy-
pisuje sie  Platonowi, jednak, jak Hankel powiada, stowa ,,wy-
nalazl nie powinno si¢ bra¢ w dostownem znaczeniu.
pierwszy zwrécil uwage na metode analizy starozytaych, wy-
odrebnil ja z posréd innych znanych sposobéw rozumowania,

i w tem znaczeniu méwimy o Platonie jako o wynalazey analizy

starozytnych.

Znana byla analiza starozytnych Euklidesowi, ktory cha-

rakteryzuje ja w ten sposéb: ,w analizie rzecz szukana uzasa-

dnia sie zapomoca, kolejnych wnioskéw prowadzacych do praw--
Okreslenie analizy starozytnych Euklidesa nie jestd:

dy uznanej".
jak widzimy, dostatecznie jasne.

Zdajmy sobie sprawe z analizy starozytnych z punktu wi- -

dzenia naukowego. Analiza starozytnych znajduje zastoscwanie
przy dowodzie prawdziwosci zdahn warunkowych (twierdze:)

I w innych podrecznikach geometriji -

Platon
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i przy rozwiazywaniu probleméw geometrycznych i algebraicz-
nych.
Jezeli mamy udowodnié prawdziwoéé pewnego zdania wa-
runkowego, to sprawa ogranicza si¢ do wykluczenia ewentual-
noéci, by poprzednik byl zdaniem prawdziwem, a nastepnik fal-
szywem, albo innemi slowy do uzasadnienia, ze z prawdziwego
poprzednika wynika prawdziwy nastepnik. Postugujac si¢ ana-
liza starozytnych, wyciagamy wnioski z nastepnika, o ktérym
nie wiemy, czy jest zdaniem prawdziwem czy falszywem. Jezeli
natrafimy na wniosek, o ktérym wiemy, Ze jest prawdziwy, to
pic narazie nie mozemy powiedzieé¢ o prawdziwosci czy falszy-
woéci nastepnika. Starajmy sie jednak rozumowanie odwréci¢
(wychodzac z wniosku, o ktérym wiemy, iz jest prawdziwy).
O ileby nam si¢ odwrécenie powiodlo, to mamy tem samem do-
wod naszego twierdzenia. Wyzej wskazany sposéb rozumowania
nazywamy analiza starozyinych w zastosowaniu do dowodzenia
twierdzen. Takie odwracanie niezawsze musi si¢. nam udaé; oczy-
wiécie analiza starozytnych moze znalezé zastosowanie w tych
tylko przypadkach, kiedy odwrécenie daje sie uskuteczni¢. Je-
zeli natomiast zaszlaby ta ewentualnosé, ze, wychodzac z na-
stepnika, otrzymamy zdanie falszywe, to nasze twierdzenie jest
falszywe i tu wkraczamy w inna metod¢ rozumowania, zwana
reductio ad absurdum, silnie zwiazana z analiza starozytnych 2).

Uprzytomnijmy sobie, jaka zasadnicza zalete posiada me-
toda analizy starozytnych. Otéz zyskujemy w niej punkt wyj-
écia, punkt zaczepienia przy dowodzie rozwazanego twierdzenia,
co jest rzecza niejednokrotnie bardzo trudna, a tak wazna we
wszelkich rozumowaniach dedukcyjnych.

O wiele wieksze znaczenie dla celéw szkoly Sredniej posiada
analiza starozytnych przy rozwigzywaniu probleméw geometrycz-
nych, wskazuje bowiem metodyczng droge prowadzaca do rozwia-
zania, Jezeli mamy za zadanie z pewnych danych skonstruowaé
figure, czyniac zado$é pewnym warunkom, to postepujemy w ten

'sposob: zalozenia i zwigzki miedzy elementami danemi a szukane-

mi przeksztalcamy tak, ze figura rozpada si¢ na kilka czesci skla-
dowych, ktérych konstrukcja jest nam poprzednio znana. Aby
jednak taka transformacja byla mozliwa, musimy hipotetycznie

?) Zobacz: Parameir T. II. zeszyt 4—5. A, Hoborski Dowdéd
niewprost, a szkola srednia. : 7
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zalozyé, ze szukana figura jest juz znaleziona, ze wogble isinieje.
Wkraczamy naiwyraz’niei na droge rozumowania analizy staro-
zytnych. . : : :
Jezeli: chodn .0, rogwiazywanie réwnan,. ukladow réwnan,
czy tez nieré6wnoéci narzuconych (funkcyjnych), to zadanie nasze
polega na wyznaczeniu wszystkich takich elementéw, ktére spet-
niaja : pewien. warunek .zdaniowy (funkcje propozycjonalna). ¢
to znaczy po wstawieniu obracaja warunek zdaniowy o w zda-
nie prawdziwe, -

Oznaczmy szukany zbiér elementéw przez. A. Postepujac
wedlug analizy starozytnych:

I Stawiamy hipoteze, ze istnieja elementy. spelniajace
warunek. ¢. .Niech ,z“ bedzie jednym z elementéw. spelniaja-
cych ¢, co zapisujemy w spos6b nastepujacy: ¢ (z). ‘

1L Ze-zdania ¢ (z) wyciagamy laficuch- wnioskow:

¢ (2) D 9.(2)*)
P1 (z) D 9y (Z)

Pa (2) D ¢ (2)-
Moze sie. zdarzyé, Ze z tego, iz zachodzi
jakim jest element z.. Wobec tego potrafimy wyznaczyé ogol
wszystkich - takich elementéw, ktére spelniaja warunek. ¢;
oznaczmy ten zbiér przez B. Z przeprowadzonedo rozumowania
wynikd, ze Zbiér: A zawiera si¢ w zbiorze B.:

III. Odrzucamy (przez zwykie podstaw1en1e poszczegol-
nych elementéw w warunek zdaniowy ¢} elementy, nalezace
do zbieru B (to znaczy spelniajace warunek 9), a nie ‘nalezace
de zbioru A (t. zn. nie spelniajace warunku ¢};-

Rozwiazaniem zagadnienia sa wiec te i tylko.te elementy
zbioru B, ktére spetnilty ¢ . Zysk calego - rozumowania lezy
wiec w tem, ze odpada koniecznesé podstawiania we ¢ wszyst-
kich mozliwych elementéw z pola, a podsta_w1amy wylacznie
elementy ze zbioru B (czesto nawet identycznego ze zbiorem A).

Nie bede w tej chwili blizej i szczegotowiej objasniat zasto-
sowania analizy starozytnych do rozwiazywania zadan geome-

3) Symbol ) jest znakiem wynikania.

¢ (z), wiemy juz;
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trycznych czy tez algebraicznych, gdyz te zagadnienia beda
przedmiotem lekcyj szkolnych, ktére zobaczymy 4).

Wspomne, ze analiza starozytnych znajduje réwniez zasto-
sowanie w matematyce wyzszej. Przyklady mozna znalezé
w: ksiazce: O. Hélder, Die mathematische Methode, ktora
wyzej cytowalem,

Zamiarem moim bylo zwrécié uwage na te metode rozu-
mowania zwlaszcza, Ze nie wyobrazam sobie naukowo popraw-
nego rozwigzywania uktadéw réwnan w-szkole $redniej bez ko-
izystania z tej metody. Operowanie bowiem réwnowaznosciami,
jakkolwiek teoretycznie mozliwe, to jednak praktycznie z po-
wodu malej ilosci czasu jest na terenie szkolnym, mojem zda-
niem, omal nie do przeprowadzenia. Nadto jestem przekonany,
7e metoda analizy staroZytnych nie bedzie przedstawiala tru-

-dnoéci dla uczniéw, skoro. nalezycie przygotujemy sobie grunt

na drodze intuicyjnej. Nie nalezy jednak z tego, co powiedzia-
lem, wysnué¢ wniosku, Ze wogéle nic nie powinno si¢ méwié
w szkole éredniej o metodzie rownowaznosciowe].

Koriczac nadmienig, ze Duhamel uzywa nazwy ,analiza”

w innem znaczeniu, anizeli podalem, a mianowicie w znaczeniu

redukcji. Jakkolwiek redukcja znajduje zastosowanie w nauce
matematyki szkolnej, np. w teorji granic, to jednak ta sprawa
nie wchodzi w nasze dzisiejsze rozwazania.

PROTOKOL Z LEKCJI POKAZOWEJ,

przeprowadzonej w kl. V2 gimn, IV. w Krakowie dnia 19. XII. 1931.

Nauczyciel. Conazywamy réwnaniem o dwoch niewia-
domych x, ¥?
Uczen. Réownaniem o dwdéch niewiadomych x, y nazywa-

my pytanie postaci: f (=, ]-3— g (x, y), °) gdzie f i g sa funkcjami
dwéch zmiennych, .
N. A co to jest funkcja dwéch zmiennych?

1) Jedna z tych lekeyj zostala przedstawiona ponizej.
5) Czyta sie: f {x, y) kiedy rowne g (x, ¥)? Ma to oznacza¢ w skroceniu:
dla jakich par liczbowych podstawionych za (x, y) jednoczeénie w 7 i g,

otrzymane liczby sa sobie réwne?
) 5
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U. Funkcja dwéch zmiennych jest to przepis (sposéb po-
stepowania) tego rodzaju, ze kazdej parze liczb ze zbioru, zwa-
nego polem funkcji, jest na mocy tego przepisu przyporzadkowa-
na.jedna scisle okresélona liczba,

N. Cosmy robili na ostatnich lekcjach z réwnaniami o dwéch
niewiadomych?

U. KreslilisSmy obrazy tych réwna.

N. Napiszmy wyrazenie:

x—y;—l..........(l)

Czy wyrazenie (1) mozemy uwazaé za réwnanie o dwéch nie-
wiadomych? ' : ,

U. Tak, poniewaz wyrazenie x — y mozemy uwaZa¢ za fun-
kcje dwéch zmiennych o przepisie: od pierwszej liczby pary liéz-
bowej odjaé druga liczbe tejze pary; liczba — 1, w my$l zawartej
umowy, moze byé réwniez uwazana za funkcje dwoch zmiennych
o przepisie: kazdej parze liczbowej przypisujemy liczbe — 1.

N. Jakie pola maja obie rozwazane funkcje?

U. Ze wzgledu na to, ze pola nie byly zgéry podane, obo-
wiazuje umowa: polem jest zbiér wszystkich par liczbowych, do
ktérych da sie zastosowaé przepis funkcyjny. Obie funkcje maja
jako pola zbiory wszelkich mozliwych par liczbowych.

N. Prosze nakreslié obraz réwnania (1).

U. Tworze tabelke o dwéch kolumnach., Liczby kolumny
pierwszej bede oznaczal przez x , kolumny drugiej przez _y.Li:cz-
by x obieram dowolnie, y za$ dobieram tak, by para (x, y) spel-

niala nasze réwnanie.

x|y
0 ]
! 3
7 2
—1 0
2 3
—2 | —1
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“Nastepnie kresle uktad wspéfrz-qdnych Kartezjusza i naznaczam
Pﬁnkty A, B, C, D i E, ktére sa obrazami par: (0, 1),( %, %),
(—1,0), (2,3) i (—2,—1).

y O

N. Céz si¢ stanie z naszem réwnaniem, jezeli wstawimy
w nie wspélrzedne punktu A? \

U. Réwnanie w tym przypadku przejdzie w ré6wnosé¢ pr a w-
dziwa; podobnie bedzie, jeslibysmy wstawili w nasze réwnanie
wspélrzedne innego nakreslonego punktu,

N. Jaki bedzie obraz naszego réownania?

U. Do obrazu na pewno nalezeé beda punkty A, B, C, D i E,
ale nietylko te, poniewaz obrazem réwnania o dwéch niewiado-
mych jest zbior wszystkich takich i tylko takich punktéw, ktérych
‘wspolrzedne spelniaja dane réwnanie. Nie mogac nakreslié
wszystkich takich punktéw i uwzgledniajac te okoliczno$é, ze
wszystkie dotychczas nakreslone punkty leza na jednej prostej,
przyjmiemy, Ze obrazem réwnania (1) bedzie prosta wyznaczona
przez punkty A i B.

N. Nakreslmy obraz innego réwnania:

2x+y24. L@
W tym samym ukladzie wspétrzednych.



U. - Postepowaé bedziemy podobnie jak poprzednio:

! 2x+‘y ;4 .o - . (2)
x|y . Postawmy hipoteze: réwnania (1] i [2] ma]a, wspolne pier-
wiastki (jeden albo wiecej). . . .7 . . . . . . . . (3).
0 4
11! 6 pA
2 0
3 |2

A’ (0,4),B (—1,6),C (2,0) i D’ (3, —2).
Punkty A’, B’, C’ i D’ leza na jednej prostej, i znéw przyj-

miemy, Ze éhrazem réwnania 2 x + y 2 4, jest prosta wyznaczo-
na przez punkty A’ i B".

N. Jak na rysunku widzimy, obrazy obu réwnari maja punkt
wspélny M. Oznaczmy wspélrzedne punktu M przez x, iy ,,.
Céz sie stanie z réwnaniem (1) po wstawieniu w nie pary
(xems ym)?

U. Réwnanie (1) prze]dz1e wtedy w ré6wnosé prawdziwa.

N. A co otrzymamy, wstawiajagc wspétrzedne punktu M
w réwnanie (2)?

"U. Takze réwnanie (2) stanie sie zdaniem prawdziwem.

N. Czy moéglbys odpowiedzieé na pytania nastepujace: czy
oba réwnania maja wspélne pierwiastki ¢), i jezeli maja, to ile?

U. Jezeli nakreslone proste sg rzeczywiscie obrazami na-
szych réwnaf, to oba réwnania maja jeden jedyny pierwiastek
_WSP°1F1Y . Oznaczmy dowolny z istniejacych p1erw1astkow przez

N. Masz stusznoéé. Ale czy nie mozinaby sie przekonaé iy @bd. . .. ..., M
‘ “4)i@)— a_——-b:—l B )
(4

o tem inna droga, bez-uciekania si¢ do obrazéw réwnarn?
)i @2)—>2a+b= 4 . . . . . . [6).

U. Sprébujmy zastosowaé analize starozytnych, moze, si¢
nam uda rozwiazaé zagadnlgme, ' N. Aby wyrachowac aib doda]my stronami réwnosci (5)

S

. X =

x—yl—t. . o) i(6). -
i U. 5)i (6)—>3a=3 . . . . . . . (]
T . . L, P A s .1 ' ’ (7] —» a = s e e e e (3)
®) Pierwiastkiem réwnania o dwéch niewiadomych nazywamy kazda ®) i (5) 5 2. )
1 -—+ — L4 . . . . r v »

pare liczbowa, ktéra wstawiona w réwnanie obraca je w zdanie prawdziwe.
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Na podstawie dotychczasowych rozwazani moge powiedzieg,
e jezeli oba réwnania maja wspélne pierwiastki, to moga mie¢
tylko jeden, i tym pierwiastkiem jest para (1, 2).

N. Jak mozemy sie przekona¢, czy oba rownania maja
wspélne pierwiastki, czy ich nie maja?

U. Sprawdzmy, to znaczy podstawmy pare (1, 2) w row-
nania (1) i (2) i zbadajmy, czy oba réwnania przejda w zdania
prawdziwe, Otrzymujemy:

1—2=—1
242=4

Zatem réwnania (1) i (2) maja jeden jedyny wspélny pier-
wiastek.

N. Jakie byto zagadnienie?

zdanie prawdziwe,
zdanie prawdziwe.

U. Dane byly dwa réwnania o dwoéch niewiadomych. Na-

lezalo odpowiedzieé na dwa pytania: czy oba réwnania maja
wspolne pierwiastki i ewentualnie ile?

'N. Odpowiedzieliémy na postawione pytania, a nawet wie-
cej, bo podaliémy pierwiastek.

Z zagadnieniem tego rodzaju, jakie mieli§my przed chwilq,
"bedziemy sie w najblizszej przyszloéci czesto spotykali, Majac
dane dwa réwnania o dwéch niewiadomych:

Flx,y) = g (= )

h(x ) X k (x )

chodzi¢ nam bedzie o odpowiedZ na nastepujace trzy pytania:

1) czy oba réwnania majag wsp6lne pierwiastki?

2) ile?

3) jakie?

Jaka metode rozumowania zastosowaliémy do rozwiazania
takiego zagadnienia? '

U. Metoda ta nosi nazwe analizy starozytnych,

N. Przy jakich zagadmemach korzystaliémy poprzednio z tej
metody rozumowania?

U. Analiza starozytnych postugiwalismy sie przy rozwiazy-
waniu jednego réwnania o jednej niewiadomej.
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N. Czy znamy oprocz tej metody jeszcze inny sposéb roz-
wiazywania réwnania o jednej niewiadome;j?

U. Znamy metode réwnani réwnowaznych.

N. A mozeby tak dalo sie zastosowaé metode rownan réw-
nowaznych do naszego dzisiejszego zagadnienia?

U. By¢ moze, ale poznane tam twierdzenia dotycza réwnan

o jednej niewiadomej, wiec nie mozemy ich tutaj stosowaé, po-
niewaz mamy do czynienia z réwnaniami o dwéch niewiado-
mych

N. Calkiem stusznie, Czy, zdaniem twojem, dwa réwnania
o dwoch niewiadomych musza zawsze posiadaé jeden 1edyny
wspélny pierwiastek?

U. Jestem przekonany, zZe nie zawsze. Gdyby bowiem obra-
zami obu réwnarn byly proste réwnolegle, to wtedy réwnania
nie posiadatyby wogole wspélnych pierwiastkéw.

N. Czy wobec tego mozna twierdzié, Zze dwa réwnania
o dwéch niewiadomych albo maja jeden wspélny pierwiastek,
albo wogéle nie posiadaja wspélnych pierwiastkéw?

U. Sadze, ze i tego nie mozna twierdzié, gdyz mielismy
przyklady, iz obrazami réwnaid o dwéch niewiadomych byly

-nietylko proste, ale linje krzywe, ktére moga mie¢ np. dwa lub

wiecej punktéw wspélnych.




JAN LESNIAK—ANDRZE] TUROWICZ (Krakéw).

ROZWIAZYWANIE ROWNAN
O JEDNE] NIEWIADOME] STOPNIA PIERWSZEGO
NA NIZSZYM STOPNIU NAUCZANIA.

Wydaje sie nam rzecza nie podlegajaca dyskusji, Ze uprzy-
stepnienie jakiegokolwiek zagadnienia naukowego winno byé po-
przedzone przez poprawne i sciste sformulowanie tego zagadnie-
nia, oraz poje¢ w niem zawartych. Wobec tego, zanim przysta-
pimy do omoéwienia metodyki rozwigzywania réwnan o jednej
niewiadomej stopnia 1-go na nizszym stopniu nauczania, posta-
ramy sie podaé poprawna definicje réwnania i jego rozwiazania.

Definicja 1: Réwnaniem o jednej niewiadomej nazywamy
funkcje propozycjonalnq (logiczna) jednej zmiennej ') ¢ (x) ta-
kq, ze istnieja tunkcje liczbo-liczbowe jednej zmiennej?) i g,

preyczem ¢ (x) %) f(x) = g (x)

Definicja 2: Rozwiqzaniem réwnania o jednej niewiadomej
nazywamy ogél wszysthkich. takich liczb, kiére po podstawieniu
obracajq réwnanie w zdanie prawdziwe.

Pomijamy w zupelnosci w niniejszym artykule kwestje opra-
cowania metodycznego rozwigzywania réwnan 1-ego stopnia
o jednej niewiadomej na wyzszym stopniu nauczania, to zn.

11 Z 'poieciem funkcji propozycjonalnej moze sie czytelnik zaznajomié
w ,,Teorji dowodu” Prof. J. Sleszyniskiego.
2) T, zn. przypisujace (przyporzadkowujace) liczbom liczby.

3)  Symbol d_f czytamy: oznacza z definicji.
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w klasie V gimn. humanistycznego {wedtug obecnie obowigzu-
jacych programéw), a zajmiemy sie wylacznie sprawa naucza-
pia o réwnaniach na nizszym stopniu, t. j. w obecnej klasie III
gimn.
'~ Podamy dwie metody wychodzace z dwu zasadniczo réz-
nych.stanowisk. Réznica, jak zobaczymy, ptynie stad, iz podczas
gdy jedna z metod kladzie nacisk na pojecie zmiennej istotnej,
to druga natomjast na pojecie zmiennej pozornej. Nie bedziemy
gsitowali podaé w ramach naszych rozwazan poprawnej defi-
nicji zmiennej istotnej i pozornej *); ograniczymy si¢ jedynie do
podania przykladéw, w ktérych wystepuja zmienne istotne i po-
zorne. '

Wezmy pod uwage nastepujace wyrazenia:

a) x jest podzielne przez liczbe 5.

b) x+ 1= 4,

c) x> 10. v

W kazdym z tych przyktadéw x jest zmienng istotna. _

Zauwazmy, ze prawdziwosé, czy tez falszywosé zdania, kté-
re powstaje przez podstawienie szczegolnej wartosci za x, za-

leiy od tego, jaka wybraliémy warto$é na x.

Rozwazmy zkolei:

- d) Jezeli tylko x jest podzielne przez 4, to kazde takie x
jest podzielne przez 2.
"e) x + x=2x dla kazdej wartoSci na x.
f) x2 4+ 5> 1 dla kazdej wartosci na x.
g) Istnieje x takie, ze x + 1 = 4.
W d), e), ), g) wystepuje x w charakterze zmiennej po-
zornej. v
' Zwréémy uwage, iz d), e) i f) sa zdaniami (logicznemi)

-prawdziwemi. Zdanie g) jest réwniez zdaniem prawdziwem, pod-

czas gdy b) (podobne do niego zewnetrznie) nie jest wogéle zda-

‘niem logicznem, lecz funkcja propozycjonalna, ktéra przejdzie

w zdanie logiczne (prawdziwe lub falszywe) dopiero po pod-.
stawieniu,

Przystepujemy do podania obu metod tak, jak wyobrazamy
je sobie w zastosowaniu szkolnem.

8) Zob. ,Teorja dowodu".
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"Metoda 1. Zasadnicza dla tej metody rzecza jest wprowa-
dzenie pojecia liczby ogélne;j.

Proponujemy okre$lenie nastepujace:. Liczba ogélng nazy.
wamy liczbe schowanq w pudetku (albo .obwinietq w papier),
ktéra oznaczaé bedziemy literami np. a, b..., gdyz nie potrafimy
zapisaé jej wartosci cyframi.

Przechodzimy nastgpnie do oméwienia z uczniami glownych
praw dziatain dodawania, odejmowania i t. d. Np. dla 1iczby
ukrytej w pudetku czy zawinietej za naszemi oczyma w papler
oznaczonej przez @, mamy:

a+0=a,

jakkolwiek nie wiemy, jaka jest liczba a.
fakt, Zze, omawiajac na tym stopniu nauczania prawo zerowego
dodawania, poddajemy uczniom poczatkowo mys$l, iz chodzi nam
o pewna jedngq liczbe, ktérej nie potrafimy zapisaé cyfrowo. Przy
tem jednak przemycamy $wiadomie ogélne prawo brzmiace: je-
zeli a jest dowolnq liczbq, to a + 0 =a (jakakolwiek a miato-
by wartosé). W naszem szkolnem ujeciu a jest zmienng istotna,
podczas gdy w rzeczywistosci w twierdzeniu mamy do czynienia
ze zmienng pozorna.

Po przerobieniu zasadniczych praw dzialad staw1amy nasté-

pujacy problem:
1) dano nam IICZbQ a (w pudetku) i
2) dano rownos$é: a— 1= l—;

Mamy za zadanie, bez otwarcia pudetka, poda¢ wartosé a.

W razie udzielenia przez uczniéw trainej odpowiedzi przyj-
mujemy ja do wiadomosci i dajemy inne zagadnienie tego typu,
nieco trudniejsze. Jezeli uczniowie nie podadza natychmiast szu-

kanej liczby, to rozumujemy nastepujaco: a —11 ? sg liczbami;

dodajmy do iednei i.do drugiej liczbe 1. Otrzymamy wtedy

liczby (a—1) + 11 -]75 + 1, ktére tez sa sobie réwne.
Ale (e—1) + 1 =a, zatem

a= 172 + 1, ciyli otrzymujemy:

22 . .
a= 7—, co sprawdzamy przez podstawienie.

Zwréémy uwage na
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Znalezliémy wiec liczbe @, mimo ze pudetko pozostato za-
mkniete.

Posteptijac w analogiczny sposéb, przerabiamy przy roz-
wiazywaniu tego rodzaju zagadnien caly szereg twierdzeni do-
tycza‘cych réwnosci, np. twierdzenie o dodawaniu jednej i tej
samej liczby do obu stron réwnosci, mnozenie przez liczbe 1é6zna
od zera i t. d., ktéremi postugujemy sie przy rozw1qzywan1u za-
dafi rozwazanego rodzaju.

Wezmy jeszcze przykiad.

Wiemy, Ze: '

1) a jest liczba schowana i

2) a-+ 5=3,

" a pytamy sie, jaka liczba jest a.

Odejmujac od liczb a 4 5 i 3 liczbe 3, otrzymujemy:
a}2=0.

Lecz a + 2 wynosi przynajmniej 2, wiec nie moze réownaé
sie zeru, Widaé zatem, ze wprowadzono nas w biad, polegajacy
na tem, iz albo w schowku nie bylo Zadnej liczby, albo mylnie
podano nam réwnosé,

- Zastanéwmy sie, o ile poruszone zagadnienia pokrywaja sie
z problemem rozwiazywania réwnan o jednej niewiadomej. Na
pierwszy rzut oka widaé, Zze problemy nie sa identyczne, gdyz
w definicji réwnania byla mowa o funkcjach liczbo-liczbowych,
ktére w naszem ujeciu metodycznem wcale nie wystepuja.

Jezeli jednak do danego réwnania:

x—1= —-
7
dolaczymy zalozenie, iz istnieje liczba spelniajaca je, i podsta-
wimy ja w mle]sce x w réwnanie, to otrzymamy nasz szkolny
problem
Postepowanie, zastosowane przez nas, pozostaje w Scistym
zwiazku z jedna z metod rozwiazywania réwnar, a mianowicie
analiza starozytnych, o kiérej to metodzie moze by¢ mowa do-
piero na wyzszym stopniu nauczania.



— 76 —

Metoda II. Punktem wyjscia obecnie rozwazanej metody
jest zasada traktowania wyrazenia algebraicznego jako planu
wykonywama dzialan, np. 3a - 1 oznacza, ze nalezy liczbe 3 po-
mnozyé przez jaka$ liczbe i do otrzymanego iloczynu dodaé licz-
be 1. Tem samem uwazamy a za miejsce puste, w ktére wolno
nam wstawiaé rozmaite liczby. Ilekro¢ mamy do czynienia z wy-
razeniem algebraicznem, nalezy omoéwi¢ z uczniami, czy przy
kazdem podstawieniu naznaczone dzialania beda wykonalne,

W twierdzeniu:

at+2=2+4a

mamy na mysli nie réwnoéé dwéch liczb, lecz zgodnosé¢ wynikéw
naznaczonych dzialan, i to przy dowolnem podstawieniu. Nie-
trudno zauwazyé, Ze kladzmmy tutaj nacisk na po;qme zmiennej
pozornej.

Po zaznajomieniu uczniéw z potrzebnemi twierdzeniami, kto-
re dotycza przeksztalcen wyrazer algebraicznych, dochodzimy
do rozwazania nastgpujacego pytania:

Jaka liczbe nalezy wstawié za x, aby po podstawieniu w

]. = 2 otrzymaé zdanie prawdziwe?

O ile wszyscy uczniowie nie potrafia poda¢ odrazu szuka-
nej liczby, powiadamy im, Ze dla ulatwienia odgadniecia dota-

— 1
czamy do naznaczonych w wyrazeniu dz1a1ar_1 jeszcze “je-

dno, a mianowicie: mnozenie przez liczbe 3, i zapytamy, jaki wte-.

dy powinni$my otrzymaé wynik.
Otrzymana, odpowiedZ zapiszemy:

x —

!
3~ X3=6

Na podstawie jednego ze znanych uczniom twierdzed wolno
plan dziatan: :

zaslapi¢ przez:

x — 1, wobec czego

x —1=26, a stad otrzymujemy

x =1, co sprawdzamy przez podstawienie. W ten sposob
znaleZliémy odpowiedZ na postawione pytanie.
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Zauwazmy, ze stosowanie tej metody wymaga, aby poczat-
kowo zajmowaé sie tylko réwnaniami, ktérych jedna strona jest
liczba szczegélna. Po rozwazeniu kilku takich przykladéw przy-
stepujemy do rozwiazywania réwnania, np.:

3x—5=x+ L
Pytanie sformutujemy: jaka nalezy obraé wartosé¢ na x, aby
dzialania wykonane wedtug planéw, znajdujacych si¢ po obu

stronach réwnosci, daly ten sam wynik?
Dla ulatwienia znalezienia szukanej liczby, bedziemy dota-

:czali do dzialan, znajdujacych sie po obu stronach znaku réwno-
+4ci, dziatania: dodanie liczby 5, nastepnie odjecie x, t. j. liczby
“-szukanej. Otrzymujemy:

3x=1x-+6,adalej

2x =6, stad be7posredmo mamy

x=3.

Szukang liczba jest zatem hczba 3 co sprawdzamy przez

_podstawienie.

Zwr6oémy jednak uwagde, e pokry]omu zalozylismy istnienie
liczby spetniajacej nasze réwnanie, i to juz w tej chwili, gdy zmie-
niliémy po.raz pierwszy plan wykonywanych dziatan; postepo-
waliémy bowiem tak, jak gdyby x bylo liczba. W ten sposéb wpro-
wadziliémy §wiadomie {cho¢ bez wiedzy uczniéw) zmienna istot-
na do naszych rozwazan.

Zestawmy obecnie nasze zagadnienie z definicja réwnania.
Widzimy, iz problemy pokrywaja sie, natomiast w rozwiazywa-
niu dopuscilismy sie pewnych przemilczen (ze wzgledow dydak-
tycznych).

Wydaje si¢ nam rzecza wskazana, by jasno uswiadomié so-
bie zalety obu metod. 1 tak zaletam1 metody pierwszej sa naste-
pujace okolicznosci: .

1° Przyjmujac opisany sposéb postgpowania nie uprzedza-
my teorji réwnan, z ktéra zapoznajémy uczniéw w klasach wyz-
szych.

2% Z koniecznoéci musimy wyéwiczyé uczniéw w przeksztal-
caniu réwnosci, czem sie w pézniejszych latach nauki zazwyczaj
nie zajmujemy.

- 3° Mamy przygoto»wany grunt do wprowadzenia metody
analizy starozytnych w zastosowaniu do rozwigzywania réwnaf.
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Zaletami za$ metody drugiej sa:

1° Poprawna, choé¢ nie sformulowana wyraZnie, definicja
réwnania.

2° Przygotowanie ucznidow do nauki o funkcjach jednej
zmiennej. '

3° Nawiazanie rozwazanych probleméw do znanych ucz-
niom z poprzedniej nauki pytan typu:

?74-3=5.

W kosicu wypada nam sie zastanowié, ktoéra z obu metod
mozna stosowaé w szkole z wiekszem powodzeniem. Odpowieds
trudna, a to z tego powodu, ze z punktu widzenia metodycznego
opracowania obie metody, jak wskazalisSmy, maja powazne za-
lety, a praktyka szkolna, wprawdzie dotychczas skromna, nie
rozstrzygnela definitywnie na korzyéé¢ jednej z nich. Prawdopo-
dobnie powodzenie daneéj metody zalezy od indywidualnosci
uczacego i jego nawykéw myslowych, dotyczacych postugiwania
sie zmiennemi. .

Celem naszym bylo pokazanie w niniejszym artykule, na

jednym zreszta przykladzie, iz opracowanie metodyczne pewne-
go zagadnienia jest mozliwe niejednokrotnie wedtug kilku spo-
sobéw, a wybér metody pozostawiamy uznaniu czytelnika.

Dr, STANISLAW GOLAB (Krakéw).

O KONSTRUKCJACH GEOMETRYCZNYCH
W SZKOLE SREDNIE].

Artykut niniejszy nie dotyczy szczegélowej metodyki ja-
kiego$ okreslonego rozdzialu matematyki szkolnej. Posiadajac
charakter ogélniejszy moze daé jednak asumpt do szczegélowe-
go opracowania metodyki pewnych partyj materjalu szkolnego.
Mam na mysli kwestje zwigzane z konstrukcjami geometrycz-
nemi w szkolnem nauczaniu. Nie tak dawno jeszcze, jak konstruk-
cjom geometrycznym poswigcano w szkole §redniej duzo czasu
i uwagi. W latach pézniejszych, gdy skrystalizowala sig¢ i prze-
wazyla opinja, iz najgléwniejszym celem nauczania matematyki
w szkole §redniej jest zaprawienie uczniéw w logicznie popraw-
nem my$leniu formalnem, wiele partyj materjatu szkolnego do-
znato dotkliwego okrojenia. Los ten spotkal miedzy innemi
i konstrukcje geometryczne z wielka ogélna szkoda mimo, iz
zgodzimy sie na powyzej wyslowiony gtéwny cel nauczania ma-
tematyki.

Zamierzam wykazaé, Ze rozdzial o konstrukcjach geome-
trycznych, jakkolwiek ktadgcy duzy nacisk na wyzyskiwanie wia-
domos$ci materjalnych i majacy cele utylitarne na oku, nie jest
pozbawiony licznych cech, stawiajacych go w roli narzedzia,
ksztatcacego myslenie formalne. Przylacza sie tu ponadio inny
czynnik o kolosalnem znaczeniu pedagogicznem. Mianowicie
w rozdziale o konstrukcjach geometrycznych mamy wiele okazyj
do nawiazania z innemi dzialami matemaiyki. Ta obfitosé tych
punktéw lacznoéci budzi zaciekawienie u uczniéw i jest pozatem
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z ogélnego stanowiska bardzo pouczajaca, posiada zatem wielky
role ksztalcaca.. -

W konstrukcjach geometrycznych mamy zagadnienia o ré:-
nym stopniu trudnoéci, od najlatwiejszych az do najtrudniej-
szych. Od takich, ktéremi mozna zaja¢ ucznia w pierwszej klasie
gimnazjalnej, az do takich, ktére moga by¢ studjowane i zrozu-
miane dopiero na Uniwersytecie. Ta rozpietosé trudnosci zaga-
dnien konstrukcyj geometrycznych jest jednak okolicznoscia na-
der pomyslna. Pozwala rozlozyé materjal na przestrzeni kilky
lat, podajac wiadomosci dawkami nie za duzemi, czasem popro-
stu tylko ,,przy okazji.

Z konstrukcjami geometrycznemi spotykamy sie w naucza-
niu bardzo wczesnie, bo niechybnie juZ tam, gdzie ucznidéw za-
poznajemy z najprostszemi przyrzadami kreslarskiemi, t. j. li-
nealem i cyrklem. Zastanéwmy si¢ bowiem, jak najprosciej spre-
cyzowaé cel i przedmiot konstrukcyj geometrycznych. Stajemy
‘oczywiscie na. gruncie planimetrji, nie chcac porusza¢ tutaj kwe-
styj zwiazanych-z geometrja wykreslna. Zagadnienia konstruk-
cyjne polegajq na tem, ie mamy wykreslic zbiér punktow (fi-
gure), czynigcy zado$é zgéry zadanym warunkom, przyczem
jestesmy ograniczeni do postugiwania si¢ pewnemi zgéry okre-
$lonemi przyrzqdami rysunkowemi, a wiec np. linealem albo cyr-
klem, albo lineatem i cyrklem.

Widzimy tedy po pierwsze, ze wykreslenie figury, czyniacej
zadoéé zgory zadanym warunkom, wymaga dania odpowiedzi na
nastepujace pytania:

1) -czy szukana figura, ktéra mamy skonstruowaé, wogéle
istnieje? ' '

2) czy istnieje tylko jedna, czy wiecej? ),

3) jak te figure (wzglednie te figury) narysowac?

Wprawdzie dyskutowanie pytari 1) i 2) lezy poza rama-
mi samej konstrukcji, ktéra wkracza dopiero przy szukaniu

1) Pragniemy zwrécié.‘uwage: na to, Ze odpowiedZ co do ilosci moze
byé niejednoznaczna. Wezmy -nastepujacy prosty przykiad: Dane na plasz-
czyZnie dwa punkly A4, B, odlegle od siebie o 2 ¢m. Chodzi o znalezienie
figury o téj whasnosci, se kazdy punkt figury jest od obu punktéw A, B od-
legty o 3 em. Odpowiedz bedzie jednoznaczna. Jezeli jednak zmienimy wa-
runki zadania i powiemy: szukamy punktu odlegiego od obu punktéw A, B
0 3 cm, to odpowiedZ nie bedzie juz jedna. Beda bowiem dwa punkty (dwie
figury) o zadanej wlasnosci.
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odpowiedzi na pytanie 3), zajmowanie si¢ jednak wylacznie od-

‘powiedzia na pytanie 3) byloby niewlasciwe, a to z tego powo-

du, ze w mysl powszechnie przyjetej umowy przez rozwiazanie
zagadnienia konstrukcyjnego rozumiemy danie odpowiedzi na
wszystkie trzy pytania. Jak zobaczymy ponizej, dyskusja py-
tan 1) i 2) w rozmaitych zagadnieniach nastrecza duzo sposo-.

- bnosci do nawiazywania z innemi dziatami matematyki.

Po drugie nalezy zauwazyé, ze takie lub inne rozwiagzanie
zagadnienia konstrukcyjnego moze zaleze¢ od tego, jakie przy-
rzady mamy do dyspozycji przy zadanej konstrukcji. Do powyz-

_szych trzech pytan nalezy tedy dolaczy¢ jeszcze czwarte:

4) czy figura da sie skonstruowaé przy danych srodkach?

Jezeli uczniowie nalezycie zrozumiejg (oczywiscie przykta-
dami poparta) istote tej drugiej uwagi, nauczyciel bedzie mégh
w klasach poézniejszych bez wickszych obaw zaryzykowaé przy
okazji wyjasnienie zagadnienia kwadratury kota.

Prostota konstrukeji zadanej figury zalezy od dwéch rzeczy:
od samej figury i od iloSci pomocniczych czynno$ci, prowadza-
cych do nakreslenia tej figury (zalezno$é od rodzaju srodkéw, da-
nych nam do dyspozycji, pomijamy, przyjmujac, ze chodzi o kon-

‘'strukcje wykonalne zapomocs linealu i cyrkla). Jesli jedynie sa-

ma figure mamy na wzgledzie, to podzieli¢ mozna konstrukcje na
takie, gdzie szukana figura sktada sie z jednego punktu, wzgl.
skoficzonej ilosci punktéw, lub sktada sie z pewnych linij, Wéréd
ostatnich najprostsze beda te, gdzie szukana figura jest linja
prosta lub kolem, albowiem redukuje sie w tym przypadku do
wyznaczenia w zasadzie dwéch punktéw. Bedzie rzecza b. pou-
ezajaca, jezeli nauczyciel dobierze taki szereg konstrukcyj, na
ktorym wskaze uczniom, jak kazda nastepna z szeregu konstruk-
cyj sprowadza sie do poprzedniej. Oczywiscie poszukiwana figura
moze by¢ prosta, a konstrukcja bedzie zawila ze wzgledu na czyn-
noéci posrednie, prowadzace ostatecznie do szukanej figury. Nie
mozna tez wysuwaé postulatu stopniowania trudnosci przy po-
dawaniu konstrukcyj, albowiem moze byé konstrukcja b. pro-
sta, ale wymagajaca pewnych daleko posunietych wiadomosci
z planimetriji, i z tego powodu musi byé przesunieta na péznie;j.

Proponowalbym, "azeby nauczyciel poczatkowo, stawiajac
zagadnienie konstrukcyjne, wprost przystepowal do wskazania

konstrukcii, a uzasadnial ja a posteriori. W miare, jak uczniowie

6
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poznaja coraz wigkszy zaséb twierdzen planimetrji, mozna przy
zadaniach konstrukcyjnych zajmowa¢ sig¢ pytaniem 2), wzgl. 1),
Nie mozna poczytaé tego za wade, ze odpowiedZ na pytanie 1)
dajemy dopiero po znalezieniu konstrukcji. Wszak i w klasycz-
nej metodzie, jaka jest ,analiza starozytnych” (o czem jesz-
cze pare sléw ponizej) nieinaczej postepujemy. Nalezy zazna-
czy¢, ze dawanie zadan konstrukcyjnych, przy ktérych odpo-

wiedZ na pytanie 1) wypada negatywna, posiada tez swoja war- -

tosé, gdyz mamy sposcbno$é wyéwiczyé uczniéw w dowodzeniy
niewprost. '

Skoro uczniowie poznali juz szereg konstrukcyj, mozemy
w dalszych zadaniach staraé sie wydobyé od uczniéw samg kon-
strukcje w ten sposéb, ze kazemy im przypomnieé sobie te po-
znane twierdzenia z planimetrji, w ktérych we wniosku jest wla-
$nie mowa o warunkach narzuconych w mnaszej konstrukcii.
W ten sposéb uzyskaja uczniowie zywy przeglad caltego szeregu
twierdzed poznanych w planimetrji. Wigcej nawet niz przeglad,
ktéry przyczynia sie do utrwalenia teorji. Poznaja mianowicie
zastosowania twierdzes, co napewno wiecej im przypada do prze-
konania, anizeli piekno ,samo w sobie” twierdzer. Uwazam,
ze niema wiele przesady w powiedzeniu Enriquesa, jednego
z najwiekszych geometréow, ze graficzne rozwiqzywanie zadan
konstrukcyjnych jest jednym z celéw nauczania gecmetrii w szko-
le sredniej.

Jest rzecza catkiem naturalna, Ze zadania konstrukcyjne
wyzyskuja w calej pelni wiadomosci z geometrji elementarne;j.
Istnieje jednak inna dziedzina matematyki, do ktérej mozna
przy konstrukcjach geometrycznych nawigzaé w. sposéb prosty,
a ktérej to dziedziny niewiele si¢ dotyka w szkole $redniej. Dzie-
dzing ta jest teorja liczb. Jak wiadomo, teorja liczb zajmuje sie
wlasnos$ciami liczb calkowitych i stanowi przyklad jednej z naj-
bardziej abstrakcyjnych teoryj matematyeznych, Z tego tez
wzgledu calkiem stusznie nie weszla w zakres nauczania gimna-
zjalnego. Poza podaniem definicji liczb pierwszych oraz paru kry-
terjéow podzielnoéci, niczego sie wlaéciwie uczniowie w szkole
nie dowiaduja z teorji liczb. Sposobno$é do zakomunikowania
uczniom kilku wiadomosci z tego dziatu matematyki nadarza
sie wlasnie przy konstrukcji odcinkéw o..dtugosciy/ - (n jest
liczba naturalna), majac dany odcinek jednostkowy. Wprawdzie
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regularna metoda zaleca tutaj stosowanie konstritkcji $redniej
geometrycznej, to jednak uczniom narzuci si¢ najnaturalniej po-
myst wykorzystania twierdzenia Pitagorasa. Jest wiec tu miejsce,
azeby omowi¢ kwestje przedstawialnosci liczb catych jako sumy,
wzglednie jako réznicy kwadratéw dwu liczb catkowitych. Cho¢-
bysmy sie nie kusili o dowodzenie odno$nych twierdzer z teorji
liczb, to jednak warto je——mem zdaniem—uczniom zakomuniko-
waé. Nawiazanie do teorji liczb spotykamy tez przy omawianiu
konstrukeji podzialu kata pelnego na n réwnych czesci. Kwestja
ta laczy sie—jak wiadomo—w sposéb bardzo glteboki i poucza-
jacy z teorja réwnasi algebraicznych i teorja grup, co juz oczy-
wiscie musi pozostaé nieodkryta tajemnica dla uczniéow szkoty
éredniej, ale pomimo to moznaby bez uzasadnienia podaé do
wiadomosci uczniéw, kiedy da sie zapomoca lineatu i cyrkla
skonstruowaé umiarowy wielobok, a kiedy nie. Przynajmniej war-
to wspomnie¢ o rezultacie, przekazanym nam jeszcze przez epo-
ke starozytna, o mozliwosci podziatu w przypadku, gdy

l k dowolna liczba

naturalna,

3, 5 2t.3, 2%.5 3.5 2%.3.5

n=2"

Jak pozyteczna refleksje u niejednego wucznia musi obudzié
wspomnienie 0 Gaussie, ktory, jako dziewietnastoletni chlo-
pak, rozwigzat ciezki problem podzialu okregu kota na 17 réow-
nych czesci!

Przy omawianiu wykonalnosci konstrukcyj zapomoca linea-
tu i cyrkla nadarza sie najlepsza sposobnosc do oméwienia kla-
sycznych wysitkéw, datujacych sig jeszcze od czaséw starozyt-
qaych, znanych pod nazwami: podwojenia szeScianu, kwadratury
kola i tréjpodziatu kata. Niema oczywiScie mowy, by méc na
poziomie gimnazjum uzasadni¢ niewykonalnosé wspomnianych
konstrukcyj, moznaby jednak wspomnie¢, na czem zasadniczo
dowéd polega. Dla unikniecia nieporozumienia nalezy jednak
zwrécié baczna uwage na pewna subtelnosé logiczna, ktéra thwi
'w sformutowaniu zasady tréjpodzialu kata. Niemozliwo§é trodj-
podziatu zapomoca lineatu i cyrkla stosuje sie tylko do przypad-
ku ogélnego, t. j. dowolnego kata. W calym szeregu szczegél-
nych katéw mozna {réjpodzial uskutecznié. Uswiadomienie
uczniéw na punkcie zagadnieri kwadratury kota i tréjpodziatu
kata powinien nauczyciel uwazaé za punkt honoru, choéby dla:
tego, ze nierzadko mamy sposobno$é do prostowania panujacej
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jeszcze tu i owdzie wérod laikéw opinji, ze kwadratura kola jest
problemem dotad nierozwigzanym.

Przechodzimy do innej kwestji, ktora w- zw-1qzku z konstruk-
cjami geometrycznemi winna by¢ (w wyzszych klasach) poru-
szona w szerszych ramach, anizZeli Yo dotad ma miejsce. Chodzi
nam mianowicie o teorje przyblizen. Z teorja przybliZzen uczes,
opuszczajac szkote srednia, winien byé obeznany w sposéb na-
lezyty. Wyciaganie pierwiastkéw, ulamki dziesietne nieskoficzo-
ne, logarytmy, teorja granic dajg wiele sposobnoéci do zazna-
jomienia sie z tym dzialem. Znowu nadarza sie sposobnos$é po-
wiagzania teorji przyblizen z teorjg konstrukcyj przyblizonych.
Na samym poczatku nalezatoby wyraZnie podkresli¢ r6znice mie-
dzy konstrukcjami dokfadnemi a przyblizonemi. Przez konstruk-
cje przyblizona rozumiemy takie nastepstwo czynnosci rysunko-
wych, ktére prowadza ostatecznie nie do figury zadanej, ale in-
nej, w mniejszym lub wiekszym stopniu réznej od niej. Réznice
miedzy figura zadang a otrzymana mozna uja¢ iloSciowo'i ocenié

w ten sposéb t. zw. stopieri przyblizenia. Nie nalezy jednak po--

mieszaé pojeé konstrukcji doktadnej i przyblizonej z kwestja
praktycznego wykonywania konstrukcyj, gdzie, bedac zmuszeni
do postugiwania sie przyrzadami nieidealnémi, zawsze zado-
walamy sie tylko przyblizonem wykonaniem konstrukcji. Trzeba
zatem zaznaczyé dobitnie, ze w prakiyce kazda konstrukcja musi
byé¢ przyblizona, bo jest obarczona pewnemi btedami, ptynacemi
z niedokladnosci przyrzadow i naszego wzroku (niemozliwosé
narysowania punktéw). Jednakowoz stopien przyblizenia przy
wykonywaniu konstrukcji doktadnej moze.byé zawsze popra-
wiony przez zwiekszenie wymiaréw rysunku i zaostrzenie przy-
rzadéw rysunkowych, podczas gdy dla konstrukcyj przyblizo-
nych istnieje pewna gérna granica, ktérej przekroczyé¢ nie moz-
na. Na temat przyblizonosci konstrukcyj dokladnych istnieje cala
teoryjka, ktéra za Lemoine’'m 2) nazywa si¢ geomefrografjq. Sta-
nowi ona prébe klasyfikacji konstrukcyj geometrycznych wedtug
ich prostoty oraz wedtug doktadnosci, Znalezli si¢ nawet bada-
cze w osobach Ch. Wienera i K. Nitza, ktérzy zadali so-
bie trud, azeby obliczy¢ $redni blad, jaki popelniamy, umiesz-
czajac ostrze cyrkla w danym punkcie, wzglednie kreslac przez

?) Lemoine. La géométrographie.;Paris, 1902,
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zadany punkt linje prosta zapomoca lineatu. W pierwszym przy-
Padku obliczono $redni bia,d na 0,012 mm, w drugim przypadku
_ﬁa 0,05 mim.

Przy omawianiu dokladnosci konstrukcyj geometrycznych
nalezaloby rozwiazaé z uczniami nastepujace dwa podstawowe
sadania, a mianowicie: 1) przez dwa do$é bliskie punkty popro-
wadzié linje prosta z mozliwie dobra dokladnoscia, oraz 2) wy-
zaczyé z mozliwie dobra dokladnoscia punkt przeciecia sie
dwoch prostych, nachylonych do siebie pod nieznacznym katem.
Powyzsze konstrukcje zastuguja na wzmianke dlatego, ze przy
ich rozwigzywaniu korzystamy z twierdzenia Desargues’a.

Przyblizonemi konstrukcjami.zmuszeni jesteSmy z koniecz-
noéci tam sie postugiwaé, gdzie ¢rodki dane nam do dyspozycji
nie pozwala]q nam na konstrukcje dokladna, wzglednie, gdzie
wykonanie konstrukeji doktadnej wymaga zbyt dlugiego czasu.

Co sie tyczy konstrukeyj przyblizonych, wartoby poda¢ ucz-
niom jedna z prostszych konstrukcyj kwadratury kota (np. kon-
strukcje naszego rodaka Kochariskiego, wymagajaca jednej
tylko rozwartosci cyrkla), nastepnie przyblizona konstrukcije

3
liczby /2,

jezeli siq uwzgledni nastepujaca réwnosé:

3499 22—1—(%)2'

”

Przy wszelkich konstrukcjach przyblizonych nalezy konsek-
wentnie przestrzegaé obliczenia gérnego krarica bledu. Uczniom
musi by¢é wpojone zrozumienie tego faktu, Ze przyblizenie nie po-
siada zadnej wartosci, jak dtugo nie znamy gérnego krarica bledu
przyblizenia.

Pouczajacem rowniez be;dz1e ‘przeprowadzenie z uczniami
pogawedki na temat, jaki stopien przyblizenia konstrukcji jest
praktycznie wystarczajacy.

Przy omawianiu konstrukcyj przyblizonych posiada nauczy-
ciel najlepsza sposobnos¢, azeby zwrdcié uwage na to, iz mate-
matyka, najécislejsza z nauk, zawdzigcza sporo odkryé przypad-
kowi. Odkrycie nowego twierdzenia wzglednie jego dowodu, jak-

otrzymana z przyblizenia , latwg do wykonania,
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kolwiek nieraz nastepuje po mozolnych i diugich usilowaniach,
moze by¢ dzietem przypadku, dzielem szczesliwej reki. Hlstor]a
moze wskazaé liczny szereg odkryé¢ na temat konstrukcyj przy-
blizonych, ktére sa wynikiem nie systematycznej i celowej pracy,
ale dzielem szczesliwego przypadku. Typowym przykladem tego
jest niedawno, bo trzy lata temu, wymyslona konstrukcja tréj-
podzialu kata przez zwyklego krawca niemieckiego, niejakiego
K opfa. Jest ona tak prosta i tak dokladna zarazem, ze bezwa-
runkowo zasluguje na podanie do ogélnej wiadomosci. Per-
ron wrecz twierdzi, ze konstrukcja ta, jesli chodzi o jej wy-~
padkowa wartoé¢ pod wzgledem prostoty i dokladnosci, stoi na
pierwszem miejscu wéréd mnéstwa innych dotad znanych. Kon-
strukcja Kopfa (dla k4téw ostrych) przedstawia si¢ nastepu-
jaco: Rysujemy najpierw pomocnicza figure, skfadajaca sie z pol-
kola, wspartego na dowolnie obranej $rednicy. Srodek kota ozna-
czamy litera O, punkty koricowe $rednicy przez A, B. Rysujemy
dalej punkt C na okregu pélkola tak, zeby odcinek CO byt pro-
stopadly do srednicy AB, i punkt D na przedtuzeniu $rednicy
AB poza A tak, zeby CD = AB. Majac teraz dany kat x (kto-
ry mamy podzieli¢ na trzy réwne czesci}, umieszczamy go w po-
mocniczej figurze tak, zeby jego jedno ramie zlalo sie z pro-

mieniem OB, za$ drugle ramie przeciefo potkole w punkcie X.

Oznaczmy przez Y punkt przecigcia sie odcinka AX z tukiem ko-
la o érodku A i promieniu AC. Kat y, jaki tworzy promien DY
z promieniem DO, jest wlaénie szukanem przyblizeniem trzeciej
czesci kata x. Konstrukeja podana jest oczywiscie tylko przy-
blizona. Niemniej btad maksymalny (osiagniety mniej wiecej dla
kata x — 52°) wynosi niecale 8%% minut, leZy wiec ponizej grani-

cy dokladnosci, wymaganej dla jakichkolwiek celéw praktycz-

nych.

Ze sprawa oceniania stopnia przybliZenia, ktére musi by¢ —

jak zaznaczytem — konsekwentnie przeprowadzone przy kon-
strukcjach przyblizonych, wiaze sie inna sprawa, bardzo wazna
ze wzgledu na teorje nieréwnodci, Zamiast na gruncie abstrak-
cyjnym, mozna tutaj przy sposobnosci wyéwiczy¢ uczniow i za-
prawi¢ ich do prostych przerébek nieréwnosci.
nych przyczyn, dla ktérych pojecie granicy jest tak trudne do
zrozumienia dla uczniéw i1 wymaga tak duzego nakladu czasu,

Za jedna z glow-
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pvoczytuje na podstawie poczynionych obserwacyj brak dostatecz-
nej wprawy i obeznania sie¢ z twierdzeniami o nieréwnosciach.

Na zakoriczenie pragne podkresli¢ to, Ze przy zadaniach
konstrukeyjnych, o ile jesteémy w stadjum poszukiwania kon-
strukcji (a nie uzasadniania konstrukcji znalezionej czy poda-
nej), stosujemy metode rozumowania — bardzo wazna tez w te-
orji rownan — zwanga analizq staroziyinych. Zaktadamy mianowi-
cie, ze istnieje figura, spelniajaca postawione warunki, i z tego
zatozenia staramy sie wysnué pewne zwiazki tej figury w stosun-
ku do elementéw zgéry danych. Bardzo czesto sie zdarza, ze
otrzymane w ten sposéb warunki konieczne sa prostego ksztaltu
i okazuja sie zarazem warunkami wystarczdiqcemi i jako takie
daja nam juz wprost konstrukcje (i istnienie zarazem) figury.

Sa tez zadania konstrukcyjne tego typu, ze przy pytaniu 1),
czy istnieje figura o zadanych wlasnoéciach, zmuszeni jestesmy
przeprowadzi¢ cala drobiazgowsy dyskusje odnosnie do wzajem-
nych stosunkéw danych elementéw i rozbi¢ rozumowanie na sze-
reg przypadkéw. Zaleznie od przypadku rozwiazanie bedzie ist-
niato lub nie. Tego rodzaju dyskusje sa mojem zdaniem bar-
dziej ksztalcace ze wzgledu na rozmaito$é interpretacji geome-
trycznej, anizeli dyskusja réwnan stopnia drugiego z parametra-
mi, ktéra—jak wykazal prof. Zaremb a 3)—moze byé ssche-
matyzowana i calkowicie zmechanizowana.

Musze tez wspomnie¢ o wypadkach, w ktérych chcemy daé
odpowiedZ wylacznie na pytanie 1) odnosnie do egzystencji sa-
mej figury, to znaczy zadawalniamy sie¢ tylko stwierdzeniem czy
figura o zadanych wlasnosciach istnieje, a nie chodzi nam o jej
nakres$lenie. Wezmy jeden z najprostszych przykladéw. Zba-
dajmy, kiedy mozliwe jest skonstruowanie tréjkata o danych
zgéry: jednym boku a, kacie o naprzeciw tego boku lezacym,
i wysokosci w, nalezacej do boku a. Jezeli sie ograniczymy tyl-

ko do tego pytania 1), to tatwa konstrukcja da nam natychmiast

odpowiedZ w postaci warunkéw koniecznych i wystarczajacych
na to, aby zadanie bylo mozliwe. Kreélimy mianowicie odcinek a

i budujemy tréjkat réwnoramienny o podstawie a i wysoko-

§ci w,. Kat wierzchotkowy tego tréjkata ‘oznaczamy przez ¢,

3) S.Zaremba. Ws[gp do analizy, skrypt litografowany. Nak!, Kot-

ka Mat.-Fiz. U. U. J. Krakéw, 1908,
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Prowadzimy teraz przez wierzchotek A, tego trojkata prosta p,
réwnolegla do a i zwracamy uwage na fakt nastepujacy. Przy
zmienym tréjkacie o podstawie a i wierzchotku A, poruszaja-
cym sie po prostej p, kat o przy wierzchotku A maleje w miare,
gdy A posuwa sie na lewo lub na prawo od pozycji poczatko-
wej A,. Ponadto kat ten maleje do zera w sposéb ciagly, gdy A
oddala sie od A, nieograniczenie po prostej p. Stwierdzamy te-
dy, Ze warunkiem koniecznym i wystarczajacym rozwiazalnosci
zadania (czyli istnienia figury) jest to, azeby ¢ =<a,.

Stosujac podobne postgpowanie, jak w podanym przykla-
dzie, mozemy uzyskaé odpowiedZ w wielu przypadkach, w kté-
rych chodzi nam wylacznie o istnienie pewnej figury. Moze byé
to nawet i taka figura, ktérej sama konstrukcja (zapomocs
lineatu { cyrkla) jest bardzo trudna lub wogéle niemozliwa, tak
Ze zgory rezygnujemy z jej znalezienia.

Nie od rzeczy bedzie, jezeli podkres§limy jeszcze, ze w roz-
dziale o konstrukcjach geometrycznych posiadamy co krok spo-
sobnos¢ do wzmianek z historji matematyki. Ma to znaczenie
tem wieksze, ze dzisiejsze lekcje historji zazwyczaj w za malej
mierze uwzgledniaja historje nauki z wielks szkods dla t. zw.
ogélnego wyksztalcenia. Nie nalezy wiec przy omawianiu réz-
nych klasycznych konstrukcyj geometrycznych zaniedba¢ tej spo-
sobnosci i wspomnieé¢ o niejednem nazwisku, ktére godzi sie za-
pamietaé, i zwlaszcza o wielkim przyczynku, jaki ‘w tej dziedzi-
nie pozostawili nam w spusciZnie starozytni Grecy.

Koficzac powyzsze, do$¢ ogolnikowe uwagi, pragne dodaé
jeszcze, ze mnogosé réznych ciekawych zadar konstrukcyjnych,
jak i tatwosé stawiania sobie samemu probleméw na ten temat,
jest wazkim argumentem natury dydaktycznej, ktéry przemawia
za szerszem uwzglednieniém tego tematu w nauczaniu szkolnem.

JAN LESNIAK (Krakéw).

O OKRESACH ZASADNICZYCH
FUNKCY] TRYGONOMETRYCZNYCH.

W ciagu nauki matematyki w szkole sredniej poznajg ucz-
niowie kilka funkcyj jednej zmiennej, n. p. funkcje linjows, kwa-

dratowa, wykladnicza, logarytmiczna, funkcje trygonometryczne

i ich zasadnicze wiasnoéci. Przy odkrywaniu przez uczniéw wia-
snosci rozwazanych funkcyj okazuja sie bardzo pozytecznemi ich
wykresy (obrazy). Nalezy podnie$¢ z naciskiem, iz wykres fun-
kcji moze nam tylko nasunaé pewne przypuszczenia, ze funkcja
posiada te wlasno$ci, ktére spostrzegliémy na jej wykresie, jed-
nakze wykres nie moze stanowi¢ dowodu, czy tez zwolni¢ nas
od obowiazku podania uzasadnienia, iz funkcja w rzeczywi-

stoéci posiada owe wlasnoéci. Kreslenie bowiem obrazéw funkcji

jednej zmiennej moze odbywaé si¢ réznie, zaleznie od przyje-
tego ukladu spolrzednych, przyjetej skaliit. d.?). Zatem obra-

-zy jednej 1 tej samej funkcji moga by¢ rozne.

Jezeli chodzi o wlasnoéci funkcyj trygonometrycznych, to
wykresy szkolne tych funkcyj uwidaczniaja caly szereg ich wla-
snosci, jak n, p. okresowo$é, wartosé okresu zasadniczego i t. d.
W niniejszym artykule zajmiemy sie twierdzeniami, dotyczace-
mi okresow zasadniczych funkcyj trygonometrycznych.

Celem uzyskania wiekszej jasnosci rozumowania i unikniecia
ewentualnych nieporozumieri, przypominamy definicje funkcyj

1) Zobacz: Zbiér zadar z wyzszej matematyki A, Hoborskiego,
St. Gotabai A, Jakubowskiego. 1926, Zeszyt L. § 2. ‘
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trygonometrycznych i te ich wlasnosci, na ktorych bedziemy sig
opierali w naszych rozwazaniach,
Definicja: Funkcje f jednej zmiennej (rzeczywistej) nazy.
wamy okresowaq, jezeli istnieje liczba k, réina od zera i taka, je
1° przy dowolnem x liczby x i x + k réwnoczesnie do polg
(obszaru okreslonosci) funkcji T naleiq lub te: nie naleiq;

2° dla kazdego x naleiqcego do pola funkcji ¥ mamy:
Fx+ k) =F (x).

Deflmc]a' Okresem funkcji T jednej zmiennej nazywamy
kaidq réing od zera liczbe k, kitéra speinia warunki 1° i 2°,

Mozna udowodni¢ (co pomijamy), Ze, jezeli funkcija # ]edne)
zmiennej posiada jeden okres, to posiada ich nieskoticzenie wie-
le. Oznaczmy przez Z zbiér wszystkich okreséw funkcji f. Moze
sie zdarzy¢ (ale nie musi}, iz wsréd dodatnich liczb zbioru Z ist-
nieje liczba najmniejsza. Jezeli to zachodzi, wtedy méwimy, se
funkcja f posiada okres zasadniczy.

Definicja: Okresem zasadniczym funkcji okresowej f nazy-
wamy jej najmniejszy okres dodatni, o ile taki istnieje *).

Stuszne jest twierdzenie, iz kazdy okres funkcji jednej

zmiennej (rzeczywistej), posiadajacej okres zasadniczy, jest wie-
lokrotnoscia okresu zasadniczego ®}. . Dowodu tego twierdzenia,
jako zbyt ogélnego dla szkoly $redniej, nie podajemy; natom1ast
przeprowadzimy go dla funkcyj trygonometrycznych.

' Przechodzimy obecnie do podania definicyj funkcyj trygono-
metrycznych ¢) zakladajac, Ze sprawa mierzenia katéw skierowa-
nych jest juz uprzednio zalatwiona.

Definicja: Funkcja sinus nazywamy przepis (sposéb poste-
powania) nastepujqcy:

2} Rozwazmy funkcje f okreslona w sposéb nastepujacy: dla kazdej
liczby niewymiernej wartosé funkcji f réwna sie jeden, dla kazdej za$ liczby
wymiernej réwna sie zero. Latwo sie przekonaé, Ze kazda liczba wymierna
jest okresem funkcji f. Funkcja ta'w my$l przyjetej definicji nie posiada
okresu zasadniczego. .

3) Twierdzenie to unaocznia celowosé wprowadzenia pojecia okresu
zasadniczego. )

%)  Stoimy na stanowisku, ze funkcja jednej zmiennej jest przepis (spo-
s6b postepowania), ktéry kazdej liczbie z pewnego zbioru, zwanego polem
funkcji, przyporzadkowuje jedna, écisle okreslona liczbe.
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majac dang, przy ustalonej jednostce, miare qu‘a o, kiéra
oznaczymy literq o

1) kreslimy na plaszczyznie skierowanej ®) uklad spélrzed-
nych prostokatnych Kartezjusza i wybieramy odcinek jedno-
sthowy;

2) kreslimy koto srodkowe o promieniu réwnym jednostce;

3) umieszczamy kat o na naszej plaszczyznie w fen sposéb,
seby wierzcholek kata o znajdowal sie w srodku kola, a pierw-
sze ramie lezalo na dodatniej czesci osi x-6w;

4) oznaczajqc punkt przeciecia sie drugiego ramienia kqta
o z kolem $rodkowem liferq M, obliczamy rzednq punktu M, kié-
rq przypisujemy liczbie o, '

Bezposrednio widoczng jest rzecza, Ze podany sposéb poste-
powania, ktéry nazywamy sinusem, mozna zaslosowaé¢ do miary
dowolnego kata, a zatem pole funkcji sinus sktada sie ze wszyst-

kich liczb ¢). .

Jezeli w powyzej podanej definicji funkcji sinus zastapimy
rzedna przez odcieta, to otrzymamy definicje funkcji cosinus.

Zauwazmy, ze pole funkcji cosinus sklada sie réwniez ze
wszystkich liczb. :

Definicja: Funkcjq tangens nazywamy przepis nastepujqcy:

majqc danq miare, kata o, .

1) kreslimy na plaszczyZnie skierowanej prostokatny ukfad
spélrzednych. Kartezjusza i wybieramy odcinek jednostkowy;

2} kreslimy kolo srodkowe o promieniu réwnym jednostce;

3) amieszczamy kqt v na naszej plaszczyznie w ten sposdb.
zeby wierzcholek kata o znajdowal sie w srodku kota, a pierw-
sze ramie lezalo na dodatniej czesci osi x-6w;

~5) To znaczy na plaszczyZnie, ktérej jedna ze stron oznaczomo jako
dodatnia, druga za$ jako ujemna.

%) Zwréémy uwage, ze pole i zapas {zbiér wartosci) funkeji sinus skta-
dajg sie z liczb niemianowanych {czystych). Utarl sie zwyczaj, iz liczby z po-
la funkcyj trygonometrycznych przy przyjeciu jednostki stopniowej piszemy
z kétkiem, np. 90°, co ma jedynie oznaczaé, ze jednostka miary, ktora postu-
giwalismy sie, byl jeden stopied. Zamiast np. 90° mozemy pisa¢ 90, pamieta-
jac o tem, iz katy mierzymy w stopniach. Kierujac sig¢ jednak tradycja be-
dziemy przy szczegéfowych miarach kata pisali kétka u gory, tem bardziej,
Ze w mysl powszechnej umowy opuszczanie kolek wskazuje na przyijecie
#liary radjanowej dla katéw.
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4) kreslimy w punkcie przeciecia sie A kofa Srodkowego

z dodatniq czesSciq osi x-6w stycznq do kofa;

~ 5) oznaczajgc punkt przeciecia sie (o ile taki istnieje) pro-
" stej, na ktérej lezy drugie ramie kqta o z narysowanq styczng
litera M, obliczamy rzednq punktu M, kiérq przyporzqdkowuje-
my liczbie o, '

Zanim przystqplmy do wyznaczenia .pola funkcji tangdens,
przytoczymy dwa twierdzenia dotyczace katow.

Twierdzenie 1. Kat w tem znaczeniu, ktérem postugujemy
sie w trygonometrji, jest wyznaczony jednoznacznie, jezeli znamy:

I. polozenie ramienia pierwszego,
I1. polozenie ramienia drugiego,

III. kierunek obrotu ramienia ruchomego,

IV. liczbe catkowita, ktora wskazuje, ile razy promien ru-
chomy przeszedt przez polozenie ramienia drugiego, zanim
si¢ w tem polozeniu zatrzymal (wychodzac z ramienia 1-go ]ako
pozycji poczatkowej).

Twierdzenie 2, Jezeli sg spelnione tylko warunki I, 1T 1 IIT,
to kat nie jest wyznaczony jednoznacznie, O ile jednak znamy
miare ; jednego z katéw spelniajacych warunki I, II i III, to
zbiér wszystkich miar takich katéow jest wyrazony wzorem:

7+ n.3600,

gdzie n jest dowolna liczba catkowita (dodatnia, ujemna lub ze-
rem) 7).

Wracajac do badania pola funkcji tangens spostrzegamy, ze

wymieniona w definicji funkcji tangens czynno$¢ 5) nie bedzie
wykonalna dla wszystkich' miar katéw. Zdarzy sie to wylacznie

wtedy, gdy drugie ramie kata bedzie lezalo na dodatniej lub uje-

mniej cze$ci osi y-6w. Postugujac sie twierdzeniem 2, zauwazamy,
Ze grupa miar tych wszystkich katéw, ktérych drugie ramig lezy
na dodatniej czesci y-6w, wyraia sie wzorem:

90 + n ., 360° czyli 90° 4+ 2n . 180°,

gdzie n jest dowolna, liczba catkowita; druga za$é grupa miar tych
wszystkich katéw, ktérych drugie ramie lezy na ujemnej czedci
osi y-6w, wyraza si¢ wzorem:

7) Zobacz: Wstep do analizy Prof. Dr. S. Zaremby, skrypt wydaay
przez Kotko Matem.-fizyczne U, U. J. Krakéw, 1908, Rozdziat X.
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270° 4+ n.360% czyli 90° + (2n - 1) . 180°,

gdzie n jest ’dowolnag liczba calkowita. lL.aczac obie rozwazane
grupy miar otrzymujemy zbiér, ktéry jest objety wzorem:

90° 4 n.180°, czyli (2m - 1).90°

gdzie n jest dowolnq liczba, calkowita. Wobec tego pole funkcji
tangens sktada sie ze wszystkich liczb z wylaczeniem wszelklch

‘nieparzystych wielokrotnosci liczby 90°.

Definicja funkcji cotangens rézni sig od definicji funkcji tan-

_gens czynnosciami 4) i 5), ktére dla cotangensa brzmia:

4) kreslimy w punkcie przeciecia sie B kola srodkowego z do-

-datniq czesciq osi y-6w styczng do kofa;

5) oznaczajac punkt przeciecia sie (o ile taki isinieje) pro-

.ste_i, na kiérej znajduje sie drugie ramie kata ¢, z narysowanq

styczny literq N, obliczamy odcietq punktu N, ktérq przyporzad-
kowujemy liczbie .

Jezeli uwzglednimy twierdzenie 2, otrzymamy, Ze pole fun-
keji cotangens sklada sie ze wszystkich liczb z wylaczeniem wie-
lokrotnosci liczby 180°, ,

Definicje pozostatych funkcyj trygonometrycznych, to jest

-funkcji secans i cosecans, pomijamy.

Bezposrednio po podaniu definicyj funkeyj trygonometrycz-
nych mozemy przystapi¢ do nakreslenia wykresow tychze fun-
keyj. Rzut oka na te wykresy wystarcza, by nabraé przekonania,

iz wszystkie funkcje trygonometryczne sg funkcjami okresowemi.

Obecnie przystapimy do uzasadnienia stusznosci naszego

‘przypuszczenia, dotyczacego funkcji sinus, Mamy zatem podaé

taka liczbe k rézna od zera, dla ktérej zachodza nastepujgce wla-
snosci:

19, Przy dowolnem x liczby x i x + k réwnoczesnie do po-
la funkc11 sinus naleza lub nie naleza;

2% sin (x+ k) =sin x dla kazdego x, nalezqcego do pola
funkcji sinus.

Twierdzimy, iz za 2 mozna przyjac IICZbQ 360°, Istotnie. Wa-
tunek 1° jest spelniony, gdyz pole funkcji sinus sklada sie ze
wszystkich liczb, Warunek 2° jest takze spelniony, a to dlatego,
Ze katy o miarach x i x + 360°, umieszczone w umoéwiony w de-
finicji spos6b na ukladzie spétrzednych Kartezjusza, maja zlewa-
jace sig pierwsze i drugie ramiona, a zatem punkty przeciecia si¢
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drugich ramion obu katéw z kotem réwniez sie nakrywaja. Wno-
simy stad, iz wartosci funkcji sinus dla x i x + 360° sg sobie réw-
ne. Z przedstawionego rozumowania wynika, ze funkcja sinus
jest funkcja okresowa, i jednym z jej okreséw jest liczba 360°,
W zupetnie podobny sposéb mozna sie przekonaé, ze dowolna
wielokrotnosé liczby 360° z wyjatkiem zera jest okresem funkeji
sinus. Przeprowadzajac dla pozostatych funkcyj trygonometrycz-
nych analogiczne rozumowania, stwierdzamy: kazda funkcja try-
gonometryczna jest okresowa, i jednym z okresow dla kazdej
z nich jest liczba 360°,

Wykresy rozwazanych funkcyj nasuwaja nam takze mysl, ze
okresem zasadniczym dla funkcyj sinus i cosinus jest liczba 360°,
dla funkcyj za$ tangens i cotangens liczba 180°. Postaramy sie
obecnie udowodnié stusznoé¢ naszego przypuszczenia,

Twierdzenie I. Okresem zasadniczym funkcji sinus jest licz-
ba 360°, .

Dowéd. Stwierdzilismy poprzednio, ze liczba 360° jest okre-
sem funkcji sinus; obecnie okazemy, iz liczba 360° jest z posrod
dodatnich okreséw sinusa liczba najmniejsza. Przypu$émy na
. chwile istnienie liczby P ktora jest okresem funkcji sinus i spetnia
nieré6wnosci:

00Cp<360°. . . . . . . (1)

Z hipotezy naszej wynika, ze

sin (x—}—p):ﬁinx- .. . .2

dla kazdego x nalezacego do pola sinusa.
Ale liczba 90° nalezy do pola rozwazanej funkcji, zatem

mamy:
sin (90° -+

p)=sin 90° . . . . (3
Bezposrednio z definicji sinusa otrzymujemy:
sin 90°==1 . . . . . . (4
Z réwnosci (3) i (4) dostajemy:’
sin (90°+p) =1 . . . - . (5

Wyznaczmy ogol miar wszystkich takich katéw, dla ktorych
warloéé funkcji sinus rowna sie liczbie 1, Wierzchotek kazdego
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'z tych katow znajduje si¢ w poczatku uktadu spétrzednych, ra-
'mie pierwsze na dodatniej czesci osi x-6w, ramie za$ drugie
‘musi przecinaé kolo w punkcie, ktérego rzedna ma warto§é jeden.
Jedynym takim punktem jest punkt przeciecia sie kota z dodatnia
czescig osi y-6w, a zatem drugie ramie musi leZze¢ na dodatniej
czesci osi y-6w, Wedlug przytoczonego twierdzenia 2, kat przez
podane warunki nie jest wyznaczony jednoziacznie, ale wystar-
czy znaé¢ miare jednego kata, czyniacego zado$é podanym wa-
runkom, a potrafimy podaé ogél wszystkich miar katéw, z kté-
rych kazdy spelnia wyszczegélnione Zadania. W naszym przy-
padku liczba 90° jest miara jednego z katéw, spefniajacych po-
dane warunki; wobec tego ogél wszystkich miar wyraza sie wzo-
rem:

90° 4~ n . 360°,

bgdzie n jest dowolna liczba calkowita.
Wzorem tym musi by¢ objeta liczba 90° + p, poniewaz

sin (90° 4- p) = 1.
Istnieje przeto liczba calkowita n taka, ze
90° + p = 90° 4 7 . 360°,
Stad p = n. 360°.
Wobec tego uwzgledniajac zdanie (1) mamy:
0°< n . 360 < 360°,
czyli C<ndtl, . . . . . . (6

co jest niemozliwe, bo niema liczby catkowitej spelniajacej nie-
réwnosci (6). Przypuszczenie nasze zatem upada; funkcja sinus

nie posiada okresu dodatniego mniejszego od 360°, czyli liczba
360° jest okresem zasadniczym funkcji sinus. :
- Wréémy jeszeze na chwile do podanego dowodu. W zww‘z-
ku (2), ktéry miat zachodzi¢ dla kazdego x, nalezacego do pola

funkcji sinus, podstawiliémy w miejsce x liczbe 90° i otrzymalismy

sprzeczno$¢. Powstaje pytanie, czy powyzsza metoda dowodu

‘utryymalaby sie, gdybysmy podstawﬂl w m1e)sce xw "w1azku {2)
'lnnaz warto$¢, np. 0°.
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W tym przypadku otrzymujemy:
sin (0° 4+ p) = sin 0°.
Ale sin0° =0 i 0° 4 p = p,
wiec sin p =0,

Ogoét miar wszystkich takich katéw, dla ktérych wartosé si-
nusa réwna sie¢ zero, wyraza si¢ wzorem:

n. 1809,

gdzie n jest dowolng liczbg calkowita.
Wobec tego:
p=n.180°,

przyczem n oznacza pewng liczbe catkowita,

Poniewaz 0° < p < 360°,
mamy 0¢ < n. 180° < 360°,
a dalej 0 <n<2

i tej sprzecznosci, jaka otrzymalismy poprzednio, niema, poniewaz
istnieje liczba catkowita, a mianowicie 1, spelniajaca ostatnie
nieré6wnosci.

Nasuwa sie zatem pytanie, przy jakiem podstawieniu za x
w zwiazku (2) nasza metoda dowodu prowadzi do celu. Odpo-
wiedZ, ktéra nasuwa nam znowu obserwacja wykresu funkcji
sinus, opiewa: warto$ci na x, o ktére nam chodzi, wyrazaja sie
wzorem:

90° 4+ n . 180°,

gdzie n jest dowolna liczba catkowita. Podana odpowiedz powin-
na byé potwierdzona rozumowaniem, czem jednak nie bedziemy
sie zajmowali w ramach 'niniejszego artykulu.

Rozwazmy jeszcze zbiér okreséw funkcji sinus. Stwierdzi-
lismy poprzednio, ze dowolna wielokrotnos¢ liczby 360° z wy-
jatkiem zera nalezy do tego zbioru. Okazemy, Ze 0gol wszystkich
wielokrotnosci okresu zasadniczego po odrzuceniu zera wyczer-
puje zbiér wszystkich okreséw funkcji sinus. W tym celu wezmy

— 97 _—_

dowolny okres naszej funkcji i oznaczmy go litera ¢. Istnieje
je?dna jedyna liczba catkowita s taka, ze

t

s <

1.
3o00 ~°
Stad '
5.360° <¢<(s-+1).360° . . . . . (1)
zatem b=s5.3604+w,. . . . . . . (2}

gdzie w jest pewna liczba spelniajgca nieréwnosci:
CLw<3600 . ... ... ()
Z zalozenia mamy:
sin (x + ) =sinx. . . . ... (4

dla kazdej wartosci na x nalezacej do pola sinusa.
Podstawiajac w zwiazku (4) za # liczbe s.360° 4 w otrzy-
mujemy:
sin [x + (s.360° + w)] = sin x,

czyli sin [(x + w) +5.360°] =sinx. . . . . (5)

dla kazdego x z pola funkcji sinus.
Zauwazmy, ze s % 0; gdyby bowiem s = 0, wtedy nieréw-

‘nos¢ (1) przybrataby postaé:

0° < ¢ < 3600,

co jest niemozliwe, poniewaz £, jako okres, jest liczba rézna od ze-
ra, a funkcja sinus, jak stwierdziliémy, nie posiada okresu dodat-
niego mniejszego od liczby 360°. Wobec tego s.360° jest okre-
sem funkcji sinus. Mamy zatem:

sin [(x 4+ w) +5.360°] =sin(x +w) . . . (6)

dla kazdego x z pola funkcji sinus.

~ Ze zwiazkow (5) i (6) otrzymujemy:
' o sin (x 4 w) = sin x

dla kazdej wartosci x wzietej z pola sinusa.
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Twierdzimy, e w musi réwna¢ sie zero. Gdyby bowiem
w 7 0° to wtedy w musialoby by¢ okresem funkcji sinus (spetnio-
ne sa oba warunki, o ktérych mowa w definicji okresu), co ze
wzgledu na nieréwnos$é (3) i twierdzenie o okresie zasadniczym
funkcji sinus jest-niemozliwe. A zatem w=0° i r6wnos¢ (2)
przybiera postaé:
= s . 360°;

a poniewdz poprzednio mieliémy, Ze s 7= 0, wigc ¢ jest wielokrot-
noscia okresu zasadniczego rézna od zera.

Twierdzenie II. Okresem zasadniczym funkcji cosinus jest
liczba 360°,

Dowéd zupelnie podobny do dowodu, jaki przeprowadzili-
émy dla funkcji sinus. Roéznica lezy w tem, Ze w zwiazku:

cos (x 4+ p) = cos x,

ktéry ma zachodzi¢ dla kazdego x z pola funkcji cosinus, podsta-
wiamy w miejsce x wlasnie liczbe 0° a nie jak przy rozwazaniu
funkeji sinus liczbe 90°, Pozatem rozumowanie analogiczne.

Okazaé réwniez mozna,: iz ogol wszystkich wielokrotno$ci
okresu zasadniczego po odrzuceniu zera wyczerpuje zbiér wszyst-
kich okreséw funkcji cosinus. Dowéd, analogiczny do dowodu
przeprowadzonego dla funkcji sinus, pomijamy.

Twierdzenie 111, Okresem zasadnlczym funkc11 tangens jest
liczba 180°.

Dowéd. Aby okazaé, ze liczba 180° jest okresem zasadni-
czym tangensu, musimy udowodni¢, iz:

a) liczba 180° jest okresem funkcji tangens;

b) liczba 180° jest najmniejsza liczba z posréd dodatnich
okreséw tangensa, : :

Wezmy dowolny kat « i jego miare oznaczmy przez a
Zauwazmy, ze drugie ramiona katéw, umieszczonych w uméwio-
ny w definicji sposéb na uktadzie spéirzednych Kartezjusza i po-
siadajacych jako miary liczby 3 i & - 180°, leza na jednej i tej
same]j prostej. Wobec tego, uwzgledniajac definicje funkcji tan-
gens, stwierdzamy:

1) liczby & i -+ 180° do pola tangensa réwnoczesnie na-

leza lub tez nie naleza; :

2) wartoéci funkcji tangens dla ¢ i o 4 1800 sq sobie réwne.
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Temsamem udowodnilismy, iz liczba 180° jest okresem fun-
kcji tangdens. .

W zupelnie podobny sposéb mozemy sie przekonaé, ze do-
"wolna wielokrotnosé liczby 180° z wyjatkiem zera jest okresem
funkcji tangens,

Celem uzasadnienia prawdziwosci zdania b) przypu$émy,
ze istnieje dodatni okres mniejszy od 180°, ktory oznaczmy
-przez p. Mamy:

tg (x 4 p) =tgx
"dla kazdego x nalezacedgo do pola tangensu.
Poniewaz liczba 0° nalezy do pola funkcji tangens, otrzymu-

. jemYﬁ

tg (0° + p) — tg 0°.
itg0°= 0 stad:
Wyznaczmy ogét miar wszystkich takich katéw, dla ktorych
tangens réwna sie zero."Warto§é funkcji tangens réwna sie zero
(co wynika z definicji} dla miar tych wszystkich katéw i tylko

Ale 0 - p = 1p

'ffych, ktorych wierzcholtki leza w poczatku uktadu spétrzednych,
ramiona pierwsze na dodatniej czeéci osi x-6w, a drugie ramiona
‘na prostej lezacej na osi x-6w, Wobec tego drugie ramiona roz-
“wazanych katéw zajmuja jedno z dwéch mozliwych potozer,

a mianowicie:
~A) ramig drugie lezy na dodatniej czesci osi x-6w,

B) ramie drugie lezy na ujemnej czeéci osi x-6w.

W przypadku A) jeden z katéw czyniacych zadosé wyszeze-
golnionym warunkom ma miarg réwng 0° a zatem wedlug twier-

f.dzema 2. og6t miar wszystkich takich katéw wyraza sie wzorem:

0° + n. 360,
czyli wzorem:
2 n.180°
;gdzie n jest dowolng liczba catkowita.
W przypadku B) jeden z katéw spelniajacych podane warun-

‘ki.ma miare réwna 180°, wiec ogét miar wszystkich takich katow

‘jest wyznaczony wzorem:
180° 4~ n. 360°,

~czyli wzorem:

(2n + 1) . 180°,
gdzie n jest dowolng liczba catkowita.
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Laczac oba zbiory miar rozwazanych katow o'-trzymujemy
zbiér, zlozony ze wszystkich wielokrotnosci liczby 180°,
Skoro tg p = 0, istnieje liczba calkowita n taka, ze.

P = ; 1800.
Z hipotezy mamy:
0° < p < 180°,
czyli
< 0°n . 180° < 180°
stad

0 < n<'lisprzecznosé.

Wobec tego nasze przypuszczenie, iz istnieje okres funkeji
tangens dodatni i mniejszy od liczby 180°, odpada, a zatem nasze
twierdzenie jest udowodnione. -

Twierdzenie IV. Okresem zasadniczym funkcji cotangens
jest liczba 180°,

Dowéd analogiczny do dowodu twierdzenia I11-go.

Rozwazajac zbiér okreséw funkcji tangens, wzglednie cotan-
gens, mozemy udowodni¢ twierdzenie:

Ogotl wszystkich wielokrotnosci okresu zasadniczego funkeji
tangens, wzglednie cotangens, po odrzuceniu zera, wyczerpuje
zbiér wszystkich okreséw funkcji tangens, wzglednie cotangens.

Rozumowanie jest zupetnie podobne do rozumowania przed-
stawionego odnoénie do zbioru wszystkich okreséw funkeji sinus.

W koricu zaznaczamy, zZe stosujac podane metody rozumo-
wania, mozemy udowodnié, iz pozostate funkcje trygonometrycz-
ne, . j. secans i cosecans, sg réwniez funkcjami okresowemi; okre-
sem zasadniczym dla obu funkcyj jest liczba 360°, a zbi6r wszyst-
kich okresow funkcyj secans i cosecans jest zlozony z wszelkich
wielokrotnosci liczby 360° z wyjatkiem liczby zero.

ANDRZE] TUROWICZ (Krakéw).
MIERZENIE ODCINKOW I POL WIELOBOKOW..

1. Zagadnienie mierzenia ') polega na przyporzadkowaniu
kazdemu elementowi pewnej klasy wielkosci, okreélonej liczby.
Rozpatrzymy wige, 1° kiedy zbhiér jakich§ elementéw mozemy
awazaé za klase wielkosci, 2 jakie warunki spetnia¢ winno przy-
porzadkowanie liczb elementom zbioru, 3° w jaki spos6b w szkole
nadajemy zbiorowi odcinkéw, ew. zbiorowi wielobokéw, charakter
wielkosci, 4° jak przypisujemy im miary, czyli jak je mierzymy.

2. Klasa wielkosci nazywamy zbiér elementéw, jesli wpro-
wadzono. relacje ,,réwnosci” i ,wiekszoéci” tak, ie jakiekolwick
dwa elementy zbioru, A i B, obierzemy, zachodzié¢ bedzie jeden
fz"tylko jeden ze zwiqzkéw: A jest ,réwne” B, A jest ,wicksze”
od B,B jest ,wieksze” od A. Zamiast ostatniego zwrotu uzywamy
takze wyrazenia: A jest ,mniejsze” od B. Relacje ,réwnosci”
i ywiekszosci" moga byé¢ wprowadzone aksjomatycznie, albo tez
definjowane, ,Réwno$¢” musi posiadaé wlasnosci: samozwrot-
iios’ci, odwracalnoéci i przechodniosci, ,,wickszo$é” natomiast
wlasnosci: nieodwracalnosci i przechodniosci. Wlasnosci tych
jako powszechnie znanych formulowaé nie bedziemy. , Réwnos¢”
weale nie oznacza identycznosci, odmiennie niz to ma miejsce
np. dla liczb catkowitych. Niekiedy termin ,réwnosé¢” zastepuje
sie stowem ,réwnowazno$¢”; bedziemy mieli na to przyklad
w dalszych rozwazaniach.

Dla wyjasnienia potrzeby wprowadzenia réwnosci czy ré-
wnowaznosci, musimy uprzedzié¢ dalsze rozwazania, Wiemy, Ze
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1) Bedziemy moéwili tylko o mierzeniu odcinkéw nieskierowanych,

“wobec czego miary beda dodatnie. Podobnie w przypadku wielobokéw.
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takze wyrazenia: A jest ,mniejsze” od B. Relacje ,réwnosci”
i ,wiekszosci” moga byé wprowadzone aksjomatycznie, albo tez
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weale nie oznacza identycznos$ci, odmiennie niz to ma miejsce
np. dla liczb calkowitych. Niekiedy termin ,réwnosé¢” zastepuje
sie stowem ,réwnowazno$¢”; bedziemy mieli na to przyklad
w dalszych rozwazaniach.

Dla wyja$nienia potrzeby wprowadzenia réwnosci czy ré-
wnowazno$ci, musimy uprzedzi¢ dalsze rozwazania. Wiemy, ze
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) 1) Bedziemy moéwili tylko o mierzeniu odcinkéw nieskierowanych,
wobec czego miary beda dodatnie. Podobnie w przypadku wielobokdw,
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mozna tak dobra¢ prostokat i tréjkat, aby mialy réwne miary,
powierzchniowe., Te wigc rézne figury sa z punktu widzenis
teo.ji miary ,jednakowe”. Otéz réwnowaznosé jest w ten Spo-:
s6b okreslona dla wielobokéw, ze dwie rézne figury, jak np,
prostokat i tréjkat moga by¢ rownowazne. Nie mozemy jednak
okres§la¢ figur réwnowaznych, jako figury majace jednakowe
miary powierzchniowe, (jak to czyni Hadamard w swym podrecz-
niku geometrji elementarnej), gdyz wedlug obecnie obowiazuja-
cych programéw gimnazjalnych, teorja réwnowaznosci poprze-
dza teorje mierzenia. Zatem pojecie rownowaznosci, czy réw-
nosci, musi byé wprowadzone niezaleznie od pojgcia miary,
w tym jednak celu, aby w przyszlosci umozliwi¢ przypisywanie
réznym wielkosciom tej samej miary, zgodnie z praktycznemi
potrzebami.

Dla okreslenia relacji ,wiekszosci” przyjmiemy nastepu-
jacy sposéb postepowania: okreslimy dodawanie w zbiorze ele-
mentdw, inaczej moéwiac okreslimy, ktory z elementéw zbioru
uwazamy za réwny sumie A |+ B dwéch dowolnych elementéw
A i B. Nastepnie przyjmiemy definicje: A jest ,,wieksze” od B,
jesli A jest rowne sumie B - C, gdzie C oznacza dowolny ele-
ment zbioru, Oczywiscie definicja sumy musi by¢ tak skonstruo-
wana, aby relacja ,,wigkszo$ci” okreslona przy jej pomocy miata
wszystkie wlasnosci wymienione w definicji klasy wielkosei.

Ostatecznie zatem dla nadania zbiorowi charakteru klasy
wielkosci bedziemy postepowali w ten sposéb: wprowadzimy
pojecie ,réwnosci”, okreslimy dziatanie dodawania, a pojecie
wwiekszosci” zdefinjujemy przy pomocy pojecia sumy. '

3. Przyporzadkowanie wielkosciom liczb, czyli ich miar,
winno spelniaé nastepujace warunki:

a) miary sa liczbami dodatniemi;

b) wielko$ciom réwnym (réwnowaznym]
miary réwne;

c) sumie A + B dwéch wielkosci A i B przypisujemy jako
miare sume miar wielkosci A i wielkosci B;

d) pewnemu elementowi klasy wielkosci
liczbe 1.

przypisujemy

przypisujemy

Element ten nazywamy jednostka miary. Warunki te stano-
wia, postulaty teorji miary. Co do tych postulatéw nalezy poczy-
ni¢ nastepujace uwagi: wykluczyliSmy mozliwo$¢ miary réwnei
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zeru. W teorji mierzenia odcinkéw, czy figur ptaskich wielobocz-
nych, mozna pominaé miary zerowe bez szkody dla teorji;
awzglednianie miar zerowych komplikuje wypowiedz niektérych
twierdzen, a tego w praktyce szkolnej nalezy unikad.

Uktad postulatéw jest tak pomyslany, aby wystarczal dla
teotji mierzenia odcinkéw, lub wielobokéw. Nie jest on wystar-
czajacy np. dla teorji mierzenia mnogoéci punktowych, lecz te
zagadnienia wykraczaja poza zakres szkoly $redniej.

Wobec przyjetej definicii ,wiekszosci” i warunkéw a) oraz
c) jest odrazu widocznem, Ze wielko$é ,,wieksza' bedzie miata
wieksza miare.

4, Rozwazmy jeszcze pytanie, czy nie moznaby zbudowaé
teorji miary bez przygotowan opisanych w ustepie 2. Odpowiedz
jest twierdzaca. Np. w teorji mierzenia mnogosci -punktowych
podanej przez Lebesgue’a nadajemy mnogosciom punktowym
charakter wielkosci dopiero przez okreslenie miary. Mozna réw-
niez zbudowaé szkolna teorje mierzenia po6l wielobokéw bez
uprzedniej teorji rownowaznoéci. Rozwazania ustepow 2 i 3 miaty
na celu uwydatnienie logicznej struktury metody, przewidzianej
przez obecnie obowiazujacy program szkoly $redniej. »

5. Odcinki. Okresliwszy odcinki wprowadzamy w szkole
,r6wnosé odcinkéw” jako pojecie pierwotne (nie definjowane)
i podajemy zwykle postulaty odnoszace si¢ do tego pojecia. Na-
stepnie definjujemy sume. NajczeSciej uzywana jest nastepujaca

‘metoda: okre$la sie odcinki ,kolejne”, sume odcinkéw kolej-

nych, potem sume dowolnych odcinkéw. Ten sposéb postepo-
wania stosuja w swych podrecznikach Lomnicki ?), Wojto-
wicz 3) i Zydler*). Takie okreSlenie sumy odcinkéw etapami
jest teoretycznie bez zarzutu. Zdaje sie jednak, ze mozna poje-
cie ,,odcinkéw kolejnych” opusci¢, a to z nastepujacego powodu:
+kolejnosé” jest potrzebna tylko do definicji sumy, péiniej juz
nie. Skoro definicja sumy moze byé poprawnie i tatwo sformulo-
wana bez ,kolejnoéci”, niewarto obciaza¢ pamieci uczniéw defi-
nicjq ,odcinkéw kolejnych”. Sume odcinkéw mozemy okreslié
jak nastepuje: suma dwéch odcinkéw a i b nazywamy frzeci od-
cinek ¢, jesli moina w nim obra¢ punkt dzielgcy go ne dwa od-

2). A, Lomnicki: Geometrja elementarna. Wyd, VL
3) W. Wojtowicz: Zarys geometrji elementarnej. Wyd. V.-
3) J. Zydler: Geometrja w zakresie szkoty ‘$redniej. Wyd. XIX,
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cinki, z ktérych jeden réwny jest odcinkowi a, drugi odcinkowi b.
Nastepnie przyjmujemy definicig: Odcinek a nazywamy wiek-
sz¥m od odcinka b, jesli jest sumq odcinka b i pewnego odcin-
ka c. Nalezy w klasie podkresli¢, ze suma odcinkaw jest okreslona
wieloznacznie, t. j. Ze dwa odcinki posiadaja dowolnie wiele sum
(réwnych), Latwo udowodnié twierdzenie, ze z dwéch -odcinkow
nieréwnych jeden jest wigkszy. W ,,Geometrji” Zydlera pojecie
odcinka wigkszego i mniejszego poprzedza wprowadzenie sumy
- odcinkéw {por. Zydler, str. 9). Za tem stanowiskiem przemawia
wicksza jego pogladowosé. Okreélajac jednak wickszosé przez
sume (por. Lomnicki, str. 16 1 Wojtowicz, str. 12), mamy sposo-
bnos¢ w latwych przypadkach zapoznaé¢ mlodziez z technika
scistego przeprowadzania dowodéw, rozwijajac teorje nieréwno-
$ci miedzy odcinkami. Oprécz poje¢ wymienionych wprowadza-
my pojecie iloczynu odcinka przez liczbe cala, co nie nastrecza
zadnych trudnosci.

6. Przystepujac do zagadnienia mierzenia odcinkéw, za-
stanéwmy sie, czy nalezy na poczatku wprowadzi¢ jaka$ ogélnag
definicje miary. Enriques i Amaldi w swych ,,Zasadach geometriji
elementarnej” (t1. Wojtowicza) podaja taka definicje (str. 238):
miara jest stosunek odcinka mierzonego do jednostki miary. Tej
definicji jednak przyjaé nie mozemy. Wymaga ona poprzedniego
przercbienia nauki o stosunkach odcinkéw, i to klasyczna metoda
Euklidesa. Ani miarowa, ani czysto geometryczna nauka o pro-
porcjach oczywiscie takiej podbudowy pod teorje mierzenia daé
nie moga. OkreSlenie: ,miara jest to liczba podajaca ile razy
jednostka miary miesci si¢ w odcinku mierzonym”, jest bledne,
gdyz zawodzi dla wszelkich odcinkéw, ktérych miary nie sa cal-
kowite. Wobec tego dla unikniecia trudnosci nalezy zrezygnowaé
z ogélnej definicji miary i okres§la¢ miare osobno w przypadky,
gdy jednostka miary miesci sie w odcinku mierzonym bez reszty,
osobno gdy jest z nim spélmierna, osobno wreszcie, gdy jest
z odcinkiem mierzonym niespétmierna.

Rozpoczynamy od definicji spétmiernosci odcinkéw. O ile
czas na to pozwala, pozadanem. jest przerohbienie dla poglebienia
nauki o odcinkach spélmiernych i niespélmiernych algorytmu
Euklidesa dla znalezienia najwiekszej wspélnej miary 5). Dowéd

5 Por, Enriques Amaldi. Zasady geomefrji elementarnej
(tt. Wojtowicza), str. 220—225:
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istnienia odcinkéw niespéimiernych mozna znaleéé¢ u f.omnic-
kiego (str. 207), Wojtowicza (str. 207) i Zydlera (str. 169—170).
Wskazaniem dydaktycznem jest, aby pomocnicze twierdzenie
arytmetyczne, na ktére si¢ w dowodach wymienionych powoltu-
jemy, byto udowodnione (lub przynajmniej sformutowane) przed
in»zystapieniem do dowodu istnienia odcinkéw niespélmiernych,

Po oméwieniu spétmiernoséci i niespétmiernosci formutujemy
nastepujace zagadnienie dla uczniéw: mamy kazdemu odcinkowi
przyporzadkowaé pewna" liczbe. Bedziemy przytem trzymali sie
nastepujacych zasad: liczby nalezace do odcinkéw beda dodat-
nie; odcinki réwne otrzymaja réwne liczby; odcinek bedacy suma
dwoch innych odeinkéw otrzyma jako swoja liczbe sume liczb na-
lezacych do dodajnikéw; wreszcie od nas zalezeé¢ bedzie wybér
odcinka, ktéremu przypisujemy liczbe 1 i tego wyboru doko-
namy.

Naleizy zauwazy¢, ze tak sformulowane zagadnienie nadaje
sie doskonale do samodzielnej pracy poszukiwawczej uczniéw
pod kierunkiem nauczyciela, jesli idzie o odcinki spétmierne.
Uczniowie rozwiazuja zadanie etapami, (kitére im trzeba wyzna-
czyé) ; naprzéd wyznaczajg liczby dla wielokrotnosci obranej je-
dnostki miary, potem dla jej podwielokrotnosci, wreszcie dla
dowolnego odcinka z jednostka miary spétmiernego. Zadanie ich
bedzie jeszcze tatwiejsze, jesli na wstepie udowodnimy, opierajac
sie na wyszczegélnionych regutach, twierdzenie, ze odcinek be-
dacy iloczynem odcinka a przez liczbe naturalng n, otrzymuje
miare 1 razy wieksza niz odcinek a.

W ten sposob zagadnienie mierzenia odcinkéw spolmiernych
z jednostka jest rozwiazane.

7. Zagadnienie mierzenia odcinkéw niespéimiernych z jed-
nostka jest nierozwiazalne, je$li. nie skorzystamy z jednego
zt. zw. postulatéw ciggloséci, Przytoczymy tutaj trzy z nich,

Postulat Dedekinda. Jezeli punkty odcinka podzielimy na
dwie klasy, tak, aby 1° kazdy punkt nalezal do jednej i tylko jed-
nej z nich, 2° konice odcinka nalezaly do réznych klas, 3° kazdy
punkt klasy pierwszej poprzedzal dowolny punkt klasy drugiej
przy pewnym zwrocie na prostej, to wtedy istnieje punkt i to
jeden o tej wlasnosci, ze kazdy (rézny od niego) punkt klasy
pierwszej poprzedza go, a kazdy punkt klasy drugiej (rézny od
niego) nastepuje po nim przy wspomnianym wyzej zwrocie.
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Postulat Archimedesa. Jesli a i b sa dowolnemi odcinkamj,*

‘to istnieje liczba cala nieujemna n, taka ze n.a =< b<< (n+1), a.
Postulat Cantora Jesli dwie klasy odcinkéw maja naste.
pujace wlasnosci 1°, kazdy odcinek klasy pierwszej jest mme;.
szy od dowolnego odcinka klasy drugiej, 2° gdy obierzemy dowol.'
nie odcinek a, znajdzie sie taki odcinek w klasie pierwszej i taki
w klasie drugiej, by ich réznica byla mniejsza od owego odcinka,
to wtedy istnieje jeden i tylko jeden odcinek wigkszy-od wszyst-
kich {(réznych od niego) odcinkéw klasy pierwszej, a mniejszy od
wszystkich (r6znych od niego) odcinkéw klasy drugiej.

Stosunki logiczne miedzy temi postulatami sa nastepuijace:
opierajac si¢ na postulacie Dedekinda mozna udowodnié zaré-
wno postulat Archimedesa, jak i Cantora. Natomiast, aby udo-
wodni¢ postulat Dedekinda nalezy zalozyé¢ oba postulaty Archi-
medesa i Cantora ¢). Wobec tego w teorji mierzenia trzeba wpro-
wadzi¢ albo postulat Dedekinda, albo oba postulaty Archimedesa
i Cantora. Nadto do wyznaczenia miary odcinka niespéimiernego
z jednostka wystarcza postulat Archimedesa. Postulat Cantora
jest potrzebny dopiero przy dowodzie twierdzenia, ze dla kazdej
liczby niewymiernej istnieje odcinek, ktérego ona jest.miarg
przy obranej jednostce.

Oprzemy sie zatem w dalszych rozwazamach na postulatach
Archimedesa i Cantora.

8. Wyznaczenie miary odcinka niespélmiernego z jednostkg
miary wymaga metody przystosowanej do przerobionej w szkole
teorji liczb niewymiernych. Jesli liczbha niewymierna zostala okre.
slona przez przekréj zbioru liczb wymiernych, wyznaczenie miary
odcinka niespélmiernego z jednostka musi opieraé si¢ na pojeciu
przekroju. Sposéb post¢powania w tym przypadku przedstawiony
jest w podrecznikach: Zydlera (str. 207—212), Wojtowicza (str.
258—262) i najszczegélowiej u Lomnickiego (str. 241 — 242).
Zauwazymy tylko, ze u Lomnickiego dowod twierdzenia, ze dolna
klasa przekroju nie zawiera liczby na]wu;ksze], oparty jest na
milczacem zalozeniu postulatu Archimedesa.

Podamy tutaj inny spos6éb postepowania, oparty na innej de-
finicji liczb niewymiernych, Liczbe niewymierna mozna okresli¢
jako utamek dziesietny nieskoficzony i nieokresowy; na tej de-

) Por, Enri ques. Zagadnienia dotyczqce geometrji elementarnej

Tom I. Art, V.,
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finicji mozna oprze¢ teorje liczb niewymiernych 7). Niech j ozna-~
cza odcinek wybrany na jednostke miary, a odcinek z nim nie-
spotmierny, m niech bedzie dowolna liczba naturalna. Wtedy na
podstawie postulatu Archimedesa znajdziemy liczbe cala nie-
ujemna kn, taka Ze:

R . ](l)m i=a<<(kan+1). ]O""

Wobec niespélmiernoéci j oraz @ mozna réwno$é odrzucié

i pozostanie: kn

1

. j << km- 1 .

Z postawionego w zagadnieniu miary zadania, by suma odcin-

kéw miata jako miare, sume miar wynika twierdzenie, ze odci-

nek wickszy ma miare wicksza. Zatem z ostatniej nieréwnosci

miedzy odcinkami wynika, Ze miara odcinka a musi byé za-
. . . 1(m . km ] .

warta miedzy liczbami 707 1 —I(—)t'—"_ i to dla dowolnego m na-

turalnego. Ale jedyna taka liczba jest nieskoriczony ulamek dzie-

sietny, ktérego reduktami sa liczby IIB—"; .

Pozostaje do udowodnienia, Zze ten utamek dziesietny jest
liczba niewymierna. Rozumujemy niewprost: Gdyby byt réwny
liczbie wymiernej, to moglibysmy zbudowaé odcinek b wspol-
mierny z jednostka o mierze réwnej tej liczbie. Odcinek ten jest
rozny od a, ktore jest z jednostka niespéimierne. Przypusémy,

ze b jest mniejsze od Wtedy dla do$¢ duzego m, —l%:— . j musi

by¢ wicksze od b, co daje sprzeczno$é. Podobnie obala sie
przypuszczenie, ze b jest wigksze od a.’

Zaznaczyé nalezy z calym naciskiem, zZe naszkicowany spo-

.s6b postepowania, winien w szkole by¢ przeprowadzony tylko

na szczeg6lnych przyktadach. Mozna np. przyjaé¢ jako jednostke
bok kwadratu, jako odcinek mierzony jego przekatnie, na m
nalezy przyjmowaé pokolei 1, 2, 3 i t. d.. Wtedy rozumowania,
ktére przy ogélnej notacji sa dosé abstrakcyjne, stang sie znacz-
nie zrozumialsze. Wprawdzie przerobienie kilku przyklad()w,

7) Por. S. Steckel. O tfeorji liczb niewymiernych w szkole $redniej.
Parametr. L Zeszyt 9—10
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choéby nawet poparte zapewnieniem, e w innych przyktadach
postepuje si¢ w ten sam sposéb, nie zastepuje rozumowania ogél-
nego, lecz wobec trudnosci zagadnienia miary odcinkéw niespél-
miernych z jednostka w szkole $redniej, nalezy zdaje sie z 0gdl-
nego rozumowania zrezygnowac, Zauwazmy, Ze i wymienione pod-
reczniki ograniczaja si¢ do przykladu miary przekatni kwadratu,
gdy jednostka jest jego bok, i do uwagi, ze w innych przypadkach
postepuje si¢ analogicznie,

Ze wzgledu na potrzebe gralicznego przedstawienia liczb
musimy zkolei podaé dowéd twierdzenia, ze kazdej liczbie nie-
wymiernej odpowiada odcinek, ktérego ona jest miara.

W tym celu nalezy podaé uczniom naprzod postulat Cantora.
Nastepnie, gdy liczba jest dana przez jakikolwiek ulamek dzie-
sietny nieskoriczony i nieokresowy, tworzymy dwie klasy odcin-
kéw o miarach wymiernych: do pierwszej z nich naleza odcinki,
ktérych miary sa reduktami naszego nieskoriczonego utamka, do
drugiej odcinki, ktérych miary otrzymujemy powiekszajac ostat-
nia cyfre reduktu o jednostke. Latwo okazaé, ze klasy te spefniaja
warunki postulatu Cantora. Wobec tego z postulatu wynika ist-
nienie zadanego odcinka.

Na zakoriczenie teorji mierzenia o dcinkéw nalezy podac
twierdzenie, Ze je§li‘zmienimy jednostke miary, to miary wszyst-

kich odcinkow ulegna pomnozeniu przez miare starej jednostki

wzgledem nowej. Dowod tego twierdzenia w przypadku gdy od-
cinek mierzony i obydwie jednostki sg odcinkami spélmiernemi
znajdzie czytelnik u Lomnickiego (str. 244). W pozostalych
przypadkach najlepiej przy]qc twierdzenie za prawdziwe bez
dowodu.

9. Wieloboki. Dla nadania wielobokom charakteru wielko-
éci wprowadzamy przedewszystkiem pojecie réwnowaznosci.

Zauwazmy odrazu, ze moéwiac o wielobokach mamy na mys$li

figury ptaskie, ograniczone linjg lamana zamknieta, przyczem
jedynemi wspoélnemi punktami bokéw sa wierzcholki, a z jednego
wierzchotka wychodza tylko dwa boki. Tem samem: wykluczamy
wieloboki o konturze przecinajacym sig, natomiast bedziemy do-
puszczali w rozwazaniach wieloboki wklesle. Jest to koniecznem
ze wzgledu na kwestje dodawania wielobokéw. Dwa wieloboki
nazywamy réwnowaznymi, jesli przy pomocy skoriczonej ilosci
odcinkéw, mozemy podzieli¢ je oba na jednakowq ilo$¢ czesci
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i wprowadzi¢ miedzy czesciami jednego i drugiego wieloboku od-
powiednioé¢ doskonalq {jednojednoznacznqj, tak zeby naleiqce
do siebie czeSci byly przystajace.

Jest to t. zw. réwnowaznos$é ,przez rozklad”, Zwréémy
uwage, Ze zwykle uzywane okreslenie ,,czesci odpowiednio przy-
stajace” zostalo w definicji zastapione przez diuzszy zwrot. Po-
wodem tej modyfikacji jest nie$cistos$é i niejasnoéé pospolicie
uzywanego wyrazenia. Z kolei okreslamy sume wielobokéw. Pod.
reczniki podaja w tym celu naprzéd definicje wielobokow
wprzylegtych”, Jest to zdaje sie zbyteczne z tych samych po-
wodéw, dla ktérych obeszlismy sie bez pojecia odcinkéw ,kolej-
nych”. Definicje sumy postawimy tak: wielobok A jest sumgq
wielobokéw B i C, jesli przy pomocy skoriczonej ilosci odcinkéw
mozna go podzieli¢ na dwa wieloboki, z ktérych jeden przystaje
do B, drugi do C. W zwiazku z ta definicja stwierdZzmy dwa fak-
ty: 1° suma wielobokéw jest okreslona wieloznacznie, 29 nie zaw-
sze mozna doda¢ do siebie dwa wieloboki. Aby sie o tem przeko-
naé, wystarczy rozwazy¢ dwunastobok gwiazdzisty umiarowy
o boku 1 cm i pigtnastobok umiarowy o boku 2 cm. Dwa wieloboki
wypukle mozna dodaé zawsze, lecz suma niekoniecznie bedzie
juz wypukla. Z definicyj réwnowaznosci i sumy wielobokéw wy-
nika natychmiast twierdzenie, ze sumy wielobokéw rownowaz-
nych sg réwnowazne.

Oméwmy kwestje twierdzenia, ze dwa wieloboki réwnowazne
temu samemu {rzeciemu, s sobie réwnowazne. Uczniowie sa
sktonni uwazag to twierdzenie za oczywiste, z powodu sluchowego
skojarzenia réwnowaznoéci z réwnoscia, czy réwnolegloscia. Dla
zaostrzenia ich zmystu krytycznego nalezy im zwrécié uwage, ze
twierdzenie wcale nie jest oczywiste. Wydaje sie natomiast, ze
ogolnego dowodu tego twierdzenia lepiej nie przeprowadzaé, gdyz
jest bardzo abstrakcyjny. Twierdzenie mozna przyjaé bez dowo-
du i najwyzej na przykladzie pokazaé, jak w szczegdlnym jakims
przypadku wykazuje sie réwnowazno$é.

Przejdzmy do okreslenia ,,w1ekszosc1 wielobokow.

Wielobok A nazywamy wiekszym od wieloboku B, jesli jest
suma wieloboku B,, réwnowaznego wielobokowi B i jakiego$
wieloboku C. Staja teraz przed nami dwa pytania: 1) czy po
wyborze dowolnych wielobokéw A i B, bedzie zachodzit ktérys
ze zwiazkéw: A réwnowazne B, A wieksze od B, B wicksze
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©od A? 2) czy nie moga zachodzi¢ dwa z tych zwiazkéw jedno-
czesnie? _ :

Twierdzaca odpowiedZ na pierwsze pytanie mozna uzyskaé
po dosé okolnych rozumowaniach, opierajac sie przytem na po-
stulacie Archimedesa. Udowodnienie odpowiedzi przeczacej na
pylanie drugie nie wymaga korzystania z postulatéw ciaglosci,
ale jesli sie chce uniknaé¢ skomplikowanych i dlugich rozwazan,
przyjmuje sie zwykle postulat de Zolta brzmiacy: wielobok nie
mozZe by¢ réwnowazny swej czesci. Najprostszem wyjéciem z tych
trudno$ci w szkole jest przyjecie nastepujacego postulatu:

jezeli Ai Bsag dowolnemi wielobokami, to
zachodzi jeden i tylko jeden ze zwiazkoéw:
A rownowazne B, A wieksze od B, B wieksze
od A. ‘

Postulat ten, ktéry nazywaé bedziemy postulatem uporzad-
kowania wielobokéw, czyni zbytecznem przyjmowanie postulatu
de Zolta i jest od niego, jak si¢ dalej okaze, dogodniejszym
w szkole,

Jak wiadomo, chcac dowiesé ogélnie, ze rownolegloboki
-0 réownych podstawach i wysokosciach sg réwnowazne, trzeba
-opieraé si¢ na postulacie Archimedesa 8).

Postugujac sie postulatem uporzadkowania wielobokéw, udo-
wodnimy tw, o réznicach wielobokéw réwnowaznych, ktére po-
:zwoli nam z kolei podaé prostszy dowdd twierdzenia o réwnolegto-
bokach bez postulatu Archimedesa.

‘Roéznica dwoch wielobokéw A i B nazywamy wielobok C,
taki, ze B+ C = A. Powiadamy teraz, ze réznice réwnowaznych
wielobokéw sa réwnowazne. Dowdd (por. Lomnicki, str, 162} jest
‘tatwy do przeprowadzenia w oparciu o nasz postulat przez re-
ductio ad absurdum. Opierajac sie na tw. o réznicach otrzymu-
jemy bardzo prosty dowéd twierdzenia o réwnoleglobokach ma-
jacych podstawy i wysokosci réwne ®). Jeszcze wicksze ustugi
-oddaje twierdzenie o réznicach przy dowodzie twierdzenia o gno-
monie (por. Lomnicki, str. 162—163 i Zydler, str. 125—126 do-
'wod drugi), ktérego dowod bez twierdzenia o réznicach jest doéé¢

8) Por. Zydler str. 122, "Wojtowicz str. 151, Eomnicki
str. 157. WojtowicziEomnickinie cytuja postulatu Archimedesa, lecz
‘korzystaja z niego. i

°) Por. Lomnicki str. 162 i Zydler str. 122123, dow6d drugi.

— 111 —

zawily (por. Zydler, str. 125 dowéd pierwszy i Wojtowicz, str.
155—156). ~
. Zydler chcac sobie zapewni¢ korzysci, jakie daje twierdzenie

o roznicach, wprowadzil obok zwyklej definicji rownowaznoéci,
jeszcze druga definicje: dwa rownolegloboki sa réownowazne, jesli
sa roznicami wielobokéw parami przystajacych. (Jest to t. zw
,réwnowaznosé przez uzupelnienie”). PoniewaZz jednak w szkole
§redniej nie mozna przeprowadzié dowodu zgodnosci obu defi-
nicji, zdaje si¢ lepiej jest unikaé stosowania metody z dwiema
definicjami, v

Lomnicki podaje twierdzenie o réznicach dopiero przy kori-
cu teorji réwnowaznosci, gdyz opierajac sie na postulacie de
Zolta nie moze go udowodni¢ wczesniej. Postulat o uporzadko-
waniu wielobokéw pozwala to zrobi¢ na wstepie teorji réwno-
waznosci.

Wojtowicz twierdzeniem o réznicach nie postuguje sie.

Przejdzmy do twierdzen o réwnowaznos$ci miedzy réznemi
rodzajami wielobokéw. Po wspomnianem twierdzeniu o réwno-
wazno$ci rownolegtobokow dowodzi sie, Ze trojkat réwnowazny
jest rownoleglobokowi o tej samej podstawie i dwa razy mniej-
szej wysokosci. Cytowane przez nas podreczniki podaja dowdéd
tylko w przypadku, gdy tréjkat i rownolegtobok maja po jednym
kacie przypodstawowym réwnym. Luke te tatwo uzupehlié po-

.wolujac si¢ na twierdzenie o réwnowaznosci réwnoleglobokdw.

Ta sama uwaga odnosi sie do twierdzenia o réwnowaznosci tra-
pezu i réwnolegloboku (ew. tréjkata). Twierdzenia, ze réwno-
legloboki réwnowazne o réwnych podstawach maja réwne wyso-
kosci, dowodzi sie niewprost z powolaniem na postulat de Zolta.
W naszej metodzie trzeba ten postulat zastapié¢ postulatem
o uporzadkowaniu wielobokéw, co dowodu istotnie nie zmienia.
Jako wskazanie metodyczne przy przerabianiu teorji réwno-
wazno$ci nalezy wysunaé zZadanie przerobienia wickszej ilodci

.zadan konstrukcyjnych z zamiana wielobokéw na réwaowazne.

W szczegélnosci w teorji mierzenia pél potirzebna bedzie kon-
strukcja prostokata o zadanej wysokosci réwnowaznego z pro-
stokatem danym. Druga wskazéwka jest, aby sformutowac twier-

‘dzenia o rownowaznoéci réwnoleglobokéw, tréjkatéw i trapezéw

z prostokatami, gdyz zagadnienie mierzenia ich pél sprowadzaé
si¢ bedzie do mierzenia pél prostokatow.
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10. Przystapimy do kwestji mierzenia pél wielobokéw.

Sformutujemy zagadnienie dla uczniéw, podobnie jak przy
odcinkach, Wyznaczyé miary poél wielobokéw znaczy: 1° przy-
pisa¢ im liczby dodatnie, 2° wieloboki réwnowazne otrzymaja
réowne liczby, 3° sumie dwoch wielobokéw przypiszemy sume
miar dodajnikéw, 4° liczbe 1 przypiszemy kwadratowi, ktérego
bokiem jest jednostka dlugosci.

Naprzéd zajmiemy sie wyznaczeniem miar pél prostoka-
tow, ktorych wysokosé réwna jest jednostce dlugosci. Udowo-
dniamy, Ze miara polowa takiego prostokata réwna jest mierze
jego podstawy, po kolei w trzech nastepujacych przypadkach:
a) gdy podstawa jest wielokrotnoscig jednostki dtugosci, b} gdv
jest jej podwielokrotna, c) gdy jest z jednostka spoimicrna,
(Moga to nawet zrobié latwo uczniowie sami pod kierunkiem
nauczyciela). W przypadku, gdy podstawa prostokata nie jest
sp6lmierna z jednostka dtugosci, najpraktyczniej bedzie przyjaé
twierdzenie za prawdziwe bez dowodu.

Nastepme dowodzimy twierdzenia, ze dowolny: prostokat
jest réwnowazny prostokatowi o wysoko$ci réwnej jednostce
i podstawie, ktérej miara réwna jest iloczynowi miar bokéw pro-
stokata danego. Dowdd tego twierdzenia jest mozliwy do prze-
prowadzenia, gdyz program przewiduje nauke o proporcjonal-
noéci odcinkéw, przed nauka o mierzeniu pél. Prosty dowéd
otrzymujemy przeksztalcajac zadany prostokat, -w prostokat
o wysokosci jednostkowej przy pomocy gnomonu, i rozwazajac
tréjkaty podobne, powstate przy tej konstrukciji.

Z tego twierdzenia wynika bezposrednio dalsze, ze miara
pola dowolnego prostokata jest roéwna iloczynowi miar jego bo-
kow.

Opisana metoda sprowadzenia - zagadnienia miary prosto-

katéw do rozwazania prostokatéw o wysokosci jednostkowej po-

siada te zalete, ze pozwala ominaé klopotliwy dosé¢ przypadek,
w ktérym oba boki prostokata sa z jednostka niespéimierne.
Wojtowicz i Zydler odwotuja sie wtedy do definicji iloczynu
dwéch liczb niewymiernych, ktéra jest dla uczniéw dosé trudna.
Lomnicki stosuje metode przez nas podana.

Wyprowadzenie twierdzen, o miarach pél réwnoleglobo-
kéw, trojkatow, trapezow, wielobokéw umiarowych, ew. jeszcze
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czworobokéw o prostopadlych przekatniach, nie przedstawia
sadnych trudnosci metodycznych, skoro mamy przygotowane
{wierdzenie o ich réwnowaznosci z prostokatami.
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Killing-Hovestadt Handbuch des mathematischen Unterrichts.
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WAZNIEJSZE Z BLEDOW DOSTRZEZONYCH.

Na str.

15
24
25
32
32
42

45
51
68
72
88
98
100
108
114
114

w wierszu
9%

15
2

4

9
19
22

N
BN =

zamiast
zwiazek
geometarji
Kalicum
wiadomo
pomysty
1930

t, [—Matematyka i t, Il
géométrie. descriptive.
xM, yM
di
zmienym
rownaé sie zero
< 0°n,180° < 180°
o dcinkow
dopelnienie i zmiany
wydawnictw

powinno by¢
zwiazki
geometrji
Kalicun
wiadome
w pomysle,
1930 (pierwsze wydanie
1899)
t.11t, III Matematyka
géométrie descriptive.
x)l’ y.\[
df
zmie;nym
rownaé sie zeru
0° < n.180° < 180°
odcinkéow
dopelnienia i zmiany.
wydawnictwa

» Oprécz tego w wierszu 13 ) na str. 32 zamiast ,byla w posiadaniu” po-
winno by¢ ,posiadata” i t. d.
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'} Wiersze, ktérych numery oznaczono gwiazka, sa liczone od dolu,

Pozostale — od gory.



