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Rozdziat 1

Wstep

Przedmiotem analizy sa modele ARMA ze zmiennymi wspotczynnikami ze szczegdlnym
uwzglednieniem przypadku modeli ARMA z okresowymi wspotczynnikami, czyli nowa
klasa procesow wykorzystywanych miedzy innymi w analizie danych wykazujacych rézne
rodzaje okresowosci.

W klasycznym podejéciu do analizy szeregdéw czasowych wszechstronnie studiowanym w
literaturze najczesciej zaktada si¢ stacjonarnos¢ badanego procesu. Badania pokazuja jed-
nak, ze klasyczne podejscie jest niewystarczajace dla wielu klas obserwowanych zjawisk, a
uzyskane wyniki nie daja pozadanych efektéw, np. w przypadku predykeji danych. Szeregi
ARMA ze zmiennymi wspétczynnikami sa niestacjonarne dlatego tez moga by¢ wykorzy-
stywane w przypadku badania réznego rodzaju danych.

Zastosowanie w pracy nowego podejscia do analizy szeregéow czasowych daje w przypadku
rozwazanych modeli wiele efektywnych rozwigzan: umozliwia rozwigzanie problemu jed-
noznacznosci i ograniczonosci (w sensie Lg) rozwiazania, pozwala na wyznaczenie postaci
rozwiazania modeli ARMA ze zmiennymi wspoétczynnikami, itp. Zastosowanie znanych
technik charakterystycznych dla analizy stacjonarnych szeregdéw czasowych jest niewy-
starczajace do badania omawianych proceséw. Dlatego tez, w odrdznieniu od podejscia
do klasycznych modeli ARMA w jezyku pierwiastkow odpowiedniego wielomianu, koniecz-

nie jest badanie niestacjonarnych szeregdéw przy uzyciu innych technik.

Podstawowymi problemami poruszonymi w pracy sa:

e wyznaczenie warunkow gwarantujacych jednoznacznosé i ograniczono$é rozwigzania



modeli ARMA ze zmiennymi wspotczynnikami

Problem ten jest cze$ciowo poruszony w literaturze, jednak jak dotychczas nie udato
sie uzyskaé¢ pelnych wynikéw dotyczacych ogélnego modelu ARMA ze zmiennymi
w czasie wspotezynnikami. Sa to gldéwnie wyniki Boshnakova ([5]), ktéry zapisal
réwnanie ARMA (p,q) ze zmiennymi wspotezynnikami jako wielowymiarowy model
VAR(p), co daje mozliwosci dalszych analiz w tym zakresie. Ponadto Hurd, Makagon
i Miamee ([16]) rozwiazali problem jednoznacznosci i ograniczonosci (w sensie L)
rozwiagzania jedynie dla prostego przypadku, a mianowicie dla modelu AR(1) ze
zmiennymi wspotczynnikami. W pracy rozszerzono te teorie dla najbardziej ogolne;j
klasy szeregéw czasowych ARMA (p,q) ze zmiennymi wspotczynnikami (Rozdzial 2,
Twierdzenia 2, 3, 4) oraz dla okresowych szeregdbw ARMA (Rozdzial 3, Twierdzenie
5).

wyznaczenie postaci rozwigzania modeli ARMA ze zmiennymi wspotczynnikami

Podobnie jak warunki na istnienie jednoznacznego rozwigzania omawianych modeli,
problem ten poruszony jest przez Hurda, Makagona i Miamee ([16]), gdzie postaé
rozwiazania podana jest tylko dla prostego modelu AR(1) ze zmiennymi wspétczyn-
nikami. W pracy Brockwella i Davisa ([6]) szczegélowo oméwiono klasyczne stacjo-
narne modele ARMA. W pracy rozszerzono teori¢ na ogélne modele ARMA (p,q) ze
zmiennymi w czasie wspélezynnikami (Rozdziat 2, Twierdzenia 2, 3, 4), ponadto po-
dano réwniez postacé rozwigzania dla modeli ARMA z okresowymi wspotczynnikami

(Rozdziat 3, Twierdzenie 5).

wyznaczenie postaci gestosci spektralnej dla modeli ARMA z okresowymi wspot-
czynnikami

Modele ARMA z okresowymi wspotczynnikami sa klasg procesow silnie harmonizo-
walnych, co daje mozliwo$é wyznaczenia ich gestosci spektralnej. Szczegdlnie postaé
funkcji korelacji takich procesow staje sie uzyteczna w analizie modeli ARMA z okre-
sowymi wspoétezynnikami w dziedzinie czestotliwosciowej ([23]). W ramach rozprawy
doktorskiej przeprowadzono badania nad wyznaczeniem postaci gestosci spektral-
nej omawianych modeli i udowodnieniem jej najwazniejszych wlasnosci (Rozdzial 3,

Twierdzenia 6 i 7).



e analiza modeli ARMA ze zmiennymi wspotczynnikami i a-stabilnymi innowacjami
Modele takie znajduja zastosowanie w analizie danych, ktérych reszty nie posia-
daja wtasnosci charakterystycznych rozktadom gaussowskim. Rozktady a-stabilne
nie majg skonczonego drugiego momentu, natomiast dla niektérych klas procesow
iloraz dwoch miar zaleznosci: kodyferencji i kowariacji, w granicy daje parametr a.
Tak jest réwniez w przypadku stacjonarnych modeli ARMA ([26], [27]). W ramach
pracy przeprowadzono badania dotyczgce podobnych wtasnosci dla modeli ARMA

ze zmiennymi wspotczynnikami (Rozdzial 5, Twierdzenia 9 i 10).

Zasadniczym zadaniem w analizie szeregow ARMA ze zmiennymi wspétczynnikami, a w
szczegolnosci z okresowymi wspotezynnikami, jest wyznaczenie postaci ich rozwigzania i
podanie warunkéw gwarantujacych jego jednoznacznosé i ograniczonosé. Nie jest to zada-
nie trywialne, gdyz wiele dotychczas stosowanych technik dato jedynie rozwiagzanie tego
problemu w przypadku stacjonarnym (stacjonarne modele ARMA sa szczegdlnym przy-
padkiem omawianych modeli ARMA ze zmiennymi wspdtczynnikami). Metody uzywane
w analizie szeregow czasowych daja mozliwo$é analizy stacjonarnych modeli i obecnie
teoria zwigzana z takimi szeregami jest dobrze znana i powszechnie stosowana réwniez
w praktyce. Modele ARMA ze zmiennymi wspétczynnikami sg naturalnym rozszerzeniem
klasycznych stacjonarnych modeli ARMA, a ponadto wykazuja wiele ich wlasnosci. Ich
wyzszoS¢ polega jednak na tym, ze moga by¢ wykorzystywane do analizy danych niesta-

cjonarnych bez utraty ich dtugookresowej zaleznosci.



Rozdziatl 2

Modele ARMA

2.1 Stale wspélczynniki

Definicja 1 (/6]) Szereg { X} jest stacjonarny (w stabym sensie), gdy:

(i) p(n) = EX,, nie zalezy od n,

(ii) Cov(Xp, Xpim) = E(Xn — p1(n)(Xpsm — pp(n +m))") jest jedynie funkcig m dla
kazdego n € Z.

Definicja 2 ([6]) Szereq {X,.} jest szeregiem ARMA (p,q), jesli {X,} jest stacjonarny

oraz dla kazdego n € Z spelnione jest rownanie:

Xn - ¢1Xn71 - (prnfp = fn + elfnfl + -+ eqfnfqa (21)

gdzie {&,} jest ciggiem nieskorelowanych zmiennych losowych o $redniej 0 i wariancji o2,

a wielomiany ¢(2) =1 — g1z — ... ¢p2P 1 0(2) = 1 + 012 + ... 0,27 nie majg wspolnych

prerwiastkow.

Wazna informacja w Definicji 2 jest fakt, ze {X,,} jest procesem stacjonarnym. Nastepne
Twierdzenie podaje warunki gwarantujace istnienie jednoznacznego rozwiazania systemu
(2.1).
Twierdzenie 1 (/6]) Jednoznaczne stacjonarne rozwigzanie réwnania (2.1) istnieje wte-
dy i tylko wtedy, gdy

d(2) =1—rz2— - —pp2¥ #0

dla kazdego |z| = 1.
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W przypadku szeregéw czasowych wazng informacjg jest rowniez fakt, czy dany proces
jest procesem przyczynowym (ang. causal) lub odwracalnym (ang. invertible). Informa-
cje te umozliwiajg znalezienie postaci rozwigzania danego systemu, a co za tym idzie

wykorzystanie modelu do opisu danych rzeczywistych i dokonania ich predykcji.

Definicja 3 ([6]) Szereg ARMA(p,q) zdefiniowany w (2.1) jest przyczynowy (lub przy-
czynowq funkejq procesu {&,}), jesli istnieje staly cigg (v;) taki, ze 3232, [1h;] < oo oraz

Xo =3 i (2.2)

J=0

Przyczynowosé jest rownowazna nastepujgcemu warunkows
d(2)=1—¢1z— - — 2P #0
dla kazdego |z| < 1.
Wspodlezynniki (1;) w réwnaniu (2.2) spetniaja nastepujacy warunek
p
V; =0+ b,
k=1
gdzie 0y = 1,0, =0dla j > goraz ¢; =0dla j <0.

Definicja 4 (/6]) Szereg ARMA (p,q) zdefiniowany w (2.1) jest odwracalny, jesli istnieje

staly ciqg (m;) taki, Ze 3252, |m;| < co oraz
=D T Xnj. (2.3)
=0

Przyczynowosé jest rownowazna nastepujgcemu warunkows

0(z) =14+601z+---+0,22#0
dla kazdego |z| < 1.
Wspotezynniki (7;) w réwnaniu (2.3) spelniaja nastepujacy warunek

q
T == — > ik,
k=1

gdzie g = —1, ¢; =0dla j > p oraz m; =0 dla 57 <O0.
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2.2 Zmienne wspoOtczynniki

Definicja 5 (/24]) System ARMA(p,q) ze zmiennymi wspotczynnikami zdefiniowany jest

nastepujgco:
p q—1
X, =Y be(n)Xnok =D aj(n)é,—j, neZ, (2.4)
k=1 Jj=0

gdzie (bp(n)), k = 1,...,p oraz (ax(n)), k = 0,...,q — 1 sq ciggami liczb zespolonych,
be(n) # 0 dla kazdego k = 1,...p i n € Z oraz {&,} jest ciggiem nieskorelowanych

zmiennych losowych o sredniej 0 i wariancyi réownej 1.

W tym rozdziale przyjmujemy, ze kazda zmienna losowa X moze przyjmowaé wartosci ze
zbioru liczb zespolonych oraz ma skonczony drugi moment i zerowsg Srednig. Kowariancja
E(XY") dla dwoch zmiennych losowych X i Y jest oznaczana jako (X,Y), natomiast
wariancja X - jako ||X||?>. Przestrzen liniowa L, - generowana przez {£,}, n € Z, jest
oznaczana jako M. Przestrzen Mg z normg || - || jest przestrzenia Hilberta; zatem {&,}
jest szeregiem ortonormalnym w M. Zapis nh_g)lo X, =Y, dla szeregu stochastycznego
{X,} oraz zmiennej losowej Y oznacza, ze JLIQO||XR —Y|? = 0. Kazdy ciag {X,} w
Mg, ktéry spetnia réwnanie (2.4) jest zwany jego rozwigzaniem. Rozwiazanie {X,,} jest
ograniczone jesli sup || X,||? < oo.

Rozpatrzmy najpribeerZW prostszy model ARMA(1,q) dany nastepujacym wzorem:

q—1
X, —b,X,_1 = Z ap(n)én—p, ne€Z, (2.5)
p=0

gdzie wspotezynniki oraz innowacje maja takie same wtasnosci jak w Definicji 5. Niech

Y, = Zg;é ay,(n)&,—, oraz
By = H b; (2.6)

z konwencja B = 1, gdy n < k. Warto$¢ poczatkowa Xy = X determinuje rozwiazanie

{X,} réwnania (2.5). Iterujac réwnanie (2.5) k razy, otrzymujemy dlan € Zik > 1
k=1
X, =B ;1 Xpk+> Bl Y, oraz (2.7)
5=0

Xn—i—k b 1
Xn = Bn+k - Z Bn+j

n+1 =1 ~n+1

Vi (2.8)
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Jesli w (2.7) wezmiemy n > 11 k = n oraz w (2.8) dla kazdego n < —1 - k = —n, woéwczas
otrzymamy

0

X, = j=1-n (2.9)
Xo - 1
Y — Y., dlan<-L
BTOH-l ]22:1 Bni{ ’

Powyzsza formuta staje sie uzyteczna w przypadku problemu istnienia jednoznacznego
i ograniczonego rozwiazania modeli ARMA(1,q) ze zmiennymi wspétczynnikami. Systemy
takie jak w (2.5) pojawiaja sie w analizie szeregdw czasowych, a jednoznacznosé rozwia-
zania i jego forma sa uzyteczne przy ich badaniu. W przypadku, kiedy (b,) oraz (ax(n))
nie zaleza od n, wowczas system (2.5) przyjmuje posta¢ X,, — bX, 1 = Zg;[l) ap&n—p 1 jest
specjalnym przypadkiem stacjonarnego modelu ARMA ([6]). Znany jest fakt, ze systemy
takie maja jednoznaczne ograniczone rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy |b] # 1. Po-
nadto rozwigzania te sg stacjonarne i maja jednostronng reprezentacje sredniej ruchomej
(MA). Modele ARMA z okresowymi wspo6tczynnikami (PARMA) staly sie popularne ze
wzgledu na ich wielorakie zastosowanie ([1], [2], [3], [5], [15], [18], [19], [28], [30]). Systemy
takie wykorzystywane sg do opisu danych klimatycznych, ekonomicznych, hydrologicz-
nych, a takze znajduja zastosowanie w inzynierii elektrycznej i wielu innych dyscyplinach.
Zazwyczaj analiza takich szeregéw bazuje na ich przeksztatceniu do wielowymiarowego
systemu ARMA (VARMA) ([20], [28], [30]), co pozwala w niektérych prostszych przy-
padkach na uzyskanie warunkéw gwarantujacych istnienie jednoznacznych, ograniczonych
rozwigzan. Inna metoda analizy proponowana w [5], a wykorzystana réwniez w [16], po-
lega na analizie szeregu zdefiniowanego w (2.5) dla ¢ = 1 i ciagu wspdtezynnikow (by,)
prawie okresowych oraz ag(n) = 1. Przy tym zalozeniu dowodzi sie istnienia warunkéw
koniecznych i wystarczajacych na istnienie jednoznacznego, ograniczonego rozwigzania,
ktore ponadto jest prawie okresowo skorelowane. Zatem istnieje mozliwosé uzyskania wa-
runkéw na istnienie jednoznacznych i ograniczonych rozwiazan systeméw PAR(1) bez ich
transformacji do wielowymiarowych modeli ARMA.
W tym rozdziale podamy posta¢ rozwiazania modeli zdefiniowanych w (2.5), ktére jest
jednoznaczne i ograniczone, bez dodatkowych zalozen dotyczacych wspétezynnikéw (b,,)
oraz (ax(n)). Zostanie oméwionych kilka przyktadéw; w szezegélnosei przypadek statych
wspotezynnikéw. Wyniki zawarte w tym rozdziale zostaly przedstawione w pracach [24],

[32] oraz [33].
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Podobnie jak w pracy [16], podzielimy nasza analize na trzy przypadki:
(C1) sup|Bf| = oo
n>1

(C2) sup|B,|™" = oo,

n<0

(C3) sup |BY| < oo i sup |BY| 7! < .

Jedli b, = b = const., woéwczas odpowiednio warunki te maja nastepujace formy |b| > 1,
|| < 1, |b| = 1. Ponizszy Lemat stanowi podstawe dalszych analiz i dotyczy ogdlnych
modeli Y,, = >7° 0 ap(N)En_p.

Lemat 1 Niech c;, j € Z bedzie ciggiem skalarow, Y, = >3- Oap( )en—p oraz niech M <
N, M,N € Z. Wowczas

M M+n min(M,q—1+k—n)
YoYuri= D] ) Citntj—k(n+J) | & (2.10)
j=N k=N+n—g+1 j=max(N,k—n)
oraz
M 2 Min min(M,q—1+k—n) 2
> Yo > > ¢jantj—k(n + ) (2.11)
j=N k=N+n—qg+1| j=max(N,k—n)
Dowdd:
Poniewaz Y, = >1- 0 ap(n)€n_p,
(Vi &) = ’ (2.12)

0, w przeciwnym przypadku.

Z (2.12) wnioskujemy, ze dla stalej wielkosci k& produkt (Y,,4;, &) moze by¢ jedynie nie-
zerowy, gdy j spetnia warunek k —n < j < q— 1+ k —n. Zatem
M min(M,g—1+k—n)
Yo Yol | = > Cjtntj—k(n + 7). (2.13)
j=N j=max(N,k—n)

Powyzsza suma jest rowna 0, gdy k —n > M lub ¢ — 1+ k —n < N. Zatem

M M4n min(M,q—1+k—n)
Z CjYnij = Z Z Cjntj—k(n+7) | &k,
j=N k=N+n—q+1 j=max(N,k—n)

co implikuje (2.11) poniewaz {&,} jest ciagiem ortonormalnym. O
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Propozycja 1 Zaléimy, ze sup|B}| = oo. System (2.5) ma ograniczone rozwigzanie w

n>=1
M wtedy @ tylko wtedy gdy
00 q—1+s 1 2
sup Y > — 5 4-s(n+ )| <oo. (2.14)
n€Z s=2—¢q j=max(1,s) Bn-f—l

Ponadto rozwigzanie jest jednoznacznie wyznaczone w Me i ma nastepujgcg postac:

gn—l-s- (215)

o] qg—1+s 1
Xy, =— Z Z BnJrja’J s(n+j)

s=2—¢ | j=max(1,s)
Dowod:

Zatézmy najpierw, ze {X,} jest ograniczonym rozwiazaniem systemu (2.5). Poniewaz
sUp |BT| = oo oraz wszystkie wspotczynniki by sa niezerowe, dla kazdego n € Z istnieje

ciag k, taki, ze hgn \Bﬁifr = 00. Zatem z (2.8) wnioskujemy, ze dla kazdego n € Z

:_hmz B Yoyj-
7j=1 n+1

Z Lematu 1 mamy, ze

kr 1 min(ky,q—1+k—n) 1
( n+]7€k‘) Z n+j o Ontj— k(n+J>

+
j=1 BZLLJr{ j=max(1,k—n) Bn+1
Zatem przy r — oo, otrzymujemy, ze
q—1+k—m 1
(Xn, &) = —l1mz nﬂ n+j7§k) = Z B g Antj— k(n+7),
= n+1 j=max(1l,k—n) ~n+1

jesli k > 1 —q+n oraz (X,,&) =0 gdy k < 1— ¢+ n. Zatem

00 qg—1+k—n 1
Xy = — Z Z Bn+J s Angj— k(n +.]) glm

k=24+n—q n+1

j=max(1,k—n)
co po podstawieniu s = k — n daje (2.15). To réwniez pokazuje, ze rozwiazanie jest

jednoznaczne. Kwadrat normy X,, ma postac

oo q—1+s 1 2
2 .
= 3 | Y amen]
§=2—q |j=max(1l,s) —n+1

zatem {X,} jest ograniczonym rozwiazaniem réwnania (2.5) wtedy i tylko wtedy gdy
spelniony jest warunek (2.14).

Z drugiej strony zatézmy, ze warunek (2.14) jest prawdziwy. Oznaczajac

M
1
S”]y:_ZBn“"]YnJ’_]’ nEZ,M}l,
n+1
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z Lematu 1 wnioskujemy, ze

u M+n min(M,qg—1+k—n) 1
Sn - Z Z n+]an+J k(n+]) gk‘

k=2+n—q j=max(1,k—n) Bn+1

Zatem warunek (2.14) implikuje, ze dla kazdego n € Z, granica X,, = A}im SM istnieje i
ma postaé (2.15). Z powyzszego faktu oraz z warunku (2.14) otrzymujemy, ze X,, € M;

oraz sup || X,|| < co. Zatem
nez

1

i Yo+ M- (2.16)

SM _p,SM =V, —
Bn+1

Ostatni czynnik w (2.16) wynosi (SM — SM=1) i zbiega do zera przy M — oo, wnioskujemy
zatem, ze

. 1

n+1

co oznacza, ze {X,} spelnia réwnanie (2.5). O
Udowodnili$my zatem, ze ciag dany wzorem (2.15) spelnia réwnanie (2.5), zatem {X,, }
jest rozwiazaniem (mozliwe ze nieograniczonym) modelu, nawet wtedy gdy jedynie waru-

nek sup | B"| < oo jest spelniony.
n>1

Propozycja 2 Zaléimy, ze sup |B°|™ = co. System (2.5) ma ograniczone rozwigzanie

n<—1

w M wtedy 1 tylko wtedy gdy

oo |min (0,g—1—s) 2
sggz Y. Bhase(n+j)| <oo. (2.17)
nes s=0 j=—s

Ponadto jest ono jednoznacznym rozwigzaniem systemu (2.5) w Mg oraz ma nastepujgcg

forme:
min (0,g—1—s)

Xn = Z [ Z By jnsti(n+7)
s=0

j=—s

s (2.18)

Dowdd:

Dowdd jest podobny do dowodu Propozycji 1, zatem zostanie jedynie nakreslony.
Jedli sup |B}|™! = oo, zatem dla kazdego n € Z istnieje ciag k, — oo, taki ze lim 1Bt =
0. Za}éery, ze {X,} jest ograniczonym rozwiazaniem modelu (2.5). Zatem z (2.7) otrzy-
mujemy, ze

n+1
= lim Z BuijeYots.
Jj=1-kr



2.2. ZMIENNE WSPOLCZYNNIKI 13

Korzystajac z Lematu 1 wnioskujemy, ze

min (0,g—1—s)

Xn=3" [ Y. Bunasi(nt)
s=0

j==s

577,—57

co daje nam warunek (2.17).

Zalozmy teraz, ze (2.17) jest spetiony oraz SM = Z Bﬁijlﬂ ntj- L Lematu 1 otrzy-
j=1-M

mujemy, ze SM zbiega do

X, = Z Z Bz+j+1a5+]'(n + ]) fn—sa
s=0

Jj=-s
gdy M — oo. Z warunku (2.17) otrzymujemy, ze szereg { X, } jest ograniczony. Poniewaz

SM b, S =Y, — By Yoon oraz B Yoy = SMT — S zatem szereg { X, }

00 |:min (0,g—1-s)

jest rozwiazaniem systemu (2.5). O
W powyzsze] Propozycji pokazano réwniez, ze warunkiem na to, by ciag {X,} byt
rozwiazaniem (mozliwe, Ze nieograniczonym) modelu ARMA(1,q) wystarczy zeby ciag

dany wzorem (2.18) zbiegal do rozwigzania tego systemu w przestrzeni M.

Propozycja 3 Zaléimy, ze sup|Bj| < oo, oraz sup|B°|™! < oco. System (2.5) ma

ograniczone rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy
2

n+q—2 | min(0,g—1—s)
sup ) ) Bl ja4s(n+ 7)) < oo (2.19)
n>1 s=0 j:max(l—m—s)
oraz
—n  [min(0-ng-1+s) 4 :
sup Z Z n+j ntg di- s(n + j) < 00. (220)
n<1552 g | jomax(ls)  Dnil

W tym przypadku system (2.5) ma nieskoriczenie wiele ograniczonych rozwigzan danych

wzorem (2.9).

Dowdd:

, n < —1 sa ograniczone, zatem szereg { X, } dany

Poniewaz ciagi |BY|, n > 1 oraz |z— :
n+

wzorem (2.9) jest ograniczony wtedy i tylko wtedy gdy

2 2
0 —n 1

sup Z i1t Yntj|| < 0o oraz sup Z — i Yntj|| < oo (2.21)

n>1 |1 n<—1 1 Boti

Korzystajac z Lematu 1 otrzymujemy, ze
min(0,g—1+k—n)

Z Z BZ+1+jan+j—k(n +7)
2

k=2—q |j=max(1—n,k—n)

2 2

0

Z n+1+j "+J

=1-

Y
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co implikuje (2.19). Podobne rozumowanie pokazuje, ze drugi warunek w (2.21) jest row-
nowazny (2.20). O
Poniewaz warunki (C1), (C2), (C3) obejmuja wszystkie mozliwe przypadki, zatem

otrzymujemy nastepujace Twierdzenia.

Twierdzenie 2 System (2.5) ma ograniczone rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy spel-

niony jest jeden z ponizszych warunkow:

oo q—1+s 1 2
I. sup Z Z Tﬂajfs(n+j) <0
nez $=2—q |j=max(1,s) ~n+1
oo |min (0,g—1—s5) 2
11. sup Z Z B;l+j+1as+j (n + .]) < 00
neZ s—0 j=—s
n+q—2 | min(0,g—1—s) 2
IIL. (i) sup > > Byyyiajes(n+j)| <oo oraz
nzl 5= j=max(1l—n,—s)
—n  |min(0—n,g—1+s) 1 2
(1) sup > —ar7%-s(n+J)| < oo.
n<—1 s=2—q j=max(1,s) Bn+1

Warunki I, IT i III nie sg roztaczne i zaden z nich nie implikuje jednoznacznosci rozwia-
zania.

Nastepujace Twierdzenie podaje warunki konieczne i dostateczne na istnienie jed-
noznacznego, ograniczonego rozwiazania systemu (2.5). Dow6d wynika bezposrednio z

Propozycji 1 oraz 2.

Twierdzenie 3 System (2.5) ma jednoznaczne ograniczone rozwigzanie wtedy i tylko wte-

dy gdy spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

I. (i)sup|B}| =00 oraz
n>1

2
qg—1+s 1

> W%‘—s(” +7)

j=max(1l,s) —n+l

< 00 lub

(i) sup i

nez s=2—q

II. (i) sup |BY|™' = oo oraz

n<—
oo |min (0,g—1—s) 2
(ii) supz Z BZ+j+1as+j(n ‘l']) < 0.
neEZ s=0 j=-—s

Jesli warunek I jest spelniony, wéwczas rozwigzanie ma nastepujgcg forme:

0o q—1+s 1 -
Xn== > > e aj—s(n +7)
gl

s=2— =max(1,s) —n+l

Sn—i—s .
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Gdy spetniony jest warunek 11, wtedy rozwigzanie przyjmugje postac:

min (0,g—1—s)

Xn = Z Z Bz+j+1a8+j<n +j) En—s-
s=0

j=-s
Warunki I i IT z Twierdzenia 3 nie sg roztaczne. Mozliwy jest przypadek, ze zaréwno

|7 sa nieskoriczone. Jedli tak jest i rozwigzanie jest ograniczone,

sup |B}| jak i sup |B®
n>1 n<—1
wowczas mozna pokazaé ze wspotezynniki (by,) oraz (ax(n)) musza spelnia¢ warunek

q—1+k—n
S B ajn(n+ ) =0, dla kazdego n, k € Z.
j=k—n

W szczegdlnosei, gdy ¢ = 1, woéwcezas warunki I oraz IT z Twierdzenia 3 sg spetnione tylko
wtedy, gdy system jest homogeniczny, tzn gdy ag(n) = 0.
Rozpatrzymy teraz ogélny przypadek modeli ARMA (p,q) ze zmiennymi wspétezynnikami

dany wzorem (2.4). Oznaczmy:

bi(n) ba(n) bp-1(n) by(n)
1 0 0 0
B, = 0 1 ... 0 0 , (2.22)
0 0 1 0
"— B,Bn_1..By, n>k (2.23)

Jesli przyjmiemy Y,, = [Y,,,0,...,0]", Xy = [X, Xo 1, .-, Xn_pr1], gdzie
Y, = Zg;(l) ay(n)é,—p oraz [...]" oznaczymy jako wektor kolumnowy, wéwczas réwnanie

(2.4) mozemy zapisa¢ w nastepujacej formie ([5]):
Xp = BpXn1 + Yo (2.24)
[terujac (2.24) k razy otrzymujemy
k-1
X, = BzikJran,k + Z BZJrliSYn,S, k > 0, (225)
s=0

przyjmujac, ze B} = I (macierz jednostkowa rzedu p) jesli j > n. Poniewaz wszystkie
macierze B} sa odwracalne, wigc spelniona jest nastepujaca zaleznosc:
k

X = (B " Kosie = (B Yo, k>0, (2.26)

s=1
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Zatem otrzymujemy

k—1
Xn = Z U]<’I'L —k + 17n)Xn—k—j+1 + Z Ul(TL — S+ 1, n)Yn_S, (227)
j=1 s=0
gdzie
dla I < k. Z drugiej strony mamy
p k
Xn = Z WJ(TL + 1, n + k)XnJrk,jJrl — Z Wl(n -+ 1, n + S)Yn+s7 (229)
j=1 s=1
gdzie
Wy(l, k) = (B)"'(1,4) (2.30)
dla l < k.

Twierdzenie 4 Jesli szereg {X,,} jest ograniczonym rozwigzaniem réwnania (2.4) wow-

czas ma on nastepujgce postac:

00 q—1+s
- > > Wiln+Ln+j)aj_s(n+ j)&sin, jesh zachodzi I
o §=2—q j=max(1,s)

Xn = oo min (O],qflfs) (231)
Yo Y Uiln+j+1Ln)as(n+ j)&—s, jesli zachodzi 11,
s=0 j=-—s

gdzie
0o q—1+s 2
I[: sup > Y Wiln+1,n+j)aj_s(n+j)| < oo oraz
n€Z s=2¢ j=max(1,s)
) -1
VY, sup (Z (Wi(n+1,n+ k‘)|2) =00
k21 \ i3
oo |min (0,g—1—s) 2
IT: sup). > Uiln—j+1,n)as;(n+j) <oo oraz
neZ s=Q j=—s
-1
p
v, sup (Z \U;j(n — k+ 1,n)|2) = 00,
= ]:1
Dowdd:

Zatézmy, ze warunek I jest spelniony oraz ze {X,,} jest ograniczonym rozwiazaniem réw-

nania (2.4) wowczas dla kazdego n € Z istnieje ciag k. taki, ze

-1
P
lim (Z (W;(n+1,n+ k:r)|2) = 00.

J=1
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Zatem z (2.29) mamy, ze dla kazdego n € Z prawdziwa jest zaleznos$é

kr
X, =— li}unz Win+1,n4 s)Y,4s.

s=1

Z Lematu 1 otrzymujemy

kr min(kr,qg—1+k—n)
ZWl(n+1,n+])(Yn+j7§k): Z Wl(n+17n+j)an+j—k<n+j)'
Jj=1 j=max(1,k—n)

Przyjmujac, ze r — oo, otrzymujemy, ze

kr q—14+k—n
(X'rugk) = _11?12W1(n+1,n+])<yn+],fk) = - Z Wl(n+17n+]>an+]_k(n+.])7
Jj=1 j=max(1,k—n)

jeSlik >1—q+noraz (X,,&) =0gdy k£ <1— g+ n. Zatem z Lematu 1 mamy

Xo=— > > Wiln+1,n+ j)ansj—k(n+j)

k=24+n—q [j=max(1,k—n)

&k

0o [ q—1+k—n

co po podstawieniu s = k — n daje teze twierdzenia. To rowniez pokazuje, ze rozwigzanie
jest jednoznaczne. Kwadrat normy X,, ma nastepujaca postac:

2

00 qg—1+s
X7 = > Y Wiln+1,n+j)aj_s(n+ j)
$=2—q |j=max(1,s)

Zat6zmy, ze warunek I zachodzi. Dla kazdego n € Z istnieje zatem cigg k, — oo taki ze
-1
lim (Z?Zl \U;(n — k. + 1,n)|2> = oo. Jesli ciag {X,,} jest ograniczonym rozwigzaniem
réwnania (2.4), wtedy z (2.27) otrzymujemy
0

X,=lm Y Ui(n+j+1,n)Yy,.

T
j=1—ky

Korzystajac z Lematu 1 wnioskujemy, ze

min (0,g—1—s)

Xn:Z [ Z Ul(n+j+17n+1)as+J<n+j) gn—s‘
s=0 j=-—s
Ponadto
oo |min (0,g—1—5s) 2
1Xa? =) >, Uiln—j+1n)as;(n+7)
s=0 j=-—s
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2.3 Przyklady

W tym podrozdziale podamy kilka przyktadéw systeméw zdefiniowanych w (2.4). Wiele
wynikow otrzymanych w tej czesci jest powszechnie znana i moze by¢ otrzymana inng
droga. Gtéwnym zamierzeniem tego podrozdziatu jest ilustracja Twierdzen 2 i 3 oraz po-

rownanie ich ze znanymi faktami.

System homogeniczny

Niech g = 1 oraz ag(n) = 0, zatem system (2.4) przyjmuje postac:
X, —bpXn1=0, nez (2.32)

Woéwezas warunki I, IT oraz ITI z Twierdzenia 2 oraz warunki I(ii) i II(ii) z Twierdzenia
3 sa spelnione. Poniewaz X,, = 0 spelia rownanie (2.32), z Twierdzenia 3 wnioskuje-

my, ze system (2.32) ma niezerowe ograniczone rozwiazanie wtedy i tylko wtedy, gdy

sup |B| < oo oraz sup |BY|™! < cc.
n>1 n<—
State wspolczynniki
Zalozmy, ze b, = b oraz a;j(n) = a;, j =0,...,q — 1 nie zaleza od n, tzn
qg—1
X, = bXp1 = apbp neZ (2.33)
p=0

Wowcezas BS = b*" ! dla s > r oraz sup |B}| = oo wtedy i tylko wtedy gdy |b] > 1 oraz

sup |B2|™! = oo wtedy i tylko Wtedy gdy b] < 1. Jedli [b] > 1, wowcezas suma w (2.14)
n<—1
jest réwna

q—1+4s 1

> +ZWS S5

co jest skonczone i nie zalezy od n. Zatem jesli |b| > 1, wéwczas warunek I(ii) z Twierdze-

>

s=2—q

Y

nia 3 jest spelniony. Podobnie, gdy [b| < 1, woéwczas warunek I1(ii) jest spelniony. Zatem
z Twierdzenia 3 otrzymujemy, ze jesli |b] # 1, wowczas system (2.33) ma jednoznaczne
ograniczone rozwigzanie dane wzorem:

00 q—1+s ajfs
Xo==2 | X

s=2—q | j=max(1,s)

gn-i—sa gdy |b| >1 lub

En_s, gdy [b] < 1.

Xn:Z{ Z Vas
J

s=0 | j=max(0,s—g+1)
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Ciag {X,} jest stacjonarny, tzn (X,, X,,) zalezy jedynie od réznicy n —m. Jedli |b| = 1,

wowezas zatozenie w Propozycji 3 jest spetnione i dlatego system (2.33) ma ograniczone
q—1
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy z = 1/b jest miejscem zerowym wielomianu Z apz”

k=0
([6]).
System ARMA(1,1)
Zatézmy, ze ¢ = 1. Wowcezas system (2.4) przyjmuje postac:
Xn — ann—l = ao(n)fn, n e Z. (234)

Korzystajac z Twierdzenia 3, otrzymujemy, ze system (2.34) ma jednoznaczne ograniczone
rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy

aog(n + s) ?

I. (i) Sup |B}| = oo oraz (ii Supz Bt

TLEZS 1

< 00, lub

II. (i) sup |BY|™! = oo oraz (ii) supz ’Bn sr100(n — 5)

‘2
n<—1 TLEZS =0

< Q.
Jesli ap(n) = const. # 0, wowczas warunek I(ii) w powyzszym zapisie implikuje I(7)
oraz I1(éi) implikuje I1(7). W szczegdlnosci, gdy ag(n) = 1, otrzymane warunki sa réwno-

wazne warunkom otrzymanym w [16].

Homogeniczny System Wariacyjny

Rozpatrzmy system dany wzorem:
Xn — ann—l = n + -1 + ...+ Nn—q+1, n € Z, (235)

gdzie b, # 0, n € Z oraz {n,} jest ciagiem nieskorelowanych zmiennych losowych ze
$rednia zero i wariancja zmienng w czasie ||n,||* = |a,|?. System ten byl oméwiony w
pracy [32]. Zapisujac 1, = a,&,, n € Z, widzimy, ze (2.35) ma forme (2.5) z ax(n) = a,_y,
k=0,...,q—1,n € Z. Z Twierdzenia 3 wnioskujemy, ze system (2.35) ma jednoznacz-
ne ograniczone rozwigzanie wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z ponizszych

warunkow

I. (i) sup |B}| = 0o oraz

n>1
0 q—1+s 1 2 ) oo |q—1+s 1 2 9
(H> sup Z Z Bn+] |a"+3’ + Z Z Bn+J ‘a"+5| <0
nez s=2—q | j=1 n+1 s=1| j=s n+1
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IT. (i) sup |BY|™' = oo oraz

n<—1
q—2 0 2 00 qg—1-s 2
(ii) sup Z Z By |an—s|* + Z Z Bijn jan—s|*| < 0.
neZ | s—0 j=—s s=q—1| j=—s




Rozdziat 3

Modele PARMA

3.1 Procesy okresowo skorelowane

Definicja 6 ([13]) Szereg {X,.}, n € Z jest okresowo skorelowany (ang. periodically cor-

related) z okresem T, jesli dla kazdych n,k € Z spelnione sq nastepujgce warunki:
,u(n) = EXn = u(n + T) oraz EXn—&-k?]; = (Xn+k7 Xk) = (Xn+k+T; Xk—&—T)‘

Proces stacjonarny w stabym sensie jest okresowo skorelowany z okresem T' = 1. Ze wzgle-
du na swoja periodyczng nature, procesy okresowo skorelowane okreslane sa takze jako
procesy periodycznie niestacjonarne, cyklostacjonarne, periodycznie stacjonarne i procesy
z okresowg struktura.

Procesy okresowo skorelowane generalnie sa niestacjonarne, ale wykazuja wiele wtasnosci
charakterystycznych procesom stacjonarnym. Istnieje wiele przyktadéw proceséw okreso-
wo skorelowanych, ktore maja bezposredni zwigzek z procesami stacjonarnymi.

Proste modele proceséw okresowo skorelowanych

o Jedli {X,}, n € Z jest procesem okresowo skorelowanym z okresem T' oraz © jest
zmienng losowy niezalezng od {X,} taka, ze P(© = j) = 7 dlaj =0,1,---,T — 1,

wowcezas proces Y, = X,1¢ jest stacjonarny w stabym sensie.
o Jedli { X, } € Ly(Q2, F, P) jest procesem okresowym, tzn
1 X0 = Xosrll, =0
dla pewnego T', to { X, } jest okresowo skorelowany.

21
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o Jedli {X,} € Ly(2, F, P) jest procesem stacjonarnym w stabym sensie ze $rednia 0
oraz (f,) jest deterministycznym ciagiem okresowym z okresem T', tzn. f, = fo.r,

wowcezas Y, = f, + X, jest okresowo skorelowany z okresem 7.

o Jedli {X,,} € Ly(2, F, P) jest procesem stacjonarnym w stabym sensie ze $rednig
0 oraz (f,) jest deterministycznym ciagiem okresowym z okresem T' (f, = foir),

wowezas Y, = f,X, jest okresowo skorelowany z okresem T

o Jesli {X,,} € Ly(Q, F, P) jest procesem stacjonarnym w stabym sensie ze $rednia
0 oraz (f,) jest deterministycznym ciagiem okresowym z okresem 7' (f, = faoi7)
przyjmujacym wartosci w zbiorze indekséw procesu { X, }, wowczas Y,, = X1, jest

okresowo skorelowany z okresem T

3.2 Analiza modeli PARMA w dziedzinie czasowej

Modele PARMA (periodic ARMA) sa szczegélnym przypadkiem oméwionych w Rozdziale
2 modeli ARMA ze zmiennymi wspotczynnikami. Maja one wazne znaczenie przy opisie
danych rzeczywistych, w ktorych zaobserwowano okresowos¢ na réznych plaszczyznach,
np. okresowos¢ w funkcji korelacji. I tak miedzy innymi wykorzystywane byty do mode-

lowania danych meteorologicznych, hydrologicznych, ekonomicznych ([7],[8],[12],[30]).

Definicja 7 ([24]) System PARMA (p,q) spelnia nastepujace réwnanie:

D q—1
X, — Z be(n) X,k = Z aj(n)é,—j, neZz, (3.1)
k=1 =0

gdzie (bp(n)), k =1,...,p i (a;(n)), 7 =0,...,9 — 1 sq ciggami okresowymi wzgledem
n (z tym samym okresem T'), bi(n) # 0 dla kazdego k = 1,...p orazn € Z, a {&,} jest

ciggiem nieskorelowanych zmiennych losowych o $redniej 0 ¢ wariancyi 1.

W pracach [24] oraz [32] oméwiono szczegdlny przypadek modeli PARMA (p,q), a mia-
nowicie szeregi PARMA(1,q). Pokazano, zZe istnieja warunki gwarantujace istnienie jed-
noznacznego i ograniczonego rozwigzania modelu, ktére ponadto jest procesem okresowo
skorelowanym.

Warunki uzyskane dla prostszego modelu PARMA(1,q) sa szczegdlnym przypadkiem
warunkéw zawartych w Twierdzeniach 2 oraz 3. W przypadku ogélnych modeli PAR-

MA (p,q) rezultaty uzyskane w Twierdzeniu 4 daja warunki na istnienie jednoznacznego i
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ograniczonego rozwiazania.
Zalézmy, ze ciagi (b,) i (ag(n)), k = 0,...¢ — 1 w definicji modeli ARMA(1,q) sa okre-

sowe wzgledem n z tym samym okresem 7' > 1. Wowczas sup |ax(n)| < oo dla kazdego
nez

k=0,1,...,q — 1. Przyjmujac oznaczenie P = bib,....by, otrzymujemy, ze sup |BY| =

wtedy i tylko wtedy gdy |P| > 1 oraz sup |BY| !

n<—

Zatézmy najpierw, ze |P| > 1. Pokazemy, ze spelniony jest wowczas warunek I(i7) z

= oo wtedy i tylko Wtedy gdy |P| < 1.

Twierdzenia 3:

o) q—1+s 2 0 |g—1+s 1 2
> | X Sy -1+ J) SC+Y | > s+ )
s§=2—q |j=max(1,s) “n+1 s=1| j=s n+1
2
oo |g—1 1
< C+Z Z n+w+saw(n+w+8)
s=1 |w= OBn+l
oo T |g—1 1 2
< C+ X > |2 mrwrnrrrtu(n+w+ NT + k)
N=0k=1 |w= Bn+1
o T |g-1 1 2
< O+ Z Z Z W%(n%-uﬂrk)
N=0k=1 |w=0 n+1
2
1
< C+ Z |P|~ 2Nkz1 Z()B"ff’*kaw(nerJrk) < 00,

i stad warunek I(éi) z Twierdzenia 3 jest spelniony. Podobna analiza pokazuje, ze jesli
|P| < 1, wéwczas warunek II(ii) z Twierdzenia 3 jest speliony. Zatem dowiedli$my

nastepujacego Twierdzenia.

Twierdzenie 5 Jesli (b,) oraz (ap(n)) k= 0,1,...¢—1 sq okresowe z tym samym okresem
T oraz P = byby....br, wowczas system (2.5) ma jednoznaczne ograniczone rozwigzanie
wtedy 1 tylko wtedy gdy |P| # 1. Ponadto rozwigzanie to dane jest wzorem (2.15), gdy
|P| > 1 oraz (2.18) gdy |P| < 1.

Z postaci rozwiazania wynika, ze jest ono okresowo skorelowane. Warto zwrocié¢ réwniez
uwage na fakt, ze znajomos¢ postaci rozwigzania jest wazna w problemie predykeji takich

procesow.
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3.3 Analiza modeli PARMA w dziedzinie czestotli-
wosciowe]j

Niech {X,}, n € Z, bedzie ciagiem w przestrzeni Hilberta H = Lo(Q2, F, P) z funkcja
kowariancji Rx(n,m) = (X,, X,,). Grupa dualna Z bedzie tutaj identyfikowana z T =

[0, 27) z mnozeniem modulo 2.

Definicja 8 ([14]) Szereq {X,}, n € Z, jest nazywany silnie harmonizowalnym jesli

istnieje miara F na T? (zwana miarq spektralng {X,}), taka Ze
2w 2w
Rx(n,m) :/ / ' mmY B(ds, dt).
o Jo

W tym rozdziale przyjmujemy, ze wartos¢ srednia rozpatrywanych proceséw wynosi 0.

Kazdy proces okresowo skorelowany z okresem 7T jest silnie harmonizowalny, a jego miara

spektralna jest umieszczona na zbiorach L, = {(s,t) € T? : t = s+ 2%} gdzie n =
0,1,....T — 1. Miara spektralna F' procesu okresowo skorelowanego z okresem 7T ma

nastepujaca forme ([11], [22]):
T-1
F(ds,dt) = Y _ T,(ds,dt),
n=0
gdzie miary I',, sg umieszczone na zbiorach L,, n =10,1,2,---T — 1.
W tym rozdziale zajmiemy si¢ miara spektralna procesow silnie harmonizowalnych o spe-
cjalnej postaci sredniej ruchomej:

[e.0]

Xn: Z ak(n)fn_k, (32)

k=—o00

gdzie & jest ortonormalna baza w My = sp{X,, : n € Z}. Kazdy szereg moze by¢é zapi-
sany w powyzszej formie na wiele réznych sposobéw zaleznych od wyboru szeregu {&,}.
Jakkolwiek, w wielu wypadkach reprezentacja ta jest jednoznaczna, tak jest gdy X, jest
ograniczonym rozwiazaniem modeli ARMA ze zmiennymi wspotezynnikami ([24], [32]).

W rozdziale tym zatem zajmiemy sie problemem opisu miary spektralnej harmonizowal-
nych rozwiazan takich systeméw. Rozwiniete zostana rezultaty uzyskane w pracy [16]
dla modeli AR(1) z okresowymi wspé6tezynnikami. Warunki na istnienie jednoznacznego
ograniczonego rozwigzania modeli PARMA oraz jego reprezentacja sredniej ruchomej da-

ja mozliwo$¢ wyznaczenia formy miary spektralnej F' takich modeli.
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Glowne rezultaty tego rozdziatu sa zawarte w Twierdzeniach 6 oraz 7. Uzyskane wyniki
zastosowano do estymacji wspotczynnikow modeli PARMA.

Poniewaz ograniczone rozwiazanie modeli ARMA (p,q) ze zmiennymi wspétczynnikami (a
co za tym idzie modeli PARMA (p,q)) ma postac (2.31), mozemy przyjac, ze Mx = Me. Je-
$li oznaczymy V' : Mx — M jako unitarny operator V' (&,,) = §,+1 wowczas X,, = V"O,,,

gdzie
o — s=2- qzq lJrS{1 s} Wiln+1,n+ j)aj—s(n+j)& gdy I zachodzi,
S MO g (0 4 4 1 n)ags(n 4+ )6, edy T zachods,

gdzie warunki [ oraz I zdefiniowane sg w Twierdzeniu 4.

Operator V jest izometria, zatem funkcja kowariancji X,, i X1, ma nastepujaca postac:
RX(n, n + k’) = (@n, Vk@n+k)

Niech D bedzie unitarnym odwzorowaniem D : &, — €. D odwzorowuje Myx w
Ly([0,27),dt), gdzie dt jest unormowana miara Lebesque’ a. Ponadto niech ciag (f,(-))

spetnia rownanie:

P g—1 o
= > k() fak() + 3 aj(m)e’" 7 n € Z
k=1 =0
Zatem
DIX,)() = —e" N, g2 ;;i{l g Wiln+1n+j)aj_s(n+je s ody I zachodzi,
ey, z;“_”‘ffq MU+ j+ 1, n)aj(n+j)e”™  gdy  IT zachodui,

gdzie warunki I oraz Il zdefiniowane sg w Twierdzeniu 4.

Jesli oznaczymy

g l+s Wiln +1,n+ j)aj_s(n+ j)e** gdy I zachodzi,
() = g X mang1s) W J)aj-s(n+j)e** gdy (3.3)

3, I Y (0 4§+ 1, n)ago(n + f)e ™ gdy T zachodzi,
mozemy zauwazy¢, ze ciag {X,} jest unitarnie réwnowazny f,(\) = e g,(\) w

Lo ([0, 27), dt).

Lemat 2 Funkcja kowariancyi procesu okresowo skorelowanego z okresem T" ma nastepu-

jacq forme:
T-1

o 2w
Bn(k?> = Rx<n -+ ]C, ]{?) = Z e_ZkQTl / emsfyl(ds)’
1=0 0

gdzie
vi(ds) = T'y(ds, ds + 271/ T).
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Dowdd:

2 2w . 2 2w .
_ / / ez(n+k)s—zktF(dS’ dt) — / / €Zk(s_t)€m8F(d8, dt) _
0 0 0

0
T-1

2r 27 o 2
/ / z (s—t) zns Z Fl dS dt — Z e—zk%l/ em)\’)/l<d)\>.
1=0 0

Uwaga 1 Rodzina miar (), k=0,1,...T — 1 spelnia nastepujgce réwnanie
T—1

2m ik
/ ey _! Z€2§l (k). (3.4)
0

Miary (vx), k =0,1,...T — 1 sa nazywane spektrum szeregu {X,}.

Twierdzenie 6 Niech (by(n)), k=1,2,...,p oraz(a;(n)), j=0,1,...q—1 bedg ciggami
okresowymi ze wzgledu na n z tym samym okresem T' oraz warunek I lub I1 z Twierdzenia
4 zachodzi. Niech ponadto (), k =0,1,...T — 1 bedzie spektrum okresowo skorelowane-
go ograniczonego rozwigzania systemu PARMA (p,q). Woéwczas miary () s¢ absolutnie

cigglte wzgledem unormowanej miary Lebesque’a d\ na [0,27) oraz

d _
7’“ Z (A + 271/ T)gi (X + 271/ T),
1=0
gdzie
1 -1 2ming
6N = 75 2 gn(Ne (3.5)

oraz cigg (gn(N\)) jest dany wzorem (8.3).

Dowdd:
1T_12kT 1T_12]<:T_1 24l )/T 2'T
LS G N5 = & 3 TS ) TS i
n=0 n=0 =0 7=0
1 T—-1T-1
- efQﬂzlp/TA( Z 2imn /T (k+j— l)
T j=0 1=0 n=0
= 2milp/T 1 - 21 T I—k
Z e~ 2milp/ QAO\)T HONE imn/T(j—(1-F))
1=0 j=0 n=0
T-1 1 T—1 T—1

Z 6—27rilp/TT Z me—inn/T(l—k)gl(A) — Z 6—27rzlp/ngAl(/\)'

=0 n=0 =0
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Korzystajac z réwnowaznosci X,, i fn(-) = €™ g,(+), otrzymujemy

2T
/ ’)/k(d>\ Z 217mk/TB( )
0

= o . — 2T A ip/T -~ 7YY
7 3 BT [Tty g = [ e Y e TGS N =
oyr =0

T—1

2T
Z/O GPO=27T) G (\) g e (N dA = Z/ PG\ + 21 T) gl n (N + 270 /T)dN
=0

([

Rozpatrzmy teraz szczegdlny przypadek systemu PARMA/(p,q), mianowicie model

PARMA(1,q) dany wzorem (3.1) dla ¢ = 1. W tym wypadku jednoznaczne ograniczo-
ne rozwiazanie { X, } ma nastepujaca postaé¢ (Twierdzenie 3):

q—1+s )
- Z Z (BZI{)_laj—s(n +j)€n+$7 gdy |P| >1
X, = sregimmax{ls) (3.6)

oo min{0,g—1—s}

Z Z (Bg+j+1)aj+s(n+j>§n—s, gdy |P| < 1’

]7—8

gdzie P = byby -+ - by oraz B jest zdefiniowane w (2.6). Nastepujace twierdzenie dotyczy
modeli PARMA(1,q).

Twierdzenie 7 Niech f,()\) bedzie ciggiem unitarnie réwnowaznym rozwigzaniu {X,}
systemu PARMA(1,q) poprzez odwzorowanie D (tzn. f,(\) = D(X,)())), wéwczas naste-

pujgca formuta jest prawdziwa:
fo(A) = ™1 = Pem AT G () 4 €M Ry (M),

gdzie
T+q—2q—-1

Z ZBZ—HJ'H@J'(” +j—k)e ™ gdy |P| <1,
Gn(N) =4 20 L7 | (3.7)
Z ZBZ—k-s-j-;-laj(n +J- k)e_w\k gdy |P| > 1,
k=0 j=0

oraz
q—2 s

DD B na(ntj—s)e™™  gdy [P <1,
Ra(3) = { 7022014 . ) (3.8)
> > ( B ajo(n+ j)e™™ gdy |P|) > 1.

s=0 j=1
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Dowdd:
Jesli |P| < 1, wowczas mamy

oo min{0,q—1—s}

Z Z Bg+j+1aj+s(n + j)e_i/\s =

j=—s
=2 s oo q—1-s '
2.2 Bryj-st10i(n+3 = ) e+ Z > By j@ies(n + jle N =
s=075=0 smqe1 jm—s

ZZBnH s+14j (n+j—s) _MS+ Z ZBTH-J s+1%j (n+j—se T =

s=0 j=0 s=q—1 j=0
-2 s ) oo T+g—2q—1 .
Z Z By si14y (ntj—s)e "+ Z Z Z B i NT—k1144 (n—l—j—NT—k:)e"’\(NT“f) =
§=0j=0 N=0 k=g—1 j=0
-2 s
[1— Pe ™71G,( +ZZBMJ o1 (n 4§ —s)e” ™,
s=035=0

Jedli |P| > 1, woéwczas mamy

q—1+s

Z > (B tajs(nt e =

s$=2—q j=max{1,s}

q—2q—1-—s oo q—1+s 4
=3 > Ba) lajn 4 i)™ =30 3 (Bri) ey s(n + j)e™ =
s=0 j=1 s=1 j=s
q—1 —2q—1-s ‘
— Z Z Z szr-{—l—NT-i-k a](n+j+NT—|—k) CINNT+k) _ Z Z BZH a]+s(n+j)e_”‘5 _
N=0k=135=0 s=0 j=1
) T q-1 L q—2q—1—s '
- Z PN NN (B ™) Maj(n 4+ k)e™ =30 ST (Bif) laja(n+j)e™ =
k=1 j=0 s=0 j=1
' T gq—1 T —2q—1— '
1 Pe T S S BT Sy eSS (B o)
k=175=0 s=0 j=1
) T—-1q—-1 ok —2qg—1— ‘
(1= Pe 3 (B ™) Mg+ - Z Z (Batd) tajes(n+ jle™ =
k=0 j=0 s=0 j—1
[1 — Pe ™)~ Z Z (B M ajs(n 4 je ™.
Poniewaz f,(\) = g, ()\), zatem otrzymujemy teze twierdzenia. O

Przyktad 1 Rozpatrzmy model PARMA(1,1) dany réwnaniem

Xn - ann—l - an€n7
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gdzie a, = sin(% + 2) + 2 oraz

1 n=1,59,...

b — 3 n=2,6,10,...
3 n=3711,...
1 n=4,8,12,...

W tym wypadku T = 4 oraz P = i. Na Rysunku 1 pokazano miare spektralng F' szeregu

{Xn}-

Rysunek 1: Miara spektralna modelu PARMA(1,1).

Przyktad 2 Rozpatrzmy stacjonarny model ARMA(1,1) dany réwnaniem:
X, —bX, 1 =&,

Jest to model PARMA(1,1) z okresem T = 1. Do wyznaczenia estymatora parametru b

uzyjemy formuly (3.4) oraz Twierdzen 6 1 7. Otrzymujemy zatem
2 A 2r A~ — 2r A
Ba(0) = [ €m0 = [T e gp(NgNdA = [ e go(N)g(N)x =

27 .
/ ¢MA1 — be=|2d,
0
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Jesl weZmiemy n = 1 mozemy zapisac

2r i m cos(A) T(l+0v?) =«
BO:/ N1~ pe N 24\ = 2 dy=""T0) T
1(0) =, eit=te™ 0 1+ b2 — 2bcos(\) l— 02 b

Jako przyktad rozpatrzmy model ARMA(1,1) z b = 0.4. B1(0) estymujemy za pomocg

funkcji autokowariancji i otrzymujemy, ze parametr b, ktory spetnia réwnanie By (0) =

7T(1+b2) _ T
b|1—02 b

wynosi 0.83760. W tym wypadku miara spektralna vo(\) = m
Przyktad 3 Rozpatrzmy system PARMA(1,1) z okresem T = 2 dany réwnaniem:
Xn - ann—l = gn

Do wyznaczenia miar vy © v, wykorzystamy Twierdzenia 6 1 7. W tym wypadku mamy

CJbo = b2+ 2+ boe T + brem A2 24 2(bg + by) cos(A) + b3 + b
B 411 — bobye—2ir|2 2 —dbgby cos(2N) + 2b3b7

Yo(A)

e by — bo)(2 + boe™™ + bre™) + e (by — by)(2 — bpe~* — bye—iA)
M) = 4|1 — bobre=2)2 -
cos(\)(by — by)
1 — 2bgby cos(2)) + bEb3
Do estymacji wspolczynnikow by i by wykorzystamy formule (3.4). Dla prébki diugosci NT

z modelu PARMA z okresem T estymatory wielkosci B, (k) dla n+ k,n € {1,2,...,T}

majq nastepujgcq forme
N 1 T-1

Bu(k) = =Y XirirenXjrin.
N =
Otrzymugemy zatem

27T<b0 + bl)bobl ~ ~ 27T(b0 - bl)bobl
= B1(0) + By (1
TR A

3:1(0)

Bl(l)bl oraz ze estymator by spelnia nastepujgce rownanie:

Wnioskujemy stqd, zZe by =
BiO) |\ B\ ) 5011
2m <B1(1) + 1> by = (1 — (Bl(l)) b1) (B1(0) + By1(1)). (3.9)

Jako przyktad, symulujemy probke diugosci 1000 z modelu PARMA(1,1) z okresem T' = 2

danego rownaniem:

Xn - ann—l = gna

gdzie by = 0.2 oraz by = 0.4. Estymator wielkosci by uzyskany z (3.9) wynosi 0.2401 oraz
by = 0.4207.



Rozdziatl 4

Modelowanie procesé6w okresowych

metodg szeregow PARMA

4.1 Teoretyczne podejScie do problemu estymacji

W praktyce czesciej stosuje sie modele PARMA(p,1) niz ogdlne PARMA(p,q). Jest to
zwigzane z tym, ze ogélny model mozna przedstawi¢ jako model PARMA(p,1) z wiek-
szym rzedem autoregresji p ([12]). Ponadto ograniczenie sie do tego modelu powoduje
zmniejszenie liczby estymowanych wspotczynnikow, a co za tym idzie zmniejszenie ble-
déw estymacji. Dlatego przy estymacji wspotezynnikéw ograniczymy sie do rozpatrywania

jedynie modeli PARMA (p,1) danych wzorem:

X, — zp:bz-(n)Xn_i = a4, &, (4.1)
i=1
gdzie wspotezynniki oraz innowacje maja takie same wtasnosci jak w ogdélnym modelu
(Definicja 7).

Istnieje wiele metod estymacji wsp6tezynnikéw modelu PARMA((p,1). Jedna z nich
jest metoda momentéw (metoda Yule-Walkera), najczesciej stosowana w praktyce. W
metodzie momentéw ([31]) zaktada sie, ze dana proba losowa (X3, Xo, ... Xn7) (T-okres)
spelia réwnanie (4.1) dla innowacji pochodzacych z rozkladu N(0,1) dla nieznanych
wielkosci wspotezynnikéw (b;(n)), (7 = 1,2,...p) oraz (a,) (n = 1,2,...NT). Zaktada sie

réwniez znajomo$¢ wartosci parametru p oraz ze okres (a,) i (bj(n)), (j =1,2,...,p) jest

31
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taki sam i wynosi 7. W praktyce wielkosci te wyznaczone sa na podstawie kryteriéow wybo-
ru optymalnego modelu (np. BIC, AIC, FPE) lub miar poprawnosci predykeji. Pierwszym

krokiem estymacji jest wyznaczenie estymatora okresowej sredniej p(v) (v =1,2,..7T):

1 N-
=N Z nT+v
oraz przeksztatcenie wyjsciowych danych do szeregu Y(1),Y(2),...,Y(NT) wedlug wzoru:
Y(nT +v) = Xyryew — p(v), n=0,1,....,. N—-1, v=1,2,...,T. (4.2)
Zapisujac rownanie (4.1) jako
P

Y(nT 4+ v) =Y b;(nT 4+ v)Y(nT + v — 1) = anrivbntro

i=1
oraz mnozac je przez Y (nT+v—i) (i = 0,1, ...p) i biorac wartos¢ oczekiwana obydwu stron
otrzymujemy zbior p + 1 réwnan, ktére mozemy napisa¢ w formie macierzowej (réwnanie

Yule-Walkera):

I,B,=R,, v=12...T, (4.3)

a? = R(v,v) — B,R,, (4.4)

gdzie I', jest macierzg kwadratowa rozmiaru p, ktorej wspotczynniki zdefiniowane sg na-

stepujaco:
(Fy)ij=Rv—i,v—3)=EY(v—0)Y(v—17), i,j=1,2,...,p.
Ponadto
By = [b1(v), ba(v), ..., by(v)]
R, = [R(v,v —1),R(v,v —2),...,R(v,v —p)].
Estymatory parametréw B, i a, dla v =1,2,...,T sa wyznaczone wedtug wzoréow (4.3)

oraz (4.4) poprzez zastapienie kowariancji R(v — i,v — j) (4,5 = 1,2,...p), R(v,v) oraz
R(v,v —1i) (i =1,2,...p) przez ich estymatory dane odpowiednio wzorami:
N-1

1
R(v—i,v—j):N > Y (nT +v—1)Y(nT 4+ v — j),
n=0
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N-—
Z (nT +v)Y (nT +v),

R(v,v —1i) = Z (nT +0)Y (nT + v —1).

Estymatory wyznaczone metoda momentow przy innowacjach pochodzacych z rozktadu
normalnego sa zgodne i maja asymptotycznie rozktad normalny ([19]). Ponadto wlasnosci
estymatorow wspotczynnikéw spetniajg warunek jednoznacznosci i ograniczonosci rozwia-
zania.

Inna metoda wykorzystywana w estymacji wspélezynnikow modelu PARMA(p,1) jest
metoda najmniejszych kwadratow i polega ona na znalezieniu parametrow modelu, ktore

minimalizuja wagowa sume kwadratow:

S(5) = Z (), (4.5)
gdzie
b= (b1(1),ba(1), - p(1), Ba(2), - By (2), - By (1), -, by(T))

-,

&ran() =Y (0T +v) — Zbi(v)Y(anL v —1).

i=1
Wielkosci Y (nT +wv) dlan=1,2,...,N orazv = 1,2...,T wyznaczone sa wedlug wzoru
(4.2).
We wzorze (4.5) zaktada sie znajomosé wielkosci a, dla v = 1,2,...,T. Jedli wielkosé¢ ta
nie jest znana, wowczas zastepuje sie ja estymatorem danym wzorem:

1N1

Z gnTJrv bO

gdzie wielko$¢ by spelia réwnanie:

Z ZSnT-i-v (6€nT+v( )) =

=0 v=1 56

Estymator wyznaczony metoda najmniejszych kwadratéw ma asymptotycznie rozktad

normalny i ma podobne wtasnosci jak estymator wyznaczony metoda momentow.
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4.1.1 Kryteria wyboru optymalnej wielkosci p w modelu PAR-
MA (p,1)

Istnieja rézne kryteria wyboru optymalnej wielkosci p (rzedu autoregresji). Jednym z nich
jest FPE (Final Prediction Error) ([6]). Wielkosé statystyki FPE dla modelu PARMA (p,1)

wyznaczona jest ze wzoru:
_ NT +p XT: 2
NT —p v

v=1

FPE(p)

gdzie T jest okresem, NT - iloscig danych, a a, (v = 1,2...,T) estymatorem wielkosci a,,.
Innym kryterium stuzacym do wyznaczania wielkosci p jest BIC (Bayesian Information

Criterion) ([25]). Warto$¢ statystyki testowej dla modelu PARMA(p,1) ma postaé:

T
BIC(p) =N (Z Ina? +pln N) ,

v=1
gdzie podobnie jak przy FPE, NT jest iloscig danych, T' - okresem, a a, (v = 1,2...,T)
estymatorem wielkosci a,,.

Kolejnym kryterium jest AIC (Akaike Information Criterion) ([18]). Wielkosé statystyki
AIC dla modelu PARMA(p,1) wyznacza sie ze wzoru:

AIC(p) =

~ ~ ~

—2In L(by(1),...,by(1), ..., 0y (T),...,by(T), 01, ... ,a7) + 2T (p + 1),
gdzie T jest okresem oraz L(.) jest funkcja wiarogodnosci zalezna od wyestymowanych
wielkosci by (1),...,by(1),. .. by (T, . .. ,l;p(T) iay,...,ar. Posta¢ funkcji wiarogodnosci
dla modelu PARMA((p,1) z okresem 7" zostata wyznaczona w pracy [18]. Kierujac si¢ kry-
teriami FPE, BIC, AIC przy wyborze optymalnej wielkosci rzedu autoregresji p wybiera

sie najmniejsza wielkosS¢ statystyki testowe;j.

4.2 Zastosowanie modeli PARMA do rzeczywistych
danych energetycznych

Analize danych rzeczywistych poprzedzimy rozwazaniami dotyczacymi teoretycznych mo-

deli. Wszystkie procedury estymacji i kryteriéw oceny optymalnej wielkosci p zostaty
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zaimplementowane w $rodowisku MATLAB. Tabela 1 zawiera teoretyczne wyniki (esty-
macja wspotczynnikéw metoda momentow oraz wielkosci statystyk testowych) dla zasy-
mulowanych 20000 danych z modelu PARMA(2,1) z okresem T' = 2 z nastepujacymi

wspélezynnikami b;(v) oraz a, (i =1,2 v =1,2):
bi(1) = 0.6, b1(2) = 0.2, by(1) = 0.4, by(2) = 0.3,

a: =04, a3 =0.1.

D 1 2 3 4
BIC | —60340 | —64189 | —64172 | —64164
AIC | —3598.5 | —7459.2 | —7456.4 | —7452.1
FPE | 0.1777 | 01707 | 0.1707 | 0.1707
bi(1) | 0.9225 | 0.5594 | 0.5457 | 0.5458
0.2287 | 0.2307 | 0.2313
0.0091 | 0.0244
~0.010
b(2) | 0.4840 | 0.3995 | 0.3993 | 0.3993
0.3042 | 0.2991 | 0.2925
0.0033 | 0.0047
0.0064
a® | 0.1630 | 0.1605 | 0.1605 | 0.1605
a2 | 0.0147 | 0.0101 | 0.0101 | 0.0101

Tabela 1: Estymacja wspélczynnikéw modelu PARMA (2,1) metodg momentéw.

Najbardziej optymalna wielkoscia p jest 2 (statystyki testowe maja najmniejsza warto$é
dla modelu PARMA(2,1)). Estymacje wspétczynnikéw modelu oraz wariancji wykonano
rowniez metoda najmniejszych kwadratow. Tabela 2 zawiera wyniki tych analiz.

Rowniez przy estymacji wspotczynnikéw metoda najmniejszych kwadratéw wartosci sta-

tystyk testowych (BIC, AIC, FPE) sa najmniejsze dla p = 2.
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p 1 2 3 4
BIC | —60340 | —64188 | —64170 | —64153
AIC | —3598.5 | —7459.2 | —7456.4 | —7452.1
FPE | 0.1777 | 01707 | 0.1707 | 0.1708
bi(1) | 0.9222 | 0.5548 | 0.5455 | 0.5456
0.2287 | 0.2307 | 0.2313
0.0092 | 0.0244
—0.0099
bi(2) | 0.4840 | 0.3995 | 0.3993 | 0.3992
0.3042 | 0.2990 | 0.2924
0.0033 | 0.0047
0.0065
a> | 0.1631 | 0.1605 | 0.1605 | 0.1605
a2 | 0.0147 | 0.0101 | 0.0101 | 0.0101

Tabela 2: Estymacja wspolczynnikéw modelu PARMA (2,1) metodg najmniejszych kwadratow.

Jak wspomniano, modele PARMA uzywane sg do opisu danych wykazujacych okre-

sowo$¢ na réznych ptaszcezyznach. Wykorzystywano je do opisu danych ekonomicznych,

hydrologicznych i energetycznych ([4],[9]).

Zajmiemy sie¢ teraz analiza danych rzeczywistych pochodzacych z gietdy Nord Pool. Dane

opisuja wolumen sprzedazy energii (w MWh) w kazdej godzinie doby w kazdy wtorek

poczawszy od 5.01.1999 roku do 13.05.2003 roku. Dane wybrano z konkretnego dnia tygo-

dnia ze wzgledu na istnienie tygodniowej okresowosci, ktéra zaburzata okresowos¢ dobows,

([7]). Rysunek 2 przedstawia dane rzeczywiste oraz trend wielomianowy, ktéry usunieto z

danych przed dalsza analizg.
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Rysunek 2: Analizowane dane rzeczywiste przed i po usunieciu trendu.

Tabela 3 zawiera wartosci statystyk testowych dla kazdej z trzech metod: BIC, AIC
oraz FPE i wybranych wielkosci p. Przy analizie przyjeto T = 24 (okresowosé dobowa), a

wspotezynniki estymowano metoda momentow.

p 1 2 3 4 5

BIC | 41998 | 41041 | 40936 | 40957 | 40962
AIC | 57944 | 54827 | 54622 | 54682 | 54864
FPE | 2128800 | 1763600 | 1704700 | 1681800 | 167100

Tabela 3: Estymacja parametréw modelu PARMA (p,1) dla wolumenu sprzedazy.

Na podstawie wielkosci statystyk wnioskujemy, ze najbardziej optymalnym modelem jest
model PARMA(3,1) (wartosci BIC i AIC sa najmniejsze). Kolejnym krokiem analizy da-
nych bedzie predykcja (jednokrokowa i wielokrokowa). Na Rysunku 3 przedstawiono wy-
kres jednokrokowej predykeji (do przewidywania wolumenu na dana chwile wykorzystano

dane rzeczywiste i wyestymowane wspotczynniki) wolumenu sprzedazy dla wybranych
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momentéw oraz jej btad procentowy (Percent Error).

15 T
— predykcja
14 __| — dane rzeczywiste

13

12

11 ——

1 L L L L L
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T
—— blad jednokrokowy

0 I I
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I !
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Rysunek 3: Predykcja jednokrokowa dla modelu PARMA(3,1) i jej blad procentowy.

Modele PARMA mogg by¢ rowniez wykorzystywane do modelowania danych opisujacych
cene sprzedazy energii elektrycznej na polskiej Towarowej Gietdzie Energii SA.

Do analizy wykorzystano dane godzinowe opisujace cen¢ energii elektrycznej na Towaro-
wej Gietdzie Energii SA. od stycznia 2003 do stycznia 2005. W celu wyznaczenia wielko$ci
T (okresu) przeanalizowano wykres funkcji autokowariancji dla danych, z ktérych usunieto
trend wielomianowy. Wykres funkcji autokowariancji wskazuje na okresowos¢ 24 godzinna.
Jednakze w przypadku danych energetycznych mamy réwniez do czynienia z okresowo-
Scig tygodniowa (w przypadku danych godzinowych okres wynosi wowczas 168), a takze
roczna. Na Rysunku 4 przedstawiono wykres funkcji autokowariancji z maksymalnym
op6znieniem wynoszacym 100, natomiast Rysunek 5 przedstawia funkcje autokowariancji
z maksymalnym opdznieniem 1000. Wykres tej funkcji wskazuje na okresowosé tygodnio-
wa.

Ze wzgledu na kilka rodzajoéw okresowosci, podobnie jak w przypadku danych opisuja-
cych wolumen sprzedazy, do analizy wybrano dane godzinowe pochodzace z jednego dnia
tygodnia. Optymalny model PARMA (p,1) zostat dobrany do danych pochodzacych z lat
2003 i 2004, a nastepnie dokonano predykcji dla 24 danych z 2005 roku. Tabela 4 zawiera

wyniki estymacji.
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Rysunek 4: Funkcja autokowariancji z maksymalnym opdinieniem 100.

p 1 2 3 4 5 6

BIC | 8844.4 | 8862.3 | 8856.5 | 8902.9 | 8924.9 | 8949.4
AIC | 18103 | 18096 | 18183 | 18233 | 18251 | 18313
FPE | 572.6536 | 568.5676 | 552.6070 | 547.8862 | 538.8243 | 533.2761

Tabela 4: Estymacja parametrow modelu PARMA (p,1) dla ceny energii.

Kryterium BIC wskazuje na model PARMA(1,1). Statystyka AIC ma najmniejsza wartosé
dla parametru p = 2. Natomiast kryterium FPE ma najmniejsza wartos¢ dla p = 6.

Odrzucajac kryterium FPE, mozemy przyjaé, ze optymalnym modelem jest PARMA(1,1),

ze wzgledu na dwa kryteria (BIC i éredni btad predykcji).
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Rysunek 5: Funkcja autokowariancji z maksymalnym opdznieniem 1000.
Optymalny model PARMA(1,1) ma postac:
Xn - ann—l = a'ngna (46)

gdzie (b,,) jest ciagiem okresowym z okresem 24 oraz P = by ... byy = 0.0053. Zatem postacé

rozwigzania réwnania (4.6) jest nastepujaca:

00
Xn - Z BZ,SJrlanfsgnfs-
s=0

Funkcja kowariancji w tym przypadku ma postac
Btk 23 )
Rx(n,n+k) = EXyXnp = 1_n7|;|2 > ‘an—lBZ_lH
1=0

i jest okresowa wzgledem n dla kazdego k € Z.

Modele ARMA ze zmiennymi wspoétczynnikami maja wazne znaczenie w opisie danych
niestacjonarnych, a ich podklasa, modele PARMA , mogg by¢ wykorzystywane w przypad-
ku zjawisk okresowych. Znajomo$¢ postaci rozwigzania tych modeli w znacznym stopniu
umozliwia wykorzystanie ich do opisu danych rzeczywistych, a co za tym idzie takze do
predykcji tych danych, co w przypadku danych energetycznych (np. ceny lub wolume-

nu sprzedazy energii elektrycznej) moze mie¢ wazne znaczenie nie tylko teoretyczne, ale

rowniez praktyczne.
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Rysunek 6: Predykcja jednokrokowa dla ceny sprzedazy energii elektrycznej.



Rozdzial 5

Szeregi wielowymiarowe zwigzane z

modelami PARMA (1,q)

W tym rozdziale zostanie omdéwionych pie¢ wielowymiarowych stacjonarnych szeregoéw
czasowych, ktére sa zwiazane z modelami PARMA(1,q). Niektére z nich (szereg generuja-
cy, indukowany oraz jego diagonalizacja) byty analizowane w pracy [21] jako wielowymia-
rowe procesy stacjonarne zwiazane z procesami okresowo skorelowanymi. Przy pewnych
warunkach na wspoétczynniki modelu, szereg PARMA(1,q) ma jednoznaczne rozwiazanie
posiadajace okresowa $rednig i kowariancje, dlatego moze by¢ traktowany jako proces
okresowo skorelowany. Wyniki uzyskane w tym rozdziale moga by¢ punktem wyjscia do
stosowania nowych metod analizy modeli PARMA, jak rowniez miar spektralnych wielo-
wymiarowych szeregdéw czasowych.

W pierwszej czesci omoéwiono szereg generujacy modelu PARMA(1,q) i pokazano zwiazek
jego miary spektralnej ze spektrum jednowymiarowego szeregu. Nastepnie przeanalizowa-
no indukowany szereg stacjonarny jak réwniez jego diagonalizacje. Podobnie jak w przy-
padku szeregu generujacego, uzyskano posta¢ miary spektralnej i pokazano jej zwiazek z
miara spektralng szeregu PARMA. Jako ostatnie oméwiono dwa inne typy wielowymia-
rowych szeregdw czasowych zwiazanych z szeregami PARMA(1,q) i na podstawie postaci

funkcji kowariancji pokazano ich stacjonarnosé.

42



5.1. SZEREG GENERUJACY SYSTEMU PARMA(1,Q) 43

5.1 Szereg generujacy systemu PARMA(1,q)

Dla kazdego procesu okresowo skorelowanego { X, } z okresem 1" odwzorowanie V' : X,, —
Xpir, n € Z, jest liniowym operatorem V' : My — My zwanym T —tym przesunieciem
procesu {X,}. Jeli U jest unitarnym T—tym pierwiastkiem V', tzn U jest unitarnym
operatorem w podprzestrzeni K O My takim, ze UT =V w My, wéwczas p(n)=U"X,
jest T-okresowym ciagiem oraz X,, = U"p(n), n € Z.

Definiujac szereg {W"(n)} = {[W"(n)]} jako W"(0) = £ >21=J e=>™""/Tp(n) oraz W™ (n) =
UW™(0) (n € Z) mozemy otrzymadé nastepujaca reprezentacje procesu X,:

T-1
X, =Y ¥ TW(n), neZ. (5.1)
r=0

Szereg {X,} jest zatem procesem okresowo skorelowanym z okresem T wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje przestrzen Hilberta K O My, operator unitarny U w K oraz T-
okresowy ciag (p(n)) w K taki ze X,, = U"p(n) (n € Z) lub réwnowaznie, wtedy i tylko
wtedy gdy istnieje przestrzen Hilberta K O My oraz T-wymiarowy szereg stacjonarny
{W(n)} ={[W"(n)]} w K taki ze X,, ma reprezentacje (5.1). Kazdy T-wymiarowy szereg
stacjonarny {W(n)} w K O Mx ktory spetnia (5.1) nazywany jest szeregiem generujacym
szeregu { X, } ([22]).

Definicja 9 (/20]) T-wymiarowy szereg {H(n)} jest stacjonarny, jesli dla kazdych k,j =
0,1,..T —1 jego funkcja kowariancji Ry (m~+n,m) = EH?(m+n)H*(m) zalezy jedynie
od n. Funkcja kowariancji T-wymiarowego stacjonarnego szerequ {H(n)} ma nastepujgcg

reprezentacje catkowq:
L 2T . .
RiF(n) = / ¢TIk (), (5.2)
0
gdzie miara macierzowa T = [[V*] jest zwana miarg spektralng szerequ {H(n)}.

Lemat 3 Jesli T-wymiarowy szereg {W(n)} = {{W"(n)]} z miarg spektralng T' = [[7*]
(7,k = 0,1..T — 1) jest szeregiem generujgcym procesu okresowo skorelowanego {X,}
wowezas funkcja kowariancji By, (k) = Rx(n+ k, k) procesu {X,} ma nastepujgcq postac:
T-17T-1 on
By(k) = 30 32 =T [ emepat=il(dz — 2mq/T),

q=0 1=0

gdzie [w] oznacza niezerowq reszte z dzielenia w przez T
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Dowdd:

Wykorzystujac formuty (5.1) i (5.2) otrzymujemy:

T-17-1 T-17-1
Bn<k) — Z Z e27ri(nq+k(Q+l))/TEWlI(n + ]{J)Wl(k) — Z Z 62ﬁi(nq+k(Q+l))/TR%f/l<n) _
g=0 1=0 g=0 1=0
T—1T-1 T—1T-1
Z Z 6271”[(nq+l€(q+l))/T/ zna:rql(dl, Z Z 27mk(q+l)/T/ ianq,l(dx . 27TQ/T) _
q=0 =0 0 4=0 =0 0
T-17-1 o
Z Z 27rzkl/T/ PRI [ q](dx o 27TQ/T)
q=0 1=0 0

O

Lemat 4 Jesli {X,,} jest procesem okresowo skorelowanym z okresem T i spektrum (vy;)
(G =0,1,..T —1) oraz {W(n)} = {[W"(n)]} jest jego szeregiem generujgcym z miarg
spektralng T = [[9K] (k= 0,1,..T — 1), wéwczas zachodzi nastepujgcy warunek:

2m N/ Trall=d(qy — 27q/T),

ng

gdzie [w] oznacza niezerowq reszte przy dzieleniu w przez T.

Dowdd:

Z Uwagi 1 mamy:
1S, ikj)T .
=SB, (k) = [ e (da).
k=0
z drugiej strony z Lematu 3 otrzymujemy:

T—-1T-1 ) or
B, (k) = Z e%lkl/T/ emml“q’[l_q](dx —2mq/T).
q=0 1=0 0
Zatem
o | T-1T-1T-1 9
/ €lnz’)/j(dl’) S Z e2ﬂlk(l+])/T/ emffl"%[l*fI](dx _ 27T(]/T>
0 T = =0 = 0

O

Uwaga 2 Jesli {X,.} jest szeregiem PARMA(1,q) z okresem T, |P = by...bp| # 1 oraz
{W(n)} = {[W"(n)]} jest szeregiem generujgcym {X,}, wowczas miara spektralna T' =
[T9K) szeregu {W (n)} jest absolutnie ciggla wzgledem unormowanej miary Lebesque’a dX

(tzn miary Lebesque’a podzielonej przez 2w ).
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Uzasadnienie tego faktu wynika bezposrednio z Lematu 4 i Twierdzenia 6.

Mimo ze istnieje wiele réznych unitarnych T-tych pierwiastkéw operatora V' dziataja-
cego na proces {X,} i kazdy z nich prowadzi do innego szeregu generujacego, jednakze

trojka (U™, p(n), K) jest jednoznacznie zdeterminowana przez {X,} ([21]).

5.2 Szereg indukowany modelu PARMA (1,q)

Niech {X,,} bedzie procesem okresowo skorelowanym z okresem T w przestrzeni Hilberta.
Dla kazdego n € Z oraz r = 1,2,...T — 1 definiujemy Z"(n) jako element przestrzeni

K = ML, ktérego p-ty czynnik ma postac:

1
Z"(n)(p) = TXn_pe—Qm"("—P)/T, p=0,---,T—1. (5.3)

Szereg { X, } jest okresowo skorelowany wtedy i tylko wtedy gdy T—wymiarowy szereg
{Z(n)} ={[Z7(n)} jest stacjonarny ([21]).

Propozycja 4 Jesli { X,,} jest szeregiem PARMA(1,q) z okresem T', |P| = |by ... by| # 1,

wWowezas
0o q—1+s )
X = > > (Bi) lays(n ), gdy [Pl >1
r —27r(n— $=2—q j=max{1,s
Z'(n)(p) = e T iy (5.4)

Z Z (Bz+j+1)a’j+8(n +j)£nfsv gdy ’P’ <1
s=0

j=—s
dla p,r =0,1,..T — 1.
Propozycja 5 ([22]) Niech {X,} bedzie procesem okresowo skorelowanym z okresem T
oraz {Z(n)} = {[Z"(n)]} jego szeregiem indukowanym zdefiniowanym w (5.3), wowczas

funkcja kowariancji szereqgu {Z(n)} dana jest nastepujacym wzorem:

. 1 iy 2
RJZ,k(n> _ Tef%mjn/T/O Gz)m’}/j,k(dk),

gdzie rodzina miar (v;) (j =0,1...7 — 1) jest spektrum szerequ {X,,}.

Propozycja 6 ([22]) Niech {X,}) bedzie procesem okresowo skorelowanym z okresem
T ze spektrum (vy;) oraz niech {Z(n)} = {[Z"(n)]} bedzie jego szeregiem indukowanym

zdefiniowanym w (5.8) z miarg spektralng T = [[V*]. Wéwczas

DH(A) = 25 k(A + 2/ T) (5.5)
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Uwaga 3 Jesli {X,,} jest rozwigzaniem modelu PARMA(1,q) z okresem T,
|P| = |by...br| # 1, a {Z(n)} = {[Z"(n)]} - jego szeregiem indukowanym zdefiniowa-
nym w (5.3), wéwczas miara spektralna T = [[9K] szerequ {Z(n)} jest absolutnie ciggla

wzgledem unormowanej miary Lebesque’a d\ oraz spetnia warunek

Tk 1= . »
) LN~ 004 20+ )/ TV o O 20 5)/T),
=0

T4
gdzie wspotczynniki g;(N) (7 = 0,1,..T — 1) zdefiniowane s¢g w Twierdzeniu 6, a [w]

oznacza reszte z dzielenia w przez T

Dowdd wynika bezposrednio z Propozycji 6 i Twierdzenia 6.

Zdefiniujmy T-wymiarowy szereg {V(n)} = {[V?(n)]} jako

T-1
VP(n) =Y 2R 7k (n), (5.6)
k=0

gdzie p=10,1,2,---T — 1 oraz {Z(n)} = {[Z"(n)]} jest szeregiem indukowanym procesu
okresowo skorelowanego {X,} zdefiniowanym w (5.3). Szereg {V(n)} = {[V?(n)]} jest
zwany diagonalizacja szeregu {Z(n)}.

Formuta (5.6) moze by¢ zapisana jako V(n) = HZ(n) gdzie H jest T-wymiarowa macierza,
kwadratowg H = [HP"] = [e*™P"/T] dla p,q =0,1,...T — 1.

Propozycja 7 Jesli {V(n)} = {[VP(n)]} jest diagonalizacjq szerequ {Z(n)} = {[Z"(n)]},
gdzie {Z(n)} jest szeregiem indukowanym procesu okresowo skorelowanego zdefiniowanym
w (5.3), wowczas macierz kowariancji szerequ {V (n)} przyjmuje nastepujace postac
Ry(n+p,p) = HRz(n+p,p)H .
Dowod:
Ry(n+p,p) = EHZ(n+p)(HZ(p)) = HEZ(n+p)(Z(p)) H = HRz(n+p,p)H .

Zatem {V(n)} jest stacjonarny wtedy i tylko wtedy gdy {Z(n)} jest stacjonarny.

(I
Uwaga 4 ([22]) Jesli {Z(n)} = {[Z"(n)]} jest szeregiem indukowanym szeregu okresowo
skorelowanego { X, } oraz {V(n)} = {[VP(n)]} jest jego diagonalizacje, wéwczas nastepu-

jace trzy warunki sq rownowazne:
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o {X,} jest okresowo skorelowany z okresem T
o {Z(n)} jest T-wymiarowym szeregiem stacjonarnym

o {V(n)} jest T-wymiarowym szeregiem stacjonarnym.

5.3 Inne wielowymiarowe szeregi stacjonarne zwigza-

ne z modelami PARMA (1,q)

Lemat 5 Jesli {X,,} jest jednoznacznym ograniczonym rozwigzaniem szerequ PARMA(1,q)
z okresem T oraz |P| = |by...br| # 1, wowczas T-wymiarowy szereg {Q(n)} = {[Q"(n)]},
r=0,1,..T — 1 zdefiniowany nastepujgco:

00 q—1+s ]
- > Y (B ayr + )eurs, gdy [P > 1
r $=2—q j=max{1,s
Q (TL) = 00 mln{qOJq 1- s{}l ) (57)

j=-—s

jest stacjonarny oraz spetnia warunek X, = QI (n), gdzie [n] oznacza niezerowq reszte

dzielenia n przez T.

Dowdd:
Jesli X,, = >°32

22w Bj(n)&,—j, gdzie wspotezynniki 3;(n) sa okresowe wzgledem n 7 okresem
T dla kazdego j € Z, wowczas T-wymiarowy szereg Y (n) = [Y"(n)], (r =0,1,...7 — 1)

zdefiniowany nastepujaco:

26] gnj

]7—00

jest stacjonarny poniewaz funkcja kowariancji nie zalezny od n:

EY (n+p)Y¥*n)=FE Z Bu(9)ntp—u Z Bu(k)n—w = i Bprw () Bu (K).

U=—0Q wW=—00 wW=—00

Ponadto
Zﬁj én]:Zﬁ] fnj: n-

j=—o00 j=—o0
Jedli {X,,} jest jednoznaczym ograniczonym rozwigzaniem systemu PARMA(1,q), wow-

czas wspotezynniki Oi(n) sa okresowe wzgledem n z okresem 7' oraz maja postac:
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g—1+k A
— > (Bif) lajx(n+), gdy |P|>1lorazk>2—g¢
j=max{1,k
B(n) = mirz{o,q—l{—lk}}
Z (BZ+j+1>aj+k(n +7), edy |P| <1orazk > 0.
j=—k
O

Uwaga 5 Macierz kowariancji Rg = [ng] (j,k=0,1,...,T—1) T-wymiarowego szerequ
{Q(n)} ={[Q"(n)]} zdefiniowanego w (5.7) ma nastepujace wlasnosé:

R (n) = Rx(n+kk) gdy j—k=n modT.

Lemat 6 Jesli { X, } jest jednoznaczym ograniczonym rozwigzaniem szerequ PARMA(1,q)
z okresem T oraz |P| = |by...br| # 1, wéwczas T-wymiarowy szereg {Y (n)} = {[Y"(n)]},
r=0,1,..T — 1 zdefintowany nastepujgco:

q—1+s

- Z > (B s(r + 5)nss, gdy [P >1
Y7 (n) = o=2—4 j=max{l,s} (5.8)

oo min{0,g—1—s}

IS (BLyjia)ajes(r + éass,  gdy |P] <1,

j=-—s
jest stacjonarny i spetnia warunek X, = Zqu_Ol e2 /Ty 4(n), gdzie
1 T-1

Z 6—27rink/TS<k,)

k=0

s(n) =
dla T-okresowego ciggu (s(n)).

Dowdd:
Jesli X, = 3222 Bj(n)&,—j, gdzie B;(n) sa okresowe wzgledem n z okresem T dla kazdego
J € Z, woczas T-wymiarowy szereg L(n) = [L"(n)], (r =0,1,...T — 1) zdefiniowany jako
L'(n) =352 ﬁj( )én—; jest stacjonarny, gdyz kowariancja
ELJ(” +p Lk =LK Z 6u gn—i—p u Z 611) n = Z ﬁp—l—w(])ﬁw(k)
nie zalezy od n. Ponadto

co T-1
Z 627rmq/TLq Z Z e27rzn/Tﬂ] Sn = Z /6] gn = n-
j=—00 q=0

j=—o00
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Jedli {X,,} jest jednoznaczym ograniczonym rozwigzaniem systemu PARMA(1,q), wow-
czas wspotezynniki Gi(n) sa okresowe wzgledem n z okresem 7' i maja postac:

g—1+k '
— Y B lajk(n+4), egdy|P|>1orazk >2—gq

j=max{1,k
ﬁk(n) = mirz{O,qafl{fk}}

> (Bhsjs)ajre(n+j), gdy |P| <1 oraz k> 0.

j=—k
O
Przyktad 4 Rozpatrzmy model PARMA(1,1) z okresem T = 2:
Xn — b, X1 = a6,
gdzie wspotczynniki sq nastepujace:
by =02, by =1, a1 =0.3, as = 2. (5.9)

W tym wypadku P = 0.2 < 1, zatem {X,} dany jest wzorem (2.18). Dwuwymiarowy

szereq
Q" (n) = Z By a(r — s)&n—s,
s=0
gdzie wspotczynniki (a,) sq dane w (5.9) oraz

Pt gdys=2k dlak=0,1,...
P*by, gdys=2k+1dlak=0,1,....

77:—5—1—1 =
utworzony z {X,} jest stacjonarny. Na Rysunku 7 pokazano funkcje autokowariancji dla
sktadowych szeregu {[Q"(n)]} (r = 1,2). Wykres tej funkcji wskazuje, Ze rozpatrywany sze-
req jest stacjonarny, a ponadto, iz jeqo skliadowe traktowane jako szeregi jednowymiarowe
({Q'(n)} i {Q*(n)}) mogqg byé modelowane szeregiem AR(1). Do analizy wykorzystano
500 realizacyi kazdej skladowey.
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" ACF Q1(n)
1 "N
- ] ] | I
ACF Q2(n)
e — T T ——
ot I AL B

Rysunek 7: Autokowariancja sktadowych szeregu {[Q"(n)]}.



Rozdzial 6

Szeregi ARMA ze zmiennymi
wspoOlczynnikami i a-stabilnymi

innowacjami

6.1 Miary zaleznosci

W tym rozdziale zajmiemy sie systemami ARMA(1,1) ze zmiennymi wspolezynnikami
i innowacjami pochodzacymi z symetrycznego rozktadu a-stablinego, to jest szeregami

czasowymi spetniajacymi nastepujace rownanie:
XTL - ann—l = anfna (61)

gdzie wspotezynniki (b,) oraz (a,) sa niezerowe dla kazdego n € Z oraz innowacje {,}
sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o symetrycznym rozkltadzie a-stabilnym (SaS) z

parametrem skali 1, tzn z funkcjg charakterystyczng dana nastepujacym wzorem:
Eexp(if¢,) = exp(—0|%), 0 < a < 2. (6.2)

W odréznieniu od [26] i [27], gdzie rozpatrywano stacjonarne modele ARMA (state wspol-
czynniki), zajmujemy sie tutaj szeregami ARMA(1,1) ze zmiennymi wspétczynnikami.
Ponadto zaktadamy, ze system (6.1) spelia jeden z nastepujacych warunkéw:

«
< 0

(I) sup, |BJ|~" = oo oraz sup Dy ‘Bﬁ_sﬂan_s
ne

o1
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o
tntsl <00
)

n+s
Bn+1

(II) sup, |B§| = oo oraz sup >52;
nez

gdzie B! jest zdefiniowane w (2.6). Warunki (/) oraz (/) gwarantuja istnienie jedno-
znacznego ograniczonego rozwiazania systemu (6.1) (Twierdzenie 8).

W tym rozdziale zostanie zbadana relacja pomiedzy miarami zaleznosci (kodyferencji i ko-
wariacji) dla rozpatrywanego systemu ARMA(1,1) ze zmiennymi wspotczynnikami i Sa.S
innowacjami. Gltowne wyniki sg zawarte w Twierdzeniach 9 oraz 10. W dowodach tych
twierdzen wykorzystano warunki gwarantujace istnienie jednoznacznego i ograniczonego
rozwigzania omawianych szeregéw oraz jego forme. Uzyskane wyniki sa uogélnieniem re-
zultatow zawartych w [26] 1 [27], jakkolwiek daja réwniez nowe wyniki, takze w przypadku
statych wspotezynnikow.

Gdy a = 2, wéwezas funkcja kowariancji opisuje strukture zaleznosci procesu {X,}. W
przypadku, gdy a < 2 funkcja kowariancji nie jest zdefiniowana dlatego rozpatruje sie

inne miary zaleznoSci.
Definicja 10 Miary zaleznosci SaS zmiennych losowych X, i Xy ([26]).
e Kowariacja CV (X1, X5) X; i Xy zdefiniowana jest dla 1 < o < 2 i ma postac:
CV(X1, X,) = /S 155°7 T (ds) (6.3)
gdzie T jest miarq spektralng wektora(Xy, Xy), 2<P> = |z[P71z.

e Kodyferencja CD(X;, Xy) X; i Xy zdefiniowana dla 0 < a < 2 ma postaé:

CD(Xy, X5) = InEexp{i(X; — Xa)} — InEexp{iX,} — InFexp{—iXy}. (6.4)

Dla a = 2 mamy zaleznos¢
1
CD(Xl, XQ) = ECV(XI’ XQ) = CO’U(Xl, XQ)
Podstawowymi wtasno$ciami kodyferencji sa ([29]):

e w przeciwienstwie do kodyferencji, kowariacja jest niesymetryczna wzgledem argu-

mentow,

e liniowos$¢ wzgledem pierwszego argumentu: CV(X1+X5,Y) = CV (X1, Y)+CV (X, Y),
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skalowanie: CV (aX,bY) = ab~*"'>CV(X,Y),

jesli X oraz Y sa niezalezne, woéwcezas CV(X,Y) =0,

jesli Y) oraz Y; sa niezalezne, woéwezas CV(X,Y1 4+ Y2) = CV(X, Y1) + CV (X, Y3).

Jesli o > 1, wowcezas kowariacja definiuje norme w przestrzeni liniowej K Sa.S zmien-
nych losowych, ktérych norma jest réwna parametrowi skali ([29]). Norma kowariacyjna
zmiennej losowej X € K dla o > 1 jest zdefiniowana jako || X||o = (CV(X, X)), Sze-
reg {X,}, n € Z jest ograniczony w przestrzeni K z norma ||.||s, gdy 51612 [| X8 < oo.

Ponadto przyjmujemy X =Y w K wtedy i tylko wtedy, gdy || X — Y| = 0.

Lemat 7 Niech X, = > cj(n)é.—j, gdzie innowacje {&,} sq niezaleznymi SaS

zmaiennymi losowymi z parametrem skali 1.

(i) Jesli1l < o < 2, wowczas

o0

CV(Xo, Xi) = > ¢j(n)cponsj (k)< a > 1. (6.5)
j=—o0
(ii) Jesli 0 < a < 2, wéwczas
CD(Xn, Xi) = i (e ()" + lernpi ()" = lej(n) = cronss(K)|%) . (6.6)
j=—o0
Dowdd:
(1) Jedli X, = 3252 ¢j(n)én—j, wowezas

CV(Xka> =CV ( i Cj(n)én*]ﬁ i CS(k)ka) .

j:—oo S=—00
Poniewaz kowariacja jest funkcja liniowa ze wzgledu na pierwszy argument oraz {&,} sa

niezalezne, zatem

CV (X, X3) = i ¢;(n)CV (5,”-, fj cs(k)5k5> =

j=—00 s=—00
Z c;j(n) _Z: CV(&n—j, cs(k)Ei—s) = Z ¢ (n)Cpony (k)<

(49) Poniewaz X,, = 3252 ¢;j(n)§,—; oraz {§,} sa niezalezne, zatem otrzymujemy

oo

In Eexp(iX,) =InEexp(i > ¢j(n)é,—;) =In ﬁ Eexp(ic;(n)&,—;) =

j:—oo jzfoo
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In H exp(—lc;(n)|*) = — Z lcj(n)]®,

]_700 _]_700

[e.e]

In Eexp(—iXy) =InEexp(—i Y c¢;(k)&—;) =In Eexp(—i i Chn+tj(k)&n—j) =

j:—oo j:foo

In H Eexp(_ick—n-ﬂ( fn ] = - Z |Ck n+] )

j==o0 j=—o0

oo

In Bexp(i( X, — Xu)) = I Eexp(i( 3. (¢5(n) = ks (k))uy) =

j=—o0

In [ Eexp(i(cj(n) — coonsj(k))ény) = = Z (1) = Chonis (K)|*.

j:—oo j——OO
Zatem
o

CD(X,, Xie) = Y (Jej(n)|* + |ckmnti (B)]* = |ej(n) — coop; (k)] -

j=—o00

6.2 Ograniczone rozwigzanie szeregu ARMA(1,1) z
SaS innowacjami

W Rozdziale 2 udowodniono warunki gwarantujace istnienie jednoznacznego i ograniczo-
nego (w sensie Lo) rozwiazania systemu ARMA(1,q) dla innowacji, ktére sa nieskore-
lowanymi zmiennymi losowymi ze Srednig 0 oraz wariancjg rowng 1. W tym wypadku
otrzymano trzy warunki dajace ograniczone rozwigzanie, ale tylko dwa z nich gwarantuja
jego jednoznacznosc:

2

(a) Sup |BY|~" = oo oraz 81612 >0 ‘Bg_sﬂan_s < 00
n
2
(b) sup |Bf| = oo oraz sup 3202, |55 | < oo,
q nez n+1

z B? zdefiniowanym w (2.6). Latwo zauwazy¢, ze warunki (/) oraz (/1) sa analogonem
odpowiednio warunkéw (a) oraz (b).

W tym podrozdziale udowodniony zostanie fakt, ze kazdy z warunkéw (1) i (1) prowadzi
do istnienia jednoznacznego rozwiazania systemu ARMA(1,1) z SaS innowacjami oraz

podana zostanie forma tego rozwigzania.
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Twierdzenie 8 Jesli jeden z warunkéw (I) lub (1I) jest spetniony, wéwczas system (6.1)

ma ograniczone rozwigzanie © ma ono nastepujgcqg forme:

X, =Y Bl 1an_sEns jesli (I) jest spelniony,
s=0

X = Z g%} Entvs Jesli (1) jest spelniony.

Dowdd:

Latwo jest pokazaé, ze iterujac k razy réwnanie (6.1) otrzymujemy

X Xn k Ap— k+j (6 7)
n—k — B;LZ bl - Z Bn k+j én k+j> :
n—k+1
k
k k

Xn+k = BZLLII Xn + Z Bzij+1an+j§n+j. (68)

=1
Jesli warunek (I) jest spetniony, wowczas X, = Yoo B _, . 10n—s&n—s speinia réwnanie

(6.1). Ponadto

i o
sup || X, ||& =sup > ‘Bgfsﬂan,s < 00.
nez neEZ g—(

Z drugiej strony, jesli {X,,} jest ograniczonym rozwiazaniem réwnania (6.1) oraz warunek

(I) jest spelniony, wowczas z (6.7) mamy

k
hm || X0 — Zan k5 B k+;+1£n k+]||oz = hm || X kBZ*k"i’l”a =0,

7j=1
zatem
oo
n o n
Xn = ,}1_{20 Z Un—tetj By gy j1&n—itj = > an—jBy_j11&n—j-
Jesli warunek (I7) jest spelmony, wowezas X, = — > o0, %@HS spetnia réwnanie (6.1).
n+1
Ponadto
«
Qpts
Sup ||X Ha - SUPZ Bn+s < 0.
neZ s—1 n+1

Z drugiej strony, gdy {X,} jest ograniczonym rozwiazaniem réwnania (6.1) oraz warunek

(I1) jest speliony, wéwczas z (6.8) mamy

Qp4j R T XnJrk o
Jim X, +Z oot = HB"—H’c =0,
7j=1 Pn+1 o n+1
zatem
k Ut ® a
T n—+j o n+j )
Xn = khjgloz Bn+] §n+J - Z Bn—l—j én—&—]'
7j=1 “n+1 7=1 “n+1
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6.3 Modele ARMA(1,1) spelniajace warunek (/)

|~t < oo (warunek (I)), woéwczas system

415 0 _ 0o n @
Jesli sgp |B,|~" = oo oraz sup X2, ‘Bn_sﬂan,s

nez
zdefiniowany w (6.1) ma ograniczone rozwigzanie w przestrzeni K z norma || - ||, i ma
ono nastepujacag postac:
[e.e]
Xp =Y B 1y b (6.9)
s=0

W tym wypadku X,, = > cs(n)&,_s, gdzie

0 ifs<0

By, ian—s if s>0.

cs(n) =

| 1

< 0o (warunek (I)) oraz

Propozycja 8 Jesli sup 1By~ = oo, sup Py }Bﬁ_sﬂan_s :

{X,} jest ogmmczonym rozwigzaniem réownania (6.1), wowczas dla 1 < a<2in € Z:

(i) kowariacja X, i X,y dla k > 0 ma nastepujgcg postac:

CV(Xn, Xp_i) = B"_ k+12]3n ks (6.10)
ii) kowariacja X,, i X, dla k > 0 ma nastepujgcg postac:
(ii) ] + epujace p

CV (X, Xpi) = B"+k Z Btk yan | (6.11)

n+1 s=0

Dowod:
(1) Do wyznaczenia postaci kowariacji X,, i X,,—x wykorzystamy Lemat 7(i). Poniewaz

{X,} ma forme (6.9), zatem dla k > 0 otrzymujemy

CV (X, Xok) ics n)cs p(n — k)< = i (B;Lsﬂan_s) (Bn s+10n— 8)<a71>
s=k s=k

k—&-lZ‘Bn s+10n—s

(77) Do wyznaczenia postaci kowariacji X, i X, wykorzystamy Lemat 7(i). Poniewaz

{X,} ma posta¢ (6.9), wiec dla k& > 0 mamy:
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CV(Xna Xn+k) = Z Cj(n)cj+k(n + k)<o¢—1> _
s=0
S <a—1> N
Z (B:Ll—s—‘,-lan—S) (Bn+s+1an s) = Bn+k Z ‘BZ+§+1an .
= n+1 s=0

O

|—1

= 00, SUp Yoo, ’Bg_sﬂan,s Y <o (warunek (1)) oraz {X,}
nez

jest ogmmczonym rozwigzaniem réwnania (6.1), wowczas dla 1 < a <2 in € Z:

Uwaga 6 Jesli sup |BY

(1) kowariacja X, i X,—y dla k > 0 ma nastepujgcq postaé:

CV(X,, X,_y) = B mZ\Bn TR

(i) kowariacja X,y i X, dla k >0 ma nastepujgcg postac:

CV(Xy—k, Xn)

Z|Bn k—st+10n—k— s
'fl k+1 s=0

(iii) kowariacja X, i Xpyx dla k > 0 ma nastepujgca postac:

CV(X,, Xpir) = B”+’€ Z ‘BZ+§+1% P

n+1 s=0

(iv) kowariacja X,y t X, dla k > 0 ma nastepujgcqg postac:
CV(Xn—Hch BZI?Zan—s-k s+1n+k— S| .

|—1

= 00, Sup Y o, )B;Lsﬂan,s ‘< (warunek (I)) oraz
nez

{X.,.} jest ogmmczonym rozwigzaniem réwnania (6.1), wowczas dla 0 < o < 2 kodyferen-

Propozycja 9 Jesli Sup |BY

cja X 1@ X (n,m € Z) przyjmuje nastepujacg postac:
OO = 3 o (1B B B~ Byl (622
s=max(0,n—m)
Dowod:

Stosujac Lemat 7(iz) oraz wykorzystujac postaé rozwiazania {X,} dana wzorem (6.9)

otrzymujemy teze.
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-1 ‘< (warunek (I)) oraz {X,}

Uwaga 7 Jesli sup |By|~" = oo, sup 3132, ’Bﬁ_sHan_s
q nez

jest ograniczonym rozwigzaniem réwnania (6.1), wowczas dla 0 < a < 2 i n,k € Z
(k > 0) mamy:
(i)
CD(X,, Xpk) = CD( Xk, X)) =
3 el (1Bl + 1B = B s = Bt
(ii)
CD(X,, Xpik) = CD(Xpuk, X)) =

o0
Z|an+k_s\“(| 0 Bl — B — B r)
s=k

‘—1

Twierdzenie 9 Jesli sup | B; < oo (warunek (1)) oraz
q

= 00, SuUp y_.2, ‘BZ_SHan_S
nez

klim |BY,| istnieje, a {X,} jest ograniczonym rozwigzaniem systemu (6.1), wéwczas dla

kazdego 1 < o < 2 1 m € Z spelnione sq nastepujgce warunksi:

(i)

po CD(Xn Xoa)
k—oo CV (X, Xy ’
(ii)
D(X,_k, X
lim C ( n—k n) 0’

(iif)
Bn+k CD(Xn7 Xn-l—k)
lim ntl =1

k—o0
(s +1- 1= gl ) OV (Xay X

Y

(iv)
By CD(Xpik, Xa)

lim =1.

k—o0
(\B::iﬂa I Bm|a>ov<xn+k, X.)
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Dowdd:
Do dowodu zostang wykorzystane Propozycje 8 1 9 oraz Uwagi 6 1 7.

(i) Dla k > 0 mamy

CD(X,, Xn—k) _ L+ By | =1 =By 4]

CV(Xm Xn—k) Bg—kﬂ
n a—1Dn 1 - |]' - B, _ |a
|Bn—k+1| an—k-i-l + Bn nokel :
n—k+1

|—1 —

Poniewaz sup |BJ|™' = oo oraz Jim |B%,| istnieje, zatem lim |B_, ;| = 0 dla kazdego
q —00 k—oo

n € Z. Ponadtodlal < a < 2

1—1—x©
lim |7x| =, limz® 'z =0.
x—0 x x—0
Zatem otrzymujemy
. CD(Xp, Xp—k)
lim =«

(17) L

1
CD(Xy 1, X)) B Tl

n—k+1

CV<Xn7k7Xn) B 1

n
Bn—k+1

Ostatnie wyrazenie dazy do zera, gdyz
1 _ o 1 a
o N T (B PO Bl - - Bl

1 - B B" a -
Z—k-»—l nfk+1| nkarl‘

B

(Bru?
|By gy ]®

(i43) oraz (iv) wynikaja bezposrednio z Uwag 6 1 7.

O

Uwaga 8 Rozpatrzmy specjalny przypadek systemu ARMA(1,1) danego wzorem (6.1),

tzn. model ze statymi wspotczynnikami dany rownaniem:
X, —bX,_1 = a&,, (6.13)

gdzie a # 0, |b| < 1 oraz {&,} sa niezaleznymi SaS zmiennymi losowymi z parametrem

skali 1. W tym wypadku sup [BJ|~ = sup{1,1/[b], 1/|b]*, ...} = oo oraz
q
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[e9) n a _  |al* . . . .
sug oo | B qan—s|* = T < 00. Zatem warunek (I) jest spetniony, a rozwigzanie
ne

réwnania (6.18) ma nastepujgcg postac:

X, =aY v, ..
s=0

Stosujgc Twierdzenie 9 otrzymujemy dla 1 < o < 2:

lim CD(Xo, X ) = lim CD(Xp, Xo) =«
k—oo CV(Xo,X,k) k—oo CV(Xk,Xo) 7
lim CD(X_x, Xo) i CD(Xo, X) ~0
koo OV (X _g, Xo)  Foo0 OV (X0, Xi)

Przyktad 5 Rozpatrzmy system ARMA(1,1) ze zmiennymi wspdlczynnikami dany na-
stepujgcym rownaniem:
1
Xn + ann— = T =mSn
1 \/5’”5
gdzie wspotczynniki b, = 1.2 dla n parzystych oraz b, = 0.5 dla n nieparzystych. Wspot-
- - : . CD(Xn,Xp_p)
czynniki modelu spetniajq warunek (I). Na Rysunku 8 pokazano wielkosé m dla
k=0,1,..100, n =10 oraz « = 1.2, a = 1.5 i a = 1.7. Zgodnie z Twierdzeniem 9 iloraz

% zbiega do 1 dla rosngcych wielkosci k.

18

— a=1.2
17 — 0a=1.5 {
— o=1.7

16

15

13

1.2

11-

0.9 I I I I I I I I
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Rysunek 8: Wielkosé % dloa=12, a=15ia=1.1.
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6.4 Modele ARMA(1,1) spelniajace warunek (/7)

[e7
Tt | < oo (warunek (II)), wowczas system (6.1) ma

n—+s
Bn+1

Jesli sup | Bi| = oo oraz sup >,
q nez
ograniczone rozwigzanie majace postac:

00 —1

Ap4s Ap—s
Xn = - n an+s = - n sgn s* (614)
Zl Bnil szz—oo Bn+1
W tym wypadku X,, = > cs(n)&,—s, gdzie
0 gdy s >0

cs(n) =

QAn —
—-n=s ody s < 0.
B gay

< o0 (warunek (I1)) oraz {X,}

An4s
n—+s
Bn+1

Propozycja 10 Jesli sup |Bi| = oo, sup >3,
q nez

jest ograniczonym rozwigzaniem réwnania (6.1), wowczas dla 1 < o <2 in,k € Z:

(1) kowariacja X, i X,1x dla k > 0 ma nastepujgcg postaé:

k-1 e
CV (X, Xoik) — — : (6.15)
i Bn—tf S;OO Bn+k+1
(i) kowariacja X, i X,,_x dla k > 0 ma nastepujgcqg postac:
CV(Xn, Xn_k) =By, 11 Z B" - : (6.16)
§=—00 n—k+1

Dowdd:
(1) Do wyznaczenia postaci kowariacji X, 1 X, wykorzystany zostanie Lemat 7(i).
Poniewaz {X,,} ma posta¢ dang réwnaniem (6.14), zatem mamy

—k—1

CV (X, Xosk) = Z cs(n)csin(n + k)< 1> =

S§=—00

—k—1 <a—1> —k—1
-3 e (e =5
B\ Bin Bt

s=—00 n+k+1 n+1l s=—oco

o

Bg+li+1
(17) Do wyznaczenia postaci kowariacji X,, i X,,_, wykorzystamy Lemat 7(i). Poniewaz

{X,} ma postaé¢ (6.14), dlatego dla k > 0 mamy

-1
CV(X'an_k) = Z Cs(n)cs—k(n _ k,)<a—1> _

S§=—00
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[0}

-1 a a <a—1>
n—s n—s n
- Z n—s <_ n—s ) _B —k+1 Z

n—k+1 s§=—00 n— k—i—l

O

< oo (warunek (II)) oraz {X,} jest

An+s
Bn+s

Uwaga 9 Jesli sup|Bg| = o0, supzoi

ograniczonym rozwzqzamem rownania (6.1), wowczas dla1 < a<2iné€ Z:

(1) kowariancja X,, i X1 dla k > 0 przyjmuje postac:

—k—1 -

CV (X, Xpik) = B”+k 3

n+1l s=—oo n+k+1
(i) kowariancia X,k @ X, dla k > 0 przyjmuje postac:
n+k < Apyk—s “
CV<XTL+’€7X ) Bn+1 Z Bn+k—s )
S=—00 n+1

(iii) kowariancja X, i X, dla k > 0 przyjmuje postac:

«

CV(Xn, Xn—k) =By 1 Z

§=—00 n— lc+1

(iv) kowariancja X, i X, dla k > 0 przyjmugje postac:

OV (Xnop, Xn) ! _fl On s [
n—k;\n) = o n—k—s
Bn—k+1 s§=—00 Bn—&—f
Propozycja 11 Jesli sup |Bj| = oo, sup 332, [5x85| < oo (warunek (11)) oraz {X,}
q nez n+1

jest ograniczonym rozwigzaniem réwnania (6.1), wéwczas kodyferencja X,, © X, dla 0 <

a < 2in,m € Z ma nastepujacg postac:

min(—1,n—m—1) 1 o 1 a 1 1 e
CD(X,, Xpm) = > |an_sla<' s +’ — —’ — ) (6.17)
$=—00 n+1 m—+1 n+1 m+1

Dowdd:
Stosujac Lemat 7(i7) oraz wykorzystujac forme rozwiazania réwnania (6.1) dang wzorem

(6.14) otrzymujemy teze.
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[0}

< oo (warunek (I1)) oraz {X,} jest

An+ts
n+s
Bn+1

Uwaga 10 Jesli sup |B| = oo, sup >,

q nez
ograniczonym rozwigzaniem rownania (6.1), wowczas dla 0 < o < 2 in,k € Z (k> 0)
mamy:

(i)

CD(X,, Xnix) = CD( Xk, Xp) =

_ «a a a
! 1 1 1 1
> fansl + - -
n+k—s Bn+k75 Bn+k75 BnJrkfs Bn+kfs ’
$§=—00 n+k+1 n+1 n+k+1 n+1

(ii)
CD(Xp, Xpt) = CD(Xpp g, X,,) =

i | o 1| 1
Ay — I
T Bk T B

o

1 1

n—k—s n—k—s
Bn—k-i—l Bn+1

)

“nte | < oo (warunek (I1)) oraz klim |BY|~!

n—+s
Bn+1

Twierdzenie 10 Jeslisup |Bl| = oo, sup > o2,
q nez

istnieje, a {X,} jest ograniczonym rozwigzaniem systemu (6.1), wowczas dla kazdego

l<a<2ineZ spelnione sqg warunki:

()

li =
kl—{go CV<Xn) Xn+k) @
(ii)
D(X X,
lim CD(Xu ik Xn) =0,

k—oo CV(Xn-l—ka Xn)

(iii)
B 4, CD(Xp, Xy

klim =1,
(1418 b = 10= B VX, 6
(iv)
i CD( X1, X))
lim Bk =1

k—o0
(1 + |szk+1 |a - |1 - ! |a> CV(Xn—kvXN)

n
Bn7k+1
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Dowdd:
Do dowodu zostang wykorzystane Propozycje 10 i 11 oraz Uwagi 9 i 10.

(i) Dla k > 0 mamy
CD(X,, Xpik)
CV (X, Xotk)

«

a-l 1—’1 L

@ «a
Hntk
n+1 Hn+tk n+k _ n+k Stk 1
Bn-‘rl Bn+1 Bn+1 BZII Btk

n+1

Poniewaz sup |Bi| = oo oraz lim |BY|~! istnieje, zatem hm =er = 0. Ponadto dla
q k—o00 k—oo |Bni1
1 < o < 2 mamy
o 1l—=]1—x° )
lim |7‘ =, limz* 'z =0.
x—0 x x—0

Otrzymujemy zatem

lim CD(Xn, Xni) _ = a.

k—00 CV<XTL> Xn+k)

(é4)
CD(XnJrkaXn) _ 1+ ‘Bgif “ ‘1 — BZI{C “

CV(Xn+k> Xn) B Bgif

=0.

Warunki (iii) oraz (iv) otrzymujemy wykorzystujac bezposrednio Uwagi 9 i 10.
(I

Uwaga 11 Dia stacjonarnego przypadku danego réwnaniem (6.13), gdzie a # 0, |b| > 1
oraz {&,} niezaleznych SaS zmiennych losowych z parametrem skali 1 mamy sup |Bf| =
q

|ab]*

an+4s —
[blo—1

n+s
Bn+1

sup{1,10|,]b%,...} = oo oraz Slelg >

< 00. Zatem warunek (I1) jest

spetniony oraz rozwigzanie réwnania (6.13) ma nastepujacq postac

> 1
Xn = Qa Z Egn_i_s.
s=0

Stosujge Twierdzenie 10 otrzymujemy dla 1 < o < 2:

i CP&o Xe) _ . CD(X ok, Xo)
koo OV (X0, Xp)  k—oo CV(X_p, Xo)
CD (X, Xo) CD(Xo, X_x)

Iim ———— = lim ————% = 0.

Koo CV (Xy, Xo) koo CV(Xo, X_i)

Przyktad 6 Rozpatrzmy system ARMA(1,1) ze zmiennymi wspélczynnikami dany réw-
naniem:

Xn + ann—l =

1
W&na
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gdzie wspotczynniki b, = é dla n parzystych oraz b, = 10 dla n nieparzystych, spetniajg
warunek (II). Na Rysunku 9 pokazano wielko$é % dla k =0,1,..100, n = 10

CD(Xn,Xnik)

oraz o =12, a = 1.5 1 = 1.7. Zgodnie z Twierdzeniem 10 iloraz aCV (X X

dgzy do

1 przy rosngcej wielkosci k.

18 :

— a=1.2
17+ — 0a=1.5 {
— o=1.7
16 B

15F q

14r q

13 q

11 q

0.9 | | | | | | | | |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

o

CD(Xn7Xn+k)

Rysunek 9: Wielkosc 2OV (Xn X s 1) dlaa=12, a=15ia=1.17.

W Tabeli 5 zawarto wyniki otrzymane w tym rozdziale. Jednoczesnie pokazano, ktore
z rozpatrywanych warunkow i w jakich przypadkach gwarantuja, ze iloraz dwoéch miar

zaleznosci (kodyferencji i kowariacji) w granicy daje parametr a.

CD(Xn,Xpik)

3 CD(Xn:ank) _ 3
Warunek khi& VX — @ lim VX)) =

k—o0

(1) - +

Tabela 5: Warunki, przy ktorych iloraz dwoch miar zaleznosci w granicy daje parametr .



Rozdzial 7

Podsumowanie

Modele ARMA ze zmiennymi wspotczynnikami majg wazne zastosowanie w opisie danych
niestacjonarnych, a ich podklasa, modele ARMA z okresowymi wspo6tezynnikami (PAR-
MA), wykorzystywane najczesciej sa przy opisie danych wykazujacych okresowosé. I tak
miedzy innymi wykorzystywane byly do modelowania danych meteorologicznych, hydro-
logicznych i ekonomicznych ([7], [10], [17], [18], [30], [31]).

Pierwsza czesé pracy poswiecona jest modelom ARMA(1,q) ze zmiennymi wspdtczynnika-
mi i innowacjami bedgcymi niezaleznymi zmiennymi losowymi o $redniej zero i jednostko-
wej wariancji. W tej czesci pokazano warunki na istnienie ograniczonych rozwigzan takich
szeregow (Rozdziat 2, Twierdzenie 2), jak réwniez udowodniono fakt istnienia jednoznacz-
nych rozwiazan (Rozdziat 2, Twierdzenie 3). Pokazano takze postaci tych rozwiazan. Na-
stepnie wyniki rozszerzono na ogélne szeregi ARMA (p,q) ze zmiennymi wspoéltezynnikami
i w Twierdzeniu 4 zawarto rezultaty dotyczace ogdlnych modeli.

Kolejnym krokiem byto zastosowanie otrzymanych rezultatow do szczegdlnego przypadku
modeli ARMA ze zmiennymi wspo6tczynnikami, a mianowicie do modeli PARMA. W tym
wypadku pokazano warunki, ktére gwarantujg istnienie jednoznacznych i ograniczonych
rozwigzan takich modeli (Rozdzial 3, Twierdzenie 5). Otrzymane formutly zastosowano
do wyznaczenia postaci gestosci spektralnej szeregow PARMA i udowodnienie jej najwaz-
niejszej wlasnosci (Rozdzialt 3, Twierdzenia 6, 7). Pokazano rowniez sposéb wykorzystania
otrzymanej postaci gestosci spektralnej do estymacji wspotczynnikéw modelu.

Rozdziat 4 zawiera teoretyczne podejscie do problemu estymacji wsp6tczynnikéw szeregdw

PARMA, jak réwniez wykorzystanie modeli do opisu danych rzeczywistych pochodzacych

66



67

z rynku energii.

Rozdziat 5 poswigcony jest stacjonarnym wielowymiarowym modelom zwigzanym z szere-
gami PARMA(1,q). Oméwiono tu pie¢ wielowymiarowych szeregdw, ktérych stacjonarnosé
implikuje istnienie okresowo skorelowanego rozwiazania systemu ARMA(1,q) z okresowy-
mi wspotezynnikami.

W Rozdziale 6 oméwiono modele ARMA(1,1) ze zmiennymi wspétczynnikami i a-stabilnymi
innowacjami. Udowodniono w nim warunki na istnienie rozwiazan takich modeli, ktore
sa ograniczone (Rozdzial 5, Twierdzenie 8), a takze pokazano asymptotyczne zachowanie
dwoch miar, kodyferencji i kowariacji, opisujacych strukture zaleznosci modeli. Gtéwne
wyniki tego rozdziatu zawarte sg w Twierdzeniach 9 oraz 10.

Zadania realizowane w ramach rozprawy doktorskiej prowadzity nie tylko do uzyskania
wynikéw teoretycznych, ale rowniez majacych wazne zastosowanie w praktyce. Podjeto
probe wykorzystania modeli ARMA z okresowymi wspotczynnikami do opisu danych ener-
getycznych (ceny i wolumenu). Uzyskane wyniki wykorzystano takze do przewidywania
(predykcji) ceny i wolumenu sprzedazy energii elektrycznej na gietdzie energii. Moga one
ulepszy¢ dotychcezas uzywane techniki w modelowaniu i predykcji danych energetycznych,
a takze rzuci¢ nowe $wiatto na problem opisu danych, w ktorych odrzuca si¢ hipoteze o

stacjonarnosci.



Dodatek A

Najczesciej uzywane oznaczenia w

tekscie

o B’
Dla ciagu liczb zespolonych (b,), By = [I;_, b;, jesli r < s oraz B} = 1, gdy r > s.

o P
Dla okresowego ciagu liczb zespolonych (b,) z okresem T', P = by ... by.

e B’
Dla ciagu kwadratowych macierzy zespolonych (B,) rozmiaru 7', B = Bs...B,,

jesli r < s oraz B, = I, gdy r > s ([-macierz jednostkowa rozmiaru T').
o (X, Xm)=Rx(n,m) = EX, X .

e Zmienna losowa X jest Sa.S oznacza, ze ma ona symetryczny rozktad a-stabilny.
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Spis rysunkow

e Rysunek 1:
e Rysunek 2:
e Rysunek 3:
e Rysunek 4:
e Rysunek 5:
e Rysunek 6:

e Rysunek 7:

e Rysunek 8:

e Rysunek O:

Miara spektralna modelu PARMA(1,1).

Analizowane dane rzeczywiste przed i po usunieciu trendu.

Predykcja jednokrokowa dla modelu PARMA(3,1) i jej btad procentowy.
Funkcja autokowariancji z maksymalnym opdznieniem 100.

Funkcja autokowariancji z maksymalnym opdznieniem 1000.
Predykcja jednokrokowa dla ceny sprzedazy energii elektrycznej.
Autocovariancja sktadowych szeregu {[Q"(n)]}.
Wl(%lkOSé%#dl&@—lZ a=15ia=1.7.

Wielkos¢ ifptth dlaa = 1.2, a =15 ia = 1.7.
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Spis tabel

e Tabela 1: Estymacja wspotczynnikéw modelu PARMA(2,1) metoda momentéw.

e Tabela 2: Estymacja wspotczynnikéw modelu PARMA (2,1) metoda najmniejszych

kwadratow.

e Tabela 3: Estymacja wspétezynnikéw modelu PARMA (p,1) dla wolumenu sprzeda-
zZy.
e Tabela 4: Estymacja wspolczynnikéw modelu PARMA(p,1) dla ceny energii.

e Tabela 5: Warunki, przy ktorych iloraz dwoch miar zaleznos$ci w granicy daje para-

metr o.
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