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Wstep

W ostatnich dekadach postep w technologii pétprzewodnikowej umozliwit
produkcje bardzo matych urzadzen, w ktorych ruch no$nikéw tadunku (naj-
czesciej sa to elektrony) ograniczony jest do dwoch lub jednego wymiaru,
badz tez nosniki te zostajg uwiezione w strukturach kwazizerowymiarowych
tzw. kropkach kwantowych [1, 2, 3, 4, 5, 0].

Ograniczenie ruchu no$nikéw we wszystkich trzech wymiarach przestrzen-
nych powoduje, ze kropki kwantowe swoimi wtasnosciami przypominaja ato-
my. Stad tez ich druga, wymiennie stosowana, nazwa sztuczne atomy (ang.
artifical atoms).

Kropka kwantowa, podobnie jak atom, a w przeciwienstwie do litego pot-
przewodnika, charakteryzuje sie dyskretna struktura poziomoéw energetycz-
nych. Struktura ta staje sie mozliwa do zaobserwowania, w widmie absorpcji
i emisji, jesli tylko temperatura jest odpowiednio niska, tak, ze energia kg1,
gdzie kg jest stalg Boltzmanna, jest mniejsza od réznicy pozioméw energe-
tycznych w kropce.

Roéznica pomiedzy poziomami energetycznymi podyktowana jest skalg
uktadu i, w przeciwienstwie do naturalnych atomow, w sztucznych atomach
moze by¢ regulowana poprzez wybor rozmiaru kropki oraz jej ksztattu.

Dla atoméw, ktorych rozmiary sa rzedu d ~ 0, 1 nm, energia kinetyczna
jest rzedu AE > (Ap)® / (2m*) ~ h%/ (2m*d) ~ 10eV natomiast dla obiek-
tow o rozmiarach d ~ 10nm energia AF ~ 10meV co lokuje jg w dalekiej
podczerwieni'. Tak niska energia umozliwia sterowanie za pomoca zewnetrz-
nych pol elektrycznych i magnetycznych o natezenach nie przekraczajacych
technicznych mozliwosci wspoétezesnych urzadzen. Dodatkowo kropki kwan-
towe same moga by¢ utworzone za pomoca ogniskowania pola elektrycznego
w studni kwantowej (podrozdziat 1.1). Pozwala to na wtaczanie i wylaczanie
kropek, a takze ich modyfikacje i sterowanie ich rozmiarem w czasie rzeczy-
wistym.

Wszystko to, a takze szeroka gama technik pozwalajacych na produkcje
kropek kwantowych,powoduje ze sa one niezwykle obiecujacymi obiektami

YAng. Far-Infrared, FIR.
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badan, a takze przedmiotem wielu zastosowan w dynamicznie rozwijajacych
sie dziedzinach nanotechnologii i optoelektroniki (m.in. lasery na kropkach
kwantowych [7, 8, 9, 10, 11], pamieci optyczne [12], ogniwa stoneczne [13],
czy tez jednofotonowe zrédta/detektory [14, 15, 16, 17, 18]).

Analogia pomiedzy kropkami kwantowymi i atomami pozwala na zastoso-
wanie do opisu kropek kwantowych metod i narzedzi fizyki atomowe;j. Jedna
z nich jest metoda Hartree, ktora zostanie przedstawiona w dalszej czesci
rOZprawy.

Istnieja jednak pewne cechy charakterystczne odrézniajace sztuczne ato-
my od ich naturalnych odpowiednikow. Pierwsza z nich jest roznica w ksztal-
cie potencjalu. W kropce kwantowej najczesSciej nie jest on centralny jak
w atomie (przyciaganie kulombowskie), a ponadto potencjat kropki nie po-
siada osobliwoéci. Ta ostatnia cecha pozwala na przyblizenie go potencjatem
parabolicznym (dla dostatecznie duzych kropek). Kiedy jednak kropka staje
sie niewielka potencjat paraboliczny staje si¢ nieodpowiedni i bardziej re-
alistyczny model jest niezbedny. Kolejna z réznic powiazana jest z faktem,
ze nosniki tadunku w kropkach kwantowych opisujemy w przyblizeniu masy
efektywnej. Prowadzi to do zwickszenia efektow zwigzanych z polem magne-
tycznym i oddziatywaniem kulombowskim. Ponadto w kropkach kwantowych
moga sie znajdowa¢ wraz z elektronami dziury tworzac ekscytony.

Przedmiotem niniejszej rozprawy jest wtasnie dyskusja wlasnosci optycz-
nych kropek kwantowych drugiego rodzaju zwiazanych z mozliwoscia wig-
zania przez te struktury ekscytonéw. W naszych rozwazaniach skupimy sie
przede wszystkim na wptywie rozmiaru kropki, prostopadtego do ptaszczyzny
kropki pola magnetycznego, a takze bocznego pola elektrycznego na stany
zwigzane ekscytonu w gaussowskiej i prostokatnej kropce kwantowej drugiego
rodzaju. Przedyskutujemy wpltyw wymienionych czynnikéw na energie eks-
cytonu, a takze konsekwencje jakie dla widma fotoluminescencji moze mieé¢
umieszczenie kropki kwantowej w jednym z wymienionych pol.

Rozprawa jest zorganizowana w nastepujacy sposob. W rozdziale 1 przed-
stawiamy metody wytwarzania kropek kwantowych i dwuwymiarowe poten-
cjalty modelowe wykorzystywane przy badaniu tych uktadow. Dodatkowo
wprowadzamy podzial na kropki pierwszego i drugiego rodzaju, a takze dys-
kutujemy mozliwos¢ istnienia standéw zwigzanych w strukturach dwuwymia-
rowych. Rozdzial 2 zawiera ogdlny opis wlasnoéci optycznych nanostruktur
potprzewodnikowych, ktérych szczegdlnym przypadkiem sa kropki kwanto-
we. W rozdziale 3 podajemy opis ekscytonu w kropce kwantowej metoda
masy efektywnej w przyblizeniu Hartree, zeby w rozdziale 4 przejs¢ do za-
prezentowania metod numerycznych stuzacych do rozwigzywania sformuto-
wanego zagadnienia. Wprowadzone metody sg uniwersalne i moga postuzyé
do rozwigzywania zagadnien dwuwymiarowych w kazdym symetrycznym po-
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tencjale. Rozdziatl 5 zawiera opis stanéw ekscytonowych w gaussowskiej oraz
w prostokatnej kropce drugiego rodzaju, a takze dyskusje zwigzanych z nimi
wtasnosci optycznych tych nanostruktur w odniesieniu do kropek pierwszego
rodzaju. W kolejnym rozdziale, rozdziale 6, przeanalizujemy wptyw prosto-
padtego do ptaszczyzny kropki pola magnetycznego na ekscyton zwigzany na
kropce drugiego rodzaju. Opisane w nim oscylacje Aharonova-Bohma (i zwia-
zane z nimi wlasnosci optyczne) sa cecha charakterystyczna wylacznie struk-
tur drugiego rodzaju. Rozdziat 7 zawiera opis ekscytonu w kropce kwantowej
drugiego rodzaju w bocznym polu elektrycznym. Energie i funkcje falowe eks-
cytonu sa w tym przypadku wyliczane przy uzyciu metod wariacyjnych, (z
uwagi na fakt, ze boczne pole elektryczne tamie symetrie osiowa uktadu).
Oprocz enegii ekscytonu i zwigzanych z nig wtasnosci optycznych dysku-
towane sg rowniez tunelowanie dziury z kropki, a takze moment dipolowy
ekscytonu indukowany przytozonym polem.

Tematem ostatniego rozdziatu jest ekscyton zlokalizowany przez zjonizo-
wany donor oddalony od studni kwantowej. Potencjal zjonizowanego donora
oddalonego od studni kwantowej przypomina potencjat kropki drugiego ro-
dzaju — jest przyciagajacy dla no$nikéw tadunku tylko jednego rodzaju a
ponadto jest pozbawiony osobliwosci. Interesujaca kwestig moze wiec by¢ roz-
roznianie pomiedzy kropkami kwantowymi drugiego rodzaju, a oddalonym
od studni kwantowej zjonizowanym donorem.






Rozdziat 1

Kropki kwantowe

1.1 Wytwarzanie kropek kwantowych

Jedna z najpopularniejszych metod wytwarzania kropek kwantowych jest
obecnie metoda Stranskiego-Krastanowa [19, 20, 21, 22]. W metodzie tej na
potprzewodnik podtoza nanoszony jest, za pomoca technik takich jak np.
MBE!, lub MOCVD?, pétprzewodnik o innej stalej sieciowej. Tworzy on
warstwy epitaksjalne (ang. epitazial layer), czyli warstwy o stalej sieciowe;
takiej jak warstwa podtoza, tylko do pewnej krytycznej grubosci. Po prze-
kroczeniu tej krytycznej grubosci, w wyniku wystepujacych naprezen, na
cienkiej warstwie nanoszonego potprzewodnika (ang. wetting layer) formuja
sie, rozmieszczone nieregularnie, wyspy. Taka niejednorodng warstwe pokry-
wa si¢ nastepnie warstwa materiatu podtoza i uzyskuje studnie kwantowa o
zwiekszonej grubosci w obszarach wysp. W przypadku InAs i GaAs, czesto
stosowanej pary zwiazkéw potprzewodnikowych, roznica statych sieciowych
wynosi okoto 7%, a grubosé krytyczna wynosi okoto 1,7 monowarstwy.

Kropki kwantowe wytworzone opisang powyzej metoda nazywa sie krop-
kami samorosngcymi (ang. self-assembled dots). Ksztaltt i rozmiary kropek
samorosnacych zaleza gtéwnie od niedopasowania statych sieciowych (a co
za tym idzie naprezen wystepujacych w naniesionych warstwach), szybkosci
wzrostu oraz temperatury, w jakiej nastepuje wzrost. Kropki wytworzone z
Ga(In)As na podlozu z GaAs przybieraja ksztal obcietych piramidek lub
soczewek. Te o ksztalcie soczewek, czesto modelowane za pomoca Scietego
stozka, w ktorym stosunek wysokosci do érednicy nie przekracza wartosci
0,15, sa bardzo ptaskimi strukturami, co ma znaczacy wpltyw na ich wtasci-

Ang. Molecular Beam Epitaxy — epitaksja z wiazek molekularnych.
2Ang. Metal Organic Chemical Vapor Deposition — osadzanie z par chemicznych zwiaz-
kow metaloorganicznych.
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200 nm

Rysunek 1.1: Po lewej: Pionowe kropki kwantowe GaAs. Rozmiar stupkow
w poziomie to okoto 0.5 um (za [27]). Po prawej: Kolorowa mikrografia kro-
pek kwantowych wytworzonych za pomoca elektronolitografii i wytrawiania.
Ten typ kropki kwantowej moze by¢ uksztaltowany i umiejscowiony znacz-

nie precyzyjniej niz kropki wytworzone metodami wzrostu krysztatéw. (za:
Verma/NIST).

wosci optyczne. Popularno$é metody Stranskiego-Krastanowa wynika z fak-
tu, ze kropki kwantowe wytworzone ta metoda cechujg sie bardzo dobrymi
wtasnosci strukturalnymi oraz optycznymi.

Kolejng metoda wytwarzania kropek kwantowych, zrealizowang najwcze-
$niej [23], jest wytrawianie [1, 24]. Przygotowana do wytrawiania probka
sktada si¢ z cienkiej warstwy potprzewodnika umieszczonej pomiedzy dwo-
ma warstwami innego polprzewodnika, przy czym poétprzewodniki dobrane
sa tak, aby powstala studnia potencjalu w srodkowej warstwie (przyktadem
takiej struktury jest np. cienka warstwa GaAs obtozona warstwami AlGa-
As). W pierwszym kroku powierzchnie tak przygotowanej probki, pokrywa
sie cienka warstwa polimeru. Nastepnie naswietla sie¢ wiazka elektronowsg lub
jonowa wzoOr tworzonej nanostruktury i w naswietlonych miejscach maska z
polimeru jest usuwana. W kolejnym kroku caltg powierzchnie probki pokrywa
sie warstwa metalu, po czym, w procesie wytrawiania (polimeru), usuwa sie
ja tam, gdzie pokrywa ona polimer. Pozostale wysepki metalu, o pozadanym
ksztalcie, stuza jako maska przy glebokim trawieniu (ang. deep etching), kt6-
re siega ponizej obszaru studni kwantowej. W opisanym procesie wytworzone
zostaja stupki zawierajace wyciete fragmenty studni kwantowej. Te tzw. ,,pio-
nowe” lub ,podtuzne” kropki kwantowe (ang. vertical quantum dots zostaty
zilustrowane na rysunku 1.1.

Kropki kwantowe moga rowniez tworzy¢ sie spontanicznie w cienkiej war-
stwie studni kwantowej [25, 26]. Za przyktad moze tu postuzy¢ opisana juz



1.1. WYTWARZANIE KROPEK KWANTOWYCH 13

Rysunek 1.2: Poprzeczne kropki kwantowe. Po lewej: Podwojna kropka
kwantowa otrzymana metoda elektronolitografii na podtozu z arsenku galu.
Kazda z kropek mierzy okoto 180 nm (za: Albert Chang, Duke University De-
partment of Physics) Po prawej: Mikrografia (REM) kropki kwantowej zada-
wanej polem elektrycznym Obszar kropki wytworzonej metodami litograficz-
nymi to okoto 0,5x 0,5 um? (za: http://www.nano.physik.uni-muenchen.de).

struktura GaAs/AlGaAs. Studnia kwantowa z GaAs nie zawsze jest jednoli-
tej grubosci — czesto wykazuje skoki o wysokosci jednej warstwy atomowe;.
Jesli taki skok charakteryzuje sie rozmiarem poprzecznym rzedu 100 nm, for-
muje sie ,naturalna” kropka kwantowa?.

Nastepng szeroko rozpowszechniong metoda wytwarzania kropek kwan-
towych jest nanoszenie elektrod ponad powierzchnia studni kwantowej [28,
29, 30, 31, 32, 33] (np. na uprzednio opisana strukture GaAs/AlGaAs) za
pomoca technik litograficznych. Po doprowadzeniu napiecia do tak wytwo-
rzonych elektrod, niejednorodne pole elektryczne lokalizuje nosniki tadunku
w malym obszarze studni.

Wytworzone ta metoda kropki to tzw. ,poprzeczne kropki kwantowe”
(ang. lateral quantum dots). Fotografie takich kropek przedstawia rysunek 1.2

Jedna z technik stosowanych przy wytwarzaniu takich elektrod jest lase-
rowa litografia interferencyjna’, ktéra pozwala na tworzenie odtwarzalnych,
periodycznych struktur, ktérych wzér powtarza sie co 100 nm [24]. Jej zaleta
jest mozliwos¢ wytwarzania matryc kropek kwantowych o powierzchni kilku
milimetrow kwadratowych, doskonale nadajacych si¢ do optycznych ekspe-

3Ang. Interface Fluctuation Quantum Dot, IFQD.
4Ang. Laser-Interference Lithography, LIL.
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rymentéw. Elektronolitografia® natomiast, umozliwia wytwarzanie specjalnie
zaprojektowanych, czesto pojedynczych, bramek w rozdzielczosci siegajacej
kilkudziesieciu nanometrow, dzieki ktorym ruch elektronéw moze by¢ kontro-
lowany (w gazie elektronowym ponizej elektrod) w obszarach o rozmiarach
tego rzedu [34].

Mozliwe jest réwniez wytworzenie kropek w materiale studni za pomo-
ca dyfuzji miedzywarstwowej wzbudzonej wiazka lasera (ang. laser-induced
local interdiffusion). W metodzie tej [35, 36, 37] na opisang uprzednio struk-
ture GaAs/AlGaAs nalozono dodatkowo warstwe GaAs o grubosci 10 nm
(ang. cap layer) oraz powtoke SigNy o gruboscei 100 nm chroniaca warstwe po-
wierzchniowg przed utlenieniem i stopieniem podczas naswietlania. Nastepnie
podgrzano laserem kontur prostokata do temperatury do 1000°C. Wywotato
to termiczna dyfuzje atoméw Ga i Al w gérnych warstwach probki, co dopro-
wadzito do lokalnego poszerzenia szerokosci przerwy energetycznej, a zatem
do powstania bariery potencjatu otaczajacej prostokatny obszar. Rozmiary
prostokatnych konturéw, a co za tym idzie kropek kwantowych wytworzonych
ta metoda, miescilty sie w przedziale 250-2000 nm.

1.2 Podziat kropek kwantowych

Kropki kwantowe zwykle dzieli si¢ w zaleznosci od tego jak sa wytwa-
rzane. Wyrdznia sie np. kropki samorosnace, kropki wytrawiane lub kropki
Jnaturalne”. Mozna réwniez podzieli¢ kropki, w zaleznosci od ksztattu, na
poprzeczne i pionowe. Innym kryterium podziatu, istotnym z punktu widze-
nia wtasciwosci optycznych tych struktur, jest uktad pasm energetycznych.

Jesli uktad pasm energetycznych jest taki, jak to przedstawia rysunek 1.3a,
pusta kropka kwantowa moze wiaza¢ zaréwno elektrony, jak i dziury. Taka
kropke bedziemy nazywaé kropka pierwszego rodzaju, a uktad pasm —
uktadem pierwszego rodzaju. Z drugiej strony, jezeli uktad pasm energetycz-
nych jest taki, jak to przedstawiono na rysunku 1.3b oraz 1.3c, pusta kropka
kwantowa moze wigza¢ tylko no$niki tadunku o jednym znaku, podczas gdy
stanowi barier¢ dla nosnikéw o znaku przeciwnym. Taka kropke nazywamy
kropka drugiego rodzaju, a uktad pasm — uktadem drugiego rodzaju. W
szczegolnosci wszystkie kropki kwantowe zadawane polem elektrycznym sa
kropkami drugiego rodzaju.

W przypadku kropek z jednego potprzewodnika, utworzonych w mate-
riale innego potprzewodnika, efektywny potencjat, odczuwany przez nosniki
tadunku, wynika z réznicy lokalnych krawedzi pasm energetycznych. Jednak
za sprawg naprezen wystepujacych w tego typu strukturach, uktad pasm

5Ang. Electron-Beam Lithography, EBL.



1.3. EKSCYTONY W KROPKACH KWANTOWYCH 15

I
I S—

b —T 1
(@) (b) (€)

Rysunek 1.3: Uktad pasm energetycznych w kropkach kwantowych pierwsze-
go (a), oraz drugiego rodzaju (b) oraz (c). Kropka kwantowa drugiego ro-
dzaju, ktora przyciaga elektrony stanowiac barier¢ dla dziur ma uktad pasm
taki jak to przedstawiono na rysunku (b), podczas gdy kropka putapkujaca
dziury, ktora stanowi bariere dla elektronéw, ma uktad pasm przedstawiony
na rysunku (c).
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energetycznych w kropce moze rézni¢ si¢ znaczaco od uktadu pasm z jakim
mamy do czynienia w litym potprzewodniku. Niemniej jednak, jesli rozwa-
zymy strukture pasmowa, ktéra bytaby obecna w litym poétprzewodniku, w
obecnodci takich samych naprezen jakie wystepuja w kropce (réwnania rza-
dzace naprezeniami sa niezmiennicze wzgledem zmiany skali uktadu), stanie
sie mozliwe, wyznaczenie przyblizonej energii tych pasm (w przyblizeniu ma-
sy efektywnej — zobacz podrozdzial 3.1).

Pryor i Pistol [38] uzywajac teorii k-p (uwzgledniajacej naprezenia) wy-
znaczyli energie pasm i masy efektywne dla kropek kwantowych o ksztatcie
soczewki utworzonych z r6znych kombinacji nastepujacych potprzewodnikéw:
AIN, GaN, InN, GaP, GaAs, InP, InAs, GaSb oraz InSb. Dodatkowo, po-
shugujac sie modelem kropki o ksztalcie cylindra o takiej samej Srednicy i
objetosci co dana kropka w ksztalcie soczewki oraz odpowiednio dobranej
wysokosci, wyznaczyli oni energie wigzan w ww. kropkach.

Warto tu zaznaczy¢, ze w skrajnym przypadku naprezenia wystepujace
w kropkach mogg nawet ,,odwrdci¢” ktores z pasm tak, ze utworzona kropka
bedzie innego typu niz wynikatoby to z uktadu pasm litych pétprzewodni-
kow. Dla przyktadu kropki z InSb na podtozu z InP jak wynika z obserwacji
do$wiadczalnych [39, 40] oraz obliczen Pryora i Pistola charakteryzuja sie
struktura drugiego rodzaju, cho¢ uktad pasm litych potprzewodnikéw InSb i
InP jest uktadem pierwszego rodzaju.

1.3 Ekscytony w kropkach kwantowych

W krysztale elektron oddziatywuje ze wszystkimi atomami sieci. Aby
unikna¢ skomplikowanego opisu tego oddziatywania wprowadza si¢ opis, w kto-
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rym elektron jest zastepowany kwaziczastka (nazywana czasem ,elektronem
w krysztale” [41]), ktéra nie oddziatuje z okresowym potencjatem krysztatu,
ale za to posiada inng niz prawdziwy elektron mase, zwana masa efektywna
m; (poréwnaj podrozdziat 3.1). Taki sam opis stosuje sie do dziury czyli pu-
stego miejsca w pasmie walencyjnym ktore zostato zwolnione przez elektron
wzbudzonydo pasma przewodnictwa.

Ekscyton to para elektron-dziura takich kwaziczastek, sama tez bedaca
kwaziczastka, zwigzana przycigganiem kulombowskim.

W ciatach statych rozrozniamy dwa rodzaje ekscytonéw. Ekscytony Fren-
kla, o malych rozmiarach i silnym wigzaniu i ekscytony Wanniera-Motta,
w ktorych elektron i dziura sg stabo zwigzane, a odlegto$¢ miedzy nimi jest
duza w porownaniu do statej sieci. Takimi ekscytonami bedziemy sie w dal-
szym ciggu zajmowac.

W litym poétprzewodniku skala energetyczna ekscytonow okreslona jest
przez efektywna statg Rydberga

m* q2 2
1R * — &
VT op2 (47‘(‘660> ’

ktéra dla typowych pétprzewodnikéw jest rzedu 1072meV. W studniach
kwantowych natomiast, energia wigzania ekscytonéw na skutek zblizenia do
siebie elektronu i dziury® moze powickszy¢ sie nawet czterokrotnie.

Kropki kwantowe zwykle powstaja na skutek ograniczenia ruchu nosni-
kéw w bardzo cienkich studniach kwantowych. Mozliwos¢ powstania ekscy-
tonu zwigzanego na takich strukturach nie budzi watpliwosci kiedy mamy
do czynienia z kropkami pierwszego rodzaju. Kropki takie z uwagi na uktad
pasm przyciagaja zaréwno elektrony, jak i dziury. Dodatkowo oba typy no-
snikow przyciagaja sic wzajemnie i nic nie stoi na przeszkodzie zeby powstat
ekscyton.

Sytuacja jest zgota odmienna w przypadu kropek kwantowych drugiego
rodzaju. Uktad pasm w tych kropkach jest taki, ze pusta kropka przyciaga
jeden rodzaj nosnikow tadunku, podczas gdy dla drugiego stanowi barie-
re (poréwnaj rysunek 1.3). Jednak jesli w takiej kropce jest juz uwieziona
jedna czastka, dla ktérej kropka stanowi centrum przyciagajace, na skutek
przyciagania kulombowskiego moze zosta¢ utworzony ekscyton.

Wiazanie ekscytonu w kropce kwantowej drugiego rodzaju, ze wzgledu na
swéj charakter (jedna z czastek jest utrzymywana tylko wtedy, gdy przycia-
ganie kulombowskie przewaza nad odpychaniem kropki, ktora dla tej czastki
stanowi bariere) jest silnie czule na geometryczne rozmiary kropki i wpltyw

6 Jak wiadomo z mechaniki kwantowej 1Ry?P = 4Ry3P (zobacz np. [12]).



1.4. MODELOWE POTENCJALY KROPEK KWANTOWYCH 17

pol magnetycznego i elektrycznego. Ponadto najciekawsze jakosciowe rozni-
ce pomiedzy kropkami kwantowymi pierwszego i drugiego rodzaju opisane
w dalszej czesci rozprawy, sa konsekwencja odmiennej budowy ekscytonu
w tych strukturach.

Ekscytony nie sg jedynymi mozliwymi kompleksami jakie tworza si¢ w krop-
kach drugiego rodzaju. Mozliwe jest roéwniez powstawanie bardziej ztozonych
komplekséw [13] takich jak e-e-h (trion X ) lub e-h-h (trion X ). Zaobser-
wowac je mozna, gdy uzyje sie wyzszych mocy do o$wietlenia probki.

1.4 Modelowe potencjaly kropek kwantowych

Jesli kropka kwantowa zostata wytworzona przez ograniczenie ruchu no-
snikow tadunku w bardzo cienkiej studni kwantowej energia wzbudzen jedno-
czastkowych w poprzek powstatej struktury przewaza inne charakterystyczne
energie, wobec czego zwigzane nosniki tadunku mozna traktowaé¢ w przybli-
zeniu jako dwuwymiarowe, a do modelowania kropki mozna uzy¢ potencjatu
dwuwymiarowego. Taki potencjal nazywa si¢ bocznym potencjatem wiaza-
cym (ang. lateral confinement) i, z uwagi na fakt, Ze jest on pozbawiony oso-
bliwosci (w przeciwienstwie do potencjatu kulombowskiego w atomach), bywa
on czesto modelowany za pomocg gltadkich potencjaléw o prostej postaci jak
np. potencjat paraboliczny, potencjat gaussowski, czy tez potencjat Poschla-
Tellera [1, 44]. Wszystkie te potencjaly posiadaja symetrie cylindryczna, a
zatem stuza do modelowania kropek réwniez taka symetrie posiadajacych lub
takich, w ktorych odchytki od cylindrycznosci sg niewielkie.

Cechg charakterystyczna potencjalu parabolicznego

V(r) = Vo + kp?

sg nieskonczenie wysokie Sciany, tak wiec potencjal ten moze dobrze stuzy¢
do opisu gtebokich kropek, natomiast nie nadaje si¢ do opisu ptytkich, ma-
tych kropek w ktérych istotne stajg sie efekty zwigzane z brzegami kropki
i stanami rozproszeniowymi. Potencjal paraboliczny jest czesto stosowany
do modelowania wielu rodzajow kropek kwantowych, szczegdlnie samorosna-
cych [15, 16, 17], ale nadaje si¢ réwniez do modelowania duzych, wieloelek-
tronowych kropek zadawanych polem elektrycznym.

W pracy [18] opisane zostaly numeryczne wyniki rozwiazywania samo-
uzgodnionych réwnan Poissona i Schrodingera w przyblizeniu Hartree dla
kropki kwantowej zadawanej polem elektrycznym. Obliczenia byty przepro-
wadzone dla elektrody o powierzchni 300 x 300 nm? i grubosci 30 nm, znaj-
dujacej sie nad studnia kwantowa GaAs/AlGaAs. Pomimo kwadratowego
ksztaltu elektrody potencjat wigzacy pod elektroda okazal si¢ w przyblizeniu
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Rysunek 1.4: Energia potencjalna wyliczona z réwnania Poissona (kropki),
dopasowanie paraboliczne (linie kreskowane) i dopasowanie gaussianem (linia
ciagla). (a) Parametry zgodne z kropka kwantowa opisang w pracy [29], (b)
prawie prostokatna studnia potencjatu, (c) studnia gaussowska, (d) studnia
w przyblizeniu paraboliczna. R to promien elektrody znajdujacej sie ponad
studnia kwantowa, a Vj to napiecie przylozone do elektrody. (za [52]).

kotowo-symetryczny [18], a odlegtosci pomiedzy poziomami energetycznymi
prawie nie zalezaly od liczby elektronéw, co $wiadczy o parabolicznosci po-
tencjatu [19]. Podobne obliczenia dla wieloelektronowych, pionowych kropek
kwantowych opisane zostaly w pracy [50], gdzie wykazano, ze odstepstwa
od parabolicznosci potencjalu dla takich struktur sg niewielkie dla matej
liczby elektronéw. W pracach [51, 52] wykazano natomiast, ze zmieniajac
geometri¢ elektrody naniesionej nad strukture opisana w pracy|[29] (studnia
kwantowa GaAs/AlGaAs) mozna uzyskaé¢ potencjaly o réznych ksztattach
(rysunek 1.4), co moze umozliwi¢ projektowanie nanourzadzen o pozadanych
cechach.

Jak widaé¢ z rysunku 1.4c¢ do modelowania nieco mniejszych kropek niz w
przypadku 1.4d, gdzie do dopasowania uzyto paraboli, znakomicie nadaje si¢
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Rysunek 1.5: Tworzenie si¢ ekscytonu w kropce kwantowej drugiego rodza-
ju. Kropka drugiego rodzaju, ktora przycigga elektrony i stanowi bariere dla
dziur (po lewej). W kropce zostaje uwieziony elektron (w srodku), co skutkuje
zmiang w potencjale efektywnym dla dziury, ktora teraz moze zosta¢ uwie-
ziona w pierécieniu dookota kropki. Uwiezienie dziury (po prawej) powoduje
modyfikacje efektywnego potencjatu odczuwanego przez elektron.
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potencjal gaussowski [1, 53]. Zastosowanie tego potencjalu staje sie szczegdl-
nie pozadane w przypadku matych kropek (posiadajacych niewielka liczbe
pozioméw energetycznych) do opisu ktérych potencjal paraboliczny jest nie-
odpowiedni. Potencjal gaussowski umozliwia w takich strukturach prawidto-
wy opis wyzszych standéw energetycznych, gdzie efekty zwigzane z brzegami
kropki zaczynaja odgrywac istotna role. Inng zaleta potencjatu gaussowskie-
go jest mozliwos¢ przyblizenia go w poblizu dna potencjatem parabolicznym
o takiej samej krzywiznie, co wykorzystamy w rozdziale 7 przy rozpatry-
waniu Srednich i duzych kropkek kwantowych w stalym polu elektrycznym.
Kolejnym jego atutem, atutem ktérego nie posiada potencjat paraboliczny,
jest mozliwos¢ opisu ekscytonoéw w kropkach kwantowych drugiego rodzaju
wychodzac z zasad pierwszych (rysunek 1.5). Mianowicie modyfikacja pocho-
dzacego od kropki kwantowej potencjatu odpychajacego (dla jednej z czastek
np. dziury) jaka powoduje przyciaganie kulombowskie drugiej, uwiezionej
w kropce, powoduje, ze potencjal staje sie efektywnie przyciggajacy — two-
rzy sie w nim dolina w ksztatcie pierscienia dookota kropki, w ktorej pierwot-
nie odpychana czastka moze zosta¢ uwigziona. Z uwagi na fakt, ze potencjat
gaussowski postuzy nam do opisu kropek drugiego rodzaju m.in. w polu ma-
gnetycznym, i w polu elektrycznym, przedstawimy teraz szczegdélowy model
gaussowskiej kropki kwantowej.
Rozwazany przez nas potencjal gaussowski ma nastepujaca postac

V(r) = —Vyexp (—ZZ) : (1.1)

gdzie V jest glebokoscia potencjatu, a L jego szerokoscig charakterystyczng
(rysunek 1.6). W naszym modelu ograniczymy sie do potencjatu gaussow-
skiego o statej krzywiznie. Przyréwnujac do m.wop?/2, gdzie m, jest masa
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Rysunek 1.6: Model gaussowskiej kropki kwantowej. Rysunek wyjasnia zna-
czenie parametru a = hwy/Vy kontrolujacego rozmiar kropki kwantowej o
statej krzywiznie w? = 2V /m.L? = const.

elektronu, drugi czton rozwiniecia (1.1) w szereg otrzymujemy

2 2V

Warunek na statg krzywizne, w przetozeniu na parametry ptencjatu, ma wiec
posta¢ Vy/L? = const. Za jednostke energii w dalszej czesci naszych rozwa-
zan przyjmowaé bedziemy hwy, a za jednostke dtugosci, dtugosé charaktery-
styczna dla oscylatora harmonicznego o tej energii, czyli

(1.2)

h
A = : 1.3
T (13)
Parametr kontrolujacy rozmiar kropki przyjmujemy w postaci
hwy
o = -, 14
- (14)

a jego znaczenie zostato objasnione na rysunku 1.6. Korzystajac z (1.2) mo-
zemy tez znalez¢ zwiazek pomiedzy « i charakterystycznymi dla naszej struk-
tury dtugosciami
oy
Kolejnym modelem, ktéry jednak znacznie odbiega od pozostatych dwoch,
jest studnia prostokatna

(1.5)

| Vo, jezelip >R
w”_{o,j@wp<R
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uzywana do modelowania potencjatu trawionych kropek o znacznych rozmia-
rach, a takze odpowiednia do modelowania potencjatu w przypadku duzych
kropek zadawanych polem elektrycznym [52]. Jako potencjalu modelowego
uzyjemy jej m.in. do opisu kropek kwantowych drugiego rodzaju w polu
magnetycznym (w tym m.in. do demonstracji oscylacji Aharonova-Bohma
w widmie tych struktur).

1.5 Stany zwigzane w strukturach niskowy-
miarowych

Z mechaniki kwantowej wiadomo [54, 55, 56, 57, 58], ze w jednym wy-
miarze, dla kazdego potencjatu, ktéry w catosdci lezy ponizej zerowego po-
ziomu energii, i ktéry asymptotycznie dazy do zera dla |z| — oo, istnieje
zawsze stan zwiazany o ujemnej energii. Dowie$¢ tego mozna postugujac sie
zasada wariacyjna [55, 58], rachunkiem zaburzen [541] lub rozwiazujac réwna-
nie Schrodingera dla prostokatnej studni potencjatu, ktéra mozemy wpisac
w nasz potencjal [50].

Dla potencjaléw o dowolnym ksztalcie, co zostato pokazane przy pomo-
cy zasady wariacyjnej [59], warunkiem wystarczajacym na istnienie stanu
zwigzanego, jest

o0
/ V(x)dx <0, (1.6)
—0o0
a z uwagi na fakt, ze kazdy potencjatl postaci AV (z), z dowolnie matym
parametrem A\ > 0, takze spetnia ta nieréwno$¢, wiec stan zwigzany istnieje
dla dowolnie malych potencjatéw.”

Szczegoblnie interesujacym przypadkiem potencjatéow sa tzw. volcano-shaped
potentials, tzn. potencjaly asymptotycznie dazace do zera, ale miejscami
wznoszace sie ponad zerowy poziom energii. Istnienie stanéow zwigzanych o
zerowej energii w takich potencjatach jest obecnie przedmiotem badan fizy-
kéw zajmujacych sie fizyka wysokich energii [60, (1] oraz fizyka teoretycz-
na [62, 63].

W dwéch wymiarach, podobnie jak w jednym wymiarze, stan zwiazany
istnieje nawet dla nieskonczenie matej studni potencjatu, jezeli tylko poten-
cjal w calosci znajduje sie ponizej zerowego poziomu energii i asymptotycz-
nie zmierza do zera, gdy r — oo. Dowdd na istnienie stanéw zwigzanych dla
takich potencjatéw wykorzystujacy zasade wariacyjng Rayleigha—Ritza moz-

7 Odwrotnosc tego twierdzenia, tzn. twierdzenie, ze jesli ffooo V(x)dx > 0, to nie istnieje
stan zwiazany nie jest w ogélnosci prawda [66]. Znaczy to, ze moga istnieé potencjaly, ktére
nie spelniaja warunku (1.6), a w ktérych istnieje stan zwiazany.
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na znalezé w pracy [04], a wykorzystujacy rachunek zaburzen w podreczni-
ku [54]. Z kolei dla dwuwymiarowych potencjatéw o dowolnym ksztalcie row-
niez prawdziwy jest odpowiednik argumentu zwigzanego z warunkiem (1.6),
z ta réznica, ze potencjal V' (z) oblozony jest dodatkowymi wymogami [59].

W trzech wymiarach aby mogt powsta¢ stan zwiazany rozmiary prze-
strzenne i gtebokos¢ studni musza spetnia¢ pewien warunek, ktory w przypad-
ku studni prostokatnej przedstawia si¢ nastepujaco Voa® > w2h?/8m [65, 50],
gdzie Vj jest glebokodcig studni, a a jej promieniem®. Ogdlnie rzecz biorac,
jezeli tr6jwymiarowa studnia bedzie wystarczajaco mata, to nawet jesli po-
tencjal w catosci bedzie lezatl ponizej zerowego poziomu energii, i asympto-
tycznie dazyt do zera dla r — 0o, nie pojawi si¢ w niej zaden stan zwigzany.

Ogolng dyskusje istnienia stanéw zwigzanych w D-wymiarach (0<D<oo)
znalez¢ mozna w pracy Nieto [62], ktory analizuje rozwiazania D-wymiarowego,
radialnego, réwnania Schrodingera.

Biorac pod uwage powyzsze rozwazania mozemy przypuszczac, ze postu-
gujac sie modelem dwuwymiarowym kropki kwantowej mozemy natrafi¢ na
pewne artefakty (stan zwiazany nawet dla bardzo matlej kropki) wynikajace
z naszej teorii. Dlatego ze szczegdlng ostroznoscia nalezy traktowac plytkie
kropki kwantowe o malych wymiarach przestrzennych w ktérych mamy do
czynienia z tylko jednym stanem zwigzanym.

8 Wielu autoréw usituje objasnié ten fakt korzystajac z zasady nieoznaczono$ci He-
isenberga. Ich argumentacja, dla studni prostokatnej, opiera sie na zalozeniu, ze Az ~ a.
Wtedy z zasady nieoznaczonosci wynika, ze Ap ~ h/2a. Mozna zalozyé, ze ppa. ~ Ap,
a stad czastka jest zwiazana jedli tylko Vo > p2,,./2m = h%/8ma?. Co stanowi doéé do-
bre przyblizenie $cistego wyniku. Powyzszy argument jest uniwersalny, wiec powinien sie
rowniez stosowaé¢ do przypadku jedno- i dwuwymiarowej studni potencjatu. Jednak, na
co zwrécili uwage Buell 1 Shadwick [66], z uwagi na uprzednio oméwiony przez nas waru-
nek (1.6), wystarczajacy w przypadku jednowymiarowym na to aby istnial stan zwiazany,
(oraz jego odpowiednik w przypadku dwuwymiarowym), prowadzi to do sprzecznosci.

Bledem w argumentowaniu z zasady nieoznaczonosci, na co wskazuja wskazuja Buell
i Shadwick, jest zalozenie, ze szeroko$é¢ potencjalu a jest wyznacznikiem wartosci Awz.
W rzeczywistosci, kiedy glebokosé potencjalu dazy do zera, funkcja falowa stanu podsta-
wowego staje sie nieskonczenie szeroka i bez znalezienia jej dokladnej postaci nie mozna
okredli¢ wartosci Ax. W szczegdlnosci nie istnieje uzasadnienie dla zalozenia, ze wielko$é
Az bedzie poréwnywalna z pewnym ,charakterystycznym” rozmiarem potencjatu [66].



Rozdziat 2

Wlasnosci optyczne
nanostruktur
potprzewodnikowych

Przewodnos¢ elektryczna o jest wielkoscia za pomocg ktérej mozna opisac
rozpraszanie energii przez zaburzony uktad. W naszym przypadku zaburze-
niem bedzie padajaca, ptaska fala elektromagnetyczna. Pole elektryczne ta-
kiej fali mozna przedstawié¢ za pomoca wzoru E (r,t) = 2eFy cos (q - r — wt),
gdzie e jest wektorem polaryzacji o jednostkowej dtugosci, Ey amplituda po-
la, a czynnik 2 zostat wprowadzony dla wygody. Pole magnetyczne mozna
zaniedba¢ poniewaz jego wpltyw jest znikomy w poréwnaniu z polem elek-
trycznym.

Klasycznie pole elektryczne indukuje prad, ktorego sktadowa zgodna w fa-
zie to j = oE. Prowadzi to do rozpraszania energii w tempie j-E na jednostke
objetosci. Usrednienie po czasie daje catkowita moc rozpraszana w objetosci
Q wynoszaca 20QE2. Aby otrzymaé wyrazenie na przewodnosé elektryczna
zwykle poréwnuje si¢ [67] ten rezultat z rezultatem obliczen kwantowome-
chanicznych, ktore beda przedmiotem nastepnego podrozdziatu.

2.1 Oddzialywanie nosnikéw tadunku z po-
lem elektromagnetycznym

Hamiltonian czastki o masie m i tadunku ¢ w polu fali elektromagnetycz-
nej ma postac
. 2
~ (P —qA)

H=——+4+V,, 2.1
2m TtV ( )
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gdzie Vi, jest potencjatem pochodzacym od krysztatu, w ktorym znajduje sie
czastka. Hamiltonian ten nie zawiera bezposrednio pola elektrycznego, lecz
powigzany z nim potencjal wektorowy A. Zwiazek pomiedzy polem elek-
trycznym i potencjatem wektorowym ma posta¢ E = —9A /0t. Tak wiec dla
pola E z poczatku tego rozdzialu mamy A (r,t) = (2eEy/w)sin (q - r — wt).

Réznica hamiltonianu (2.1) i tego samego hamiltonianu bez pola jest za-
burzeniem zwigzanym z falg elektromagnetyczng. Ma ono postac

V=-"(A-p+p-A—qA?). (2.2)

i
2m
Ostatni czton pomijamy jako czton drugiego rzedu. Czton srodkowy, biorac
pod uwage fakt, ze p = —iAV, moze by¢ zapisany, w dzialaniu na funkcje,
jako suma dwoch sktadnikow —ih (V- A) P — ih (A - V®). Pierwszy z nich
znika jesli mamy do czynienia z fala poprzeczna poniewaz e | q. Drugi
natomiast, w potaczeniu z pierwszym sktadnikiem wzoru (2.2), prowadzi do
ostatecznej postaci wzoru na zaburzenie V = — (¢/m) A - p.

Jesli teraz wstawimy nasz potencjat wektorowy, wyrazony za pomoca liczb
zespolonych, do uzyskanego powyzej wyrazenia na zaburzenie, otrzymamy

. qEq

V(r,t) = p {expli(k-r —wt)|+exp[—i(k-r—wt)]}e-p. (2.3)

Pierwszy sktadnik tego wzoru opisuje absorpcje, a drugi emisje, fotonu o ener-
gii hw i pedzie hk. W typowych eksperymentach z udziatem kropek kwanto-
wych mamy do czynienia z fotonami z zakresu podczerwieni (przejscia mie-
dzypasmowe) lub dalekiej podczerwieni (przejscia wewnatrzpasmowe). Diu-
gos¢ fali tych fotondéw jest znacznie wigksza od rozmiaréw typowej kropki
kwantowej. Mozemy wigec w powyzszym wzorze potozy¢ k = 0, i traktowaéc
pole jako state w obrebie naszej nanostruktury. Przyblizenie takie nosi nazwe
przyblizenia dipolowego.

Wstawiajac pierwsza cze$¢ wzoru (2.3), odpowiadajaca absorbcji, do zto-
tej regulty Fermiego otrzymujemy prawdopodobienstwo przejscia na jednostke
czasu ze stanu ¢ do stanu f

21 (qEo\>
Tri= = (L20) 1(f e BIi8 (By — B — ). (24)

Zeby dostaé¢ moc absorbowana przez uktad musimy pomnozyé powyzsze
wyrazenie przez energie kazdego fotonu hw, posumowaé¢ po wszystkich sta-
nach poczatkowych i koncowych, a nastepnie pomnozy¢ wynik przez f (E;)
oraz [1 — f (Ey)] aby zagwarantowaé, ze stan ¢ jest zapetniony, a stan f nieza-
petniony. Dodatkowo, ze wzgledu na spin, musimy nasze wyrazenie pomnozy¢
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przez 2. W wyniku otrzymujemy

qEo
mw

Py = 20 (420 )z|f|e Bl f (B [1 = f (E) (Ey — B, — hw).

Moc emitowana przez uktad P.,,, zwigzana z drugim cztonem wzoru (2.3),
otrzymamy zmieniajac znak przy w. Nastepnie mozemy zamieni¢ nieme wskaz-
niki w sumowaniu, tak, aby delta Diraca we wzorach na P, i P., byta
identyczna. Taraz dodajac oba te wyrazenia otrzymamy catkowita moc ab-
sorbowang przez nasz uktad

P (S2) S 0 e IS ()~ (518 (8 — £~ o).

Poréwnujac to wyrazenie z otrzymanym przez nas wczesniej wyrazeniem kla-
sycznym, znajdujemy

ow) = 210 SI(flo- IO IF (B) — § (B)a (B~ Bi= ). @5)

T Omiw

2.2 PrzejScia miedzypasmowe

Wyznaczymy teraz element macierzowy wystepujacy we wzorze (2.5) dla
przejs¢ miedzypasmowych. Bedziemy rozpatrywaé przejscia ze stanu w pa-
Smie walencyjnym v, do stanu w pasmie przewodnictwa c.

Niech x bedzie funkcja obwiedni, a wu,o funkcja Blocha w punkcie I'. Jesli
obie te funkcje sg z osobna unormowane do jedno$ci, mozemy przedstawic
funkcje falowa czastki w krysztale w postaci ich iloczynu

@ (r) = Q2x (r) uno (r)

gdzie ( jest objetoscia probki i gwarantuje, ze powyzsza funkcja jako catosé
jest rowniez unormowana do jednosci. Element macierzowy przybiera postac

(fle-bli) = [ x: (1) ur (v) (e B) v () uy () dr. (26)

Funkcje obwiedni sg prawie stale w kazdej komoérce elementarnej, mozemy
wiec dla kazdej komoérki z osobna wyciagnac je przed znak catki, co prowadzi
do pojawienia sie w naszym wzorze sumy po komoérkach

(Fle-pli) = > xil)xlry) [ ui)(e p)u(r)dr

j-ta
komoérka
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Jesli teraz wprowadzimy oznaczenie

Peu(0 N/ (e-p)u, (r)dr,

gdzie N to liczba komoérek w krysztale, to, z uwagi na fakt, ze 0 = N,
nasz element macierzowy bedzie rowny

komorki

<f |e ’ 13’ Z) ~ Pev (0) Q Z Xﬁ (rj) Xv (rj) )

lub ostatecznie
(/e Bli) ~ pew (0) [ X2 (¥) xo (1) dr. (2.7)

Tak wiec aby przej$cia miedzypasmowe byty dozwolone catka przekrywa-
nia funkcji obwiedni nie moze znikaé¢ oraz element dipolowy (uwzgledniajacy
polaryzacje) przejécia miedzy funkcjami Blocha musi byé¢ niezerowy.

2.3 Przejscia wewngtrzpasmowe

Operator p we wzorze (2.6) jest pochodna. Mozemy wiec przepisaé ten
wzOr w postaci

(FleBli) =9 [ X2 (1) o () [u (x) (e ) ()] dr
+Q [ur () u, () [x; () (e - B) xo (1) dr.

Postepujac podobnie jak w poprzednim podrozdziale otrzymujemy
(Fle-Bli)~ [x: ) () dr [uf (1) (e B)uo (r) e
[z (), () dr [ (1) (e B) o (1) dr

Dla przejs¢ wewnatrzpasmowych ¢ = v i pierwszy czton po prawej stronie po-
wyzszego wzoru znika. Poniewaz funkcje Blocha sg unormowane do jednosci
otrzymujemy

(fle-bli) = [ X" () (e B) x (x)dr. (2:8)

gdzie x jest funkcja obwiedni czastki z pasma przewodnictwa, lub z pasma
walencyjnego.

Aby przejscia wewnatrzpasmowe byty dozwolone element dipolowy (uwzgled-
niajacy polaryzacje) przejscia miedzy funkcjami obwiedni musi by¢ niezero-
wYy.



Rozdziat 3

Opis ekscytonu w kropce
kwantowe}]

W rozdziale tym przedstawimy opis ekscytonu zwiazanego na kropce
kwantowej metoda masy efektywnej. Wprowadzimy réwniez przyblizenie po-
la samouzgodnionego i przyblizenie Hartree, z ktorego bedziemy korzystac
w dalszej czesdci rozprawy.

3.1 Metoda masy efektywnej

Strukture pasmowa krysztatu mozna w znacznej mierze zignorowaé i roz-
patrywaé jedynie czastke poruszajaca sie w lokalnym ekstremum danego pa-
sma potprzewodnika. W takim przypadku mozemy potraktowac¢ natadowana
czastke o masie m, poruszajacej si¢ w krysztale pod wptywem zewnetrznych
pol, tak, jakby byta czgstka swobodna o masie efektywnej danej za pomoca

wyrazenia
( 1 ) 1 O0*FE .
= — 1 =T z
m)y  Rokok, T Y

w ktorym energia wzieta jest w ekstremum pasma. Jest to wielkos$¢ tensoro-
wa, co oznacza, ze w ogolnosci masa efektywna zalezy od kierunku w ktorym
porusza sie czastka. W dalszej czesci rozwazac bedziemy jedynie potprzewod-
niki, takie jak GaAs, w ktorych zaleznosé energii od wektora falowego jest w
poblizu punktow ekstremalnych pasm w przyblizeniu izotropowa. W takim
przypadku masa efektywna staje sie skalarem, a zaleznos¢ energii od wektora
falowego przybiera posta¢ podobna do wyrazenia na energie czastki swobod-
nej, z ta jednak roznica, ze zamiast masy czastki pojawia si¢ masa efektywna
m™*, a sama energia liczona jest od dna pasma.



28 ROZDZIAYL 3. OPIS EKSCYTONU W KROPCE KWANTOWEJ

Z teorii masy efektywnej wynika ponadto [67], Ze jesli kropke kwantowg
potraktujemy jako lokalne zaburzenie periodycznego pola krysztatu, bedzie-
my mogli funkcje falowa czastki zapisaé (w przyblizeniu) jako iloczyn funkcji
Blocha w lokalnym ekstremum pasma i funkcji obwiedni (ang. envelope func-
tion). Warunkiem stanowigcym o poprawnosci tego przyblizenia jest, aby
funkcja obwiedni, a co za tym idzie réwniez lokalny potencjal zaburzajacy,
wolno zmieniaty sie w przestrzeni rzeczywistej na odlegtosci porownywalnej
ze stala sieci krystalicznej. Narzuca to ograniczenie na rozmiary kropki kwan-
towej ktora mozemy poprawnie opisa¢ postugujac si¢ tym przyblizeniem. Dla
przyktadu stala sieci GaAs wynosi okoto 0,5 nm, tak wiec w przypadku kro-
pek o rozmiarach rzedu kilkudziesieciu nanometréw zatozenie to powinno by¢
spetnione.

Roéwnanie na funkcje obwiedni, ktore dostajemy w przyblizeniu masy efek-
tywnej [67], jest réwnaniem Schrédingera swobodnej czastki o masie m*,
w ktérym energia liczona jest od dna pasma. Aby wiec wyznaczy¢ energie
ekscytonu (pary elektron-dziura) zwiazanego na kropce kwantowej musimy
rozwigzac réwnanie Schrodingera dla tego uktadu z hamiltonianem, w ktorym
masy czastek zastgpione zostalty masami efektywnymi, a potencjat, ktory te
czastki odczuwaja, pochodzi tylko od kropki kwantowej. W wyniku rozwia-
zania tego rownania dostaniemy energie wigzania ekscytonu i funkcje falowe,
ktore w rzeczywistosci sg funkcjami obwiedni.

Hamiltonian ekscytonu na kropce kwantowej ma wiec w przyblizeniu ma-
sy efektywnej postaé

H=H. + H,+ Ve, (3.1)
gdzie
H =— - V24 V.(r,)
2m, ¢ ’
. o,
Hj, = — Q—thh + Vi(rp),

me 1 my, to masy efektywne odpowiednio elektronu i dziury, V. (V},) to od-
dziatywanie elektronu (dziury) z potencjatem kropki kwantowej, natomiast

N q2 1

Vo=————
© deey [re — 1y

to energia oddzialywania kulombowskiego pomiedzy elektronem a dziura.
We wzorze tym € to wzgledna przenikalno$é elektryczna potprzewodnika w
ktorym znajduja sie elektron oraz dziura, €, to stata dielektryczna, a ¢ to
tadunek elementarny.
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3.2 Przyblizenie pola samouzgodnionego

Roéwnanie na wartosci wtasne dla ekscytonu w kropce kwantowej przybie-
ra postac

fl\ll(re, ry) = EV(r., ).

Funkcja falowa ekscytonu w powyzszym réwnaniu jest funkcja wspotrzednych
elektronu i dziury ¥ = ¥(r., ry), a poniewaz elektron i dziura oddziatuja mie-
dzy soba, hamiltonianu (3.1) nie da sie przedstawi¢ w postaci sumy wyrazow
z ktorych kazdy zalezy tylko od wspétrzednych jednej czastki, a co za tym
idzie nie da sie rozseparowa¢ réwnania Schrodingera. Hamiltonian bedzie-
my mogli przedstawi¢ w postaci sumy wyrazéw, z ktérych kazdy zalezy od
wspotrzednych tylko jednej z czastek, wtedy, gdy efekt oddzialywania danej
czastki z pozostata przyblizymy pewnym potencjatem, ktéry bedzie funkcja
wspotrzednych tylko tej czastki. Przyblizenie takie nosi nazwe przyblizenia
pola samouzgodnionego.

Jezeli skorzystamy z przyblizenia pola samouzgodnionego bedziemy mo-
gli rozseparowa¢ rownanie Schrodingera, a co za tym idzie, bedziemy mogli
przedstawi¢ funkcje falows ekscytonu w postaci iloczynu jednoczastkowych
funkcji falowych elektronu i dziury.

3.3 Przyblizenie Hartree

W przyblizeniu Hartree oddziatywanie jednej czastki z druga zastapio-
ne zostato potencjatem, ktory jest funkcja wspotrzednych tylko tej pierwszej
czastki, 1 ktory ma posta¢ pola kulombowskiego, wywotanego przez rozmy-
ty tadunek drugiej czastki. Przyblizenie to wynika z optymalnego rachunku
wariacyjnego z funkcja probng w postaci iloczynu funkcji falowych poszcze-
gblnych czastek [68, 69]. Procedura wariacyjna polega wiec na minimalizacji
energii [[ U*HUdr.dr), przy zalozeniu, ze

W (re, th) = e (re) Yn (ra) (3.2)

i prowadzi do réwnan Hartree [65]. W przypadku ekscytonu w kropce kwan-
towej maja one postac

ﬂequ)e (re) = 8677Z)8 (re) ) (33)
Hutbn (rn) =enthy (r) (3.4)
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gdzie
e e V2 U(r.) (3.5)
2m. ° ’
N h? 9
Hh = — %vh + Uh<rh), (36)

gdzie z kolei

q2 |¢h (rh>|2drh (37)

 Adreeo lre — 1y ’

2
¢ el

Cdmeey ) Jre—r| ¢

ue<re) :‘/é(re)

Un(r) =Vi(rs) (3.8)

W réwnaniach (3.3) i (3.4) e, 1 &j, sa parametrami wariacyjnymi petniacy-
mi role jednoczastkowych energii wtasnych. Funkcja falowa uktadu utworzona
z iloczynu rozwiazan tych réwnan jest z punktu widzenia metody wariacyjnej
najlepsza funkcja probna sposrod wszystkich funkeji postaci (3.2).

Potencjaty (3.7) 1 (3.8) sktadaja sie z sumy golego potencjalu pocho-
dzacego od kropki kwantowej oraz cztonu opisujacego pole kulombowskie,
wywolane przez rozmyty tadunek drugiej czastki. Potencjaly te bedziemy
nazywa¢ potencjalami Hartree, a hamiltoniany (3.5) i (3.6) hamiltonianami
Hartree odpowiednio elektronu i dziury.

Do rozwigzania nieliniowych réwnan catkowo-rézniczkowych (3.3) 1 (3.4)
mozna uzy¢ metody kolejnych przyblizen. Zakladamy pewna przyblizona
funkcje falowa elektronu, obliczamy potencjal Hartree dziury i z réwnania
(3.4) wyznaczamy funkcje falowa dziury. Majac funkcje falowa dziury wy-
liczamy potencjal Hartree elektronu i z rownania (3.3) wyznaczamy funk-
cje falowa elektronu. Proces ten powtarzamy az do osiggniecia wewnetrznej
zgodnosci funkeji falowych i potencjatéw z duza doktadnoscia.

Calkowita energia ekscytonu odpowiadajaca funkcji falowej (3.2) dana
jest w przyblizeniu Hartree przez

E=c.+4¢,— Ve, (39)
gdzie
2 2 2
Vo =— a / [e (re) " [¥n (ra) dr.dry,. (3.10)
4Tee lre — 1y

Energia oddziatlywania kulombowskiego jest liczona w réwnaniach (3.3) i
(3.4) dwa razy. Z tego wzgledu musi ona zosta¢ odjeta w wyrazeniu (3.9) na
energie ekscytonu.
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Roéznica pomiedzy energia E, a suma energii jednoczastkowych ma pro-
sta interpretacje fizyczng. Mianowicie energia E jest energia potrzebnag do
oderwania najpierw jednej czastki z kropki kwantowej, a nastepnie oderwa-
nia drugiej, pod nieobecnos¢ tej pierwszej. Suma energii jednoczastkowych
natomiast jest suma energii potrzebnych do oderwania kazdej z czastek w
obecno$ci pozostatej.

Ponadto nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze w uktadzie oddziatujacych cza-
stek nie jest mozliwe jednoznaczne okreslenie energii jednoczastkowych. Moz-
na w sposob zupetnie dowolny odja¢ pewng ilos¢ energii od energii jednej z
czastek i dodac taka sama jej ilos¢ do energii drugiej czastki, zachowujac przy
tym nie zmieniong energie catego uktadu (ktéra stanowi jedyny bezposredni
kontakt z eksperymentem). Z tego wzgledu nie mozna uwazaé energii €; za
energie jednoczastkowe.

Dodatkowo musimy zaznaczy¢, ze wybierajac funkcje falowa w postaci
iloczynu funkcji jednoczastkowych nie uwzgledniamy zakazu Pauliego, kto-
rego wprowadzenie jest konieczne w przypadku gdy mamy do czynienia z
nieodroznialnymi fermionami takimi jak np. elektrony. Zakaz ten wprowa-
dza sie poprzez antysymetryzacje funkeji falowej (za pomoca wyznacznika
Slatera), a przyblizenie, ktére go uwzglednia jest nazywane przyblizeniem
Hartree-Focka. W naszym przypadku jednak, poniewaz mamy do czynienia
z ekscytonem, czyli parg elektron-dziura, nie bierzemy pod uwage zakazu
Pauliego. Z tego tez wzgledu nie pojawia si¢ we wzorze (3.9) czlon opisujacy
energie wymiany, czyli energie majaca swoje zrodto w oddziatywaniu kulom-
bowskim, a ktora zwiazana jest z korelacja ruchu nieodréznialnych fermionéw
bedaca konsekwencja antysymetrycznosci ich funkeji falowej.

Wybierajac funkcje prébna w postaci (3.2) pomijamy jeszcze jeden wazny
efekt. Mianowicie zaktadajac, ze czastki poruszaja sie niezaleznie od siebie
zaniedbujemy korelacje pomiedzy ich potozeniami. Jest to efekt wystepujacy
zaréwno dla czastek odroznialnych jak i nieodréznialnych, a bedacy jedynie
konsekwencjg wyboru funkcji falowej uktadu czastek oddziatujacych w po-
staci iloczynu funkcji jednoczgstkowych. Wktad do energii uktadu zwigzany
z korelacja ruchu czastek nazywa sie energiq korelacji. Jest to réznica pomie-
dzy doktadna energia uktadu, a energia obliczona w przyblizeniu Hartree (dla
czastek odréznialnych), lub energia obliczona w przyblizeniu Hartree-Focka
(dla fermionéw nieodréznialnych).

Wktad energii korelacji do energii catkowitej w samorosnacych kropkach
kwantowych dla pojedynczej pary elektron-dziura, zostat oszacowany w pra-
cy [70] na mniej niz 2% (poréwnaj rysunek 3.1).

Podsumowujac, zapozyczone z fizyki atomowej przyblizenie Hartree moze
stanowi¢ efektywne narzedzie do wyznaczenia energii ekscytonu zwigzanego
przez kropke kwantowa, przy czym btad jaki popelniamy jest w tym przy-
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Rysunek 3.1: Energia dodania/usuniecia pary elektron-dziura zdefiniowana
jako p(N) = Ey(N)—E,(N—1), gdzie E, oznacza energie stanu podstawowe-
go, w zaleznosci od liczby par elektron-dziura w kropce kwantowej. Energie
wyliczone zostaly metodami Hartree-Focka (kwadraty) oraz (pelna) Metoda
Oddziatywania Konfiguracji (tréjkaty). Energia korelacji dla pojedynczej pa-
ry elektron-dziura zostala oszacowana (wedtug wzoru Eyore = Ercr — Enr)
na mniej niz 2% (za: [70]).

padku niewielki i wynika tylko z zaniedbania energii korelacji.



Rozdziat 4

Metody numeryczne
rozwigzywania uktadu réwnan
Hartree

W niniejszym rozdziale opiszemy metody numeryczne stuzace do rozwia-
zywania uktadu réwnan Hartree (3.3) i (3.4) dla ekscytonu zwiazanego przez
kotowo symetryczny potencjat dwuwymiarowej kropki kwantowej.

Zastosowana przez nas procedura rozwiazywania tego ukladu wyglada
nastepujaco. Najpierw, przy zatozeniu braku oddzialywania z dziura, znaj-
dujemy funkcje falowg elektronu w kropce kwantowej w zerowym rzedzie ra-
chunku Hartree. Nastepnie, korzystjac z wyznaczonej funkcji falowej elektro-
nu, wyliczamy catke Hartree dziury. W kolejnym kroku znajdujemy funkcje
falowa dziury, w potencjale pochodzacym od kropki oraz od elektronu (catka
Hartree dziury). Korzystajac z tej funkcji wyliczamy catke Hartree elektro-
nu i, w nastepnym kroku, wyznaczamy funkcje falowa elektronu, tym razem
w pierwszym rzedzie rachunku Hartree. Opisana procedure powtarzamy, az
do osiggniecia wewnetrznej zgodnosci potencjatéw, czyli momentu, w kto-
rym warto$ci wlasne przestaja sie zmienia¢ w kolejnych krokach Hartree (z
zadana doktadnoscia).

Roéwnania Hartree rozwiazywaé bedziemy na siatce (podrozdziaty 4.2—
4.4), a calke Hartree wyliczamy przy uzyciu metody opisanej w podrozdzia-
le (4.5). Aby rozpoczaé musimy najpierw sprowadzi¢ réwnania Hartree (3.3)
i (3.3) do postaci bezwymiarowej, czemu poswiecony zostal kolejny paragraf.
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4.1 Sprowadzenie ré6wnan Hartree do postaci
bezwymiarowej

Rozpisujac laplasjan we wspotrzednych biegunowych mozemy réwnanie
Hartree dla jednej z czastek zapisa¢ w postaci

{ " [18 (pjp) N ,jai] Yul(p, 90)}w(p, o) =cilpe).  (41)

Jezeli ukltad posiada symetrie cylindryczna, tzn. V =V (p), wtedy U = U(p)
i funkcje falows czastki mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu

,p) = ——=e"% , l=0,£1,+2, ..., 4.2

b(p, ) Wer ¢(p) (4.2)
gdzie [ to orbitalny moment pedu czastki, ktory ze wzgledu na fakt, ze czastka
przebywa w ptaszczyznie x-y, jest skierowany prostopadle do tej ptaszczyzny,

czyli w kierunku z. Podstawiajac powyzsza funkcje do réwnania (4.1), otrzy-
mujemy réwnanie na funkcje radialng

{—h? [18 (pjp) - ;] +u<p>} Sp)=colp).  (43)

Sprowadzimy teraz réwnanie (4.3) do postaci bezwymiarowej. Oznaczajac

Up) =t(p) + 55 (1.4)
mozemy napisac
oo (35) + U0 ot =0l (45)

Korzystajac z dlugosci charakterystycznej \g, zdefiniowanej za pomocg
wzoru (1.3), wprowadzamy wspéhrzedna bezwymiarowa

P

Q:)\*O-

Za jednostke energii przyjmujemy hw, (energie zwiazana wzorem (1.3) z dtu-
goscia charakterystyczna) i oznaczamy
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Teraz rownanie (4.5) przejdzie w'

{—;Qaag (gai) " u<g>} #(0) = E(o). (16)

4.2 Dyskretyzacja rownan Hartree

Réwnanie (4.6) rozwigzywaé bedziemy na siatce p;. Oznaczajac
8(;5
Y00~

mozemy zapisa¢ w punktach siatki j + % oraz j — %

f’ | ¢J+1 ¢J
AETRRA: Oj+1 — QJ
f1 =, 1M
TR g -0
wtedy
Lofl 1 fir— Sy
2000 0=0 20§ 0541 01 (4.7)
:_i 1 0 ¢]+1_¢]_ 1¢ ¢]1
20 0j41 — 0;_1 o — 0 U ro;— 05
Definiujac kwadrat wielkosci h;
2 2
0. 1= 0, 1
ity i3 _ g0
0j (9j+% - ij%) == =k (4.8)

gdzie w pierwszej rownosci skorzystaliSmy z
Qj+3 T 0-1
9 =""5

mozemy zapisaé (4.7) w postaci

11 0;_1 041 0 1 0+
o) (ot ) ()
yi 0j — Oj-1 Oj+1 — 05 05 — Oj-1 Oj+1 — 0O

1 Scisle rzecz biorac bedziemy mieli ¢(p) = ¢(\go). Jednak dla prostoty oznaczen
pomijamy Ag. Podobnie postepujemy w przypadku U.
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Zeby uzyskaé cala lewa strone réwnania (4.6) nalezy jeszcze dodaé do po-
wyzszego wyrazenia czlon U (o;) ¢;. Réwnanie (4.6) mozemy teraz zapisac
na siatce

Hjj19i-1 + 05+ Hjjmdin = B¢
Hjv1,i05 + Hizrj010541 + Hjpja20502 = Egjn

lub w skroconej formie

> Hih; =Eg;, (4.9)
J
gdzie
1 ;-1
Hijo1=— 5| —— 1, Jj=1—1,
7 2h3 (Qj - Qj—l)
1 Qj41 Q-1 ) .
H',' _+< - + - + U (9)) , J =1,
H 20 \ojp1 —0j 05 — 051 (o))
1 041 ) )
H','1:_< : )’ J=i+l

a w pozostalych przypadkach H; ; = 0.
Zeby otrzymaé macierz symetryczna (H ;1 = My ;) wprowadzamy

gdzie h; jest zdefiniowane za pomoca wzoru (4.8). Teraz réwnanie (4.9) prze-
chodzi w

h;
ZHLJ‘F& = E¢; (4.11)
j J
i oznaczajac
h;
Hi,; = Huh*]

dostajemy

A VR B S < Oj+3 )Z_l 1 ( Oj+1 >
JJ+1 J7]+1hj+1 Qh? hj \ 0j41 — 0 2h;hj1 \0j+1 — 05
1
2

SRR ST vy Y DR
J+1,3 I+ hj 2h?+1 hj Oj+1 — @5 hj+1hj 0j+1 — 0j
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a wige M., = H.y; czyli jest to symetryczna macierz tréjdiagonalna.
Roéwnanie (4.11) w jawnej postaci bedzie teraz wygladato nastepujaco

1 ijé
- §i1
2hjh;y \ 0; — 0j-1

1 0541 0j 1 > ]
LI (LS SR H Y 112
[thz <Qj+1 —0j 0 —0j-1 (23) (4.12)

1 9i+} )
— 2 €41 = EE;.
2hihj <0j+1 — 05 i ’

Majac dang symetryczng macierz tréjdiagonalng mozemy znalezé wartosci
wtlasne np. za pomocg metody Martina-Deana, a wektory wtasne przy uzyciu
metody DWSZ.

Przedstawiona metoda dyskretyzacji rownania Schrodingera, a nastepnie
sprowadzenia zagadnienia algebraicznego do postaci symetrycznej macierzy
tréjdiagonalnej zaadaptowana zostata z pracy [71]. Jej kluczowym punktem
jest przeksztatcenie (4.10) — we wspétrzednych biegunowych wyliczona przez
nas macierz nie jest symetryczna poniewaz wektory nie sa z przestrzeni Hil-
berta i dopiero pomnozenie ich przez h; = /x; prowadzi do dobrej definicji
wektoréw zgodnej z iloczynem skalarnym (i normowaniem z pdp). Macierz
jest wtedy macierza rzeczywista symetryczng i moze by¢ zdiagonalizowana.

4.3 Wyznaczanie wartosci wlasnych
Liczba wartosci wlasnych tréjdiagonalnej, symetrycznej macierzy o wy-

miarze n X n mniejszych od danej liczby z rowna jest liczbie ujemnych wy-
razow ciagu liczbowego [14, 72]

Uo :d(] —Z,
2 4.13
w; =d; — 7 — J=L (i=1,2,...,n—1), (4.13)
Ui—1
gdzie d; (i = 0,1,...,n—1) to kolejne elementy stojace na diagonali macierzy,
natomiast e; (1 = 0,1,2,...,n — 2) to elementy stojace pod i nad diagonala.

Liczbe wartosci wlasnych mniejszych od 2z oznacza¢ bedziemy przez [, .
Algorytm Martina-Deana, wykorzystujacy powyzszy ciag do znajdowania
wartod$ci wlasnej metoda bisekcji wyglada nastepujaco:

Powtarzana procedura:
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z= (2 +21) /2
Jesli z, — z, <0 to ¢; =z Koniec
Jesli [, <j to 2z, =2z, jesli nie, to z, =2

Liczbe [, znajdujemy zliczajac dla kazdego z wyrazy ciggu (4.13)
mniejsze od zera,

¢;j - szukana j-a warto$¢ wiasna,

(zp, 2r) - oszacowanie przedzialu zawierajacego m mnajnizszych
wartosci wtasnych (m > j)

o - doktadnosc¢.

W naszym przypadku (macierz H') elementy diagonalne i pozadiagonalne sa
réwne odpowiednio

1 Q541 051 ) .
di =— 2 — 4 2 + U (o j=0,1,....,n—1),
7 2n? (Qj+1 —0;  0j— 0j—1 (23) ( )

1 Qj4+1 > .
e; = — 7=0,1,...,n—2),
’ Zhjhj—f—l (Qj—H — 05 ( )

a h; zgodnie z definicjg (4.8) wynosi

hy =y L2 72 (j=0,1,...,n—1).

4.4 Wyznaczanie wektoréw wtasnych

Do wyznaczenia wektoréw wtasnych trojdiagonalnej, symetrycznej ma-
cierzy o wymiarze n X n uzyjemy metody DWSZ [44, 73, 74].

Algorytm przedstawimy za praca [11]. Przyjmujac, ze znaleziona wartos$¢
wlasna jest réwna € mozemy zapisa¢ zagadnienie wlasne w postaci

do — & € ¢0
€o .. . .

€n—2 .
€n—2 dn—l — € ¢’I’L*1
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lub réwnowaznie
d() — & €
€o

€k—2
er—2 dp_1 —¢
ek—10k—1 + (di, + €)dr, +

dpt1 — € €rg1

_—6k71¢k

—eLPk

€k+1

€n—2

€n—2 dnfl —€

_an_ 1]
Definiujemy ciagi

-1

O = (di—e—el Q)
Of = (i —e - 304,)

QI = (dl - 6)_1 )
Qf =(d, —e)",

(i

(i=n-—1,...,2),

2,...,n—1),

za pomoca ktorych mozemy zapisa¢ zagadnienie wtasne na dwa sposoby

Po = —e1Q5 1

Or = —ex_10 Pr1

P11 = —6ng+1¢k

(ﬁnfl = —€p—2 Qif 1 ¢n72

Nastepnie znajdujemy 7, dla ktorego

¢n—2 = —€n—2 97:72¢n—1

O = —exfd, Pt

Gr—1 = —€r—180_ 10k

o1 = —e182] ¢

i =lejo1dj1 + (dj — €)@ + ejdjp

- (4.14)
= ‘—e?_lﬁj_l + (dj —e) — 201,

o)1

osigga minimum. Oznaczamy ten znaleziony wskaZnik przez k. Przyjmuje-
my ¢, = 1 i wykorzystujac wzory znajdujace si¢ pod poziomymi kreskami
W opisie naszego zagadnienia wtasnego, wyznaczamy wektor wtasny

sz' = - ei—lQ;rﬁbi—l,
i = — eifd; Giga,

(i=k+1,....n—1),
(i=k—1,...,0).
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Jesli ri jest mniejsze niz zaktadana przez nas doktadnosé¢, przyjmujemy, ze
wektor wtasny zostatl wyznaczony prawidtowo.

Dla naszych celow zmodyfikujemy cze$é¢ zwigzang z wybieraniem punktu
poczatkowego. Mianowicie zamiast szuka¢ wskaznika, dla ktorego r;, zdefi-
niowane wzorem (4.14), osiaga minimum, znajdujemy wskaznik, dla ktérego
minimum osiaga 7; = r;/ |¢;|. Z (4.14) znajdujemy

S .2 o- . 20+
rj—‘ e; 18 1 +dj—¢ eijH’.

Jesli znajdziemy juz wskaznik k, dla ktorego 7; osigga minimum, tak jak po-
przednio sprawdzamy, czy 75, dane wzorem (4.14), jest mniejsze od wymaga-
nej doktadnoéci. Praktyka pokazuje, ze jest to efektywny sposéb wyznaczania
wskaznika k.

W naszym przypadku nalezy jeszcze pamigtac, ze otrzymane wektory wta-
sne to w rzeczywistosci wektory &. Korzystajac z definicji (4.10) znajdujemy
wlasciwy wektor falowy, ktérego sktadowe réwne sa ¢; = &;/h;.

4.5 Numeryczne obliczanie catki Hartree

W dalszej czesci opiszemy numeryczng metode obliczania catki Hartree
zaczerpnieta z artykutu [75]. Jesli |¢(r)| posiada symetrie kotowa, wprowa-
dzamy oznaczenie

_ 2
f(p) = |i(r)]
i catke Hartree mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob (zobacz dodatek A)
! 4pp’
/ o) o _ / PIP) o [ Arp d, (4.15)
r— 1| o pt+p \(p+r)?
gdzie K to zupelna calka eliptyczna pierwszego rodzaju. Do obliczen nume-
rycznych uzyjemy nastepujacej aproksymacji funkcji K zaczerpnietej z [70]

K (z) = (ao + a7’ + azﬂﬁlz) - (bo + b2’ + bzx’z) Ina’, (4.16)
gdzie 2’ =1 — x oraz

ao =1.3862944,
a; =0.1119723,
as =0.0725296,
by =0.5,

b, =0.1212478,
by =0.0288729.
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Poniewaz pod catka w (4.15) pojawia sie logarytm musimy zastosowaé
specjalng metode catkowania np. metode logarytmicznie wazonych kwadra-
tur (ang. Logarithmically weighted method). Korzystajac z (4.16) wyraze-
nie (4.15) moze zosta¢ zapisane w postaci

oo _ )2
16) = [ 6w+ Fom P2 o (.17
gdzie
G(p) =+ (ao + a1z’ + aax'Q) 4;_{(;) :
F(p) = — (bo + b’ + ng’2) élpp_if_(zl),
gdzie z kolei (zobacz (4.15) 1 (4.16))
) =1 — () =1 — P
Vo) = 1= a(p) =1 -

Jesli wprowadzimy krok dyskretyzacji s oraz liczbe krokéw oznaczymy przez
N, to réwnanie (4.17) przybierze postaé

Z/{ (p+is)+ F(p+is)ln [p_(p/_zjs)]Q}dp. (4.18)

o+ (p +is))?

Jesli teraz zastapimy F(p+is) = F; przez Fi+ (Fi41 — Fi) (p/s) (i analogicz-
nie postapimy z G;) oraz wycalkujemy po p, to réwnanie (4.18) przejdzie w
N-1
(Gia+ o) § + FAp) + (Fon = B) i)
=0

gdzie

Ael) =als — (o —is)] —als+ (¢ +i5)],

Cilpl) =+ els = (o —is)] — cls + (o +is)]} — 27,
gdzie z kolei

a(y) =2yIn|y| +2(s —y)In|s —y|,
c(y) =y(2s —y)In|y| + (s —y)*In|s — y|.
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4.6 Uwagi do procedury obliczeniowej

Cata procedure rozwigzywania uktadu rownan Hartree, jak o tym wspo-
minaliSmy w rozdziale 3, powtarzamy az do osiagniecia wewnetrznej zgod-
nosci potencjatéw z duza dokladnoscia. W praktyce czesto juz po dwdch
krokach rachunku Hartree (dwa razy rozwiazujemy caly uktad) energie Har-
tree elektronu i dziury przestaja si¢ zmienia¢. Wyjatek, w przypadku kropek
kwantowych, stanowig szczegdlne wartosci rozmiaru kropki, dla ktorych na-
stepuje przejscie jednego z no$nikow z centrum kropki do pierscienia wokot
niej (rozdzialy 51 6). Dla takich rozmiaréw kropki, zeby osiagnaé¢ wewnetrzna
zgodnos¢ potencjatow Hartree potrzeba wickszej liczby krokéw — od kilku
do kilkunastu, a w szczegdlnych przypadkach nawet kilkudziesigciu. Wigkszej
liczby krokéw potrzeba tez dla malych kropek, dla ktérych energia kulom-
bowska w ekscytonie jest dominujaca.

Kolejnym problemem jest ustalenie liczby krokow na siatce, na ktorej roz-
wigzujemy nasze rownania, a takze wielkosci samego kroku. Aby rozstrzygnac
jaka liczba i wielko$¢ krokéw jest odpowiednia postepujemy nastepujaco. Dla
ustalonej wielkosci i liczby krokéw liczymy wartosci i wektory wlasne, po
czym w pierwszym przypadku sprawdzamy czy wartosci wlasne zmieniaja
si¢ po zmniejszeniu kroku i jednoczesnym odpowiednim zwigkszeniu liczby
krokéw tak, aby rozmiar siatki pozostal taki sam (sprawdzamy w ten spo-
s6b, czy wielko$¢ kroku jest odpowiednia), w drugim przypadku zwigkszamy
liczbe krokow i sprawdzamy, czy wartosci i wektory wtasne pozostaja takie
same (innymi stowy sprawdzamy, czy siatka jest odpowiednio duza).

Zwykle, nawet dla bardzo duzych kropek kwantowych, wystarczy kilkaset
krokéw na siatce (nawet dla wyzszych stanéw wzbudzonych) z odpowiednio
dobranym krokiem, aby wartosci i wektory wtasne przestaty sie zmieniac. 7Z
wyjatkiem od tej reguty bedziemy mieli do czynienia w rozdziale 8, w kto-
rym analizujemy potencjat zjonizowanego donora oddalonego od ptaszczyzny
studni, ktory przypomina potencjal kropki drugiego rodzaju. Jako iz poten-
cjat donora nie dazy tak szybko do zera, jak potencjal kropki niezbedne jest
zwiekszanie liczby krokow na siatce wraz z przesuwaniem donora w strone
studni, w ktérej znajduja sie nosniki tadunku tworzace ekscyton. (oprécz te-
go niezbedne jest réwniez zmniejszanie kroku, tak, aby uwzgledni¢ doktadnie
zmiane potencjatu donora na matych odlegtosciach).



Rozdziat 5

Stany ekscytonowe w kropkach
kwantowych drugiego rodzaju

W rozdziale tym zajmowac sie bedziemy stanami ekscytonowymi w krop-
kach kwantowych drugiego rodzaju pod nieobecnos¢ pol elektrycznego i ma-
gnetycznego. Przeanalizujemy zaleznos¢ energii ekscytonu od rozmiaréw krop-
ki kwantowej, a takze od ksztaltu jej potencjatu (rozwazymy potencjal gaus-
sowski oraz potencjal schodkowy).

Kropka kwantowa drugiego rodzaju, ktéra bedziemy si¢ zajmowaé przy-
ciagga elektrony, odpychajac jednoczesnie dziury. Z tego wzgledu potencjat
kropki dla elektronu bedzie potencjatem przyciagajacym, podczas gdy dla
dziury bedzie on stanowit bariere

5.1 Przyblizone liczby kwantowe

Energia ekscytonu w przyblizeniu Hartree dana jest przez (3.9). W celu
wyznaczenia energii Hartree elektronu i dziury, w kotowo symetrycznym po-
tencjale kropki, rozwiazujemy dwa samouzgodnione réwnania postaci (4.3),
z potencjatami odpowiednio (3.7) i (3.8), masami efektywnymi m. i my, i
momentami pedu [, i l;. Poniewaz uktad posiada symetri¢ cylindryczng za-
chowany bedzie catkowity moment pedu uktadu, ktory, ze wzgledu na ogra-
niczenie ruchu nosnikow w ptaszczyznie x-y, bedzie zwrocony w kierunku z.
Wynika z tego, ze tylko catkowity momentu pedu L = [, + 1}, jest dobra licz-
ba kwantowa. W naszym przyblizeniu bedziemy wiec traktowali [, i [, jako
przyblizone liczby kwantowe. To samo tyczy si¢ liczb kwantowych n. i ny,
ktore teraz opiszemy.

Poniewaz nasze zagadnienia wtasne (4.3) sa szczegdlna postacia zagad-
nienia Sturma-Liouville’a, wobec tego stosuje sie do nich tzw. twierdzenie
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oscylacyjne [77, H4] moéwiace, ze k-ty wektor whasny ma dokladnie k — 1
punktéw weztowych. W naszym przypadku funkcja wtasna ¢ (p) (zaréwno
elektronu jak i dziury) przecina o$ p doktadnie n—1 razy, a przyblizone liczby
kwantowe n, i n, przybieraja wartosci dodatnie i catkowite.

Uzywajac przybliznych liczb kwantowych I, I, n. i n, bedziemy wiec
mogli uporzadkowaé rozwiazania naszego zagadnienia. W tym celu jednak
potrzebujemy konkretnej postaci potencjatu kropki.

5.2 Ekscyton w gaussowskiej kropce kwanto-
wej

Jak to opisano w podrozdziale 1.4 do modelowania stosunkowo niewiel-
kich kropek kwantowych (szczegélnie tych zadawanych polem elektrycznym)
doskonale nadaje sie potencjal gaussowski (wzoér (1.1) i rysunek 1.4). Pozwa-
la on na uwzglednienie efektéw brzegowych w niewielkich kropkach kwanto-
wych, a takze umozliwia opis ekscytonu wychodzac z zasad pierwszych. Z
tego tez wzgledu wykorzystamy go do opisu ekscytonu w kropce kwantowej
drugiego rodzaju.

W dalszej czesci opiszemy kropke gaussowska, ktorej potencjat dla elek-
tronu i dziury rézni sie tylko znakiem. Dla dziury jest on potencjatem odpy-
chajacym, dla elektronu natomiast — przyciagajacym. Dla naszych potrzeb
przyjmiemy, ze kropka ta zostata zadana polem elektrycznym w dwuwymia-
rowej studni wykonanej z GaAs. W takim przypadku wzgledna stata die-
lektryczna materialu studni wynosi € = 12,4, a masy efektywne elektronu
i ciezkiej dziury wynosza odpowiednio m./my = 0,067 i my/mg = 0,45
(bierzemy pod uwage tylko ciezkie dziury poniewaz wnosza one najwiekszy
wktad do widma fotoluminescencji GaAs, jednak bardziej realistyczny model
powinien réwniez bra¢ pod uwage dziury lekkie, a takze mieszanie podpasm).

Rysunek 5.1 przedstawia kilka sposréd najnizszych energii ekscytonu w za-
leznosci od parametru « kontrolujacego rozmiar (wzory (1.4) i (1.5)) gaus-
sowskiej kropki drugiego rodzaju, ktorej krzywizna hwy = 5meV. Kolorem
czerwonym oznaczone sg energie dla n, = 1, niebieskim dla n;, = 2, zielonym
dla np = 3, czarnym n;, = 4. Dla wszystkich tych energii przyblizone liczby
kwantowe elektronu wynosza n. = 1 oraz [, = 0. Stany o [;, > 0 (a takze
le > 0) sa zdegenerowane — te samg energie posiadaja stany o I, = k i
I, = —k, ale dla prostoty oznaczac je bedziemy tylko modutem wartosci k.
Degeneracja ta zniknie po wtaczeniu pola magnetycznego (rozdzial 6).

Wktadka rysunku 5.1 pokazuje te same energie, dla maltych wartosci pa-
rametru « (duze kropki). Widaé, ze kolejno$¢ pozioméw zmienia sie wraz z «.
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Rysunek 5.1: Energie ekscytonu w zaleznosci od parametru a kontrolujacego
rozmiar gaussowskiej kropki kwantowej drugiego rodzaju. Dla koloru czer-
wonego ny, = 1, dla niebieskiego n;, = 2, dla zielonego n; = 3, dla czarnego
np = 4. Dla wszystkich energii n. = 1 oraz [ = 0. Krzywizna kropki to
hwy = 5meV, a wzgledna stata dielektryczna materiatu studni e = 12, 4.

Zachowuja ja jednak wzgledem siebie poziomy o réznym ny i ustalonym [,
(np. poziomy z [, = 0 sa coraz wyzsze w miare jak ro$nie ny, i ich kolejnosé
dla wszystkich wartosci parametru o pozostaje niezmieniona), a takze pozio-
my o ustalonym ny i rosngcym [j,. Stany o n;, = 11 wyzszych [, , dla duzych
kropek lezace najblizej stanu podstawowego (wktadka rysunku 5.1) zaczy-
naja sie przenika¢ ze stanami o wyzszych ny po przekroczeniu krytycznego
rozmiaru kropki ~ 0, 5. Dodatkowo przy przekraczaniu tej krytycznej warto-
Sci parametru « energia stanu podstawowego ekscytonu drastycznie maleje.
Jest to spowodowane tym, ze w miare wzrostu parametru « kropka maleje
do takiego rozmiaru, ze potencjal Hartree dziury (rysunek 5.2a) przestaje
by¢ w centrum potencjalem odpychajacym (zaczyna przewazaé przyciaganie
kulombowskie elektronu opisywane catkg Hartree) i dziura, ktora dla wiek-
szych kropek znajduje sie w pierscieniu, moze przeskoczy¢ do $rodka uktadu.
Przeskok ten odbywa sie dopiero wtedy, gdy minimum potencjalu Hartree
jest na tyle glebokie, ze dziura w nim zlokalizowana bedzie charakteryzowa-
ta sie nizsza energia w poréwnaniu do dziury znajdujacej sie w pierécieniu.
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Dla a > 0,5 typowa dla kropek kwantowych drugiego rodzaju struktura
ekscytonu, w ktorym dziura zlokalizowana jest w pierscieniu dookota krop-
ki, a elektron w centrum (lub odwrotnie w przypadku kropek o przeciwnym
ukladzie pasm), przestaje istnie¢ i kropka kwantowa zaczyna przypominaé
kropke pierwszego rodzaju z elektronem i dziura zlokalizownymi (w stanie
podstawowym ekscytonu) w centrum.

Dla a = 2 glebokos$¢ naszej kropki to tylko 2,5meV, a jej charaktery-
styczna szerokos¢ L =~ 15nm. Dla wigkszych a kropka jest jeszcze mniejsza.
Nasuwa to pytanie jak mata musi by¢ kropka, zeby nie mogta zwiaza¢ eks-
cytonu? Jak o tym pisaliSmy w podrozdziale 1.5 w dwoch wymiarach, nawet
najmniejszy potencjal (ktory jest w calosci przyciggajacy) posiada stan zwia-
zany. Dlatego tez w zerowym kroku procedury Hartree w ktorym znajdujemy
energie elektronu w pustej kropce dostajemy zawsze €. < 0 i mozemy wy-
znaczac stany ekscytonu. Jako iz w rzeczywistosci kropka posiada skonczong
grubos¢, a w trzech wymiarach nawet w potencjale catkowicie przyciagaja-
cym nie zawsze musi istnie¢ stan zwigzany, dwuwymiarowe przyblizenie moze
prowadzi¢ do btednych rezultatéw w przypadku bardzo matych kropek kwan-
towych. Ponadto wyliczone za pomoca naszej procedury energie ekscytonu,
ktére dla duzych a (bardzo mate kropki) sie stabilizuja moga by¢ w rzeczywi-
stosci energiami swobodnego ekscytonu w studni. Nalezy tez mie¢ na uwadze
fakt, ze zastosowane przez nas przyblizenie masy efektywnej wymaga, aby
potencjal kropki stabo zmienial sie na odlegtosci miedzyatomowej (mozna
sie spodziewac, ze zatozenie to jest spetnione dla kropek o rozmiarach kilku-
dziesieciu nanometrow, a takze nieco mniejszych, ktorych potencjal zmienia
si¢ ptynnie, tak jak w przypadku analizowanej przez nas kropki gaussowskiej
o stosunkowo matej krzywiznie). Naktada to wyrazne ograniczenie na rozmiar
kropki, ktéra mozemy analizowa¢ za pomoca naszych metod.

Przypadek duzych kropek kwantowych jest prostszy do przeanalizowania
— potencjal pochodzacy od kropki gaussowskiej o matym « maleje szybko
do zera w przeciwienstwie do potencjalu pochodzacego od elektronu (cal-
ka Hartree), ktéry maleje znacznie wolniej wraz z p. Stad, jesli mamy do
czynienia z duza kropka, potencjal Hartree dziury bedzie mial zawsze mi-
nimum w pierscieniu dookota kropki. Minimum to bedzie coraz pltytsze dla
coraz wigkszych kropek, a energia Hartree dziury, w zwiazku z malejacym
oddziatywaniem kulombowskim, coraz blizsza zeru.

Rysunek 5.2 ilustruje zaleznosé¢ potencjaléw Hartree i funkcji falowych
elektronu i dziury, opisujacych stan podstawowy ekscytonu, od parametru a.
W obliczeniach przyjeto stata krzywizne kropki wynoszaca hwy = bmeV, i
wzglednag stala dielektryczna materiatu studni € = 12. Z rysunku 5.2a wi-
da¢, ze dla krytycznej wartosci parametru o wynoszacej ~ 0,5 dla dziury
bardziej korzystne energetycznie staje sie przejscie do centrum ukladu (ry-
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Rysunek 5.2: Potencjaty Hartree dziury (a) i elektronu (b) iich funkcje falowe
(c) i (d) w zaleznosci od parametru a kontrolujacego rozmiar gaussowskie;
kropki kwantowej drugiego rodzaju. Krzywizna kropki to Awy = HmeV, a
wzgledna stata dielektryczna materiatu studni e = 12.

sunek 5.2¢), gdzie znajduje sie elektron. Skutkiem zmiany funkcji falowej
dziury jest zmiana potencjatu Hartree elektronu (rysunek 5.2b); a co za tym
idzie, zmiana funkcji falowej (rysunek 5.2d) i energii elektronu, ktéra ulega
wyraznemu obnizeniu. Obnizenie to wynika ze zwiekszenia sie oddziatywa-
nia kulombowskiego miedzy nosnikami, ktoérych funkcje falowe naktadaja sie
w duzym stopniu po przejéciu dziury do centrum.

5.3 Ekscyton w prostokatnej kropce kwanto-
wej

Drugim potencjatem, ktorego uzyjemy do modelowania kropek kwanto-
wych drugiego rodzaju, bedzie potencjal prostokatny, opisany w podrozdzia-
le 1.4. Potencjat ten, podobnie jak potencjat gaussowski, umozliwia opis eks-
cytonu wychodzac z zasad pierwszych, a ponadto moze by¢ zastosowany do
opisu matych kropek kwantowych, w ktérych mamy do czynienia z niewielky



ROZDZIAY, 5. STANY EKSCYTONOWE W KROPKACH

48 KWANTOWYCH DRUGIEGO RODZAJU
0.297eV 0,130eV
! GaAs
InP
01976V 0,110eV

(a) (b)

Rysunek 5.3: Uktad pasm energetycznych InP/GaAs. Dla zrelaksowanej he-
terostruktury przesuniecia pasm (a) sa wieksze niz w przypadku struktury
poddanej naprezeniom (b).

liczba stanéw zwigzanych. Ze wzgledu na swoj ksztalt bywa czesto uzywany
do modelowania kropek trawionych o znacznych rozmiarach, a takze, o czym
wspominaliémy w podrozdziale 1.4, do modelowania duzych kropek kwanto-
wych zadawanych polem elektrycznym (poréwnaj rysunek 1.4b). W niniej-
szym rozdziale za wzgledu na swoj modelowy charakter potencjat ten postu-
zy nam do opisu samorosnacych kropek kwantowych InP/GaAs. Poniewaz
w dalszej czesci rozprawy, odnosi¢ sie bedziemy do wynikéw eksperymen-
talnych dotyczacych tych kropek (widma w polu magnetycznym) opiszemy
pokrotce ich strukture.

Przesuniecie energetyczne w pasmie przewodnictwa heterostruktury po-
wstatej z potaczenia InP i GaAs wynosi 297 meV natomiast w pasmie wa-
lencyjnym odpowiednie przesuniecie wynosi 197meV [78] (rysunek 5.3a).
Naprezenia $ciskajace w warstwach pseudomorficznych zmniejszaja te przesu-
niecia do odpowiednio 130 meV i 110 meV [79] (rysunek 5.3b). Heterostruktu-
ra ta zachowuje jednak uktad pasm charakterystyczny dla struktur drugiego
rodzaju. Promien samorosnacych kropek InP/GaAs, zmierzony za pomoca
techniki AFM przez grupe Ribeiro [81], wynosi okoto 16 nm, a jej wysokos$¢
okoto 4 nm. Wysokosé kropek InP/GaAs wytworzonych przez grupe de Go-
doya (pod nieco innymi warunkami) [82] oszacowana byla na okolo 2nm
(kropki o promieniach okolo 26 nm). Biorac pod uwage tak duzy stosunek
srednicy do grubosci kropki wydaje sie by¢ dobrym przyblizeniem mode-
lowanie tych struktur jako dwuwymiarowych. Parametry materialowe uzyte
w obliczeniach to m, = 0,073 — masa efektywna elektronu w InP, m; = 0,45
— masa efektywna ciezkiej dziury w GaAs, € = 12,665 — $rednia wzgledna
stata dielektryczna dla InP oraz GaAs (za [30]).
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Rysunek 5.4: Potencjal Hartree (a) i funkcja falowa dziury (b), w zaleznosci
od wysokosci bariery Vj. Parametry uzyte w obliczeniach to m, = 0,073,
mp = 0,45 1 € = 12,665. Promien kropki to a = 16 nm, a gtebokos$¢ poten-
cjatu elektronu V;, = —130meV.

W stanie podstawowym, w kropce o opisanej powyzej strukturze, elektron
znajduje sie na dnie glebokiej (V, = —130meV) studni kwantowej, podczas
gdy dziura odpychana przez wysoka bariere potencjatu (V;, = 110 meV), jest
jednoczesnie przyciggana przez elektron, co powoduje utworzenie sie mini-
mum potencjatu tuz za bariera. Rysunek 5.4 przedstawia potencjal Hartree
oraz funkcje falowg dziury jako funkcje zmieniajacej sie wysokosci bariery Vj,
przy ustalonym V., = —130meV oraz promieniu ¢ = 16 nm. Jak wida¢ dla
wartosci Vj, mnejszych od okoto 13 meV potencjat Hartree posiada minimum
w centrum kropki i dziura (jej funkcja falowa) zlokalizowana jest w $rodku
kropki, w tym samym miejscu, w ktorym znajduje sie elektron. Nalezy tutaj
zaznaczy¢, ze cho¢ masa efektywna dziury ciezkiej uzyta w obliczeniach wzie-
ta zostata dla GaAs, a dziura znalazta si¢ w centrum kropki, to ze wzgledu
na bardzo podobna warto$¢ masy efektywnej dziury ciezkiej w InP (dla InP
myp, = 0,45 w temperaturze 4,4 K [30]) w dalszym ciagu rezultaty te moga
by¢ z duzg doktadnoscig poprawne. Dla wartoéci Vj, > 13 meV dziura, w sta-
nie podstawowym, znajduje sie w pierscieniu dookota kropki i jej funkcja
falowa przekrywa sie z funkcjg falowa elektronu tylko w niewielkim stopniu.

Przejscie dziury z centrum do pierscienia dookota kropki tgczy sie ze wzro-
stem energii zaréwno elektronu, jak i dziury. Energia elektronu rosnie (staje
sie mniej ujemna) na skutek spadku oddziatywania kulombowskiego z dziura,
ktora opuszcza srodkowe minimum. W takim samym stopnie maleje energia
oddzialywania pomiedzy nosnikami. Decydujacym czynnikiem w energii eks-
cytonu (3.9) zostaje wiec energia dziury, ktora rosnie (staje sie mniej ujemna)
ze wzgledu na powigkszanie sie bariery odpychajacej. W konsekwencji ekscy-
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Rysunek 5.5: Rysunek (a): zalezno$¢ energii stanu podstawowego ekscytonu
od promienia kropki a oraz wysokosci bariery dla dziury Vj,. Rysunek (b):
zaleznos¢ kilku najnizszych pozioméw energetycznych ekscytonu od wysoko-
Sci bariery dla dziury V}, przy ustalonym promieniu kropki (¢ = 16 nm). Dla
wszystkich pozioméw z tego rysunku n, = 1 oraz [, = 0. Stany z innymi
wartosciami tych dwoéch liczb kwantowych sa stanami o wyzszych energiach
(ktore nie zostaly przedstawione na rysunku).

ton staje si¢ stabiej zwigzany.

Rysunek 5.5a przedstawia zaleznos¢ energii stanu podstawowego ekscy-
tonu od promienia kropki kwantowej a oraz wysokosci bariery dla dziury Vj,.
Jak mozna zauwazy¢ wysokos¢ bariery Vj, przy ktorej nastepuje przeskok
dziury z pierscienia do centrum kropki, rosnie wraz z malejacym promieniem
(na wykresie widoczny jest wyrazny skok energii dla wartoéci parametrow a
oraz Vj, dla ktérych dziura przechodzi z pierscienia do centrum kropki).

Rysunek 5.5b z kolei przedstawia energie kilku najnizszych stanéw ekscy-
tonu w zaleznosci od wysokosci bariery odpychajacej Vj, przy ustalonej war-
tosci promienia kropki kwantowej a = 16 nm. Zakres V), zostat tak dobrany,
aby widoczne byto przejscie nosnika z pierscienia do centrum — gwattowny
skok energii na rysunku. Tak jak w przypadku kropki gaussowskiej, stany o
I, > 0 sa zdegenerowane (degeneracja ta zostanie zniesiona w polu magne-
tycznym), a stany o n, > 1 oraz [, > 0 sa stanami o duzo wyzszych energiach
niz te przedstawione na rysunku, dlatego nie zostaty na nim uwzglednione.
Skok energii ekscytonu, zwigzany z przejsciem dziury z centrum do pierscienia
wokot centrum kropki, bardzo wyrazny dla stanu podstawowego, jest rowniez
widoczny w przypadku innych stanéw — zaréwno tych z n, > 11, =0 jak i
tych z np, = 111, > 0. Dla tych ostatnich jednak nastepuje on przy znaczaco
mniejszej warto$ci wysokosci bariery Vj, ze wzgledu na czlton w potencja-
le zwigzany z momentem pedu, odgrywajacy role bariery odsrodkowej. Dla
duzych wartosci Vj, energia stanu podstawowego ekscytonu zmienia si¢ nie-
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Rysunek 5.6: Zalezno$¢ kilku najnizszych pozioméw energetycznych ekscy-
tonu od promienia a kropki kwantowej, przy ustalonej wysokosci bariery dla
dziury Vj, = 110meV (a) oraz Vj, = 10meV (b). Dla wszystkich pozioméw
z tego rysunku n, = 1 oraz [, = 0. Stany z innymi warto$ciami tych dwdch
liczb kwantowych sa stanami o wyzszych energiach (ktére nie zostaty przed-
stawione na rysunku).

znacznie, zeby dla opisanej przez nas struktury, dla ktorej V, = 110meV,
osiagna¢ —124,8 meV (przy zalozeniu, ze a = 16 nm).

Zalezno$é energii kilku najnizszych stanéw ekscytonu od promienia a pro-
stokatnej kropki kwantowej przedstawiona zostalta na rysunku 5.6a. Wysokosé
bariery zostata w tym przypadku ustalona i wynosi V;, = 110 meV, natomiast
promien zmienia sie w granicach od 10 do 40 nm. W zakresie tym energia sta-
nu podstawowego (jak réwniez energie wyzszych stanéw) zmienia sie gtadko
— ze wzgledu na duza wysokos$¢ bariery dziura nie moze przedostaé sie do
centrum. Ponadto charakterystyczne dla tego spektrum jest ulozenie pozio-
mow energetycznych — kilka najnizszych, to poziomy z n;, = 1 i rosnacym
l,. Inaczej sytuacja ma si¢ w przypadku, gdy wysokos¢ bariery jest nizsza.
Rysunek 5.6b przedstawia ta sama zalezno$¢, ale przy mniejszej wysokosci
bariery, mianowicie V;, = 10 meV. Dla odpowiednio matego promienia dziura
przedostaje sie do $rodka kropki i energia stanu podstawowego ulega znacz-
nemu obnizeniu. Obnizeniu, cho¢ w mniejszym stopniu, ulegaja tez energie
stanéw o wyzszej liczbie ny, (czyli stanéw o wiekszej liczbie weztéw funkcji
falowej dziury). Powoduje to, ze kolejno$¢ standéw zmienia sie znaczaco —
dla kropek o promieniach okoto 20 nm dwa najnizsze stany, to stany z l;, = 0
Charakterystyczny jest tez brak skokéw energii dla stanoéw o I, # 0 — ba-
riera odsrodkowa uniemozliwia dziurze wejscie do centrum kropki pomimo
niewielkiej wartosci Vj,.



ROZDZIAY 5. STANY EKSCYTONOWE W KROPKACH
52 KWANTOWYCH DRUGIEGO RODZAJU

5.4 PrzejsScia miedzypasmowe i wewnatrzpa-
smowe — dyskusja

Ze wzorbéw (2.4) oraz (2.7) rozdziatu 2 wynika, ze prawdopodobienstwo
rekombinacji ekscytonu, czyli przejscia miedzypasmowego, jest proporcjonal-
ne do kwadratu catki przekrywania funkcji obwiedni no$nikow. W przeci-
wienstwie do struktur pierwszego rodzaju w kropkach kwantowych drugiego
rodzaju, w duzym zakresie wartosci ich parametrow kontrolujacych rozmiar,
omawiana catka przekrywania jest wzglednie mata — przekrywanie si¢ funk-
cji falowej dziury, znajdujacej sie w pierscieniu dookota kropki, z funkcja
elektronu, skupiong w centrum uktadu, jest niewielkie. Dlatego czas zycia
ekscytonow w kropkach kwantowych drugiego rodzaju, w stosunku do czasu
zycia w ich odpowiednikch pierwszego rodzaju powinien ulec wydhuzeniu.

Ponadto ze wzgledu na symetrie cylindryczng uktadu zachowany jest cal-
kowity moment pedu L = [, + [}, i tylko ekscytony z L = 0 moga rekombino-
waé promieniscie, podczas gdy pozostate stany w przyblizeniu dipolowym po-
zostaja nieaktywne optycznie [33]. Dla cylindrycznie symetrycznych kropek
kwantowych, dla ktorych funkcja falowa ekscytonu moze by¢ w przyblizeniu
Hartree przedstawiona jako iloczyn funkcji jednoczastkowych postaci (4.2),
mozna to pokaza¢ w nastepujacy sposob. Catka przekrywania funkcji falo-
wych elektronu i dziury, do ktorej kwadratu proporcjonalne jest prawdopo-
dobienstwo rekombinacji na jednostke czasu, moze by¢ zapisana w postaci

1

T or

I= / Ye(r) Py (r)dr /0 - e'letinedp /0 T oe0enlp)pdp,  (5.1)

gdzie catka po kacie, rowna jest

1
I

27
i(le+l o
o= %/0 e tetedy = 6y, (5.2)

7 powyzszych wzoréw wynika, ze tylko stany z L = [, + [, = 0 moga re-
kombinowaé¢ promieniscie. Stad, kiedy procesy relaksacji fononowej zostaja
odpowiednio ostabione (np. poprzez odpowiednie zmniejszenie temperatury
i rozmiaru kropki [$1]) tylko stany z L = 0 z zakresu podczerwieni, wniosa
znaczacy wktad do widma fotoluminescencji.

Dla stanu podstawowego ekscytonu, dla ktérego L = 0, caltka po kacie
jest rowna jednoéci i o prawdopodobienstwie rekombinacji decyduje catka po

p, czyli
L= [~ 6clp)on(p)pdp. (5.3)
0

Rysunek 5.7 przedstawia zaleznos¢ I, dla stanu podstawowego ekscytonu
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Rysunek 5.7: Zalezno$¢ I, dla stanu podstawowego ekscytonu od parametru
a kontrolujacego rozmiar gaussowskiej kropki drugiego rodzaju dla czterech
wartosci krzywizny hwy (a). Zaleznosé I, dla stanu podstawowego ekscytonu
od promienia a prostokatnej kropki kwantowej dla kilku r6znych wartosci wy-
sokosci bariery Vj, (przy ustalonym V., = —130meV) (b). Stala dielektryczna
dla kropki gaussowskiej wynosi € = 12,4, natomiast dla kropki prostokatnej
e = 12,665.

od parametru « kontrolujacego rozmiar gaussowskiej kropki drugiego rodzaju
dla czterech wartosci krzywizny hwg (a). Dla hwg = 2,5 meV catka przekry-
wania gwattownie ro$nie dla o ~ 0, 37. Dla wiekszych a (mniejszych kropek)
bariera dziury maleje na tyle, ze dziura przedostaje si¢ do centrum, a co
za tym idzie wzrasta bardzo gwalttownie prawdopodobienstwo rekombinacji
ekscytonu. Dla wickszych krzywizn wartosé krytyczna «, przy ktorej naste-
puje przejécie dziury do centrum, jest coraz wieksza ze wzgledu na fakt, ze
dla ustalonego o wysokos¢ bariery dla dziury jest tym wieksza, im wieksza
jest krzywizna: Vy = hwy/a. Ponadto kropka wraz ze wzrostem krzywizny
robi sie bardziej stroma, co ttumaczy wieksza wartos¢ catki przekrycia tuz
po przejsciu dziury do centrum (funkcja falowa elektronu jest bardziej skon-
centrowana przez co wartosé catki przekrycia wzrasta).

Rysunek 5.7b przedstawia zaleznosc¢ I, dla stanu podstawowego ekscytonu
od promienia a prostokatnej kropki kwantowej dla kilku wartosci wysokosci
bariery dla dziury V;, (przy ustalonym V, = —130meV) . Dla kropek, dla kt6-
rych V}, jest niewielkie istnieje krytyczna wartosé promienia (dla Vj, = 10 meV
jest to okoto 23nm), ponizej ktorej dziura przechodzi do centrum kropki i
znacznie wzrasta catka przekrywania funkcji falowych. Dla duzych wartosci
Vi, takich jak w naszym modelu kropki InP/GaAs, gdzie V}, = 110meV,
bariera ta jest zbyt wysoka i dziura pozostaje poza kropka nawet dla bardzo
matych a. Wzrost calki przekrycia w takim przypadku jest spowodowany
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zblizaniem si¢ maksimum funkcji falowej dziury (znajdujacego si¢ poza ba-
rierg) do centrum kropki, gdzie znajduje sie elektron.

Jak to zostanie pokazane w nastepnym rozdziale, czynnik 0,4, ze wzo-
ru (5.2) bedzie odgrywal istotna role w przypadku ekscytonu w kropce dru-
giego rodzaju w polu magnetycznym. Po przekroczeniu pewnej wartosci pola
magnetycznego dla dziury, znajdujacej sie w pierscieniu dookota kropki, staje
sie korzystne energetycznie zmieni¢ swoj moment pedu na wyzszy, co pociaga
za sobg drastyczny spadek prawdopodobienstwa rekombinacji ekscytonu.

Majac na uwadze, ze w cylindrycznie symetrycznych kropkach tylko stany
z L =1.41, =0 z zakresu podczerwieni wnosza wktad do fotoluminescencji
(przejécia miedzypasmowe), zajmiemy sie teraz przejéciami wewnatrzpasmo-
wymi.

Opisane w podrozdziale 2.3 reguly wyboru dla przejs¢ wewnatrzpasmo-
wych mowig, ze aby przejscia promieniste byly dozwolone, element dipo-
lowy (2.8) miedzy funkcjami obwiedni musi by¢ niezerowy. W przypadku
ekscytonu w kropce oznacza to, ze catka przejscia

Jij = /\I/,;(re, ry,)(ry — 1)V, (re, rp)dr.dry, (5.4)

pomiedzy dwoma stanami W; oraz U, (¥ to funkcja ekscytonu), nie moze
znikac.

Na tej podstawie grupa Jacaka, w pracy [53], wysuneta hipoteze, ze ob-
serwowana m.in. przez autoréw pracy [35] w widmie fotoluminescencji (ry-
sunek 5.8) charakterystyczna para pikéw jest konsekwencja metastabilnosci
stanéw (i $wiadezy o strukturze drugiego rodzaju obserwowanych kropek).
W pracy tej wyliczone zostaty analitycznie, w zerowym i pierwszym rzedzie
rachunku Hartree, funkcje falowe, potencjaty Hartree a takze energie elektro-
nu i dziury, w gaussowskiej kropce kwantowej drugiego rodzaju. Na uzytek
dyskusji stanoéw metastabilnych zwiezle przedstawimy jak przebiegata proce-
dura obliczeniowa.

Najpierw, przy uzyciu metod wariacyjnych, wyliczona zostata funkcja fa-
lowa elektronu w pustej kropce i potencjat Hartree dziury. Nastepnie przyjeto
funkcje falowa dziury jako superpozycje funkcji falowych oscylatora znajdu-
jacych sie w dwoch minimach tego potencjatu ¢, = c19p1 + copo, przy czym
pierwsze minimum znajdowato sie w centrum kropki, a drugie tworzyto pier-
scien dookota niej. W kolejnym kroku, korzystajac z rachunku wariacyjnego
(minimalizacja energii), znaleziono dwie pary wspolczynnikéw superpozycji
1 1 ¢y dla dwéch standow dziury (obu z [, = 0). Jak sie okazalo stan podsta-
wowy (dla szerokiego zakresu rozmiar6w kropki) charakteryzowal sie tym, ze
dziura przebywata w pierscieniu wokol centrum kropki (cy > ¢;). Przy za-
tozeniu, ze dziura znajduje sie¢ w tym wtasnie stanie wyliczony zostal poten-
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Rysunek 5.8: Charakterystyczna ewolucja widma fotoluminescencji wedtug
pracy [53]. Po prawej: widmo fotoluminescencji (za [35]) pojedynczej kropki
GaAs/Al,Ga;_,As utworzonej przez dyfuzje wewnatrzwarstwowsg wywolang
wigzka lasera. Na rysunku zaznaczono wzgledna intensywnoscia obu pikéw
(za [53]). Po lewej: odpowiadajacy mu dwudolinowy potencjal elektronu dla
kilku charakterystycznych rozmiaréw kropek.

cjal Hartree elektronu, ktory, tak jak potencjat dziury, mial charakterystycz-
na dwudolinowsg strukture. Postepujac analogicznie jak w przypadku dziury,
w potencjale tym, autorzy wyznaczyli dwa najnizsze stany (ich energie i funk-
cje falowe przyjete w postaci superpozycji ¢, = die1 + dotbeo, gdzie 1 jest
funkcjg oscylatora w minimum centralnym, a v.o — przesunietg funkcja oscy-
latora w minimum oddalonym). Jeden z tych stanéw opisywat elektron w cen-
trum d; > dy, podczas gdy drugi opisywal elektron w pierscieniu dy > d;.
Poniewaz oba te stany charakteryzowaty sie zerowym momentem pedu [, = 0
autorzy zaproponowali interpretacje widma fotoluminescencji 5.8 w oparciu
o ich metastabilnos¢ — dla stanéw ekscytonu w ktorych funkcja falowa jest
iloczynem funkcji dziury (ktéra opisali$my) i funkeji elektronu w pierscieniu
(pierwszy stan) lub w centrum (drugi stan) znika caltka przejscia (5.4), a wiec
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nie sa mozliwe przejscia promieniste miedzy nimi. W konsekwencji oba sta-
ny powinny dawa¢ wktad do widma fotoluminescencji. Dodatkowo, poniewaz
zmiana widma wraz z rozmiarem kropki, wyliczona przez grupe Jacaka, ja-
kosciowo pasowata do ewolucji widm zmierzonych przez grupe Brunnera dla
roznych rozmiaréw kropek, interpretacja tych widm oparta o metastabilnosé
opisanych dwoch stanéw ekscytonu znalazta kolejne potwierdzenie (dodatko-
wym potwierdzeniem byto istnienie dwoch pikow w widmie fotoluminescencji
przy bardzo niskich mocach aktywacji [53]).

Wykonane przez nas doktadne obliczenia pokazuja, ze potencjal Hartree
elektronu albo w ogdle nie posiada struktury dwudolinowej (mamy wtedy
do czynienia tylko z minimum centralnym), albo tez drugie minimum jest
bardzo niewielkie' i dla rozmiaréw kropek omawianych w pracy [53] kilka
innych, energetycznie nizszych, stanéw z [, = 0 znajduje sic w minimum
centralnym. Ponadto w naszych obliczeniach najnizszymi stanami, ktorych
momenty pedu [, i [, sa réwne zeru, sg dla kropki gaussowskiej te, ktore sa
zaznaczone na rysunku 5.1 linig ciagta. Sa to stany zn, =1, np =2, nj, = 3
oraz ny = 4, a wigc charakteryzujace si¢ coraz wicksza liczba weztéw funkcji
falowej dziury. Dla matych o« (duze kropki) wzajemne odlegltosci energetyczne
tych stanéw rosng wraz z a. Po przekroczeniu krytycznej wartosci o ~ 0,5,
(czyli dla odpowiednio malej kropki) najnizszy stan energetyczny pikuje.
Taki gwaltowny skok energii (widoczny réwniez na rysunkach 5.5 1 5.6(b) dla
kropki prostokatnej) jest charakterystyczny dla struktur drugiego rodzaju i
wiaze sie z przechodzeniem jednego z no$nikow tadunku z bariery do centrum
uktadu.

Energie stanéw o wyzszych wartosciach liczby n., dla ktorych [ =1, =0
razem ze stanami o kilku najnizszych wartosciach liczby ny,, dla ktérych row-
niez [, = [, = 0, zostaly zaprezentowane dla kropki gaussowskiej w zaleznosci
od parametru « na rysunku 5.9. Jak mozna zauwazy¢ dla duzych kropek (ma-
te a) stany dla takich samych n, grupuja sie — potencjat kropki jest bardzo
gteboki dla elektronu i o energii ekscytonu decyduje w przewazajacym stop-
niu wtasnie energia tej czastki. Z drugiej strony, dla malych kropek (duze
«) energia Hartree elektronu nie jest juz tak duza i poréwnywalny z nia
wktad pochodzi od energii kulombowskiej (oba noéniki sa dla matych kropek
uwiezione w centrum kropki) i od energii Hartree dziury (dla wyzszych ny,).

Dla opisanych powyzej stanéw z [, = [;, = 0, znika element przejscia (5.4),
tak wiec wszystkie one moga by¢ stanami metastabilnymi, ktére pod nieobec-
nos¢ fononéw mozna zaobserwowaé w widmie fotoluminescencji cylindrycznie

! Dwudolinowa struktura potencjatu Hartree, otrzymana przez autoréw pracy [53],
jest wynikiem blednego uproszczenia catki Hartree elektronu — w pracy tej przyjeto,
ze funkcja dana wzorem (B7) przyjmuje warto$é maksymalna dla 2’/ = 0, podczas gdy
w rzeczywisto$ci ma ona maksimum w poblizu z” = x3;, — z, cos 6.
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Rysunek 5.9: Energie ekscytonu dla [, = [, = 0 i réznych liczb n. oraz
np w zaleznosci od parametru « kontrolujacego rozmiar gaussowskiej kropki
kwantowej drugiego rodzaju, Krzywizna kropki to hwy = bmeV, a wzgledna
stala dielektryczna materiatu studni e = 12, 4.

symetrycznych kropek kwantowych.

5.5 Podsumowanie

W rozdziale tym przeanalizowaliSmy widmo fotoluminescencji w zalez-
nosci od rozmiaru kropki kwantowej drugiego rodzaju dla dwoch réznych
ksztaltow potencjatu — gaussowskiego i prostokatnego. Znalezliémy rozmiar
krytyczny kropki, ponizej ktorego nosnik znajdujacy si¢ w pierscieniu dookota
kropki drugiego rodzaju znajduje sie w centrum tej struktury. Jak pokaza-
liSmy przejécie nosnika z pierscienia wokét kropki do jej centrum powinno
wigzal sie z gwaltowng zmiang natezenia w widmie fotoluminescencji.

Przeanalizowalismy réwniez mozliwo$¢ istnienia stanéw metastabilnych
w kropkach o symetrii cylindrycznej i przedyskutowalismy ich mozliwy wptyw
na widmo kropki kwantowej drugiego rodzaju.






Rozdzial 6

Ekscyton w kropce kwantowej
drugiego rodzaju w polu
magnetycznym

Niniejszy rozdzial poswigcimy na opis ekscytonu utworzonego na kropce
kwantowej drugiego rodzaju umieszczonej w prostopadtym do jej ptaszczyzny
magnetycznym.

Najpierw, w podrozdziale 6.1, podamy opis pojedynczej czastki w polu
magnetycznym, a nastepnie, korzystajac z przyblizenia Hartree, uogdlnimy
ten opis na przypadek ekscytonu zwiazanego przez kropke kwantowa (pod-
rozdziat 6.2).

Jak si¢ okazuje, w przypadku kropki drugiego rodzaju po przekrocze-
niu pewnej wartoéci pola magnetycznego dla ekscytonu w stanie podstawo-
wym staje sie korzystne energetycznie zmieni¢ swoj moment pedu na wyzszy.
Zwigzane z tym oscylacje Aharonova-Bohma w widmie fotoluminescencji sg
charakterystyczne wylgcznie dla struktur drugiego rodzaju, w ktérych przy-
najmniej jeden z nosnikéw tadunku znajduje sie w pierscieniu dookota krop-
ki kwantowej. Opisowi tego efektu poswiecone beda podrozdziaty 6.3—-6.5,
przedstawiajace wyniki doswiadczalne i wyniki teoretyczne uzyskane w ra-
mach przyblizenia Hartree, a takze podrozdziat 6.6 w ktérym porownamy te
rezultaty.

6.1 Naladowana czastka w polu magnetycz-
nym

Rozpatrzymy teraz natadowang czastke w prostopadtym do ptaszczyzny
dwuwymiarowej studni polu magnetycznym. Nasz model ograniczymy tyl-
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ko do wspotrzednych przestrzennych — spinowe stopnie swobody i zwiaza-
ne z nimi rozszczepienie Zeemana (liniowe w stosunku do pola) nie zostaty
uwzglednione w naszym opisie (dla GaAs rozszczepienie to jest bardzo mate
~ 0,03meV/T, natomiast dla InP wynosi ono okoto 0,12meV /T [82]).

Przyjmujemy, ze pole magnetyczne jest stale, jednorodne i skierowane
wzdtuz osi z

B = Bk.
Dla takiego pola wybieramy potencjal wektorowy w postaci

B 1

Przy takim wyborze
V-A=0 (6.2)

mamy wiec do czynienia z cechowaniem kulombowskim.
Hamiltonian czastki o masie m i tadunku ¢ znajdujacej sie w polu ma-
gnetycznym ma postacé!

. 2
. . SA? (6.3)
= — ——(p-A+A-p .
2m  2m ( * p)+ 2m +V

Po uwzglednieniu relacji p — —ihV oraz wzoru (6.2), pierwszy czton w
nawiasie w dzialaniu na stan v daje

DAY = —ihV - (Ay) = —ih[(V-A)) + A - V] = —ihA - Vi = A - py

i rownanie (6.3) przejdzie w

. ~ 2 2A2
A= _TA.p5+12 4V (6.4)
2m  m m

I Klasyczny wzér na ped uogélniony czastki znajdujacej sie w polu magnetycznym ma
postaé

oL
A 7px+qu = IL,.

oi
Pedem sprzezonym ze wspolrzedna z jest wige ped II,. Standardowa procedura kwanto-
wania prowadzi do wzoru Il, = —ihd/0x, a stad

0
Dy = —th— — qA,.
Pz lhal' qAag
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We wspoétrzednych biegunowych, w ptaszczyznie x-y, potencjatl wektoro-
wy (6.1) mozna zapisa¢ w postaci

1

wtedy drugi wyraz (6.4) przejdzie w
1 hl 0 ihB 0
A-p=Ap,=-Bp|l-—— | =—"—

i wstawiajac do trzeciego wyrazu (6.4) potencjal wektorowy dany przez (6.5),
mozemy hamiltonian przepisa¢ w postaci

i h* _, ihgB 0 q232p27

" 2m 2m % 8m

lub rozpisujac laplasjan we wspotrzednych biegunowych

2 2 ~ 2 32
B[00 L)
ap p? 0p? 2m Odp  8m
Jezeli czastka dodatkowo znajduje sie w potencjale np. kropki kwanto-
wej, wtedy do powyzszego hamiltonianu nalezy dodaé czton V' opisujacy ten
potencjal. Jezeli posiada on symetrie cylindryczna, tzn. V = V(p), funkcje
falowa czastki mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu (4.2) i z réwnania na
wartosci wlasne, H Y = E1, otrzymujemy rownanie na funkcje radialng

(ol L2 (02) = B] 4 b+ gt +v0) | o) = B0,

2m | pOdp \' Op p? 8
(6.6)
gdzie
qB
We = —
m
to czestosé cyklotronowa czastki.
Whprowadzajac oznaczenie
, l

mozemy réwnanie (6.6) przepisa¢ w bardziej zwartej postaci

{—QFL; [;sp (pﬁp) - ;1 + émuﬁf + V(p)} ¢(p) = E'¢(p).  (6.7)
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6.2 Opis metodag Hartree ekscytonu w polu
magnetycznym

Wykorzystajac przyblizenie Hartree mozemy zastosowaé powyzej wpro-
wadzony opis czastki w polu magnetycznym do elektronu i dziury tworzacych
ekscyton w kropce kwantowej, w obecnosci pola magnetycznego. W tym ce-
lu zastepujemy potencjaly V. i Vj, potencjatami Hartree danymi przez (3.7)
oraz (3.8), i rownania jednoczastkowe, ktére musimy rozwiazaé, beda teraz
miaty postac

7:[{ewe (re) = 8Iewe (re) ) (68)
Hutbn (vn) = ehbn (rn) (6.9)
gdzie
. 219 o\ 2] 1,
e - - T —a e~ - 76 ’. e e e/ '1
Rom oo |2 (i)~ ]+ gtz + it 610
. 210 oN 21 1,

_ . _ Z 11

Hy, 2 [Ph don (ph 8ph> p% ] + 8mhwchﬂh + Un(pn), (6.11)

) Le
56 =& — Em}cw

[
€, =¢n+ ghwch,

a Wee 1 wWep to czestosci cyklotronowe odpowiednio elektronu i dziury, dane
wzorami

qB
Wee = )
me
qB
Wepy = —.
mp

Pod wptywem pola magnetycznego zaroéwno elektrony jak i dziury ule-
gaja $cisnieciu — w hamiltonianach (6.10) i (6.11) odpowiedzialne sa za to,
cztony landauowskie émiwfip?. Ponadto, w polu lub pod jego nieobecnos¢,
gdy czastka (elektron lub dziura) ma orbitalny moment pedu r6zny od zera,
pojawia sie bariera odsrodkowa. Ze wzgledu na pogladowosé i uzytecznosc,
zamiast potencjalami Hartree danymi wzorami (3.7) i (3.8), bedziemy czesto
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postugiwac sie ,efektywnymi potencjatami Hartree” (odpowiednikami poten-
cjatu (4.4) bez pola magnetycznego) zdefiniowanymi w nastepujacy sposob

2 2 5 o
Ue e :ue e = SeWeo ey
(pe) (p)+2mepg+8mwp
U =U, - —m? ol
n(pn) =Un(pn) + S 2 + o P

Korzystajac z tych potencjaléw mozemy zapisa¢ rownania Hartree (6.8) i (6.9)

w postaci
1 0 0 /
(e (g ) + o0 o =t

R 1 0 ) /
{_2mhph8/)h (phaph> - Uh(ph)}¢h<ph) = Pn(pn)

i do ich rozwiazywania uzy¢ metod numerycznych wprowadzonych w rozdzia-
le 4.

Wyniki rozwigzywania powyzszego samouzgodnionego uktadu rownan Har-
tree przedstawimy w podrozdziale 6.5. Zanim jednak do tego przystapimy,
podamy krotki opis teoretyczny oscylacji Aharonova-Bohma, czyli zjawiska
charakterystycznego dla struktur drugiego rodzaju w polu magnetycznym, a
takze przedstawimy wyniki doswiadczalne ilustrujace to zjawisko.

6.3 Oscylacje Aharonova-Bohma

Aharonov i Bohm zaproponowali eksperyment, ktéry ujawnit wptyw po-
tencjatu elektromagnetycznego na natadowang czastke poruszajaca sie do-
okota zamknigtego strumienia magnetycznego [35]. Po okrazeniu takiego za-
mknietego strumienia czastka zyskuje faze, ktéra jest proporcjonalna do
strumienia pola megnetycznego zamknictego w obrebie trajektorii. Dlatego
wszystkie obserwowalne zjawiska zalezne od strumienia poprzez petle, ktora
tworzy zamknieta trajektoria, sa periodyczne z okresem réwnym uniwersal-
nemu kwantowi strumienia ®, = 2wh/q [30, 87, 85].

Kropka kwantowa drugiego rodzaju, dzieki jej potencjatowi w ksztatcie
pierscienia (dla jednego typu nosnikow) pozwala na badanie niejednospdj-
nych geometrii i moze postuzy¢ do demonstracji oscylacji Aharonova-Bohma.
Cecha charakterystyczna takiego uktadu wstawionego w pole magnetyczne
jest periodyczna zaleznosé energii od pola [89]. W naszym przypadku para
elektron-dziura (ekscyton) zwigzana w kropce kwantowej drugiego rodzaju
dzigki kulombowskiemu przyciaganiu nosnikéw tadunku tworzy strukture,
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w ktorej dziura jest uwieziona w pierscieniu wokot kropki, a zatem oscylacje
z okresem @y = 27h/q sa zwiazane z jej trajektoria i strumieniem pola, ktéry
ona otacza.

Dla prostoty rozwazan przyjmijmy za potencjal kropki kwantowej dru-
giego rodzaju prosta studnie cylindryczna

| Ven, jezeli p.p > R,
Ven(pes pr) = { 0, w przeciwnym wypadku,

gdzie R to promien kropki, V, > 01V}, < 0. Jesli teraz zatozymy, ze dziura
znajduje sie doktadnie w pierScieniu o promieniu Ry, wtedy 9/0p, = 0 i,
korzystajac z (6.7), zmiane energii dziury z polem magnetycznym mozemy
zapisa¢ w postaci

RE

1
By, =—-" 4+ _hw - 2R?2 LV, (R
h thR}%vLQ h+8mhwh w+ Vi (Rn),

co po uproszczeniach i pominieciu ostatniego, statego czynnika, daje

21 o, \>
By = —— (1, — =2 6.13
h 2mh3g<h cpo>’ (6.13)

gdzie @y = 2wh/q to kwant strumienia pola magnetycznego, a ®, = TR2 B to
strumien przechodzacy przez pierscien o promieniu Rj, w ktérym znajduje
sie dziura. Otrzymany wzor stanowi uproszczone wyrazenie na zmiane energii
dziury w polu magnetycznym. Z postaci tego wzoru wynika, ze przeskoki
momentu pedu beda si¢ zdarzaly za kazdym razem, kiedy strumien pola
przez pierscien wzrosnie o jeden kwant.

6.4 Wyniki doswiadczalne

Efekt Aharonova-Bohma w samorosnacych kropkach kwantowych drugie-
go rodzaju InP/GaAs byl tematem prac [39, 90] w kropkach ZnTe/ZnSe —
prac [91, 92, 93], a w kropkach Ge/Si — pracy [94]. Ponizej przedstawimy
wyniki do$wiadczalne z pracy [89] uzyskane przez grupe Ribeiro, ktére po-
twierdzaja istnienie oscylacji Aharonova-Bohma w widmach kropek drugiego
rodzaju w polu magnetycznym.

Jezeli boczny potencjatl samorosnacej kropki kwantowej przyblizymy za
pomoca paraboli [45, 46, 47] zaleznosé energii Epj, (czyli potozenia piku zwia-
zanego z rekombinacja ekscytonu) od pola magnetycznego bedziemy mogli
przedstawié¢ jako sume trzech wyrazéw [39], z ktorych pierwszy, E,, to ener-
gia przerwy wzbronionej, drugi opisuje diamagnetyczne przesunigcie energii
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stanu podstawowego elektronu [95], a trzeci to dana wzorem (6.13) zmiana
energii dziury z polem magnetycznym:

fiw. \ 72 D\ >
Epi(R,.B) = E Fiwg)? + | —= = (==
er(Bn, B) Q+J( 0)+<2> +2mhR%<h ¢0>

We wzorze tym my, to masa efektywna dziury, w, = gB/m. to czestosé cy-
klotronowa elektronu i ®, = 7R} B to strumiefi pola mgnetycznego przez
pierscien o promieniu Rj,. Nastepnie oznaczajac energie przesuniecia diama-
gnetycznego elektronu przez E. mozemy przepisaé¢ zaleznos¢ energii dziury
od pola magnetycznego jako réznice

K2 2
FE B)=FEp; — FE,— FE. = — [[;, —— | . 14
n (Rp, B) PL 9 e 2mhR}QL<h ) (6.14)

Rysunek 6.1 przedstawia pozycje piku w widmie fotoluminescencji jako
funkcje pola magnetycznego (a) oraz zalezno$¢ energii dziury od pola ma-
gnetycznego (b) dla samorosnacych kropek kwantowych drugiego rodzaju
InP/GaAs badanych do$wiadczalnie za pomoca spektroskopii pojemnoscio-
wej przez grupe E. Ribeiro [89]. Zalezno$¢ energii dziury od pola magne-
tycznego zostata wyznaczona na podstawie wzoru (6.14) czyli przez odjecie
od energii Ep; wktadu pochodzacego od diamagnetyzmu elektronu i sta-
lego czynnika Fj. Srednice kropek zmierzone elektronowym mikroskopem
transmisyjnym? wynosity (32 £ 6) nm, a wysokosci kropek h = (4 + 2) nm.
Charakterystyczna energia dla samorosnacych kropek InP/GaAs, wzrastaja-
cych pod identycznymi warunkami, zostala wyznaczona w pracy [89] i wynosi
hwo = (5,6£0,9) meV. Jak wida¢ z rysunku 6.1(b) energia dziury Ej, wyraz-
nie oscyluje jako funkcja pola magnetycznego. Do danych eksperymentalnych
dopasowane zostaty parabole przy uzyciu rownania (6.14) dla kazdej wartosci
momentu pedu sposrod [, = 0, 1,2, 3 wskazujacej ilos¢ kwantow strumienia
zamknietych w pierscieniu. Z dopasowania tego wyznaczone zostaly efektyw-
ny promien pierscienia R, = (19,1 &+ 0.4)nm oraz &, = 3,61 T. Promien
pierscienia uzyskany w ten sposob jest nieco wickszy od promienia kropki
kwantowej, tzn. R, > R, co $wiadczy o tym, ze dziura jest utrzymywana
przez przyciaganie kulombowskie elektronu tuz poza kropka.

6.5 Rezultaty teoretyczne

Kropka gaussowska

Rysunek 6.2 ilustruje zaleznosé od pola magnetycznego efektywnych po-

2Ang. Transmission Electron Microscopy, TEM
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Rysunek 6.1: Pozycja piku w widmie fotoluminescencji jako funkcja pola
magnetycznego (wypekione kropki) (a). Zaleznosé energii dziury od pola
magnetycznego (puste kwadraty) ukazujaca oscylacje Aharonova-Bohma z
okresem ®q (b). Linie kreskowane tworza dopasowanie paraboliczne za réw-
naniem (6.14) (na rysunku przesuniete o arbitralna warto$¢ energii). Widmo
fotoluminescencji w polu B = 0T (kétka) oraz w polu B = 12T (kwadraty)
(c). Srednice kropek wynosity (32 & 6)nm, a ich wysokosci h = (4 & 2) nm
(za [89]).

tencjatéw Hartree (6.12) i funkcji falowych elektronu i dziury, opisujacych
stan ekscytonu o przyblizonych liczbach kwantowych n, = n, = 11 [, =
le = 0 w kropce utworzonej za pomoca ogniskowania elektrostatycznego
w studni z GaAs. W obliczeniach przyjeto stata krzywizne kropki wyno-
szaca hwy = bmeV, i wzgledng staty dielektryczna materiatu studni e = 12
(masy efektywne elektronu i dziury wynosza odpowiednio m,/mg = 0,067 i
my,/mg = 0,45). Parametr av = 0, 4 zostal tak wybrany, zeby otrzymac struk-
ture ekscytonu typowsq dla kropki kwantowej drugiego rodzaju — potencjat
kropki jest na tyle duzy w poréwnaniu do przyciggania kulombowskiego,
ze dziura znajduje si¢ w pierscieniu dookota centrum (elektron natomiast
zlokalizowany jest w centrum kropki). Pod wptywem pola magnetycznego
dziura jest ,Sciskana” (za co odpowiedzialny jest czton landauowski w jej
hamiltonianie) i dla pewnej wartosci tego pola staje sie dla niej korzystne
energetycznie przejscie do centrum kropki — lokalne minimum potencjatu
Hartree (rysunek 6.2a) tworzace pierscien staje sie wraz ze wzrostem pola
coraz plytsze, zeby po przekroczeniu krytycznej wartosci B ~ 3,5 T zniknaé
prawie zupelnie. Dla p6l wiekszych od tego pola krytycznego dziura zajmuje
juz minimum w centrum kropki (rysunek 6.2c).
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Rysunek 6.2: Efektywne potencjaly Hartree dziury (a) i elektronu (b) i ich
funkcje falowe (c) i (d) w zaleznosci od wartosci pola magnetycznego B
prostopadlego do ptaszczyzny kropki. Krzywizna kropki to hwyg = 5meV,
wzgledna stata dielektryczna materiatu studni € = 12, a parametr kontrolu-
jacy rozmiar kropki o = 0, 4.

Pole magnetyczne ,Sciska” takze elektron, cho¢ jego bezposredni wplyw
(poprzez czton landauowski), ze wzgledu na lokalizacje tego nosnika w cen-
trum kropki kwantowej, stanowiacej dla niego studnie przyciagajaca, nie jest
tak wielki jak w przypadku dziury (rysunek 6.2d). Wiekszy wptyw na elek-
tron pole magnetyczne wywiera posrednio przez dziure, ktora dla wartosci
krytycznej przechodzi do minimum w centrum, przez co zwicksza si¢ oddzia-
tywanie kulombowskie pomiedzy nosnikami tadunku tworzacymi ekscyton, co
wplywa na obnizenie sie minimum potencjatu Hartree (maleje catka Hartree)
i w konsekwencji obnizenie si¢ energii Hartree elektronu.

Powyzej opisany stan jest stanem podstawowym jedynie dla niewielkich
wartodci pola megnetycznego. Jak sie okazuje, w miare zwiekszania pola ma-
gnetycznego, korzystniejsze energetycznie dla dziury, (a takze dla catego eks-
cytonu) staje sie zwiekszenie momentu pedu. Moment pedu stanu podstawo-
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Rysunek 6.3: Zaleznosé energii Hartree dziury (a) oraz energii ekscytonu (b)
od pola magnetycznego B prostopadtego do ptaszczyzny kropki dla réznych
wartosci momentu pedu [,. Krzywizna kropki to hwy = HmeV, wzgledna
stata dielektryczna materiatu studni e = 12, a parametr kontrolujacy rozmiar
kropki a@ = 0, 4.

wego rosnie wiec skokowo wraz z wartoscia pola (podrozdziatu 6.3).

Rysunek 6.3 ilustruje przeskoki momentu pedu stanu podstawowego eks-
cytonu w omawianej kropce. Zaréwno w zaleznosci energii Hartree dziury,
jak i energii ekscytonu widaé¢, ze momentu pedu dziury [, w stanie pod-
stawowym zmienia si¢ (rosnie) co okoto 0,31T. Daje to efektywna wartos¢
promienia funkcji falowej dziury R, ~ 65nm. Wartosé¢ ta nalezy porow-
na¢ z szerokoscia kropki, ktora w przypadku kropki gaussowskiej, opisanej
przez (1.1), mozemy oszacowaé za pomoca parametru L. L jest szerokoscia
kropki w ~ 0,368 jej wysokodci® i dla uzywanych przez nas parametrow
(v = 0,4 oraz hwy = 5meV) wynosi okoto L ~ 34 nm. Funkcja falowa dziury
mniej wiecej od tej wartosci promienia zaczyna przybiera¢ wyraznie nieze-
rowe wartosci (dla pola B = 0), zeby w odlegtosci 70 nm, nieco wiekszej niz
efektywny promien Ry, przybraé¢ wartos¢ maksymalna (poréwnaj rysunek
6.2¢).

Dla p6l magnetycznych wiekszych od okoto 3T dziura w stanie z l;, = 0
jest (jak to wynika z rysunku 6.2c) wpychana przez pole do centrum kropki i
jej energia gwaltownie spada. Energia calego ekscytonu réwniez maleje i stan
ten (z I, = l. = 0), po przekroczeniu tej krytycznej wartosci pola, na powrdt
staje si¢ stanem podstawowym.

Energie stanéw o wyzszych momentach pedu dziury (I, > 0) réwniez
zmniejszajg sie po przekroczeniu pewnej krytycznej wartosci pola magne-
tycznego (tym wickszej im wigksze [;,), ale ich spadek nie jest tak gwaltowny

3 Poniewaz potencjal jest postaci exp (—p2 / L2) szeroko$¢ L zostaje osiagnieta doktad-
nie w e~! jego wartoéci, gdzie e jest podstawa logarytméw naturalnych.
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Rysunek 6.4: Zaleznosé energii Hartree dziury (a) oraz energii ekscytonu
(b) od pola magnetycznego B prostopadtego do plaszczyzny prostokatne;
kropki kwantowej dla réznych wartosci momentu pedu [,. Parametry kropki
to V., = —130meV, V;, = 110meV, a = 16 nm, a wzgledna stata dielektryczna
materialu studni € = 12, 665.

jak w przypadku stanu z [}, = 0.

Kropka prostokgtna

Dla kropki prostokatnej InP/GaAs omawianej w podrozdziale 5.3 (o ba-
rierach potencjatu V, = —130meV i V;, = 110meV i promieniu a = 16 nm
oraz wzglednej stalej dielektrycznej materiatu studni € = 12,665) dziura
przechodzi do centrum kropki dopiero dla wartosci pola magnetycznego wy-
noszacej okoto 67 T. Dla wartosci od 0 do 67 T znajduje sie w piersécieniu do-
okota centrum przez co powinny by¢ mozliwe obserwacje oscylacji Aharonova-
Bohma.

Rysunek 6.4 ilustruje przeskoki momentu pedu stanu podstawowego eks-
cytonu zwigzanego przez taka kropke. Z zaleznosci energii Hartree dziury od
pola magnetycznego wida¢, ze momentu pedu [, stanu podstawowego zmienia
sie (ro$nie) co okoto 2 T. Daje to efektywna wartosé¢ promienia funkeji falowej
dziury R; ~ 25,7nm. Zgodnie z oczekiwaniami wartos¢ ta jest wieksza od
promienia kropki wynoszacego a = 16 nm (dziura znajduje sie w pierdcieniu
w niewielkiej odlegtosci od bariery) i prawie réwna promieniowi maksimum
funkcji falowej dziury rownemu okoto a,,qs = 25 nm.

6.6 Dyskusja i por6wnanie wynikow

Jak wida¢ z rysunkéw 6.1(b), 6.4 oraz 6.3 kiedy pole magnetyczne wzrasta
dziura zmienia swoj moment pedu od I, = 0 do I, = 1,2,3,..., a co za
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tym idzie stan podstawowy ekscytonu zmienia swoj moment pedu. Opisane
przeskoki momentu pedu w kropkach kwantowych drugiego rodzaju moga
by¢ rozumiane w nastepujacy sposob. Wzrost pola magnetycznego wzmacnia
lokalizacje dziury i pcha ja w kierunku odpychajacego potencjatu kropki.
Prowadzi to do wzrostu energii potencjalnej dziury i, dla pewnej wartosci pola
megnetycznego, czyni korzystnym energetycznie dla dziury przeskok do stanu
z wyzszym momentem pedu. Dziura moze wtedy rozptynaé sie w szerszym
obszarze w poblizu potencjatu kropki [75].

Wartosé krytycznego pola magnetycznego, ktére powoduje przeskok do
stanu o wyzszym momencie pedu zalezy od rozmiaru kropki i maleje wraz
ze wzrostem promienia kropki poniewaz strumien pola magnetycznego przez
wieksza kropke jest wiekszy.

W przeciwienstwie do kropek drugiego rodzaju, w kropkach pierwszego
rodzaju, réwniez cylindrycznie symetrycznych, stan podstawowy ekscytonu
zawsze charakteryzuje sie catkowitym momentem pedu L = 0. Rosnace pole
magnetyczne, Sciskajac funkcje falowe elektronu i dziury, prowadzi do wzra-
stu prawdopodobienstwa rekombinacji (ro$nie warto$¢ catki (5.3)), co z kolei
prowadzi do wzrostu fotoluminescencji ze stanu podstawowego [96, 97].

Jesli mamy do czynienia z cylindrycznie symetrycznymi kropkami drugie-
go rodzaju o wysokich barierach potencjatu (np. z kropkami GaSh/GaAs [95]
lub z omawianymi kropkami InP/GaAs o promienich wiekszych od okoto
10 nm — poréwnaj rysunek 5.7), catka przekrywania funkeji radialnych (5.3)
jest bardzo mata (z uwagi na separacje przestrzenna nosnikow w strukturze
drugiego rodzaju) i, jak to przedstawia rysunek 6.5 (stan z [, = [, = 01
n. = np = 1), niewiele zmienia sie z polem magnetycznym w duzym za-
kresie wartosci pél. Decydujaca role odgrywa wiec catka po kacie (5.2), kto-
ra jest rowna zeru (w przypadku cylindrycznie symetrycznych kropek) jesli
L =1.+1, #0 (wzér (5.2), podrozdziat 5.4). Stad, jesli catkowity moment
pedu nie jest rowny zeru, stan podstawowy ekscytonu w cylindrycznie syme-
trycznej kropce nie ma wktadu do fotoluminescencji. Dlatego tez przeskoki
momentu pedu nosnika znajdujacego si¢ w pierscieniu, w cylindrycznie syme-
trycznej kropce, powinny manifestowaé sie przez wygaszanie piku w widmie
fotoluminescencji po przejsciu krytycznego pola magnetycznego, w ktérym
ten przeskok nastepuje. Efekt ten jest charakterystyczny tylko dla kropek
kwantowych drugiego rodzaju o symetrii cylindrycznej.

Dos$wiadczalna obserwacja oscylacji Aharonova-Bohma w widmie fotolu-
minescencji, jest mozliwa w przypadku kropek InP/GaAs dzieki ich ksztal-
towi. Sa one mianowicie nieco wydhuzone w jednym z kierunkow, przez co
nie posiadajg symetrii cylindrycznej i stan podstawowy, ktory dla rosngcego
pola magnetycznego ma coraz wyzszy moment pedu, jest aktywny optycznie.

Jak to zostalo opisane w podrozdziale 6.4 z dopasownia krzywych do
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Rysunek 6.5: Zaleznos¢ catki przekrywania I, od pola magnetycznego dla
stanu z [, = l;, = 0in., =n;, = 1. Stan ten jest stanem podstawowym dla
pol magnetycznych mniejszych od okoto 1T i wigkszych od 67T. Dla pol
w przedziale 1 — 67T stan podstawowy charakteryzuje si¢ wyzszym momen-
tem pedu, a co za tym idzie prawdopodobienstwo rekombinacji ekscytonu,
utworzonego na cylindrycznie symetrycznej kropce, spada do zera.

wynikow doswiadczalnych (widma fotoluminescencji), dla kropek InP/GaAs
w polu magnetycznym, zostal wyznaczony efektywny promien pierscienia,
w ktorym znajduje sie dziura. Promien ten réwny R, = 19,1 nm okazal sie
by¢ nieco wigkszy od promienia kropki zmierzonego doswiadczalnie, rownego
okolo R = 16 nm.

Obliczenia Hartree dla prostokatnych kropek o takim promieniu (podroz-
dzial 6.5) 1 wysokosci barier dla elektronu i dziury wynoszacych odpowied-
nio V, = —130meV i V, = 110 meV, daly oscylacje w widmie fotolumine-
scencji, z ktorych wyznaczonony zostal efektywny promien dziury wynoszacy
a = 25, 7nm. Wigksza wartos¢ tego promienia, uzyskana na drodze teoretycz-
nej, moze sugerowaé przyjecie w naszym modelu niedoktadnych przesunieé
energetycznych, heterostruktury powstatej z potaczenia InP i GaAs, badz tez
fakt, ze kropki InP/GaAs moga charakteryzowac¢ sie ksztaltem, znaczaco od-
biegajacym od prostokatnej studni, ktéry pozwolitby funkcji falowej dziury
na wnikniecie blizej centrum kropki.

Poza wyznaczeniem efektywnego promienia Rj autorzy pracy [39] wy-
znaczyli przesuniecie energii ekscytonu w polu magnetycznym. Dla kropek
InP/GaAs, jak wynika z rysunku 6.1(c), wzrost pola magnetycznego od 0T
do 12T powoduje przesuniecie piku fotoluminescencji o 4,5 meV w kierunku
wyzszych energii (obliczenia Hartree dla kropki prostokatnej daja przesunie-
cie piku wynoszace okoto 4 meV) przy jednoczesnym wzroscie natezenia piku
o okoto 50% [89].
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6.7 Podsumowanie

W niniejszym rozdziale omowilismy wptyw na widmo fotoluminescencji
kropek kwantowych drugiego rodzaju prostopadtego do ich ptaszczyzny pola
magnetycznego. Pokazalisémy, ze rachunki Hartree prowadza do przeskokow
momentu pedu stanu podstawowego ekscytonu w gaussowskich i prostokat-
nych kropkach i zwigzanych z nimi oscylacji Aharonova-Bohma. Nasze wy-
niki dla kropek prostokatnych poréwnaliémy z wynikami doswiadczalnymi
dla kropek z InP/GaAs. Na drodze teoretycznej otrzymalismy nieco wiekszy
rozmiar promienia kropek od zmierzonego do$wiadczalnie, czego przyczyn
dopatrujemy sie w niedoktadnych danych zwigzanych z przesunieciami ener-
getycznymi w strukturze InP/GaAs, badZ tez w przyjetym prostokatnym
ksztatcie kropki.

WyznaczyliSmy rowniez krytyczna wartos¢ pola magnetycznego, przy kto-
rej nosnik, ktéry pod nieobecnos¢ pola znajduje sie¢ w pierscieniu dookota
kropki, przechodzi do centrum kropki. Jak pokazalidémy, z przejsciem tym,
powinien wigzac sie duzy wzrost natezenia w widmie fotoluminescencji krop-
ki kwantowej drugiego rodzaju.



Rozdziat 7

Ekscyton w kropce kwantowej
drugiego rodzaju w bocznym
polu elektrycznym

Jednym ze zjawisk charakterystycznych dla kropek kwantowych, jest prze-
suniecie ku czerwieni energii ekscytonu pod wpltywem pola elektrycznego —
tzw. kwantowy efekt Starka (ang. quantum confined Stark effect). Energia
ekscytonu zwykle maleje z kwadratem pola elektrycznego, co wpltywa na
zmniejszenie czestodci wysytanego i pochtanianego przez kropke swiatta. Po-
nadto pole elektryczne przesuwa nosniki tadunku w przeciwne strony, a tym
samym indukuje moment dipolowy ekscytonu. Funkcje falowe rozsunietych
w polu czastek przekrywaja sie w mniejszym stopniu i spodziewaé si¢ mozna
spadku wydajnosci rekombinacji ekscytonu [99].

Whplyw statego zewnetrznego pola elektrycznego, na sferycznie symetrycz-
ne kropki kwantowe, opisany zostal m.in. w pracach [100, 101]. Grupa Jans-
sensa [102] zbadala teoretycznie efekt Starka w prostopadtym do ptaszczyzny
kropki stalym polu elektrycznym dla ekscytonéw w poprzecznych kropkach
kwantowych pierwszego i drugiego rodzaju, a takze w podwojnych kropkach
kwantowych obu rodzajoéw ustawionych jedna nad druga (ang. vertically co-
upled quantum dots). Otrzymana przez te grupe zalezno$é energii ekscyto-
nu od przytozonego pola elektrycznego jest kwadratowa tylko dla kropek
pierwszego rodzaju. Dla kropek drugiego rodzaju zalezno$é ta jest niemalze
liniowa.

Kropkami w bocznym polu elektrycznym zajmowata sie grupa Jacaka,
ktora analizowata efekty zwiazane z bocznym polem elektrycznym w ptaskiej
kropce o potencjale parabolicznym [103], grupa Hellera [101], ktéra badata
eksperymentalnie wptyw bocznego pola elektrycznego na stany ekscytonowe
w ,naturalnej” kropce kwantowej (tj. kropce utworzonej na skutek fluktuacji
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grubosci studni kwantowej — poréwnaj podrozdziat 1.1) oraz grupa Yaki-
mova [105], ktéra zbadata eksperymentalnie efekt Starka w kropkach kwan-
towych drugiego rodzaju utworzonych z Ge/Si. Gaussowskie kropki drugiego
rodzaju w silnym bocznym polu elektrycznym byty tematem pracy [106].

W niniejszym rozdziale przeanalizujemy wplyw statego, jednorodnego
bocznego pola elektrycznego, na stan podstawowy ekscytonu w gaussowskiej
kropce kwantowej drugiego rodzaju. Do opisu ekscytonu w kropce uzyjemy
przyblizenia Hartree i formalizmu masy efektywnej z podrozdziatow 3.1 1 3.3.
Natomiast do wyznaczenia jednoczastkowych energii Hartree z réwnan (3.3)
i(3.4), a takze funkcji falowych Hartree elektronu i dziury, uzyjemy metody
wariacyjne;.

Poniewaz wtaczenie bocznego pola elektrycznego powoduje powstanie po-
tencjatu, ktory umozliwia czastkom ucieczke do nieskonczonosci, zagadnienie
ekscytonu w kropce kwantowej, w polu elektrycznym, nie jest zagadnieniem
stacjonarnym. Niemniej jednak, jesli czas czas zycia ekscytonu jest dostatecz-
nie dhugi, zagadnienie mozna potraktowacé jako kwazistacjonarne i postuzy¢
sie stacjonarnym réwnaniem Schrodingera

W kropce kwantowej drugiego rodzaju uwzglednienie mozliwosci ucieczki
jednej z czastek do nieskonczonosci jest szczegdlnie istotne, w poréwnaniu do
kropek pierwszego rodzaju, poniewaz jeden z no$nikéw tadunku (np. dziura)
jest przez kropke odpychany, a jego wigzanie w ekscytonie wywotane jest
tylko przycigganiem kulombowskim nosnika o przeciwnym znaku tadunku
elektrycznego (elektronu). Zjawisko ucieczki czastki (tunelowania przez ba-
riere potencjatu) bedzie tematem podrozdziatu 7.4.

7.1 Stale pole elektryczne

Po przytozeniu statego zewnetrznego pola elektrycznego E energia czastki
o fadunku ¢ zmieni sie o gp(r), gdzie p(r) jest potencjatem elektrostatycznym
tego pola. Poniewaz E = —V ¢, dla statego i jednorodnego pola elektrycznego
mamy (r) = —E-r. Zatem nowy, pochodzacy od pola elektrycznego wyraz,
ktory musimy uwzgledni¢ w hamiltonianach czastek (3.5) i (3.6), ma postaé

gdzie, z uwagi na znaki tadunkéw elektrycznych nosnikéw, minus odnosi sie
do dziury, a plus do elektronu. Jesli nowy czton wstawimy do potencjatow
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Hartree (3.7) i (3.8) beda one mialty postaé

U(r) =V,(r,) + qE 1o — ¢ /Wh(rh)‘ dry, (7.2)

dmeey J |re — 1y

UG

dmeeq J |ro — 1y

Up(ry) =Vi(rn) — gE - 1) — r.. (7.3)

podczas, gdy same wzory (3.5) i (3.6) nie ulegna zmianie.

7.2 Opis i rachunki Hartree

W zerowym rzedzie rachunku Hartree znika czton opisujacy oddziatywa-
nie elektron-dziura i dla elektronu znajdujacego sie w gaussowskiej kropce
kwantowej potencjat (7.2) przyjmuje postaé

2
U, (r.) = —Vpexp (_Pe> +q¢E -r,. (7.4)

Dla duzych kropek, dla ktérych funkcja falowa elektronu jest zlokalizowa-
na w srodku kropki, tak ze p?/L? < 1, mozemy rozwina¢ funkcje wyktadnicza

W szereg
2 2
exp(—ié) zl—&+...

i, uwzgledniajac tylko dwa pierwsze wyrazy tego rozwiniecia, zapisaé poten-
cjat Hartree elektronu jako

q2 L2

U, (r.) = fg (re +10)° = Vo — o E?, (7.5)
gdzie
qL?

= —E. 7.6
I'o 2, (7.6)

Dla takiego potencjalu mozemy zamodelowaé¢ funkcje falowa w postaci
e (re) = Agexp —ﬁ—z (ro + r0)2 , (7.7)

206

gdzie (3, to parametr wariacyjny, stata normalizacji

_ VB
Vo

Ae (7.8)
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a wielkosdci \g 1 wy dane sa wzorami (1.3) i (1.2).

Wyznaczymy teraz zaleznosé¢ parametru (3, minimalizujacego energie elek-
tronu od bocznego pola elektrycznego oraz od rozmiaru kropki gaussowskiej,
ktéry w naszym modelu kontrolowany jest za pomoca parametru « (zobacz
podrozdzial 1.4).

Energia elektronu dana jest przez

[viHar,, (7.9)

gdzie
1 W g U 7.10
He= gy, ¥ U (7.10)

potencjal U, dany jest wzorem (7.4), a funkcja falowa elektronu wzorem (7.7).
Rachunek wariacyjny (dodatek B.1) prowadzi do zaleznosci energii od para-
metru J, w postaci (B.2). Sam parametr (., wyznaczany z warunku (B.3),
przyjmuje postaé¢ (B.4) dla 0 < o < 1 (przypadek duzych i $rednich kropek).

Majac dana funkcje falowa elektronu (7.7), mozemy wyliczy¢ catke obecna
we wzorze (7.3) na potencjal Hartree dziury. W tym przypadku mozna ja
wyliczy¢ analitycznie. Wynosi ona

2
el S

re — 1| © o _2)\%

(r, + 1"0)2] Iy [26;% (r, + 1‘0)2] ;

gdzie Iy to funkcja Bessela zerowego rzedu. Potencjal Hartree dziury przy-
biera teraz postac

2 2V¢
Un(ry) =Voexp <—§};> - 7201‘0 “Th

2
@ V7l 8. , 4 2
dmeeg Ao P [_2)\(2) (x5 + o) ] o [2)\(2) (rp, +10)°|,

a przejscie do uktadu odniesienia, w ktérego centrum znajduje sie elektron,
r, = Iy + ro, pozwala zapisa¢ powyzszy wzér w nowej formie

2
r, —r 2V 2V,
Z/{h(rh) :‘/0 exp l—w‘| — 7201'0 - Ty + T;pg
(7.11)
¢ VT oxp [~ e 2\ 1 (e 2
dmeey Ao DY IV

gdzie opusciliémy znak prim przy wspotrzednych dziury.
Potencjat ten, dla wartosci parametrow a = 0,4, hwy = 5meV, e = 12 i
pola elektrycznego skierowanego w strone ujemnych x-6w, tj. E = (—E,0,0),
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e, AN
A0 1

Rysunek 7.1: Potencjal Hartree dziury dla czterech wartosci bocznego pola
elektrycznego. Wartosci parametrow uzyte w obliczeniach to a = 0, 4, hwy =
5meVie = 12, a wektor pola elektrycznego zwrdcony jest w strone ujemnych
X-OW.

zilustowany zostal na rysunku 7.1. W zerowym polu elektrycznym posiada on
symetri¢ kotowa, ktora w dobrym przyblizeniu zachowana jest do wartosci
pola ~ 1kV/m. Dla pola elektrycznego 5 i 10kV/m minimum potencjatu
znajduje sie juz tylko po jednej stronie kropki kwantowej. Minimum to znika
caltkowicie w polu o wartosci okoto 14kV /m.

Dla potencjatu danego wzorem (7.11) postulujemy wariacyjna funkcje
falowa w postaci

Un(rn) = Anpnexp l—f;%(ph - pm)Q] exp (—g cos soh> : (7.12)

gdzie (B, oraz v to parametry wariacyjne, p,, to odlegtoSc minimum poten-
cjatu od érodka uktadu wspoétrzednych dla ¢, = 7 (minimum to przestaje
istnie¢ dla pewnej wartosci pola elektrycznego). Stata normalizacji

= {28 wm e s viearoo] )L ow
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exp[-(y/2)cos ]

0 2 T 31/2 o

¢

Rysunek 7.2: Czeé¢ katowa funkcji falowej dziury dla kilku réznych wartosci
parametru wariacyjnego .

gdzie
¢= ﬁhiﬂ, (7.14)
0

a ® to funkcja btedu zdefiniowana w nastepujacy sposob

O(() = \/2% /0C e du.

Czesé katowa funkeji (7.12) przedstawiona zostata na rysunku 7.2 dla kilku
roznych wartosci parametru wariacyjnego . Cala funkcja falowa, powsta-
ta przez przemmnozenie tej czesci katowej przez przesuniety gaussian, jest z
dobrym przyblizeniem symetryczna tylko dla v < 1.

Podobnie jak w przypadku elektronu, znajdziemy zaleznos¢ energii dziury
od parametréw ), i v, a nastepnie wyznaczymy parametry [, oraz v, ktore
te energie minimalizuja (dodatek B.2).

Rysunek 7.3 przedstawia funkcje falowa dziury dla czterech wartosci bocz-
nego pola elektrycznego i parametréw kropki fiwg = 5meV, a = 0,4 ($rednia
kropka). Bez pola elektrycznego v = 0 i funkcja falowa dziury jest kotowo
symetryczna. W polu elektrycznym 1kV/m funkcja ta traci symetrie i dziura
w wickszej czesci znajduje si¢ po stronie nizszego potencjatu. W wigkszych
polach 5 — 10kV /m funkcja falowa dziury jest skoncentrowana tylko po jed-
nej stronie kropki. Dla wyzszych pdl elektrycznych (E > 14kV/m) minimum
potencjatu Hartree przestaje istnie¢ i dziura nie moze zosta¢ zwiazana.
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E=1kVim

<° ~
o s:c 0,1 s_'c
100 *\‘(\‘(\‘\
E= 5kV/m E=10kV/m_
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o1 & o1 §€

o

L
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=
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Rysunek 7.3: Funkcja falowa dziury dla czterech wartosci bocznego pola
elektrycznego. Wartosci parametréow uzyte w obliczeniach to a = 0,4, hwg =
S5meV, € = 12 i \g = 14nm, a wektor pola elektrycznego zwrdcony jest
w strone ujemnych x-6w. (Funkcja falowa na rysunku pomnozona zostata
przez stala, dla danej wielkosci kropki, dtugosé charakterystyczna A.)

W nastepnym kroku chcemy wyliczy¢ catke ze wzoru (7.2), przy czym
bedzie nas interesowat wynik tylko w niewielkim obszarze, w ktorym znajduje
sie elektron.

Korzystajac z dwoch pierwszych cztondéw rozwiniecia

1 _1+ I'h+
te—xal pn Ph

dla matych |r.| przyblizymy catke wystepujaca we wzorze (7.2) w nastepujacy
sposob

|tn ()| N/|¢h d +/|¢h I’h| Te - rh ), = 51+ S,. (7.15)

|re - rh| ph
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Podstawiajac funkcje falowa dziury otrzymujemy

S, :A}% /27r e~ Prd o, /Oo pie_ﬁh(Ph_Pm)z/A(Z)dph
’ \3 " (7.16)
- Aizﬂo(y)wg/g {26 + v/ (1+2¢%) 1+ 2(0)]}

gdzie ¢ dane jest wzorem (7.14). Nastepnie, rozpisujac iloczyn skalarny

T Tp = TeXh + Yelh = TePh COS Ph + YePp SN Pp,

dostajemy

Sy = A2 /°° ppe=Bnon=pm? /N s
0

2w

2
{xe/ cos ppe 1% Prhdyy, + ye/ sin gohe_wos‘phdgoh} )
0 0

Pierwsza caltka po kacie daje —27[i(7), natomiast druga jest réwna zeru.
Wryliczajac catke po p, dostajemy ostatecznie

2

Sy = — A2l (7);50’1 {7 + V¢l +2(Q)]} . (7.17)

Mozemy teraz zapisac

2

q / W}h(rh)|2

_47reeo lre — rp

dry, = gE4 - r. + Ac,,

gdzie, na podstawie wzoréw (7.15), (7.16) oraz (7.17), wielkosci Ae. i Eq4
Wynosza

CANT(O) 1.
Ae, = — 8;00@332 {20 + v (1+2¢%) 1+ 2(Q)]},
A2N2T .
E, :W [ 4 yRC[+ 0(O)]} %,

Tak wiec oddzialywanie z dziura zastepujemy, w duzej odlegtosci, w nie-
wielkim obszarze, ktéry zajmuje elektron, oddziatywaniem ze stalym polem
elektrycznym E; (plus przesuniecie energii Ae.). Przyblizenie to moze by¢
stosowane, tylko wtedy, kiedy dtugosé¢ charakterystyczna elektronu A\g/+v/Be
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Rysunek 7.4: Funkcja falowa dziury dla szesciu réznych wartosci bocznego
pola elektrycznego. Wartosci parametréw uzyte w obliczeniach to o = 0.1,
hwo = 5meV, € = 12.

jest duzo mniejsza od (pm — o/ \/E), czyli od odlegtosci minimum poten-
cjatu dziury pomniejszonej o dtugo$¢ charakterystyczna funkeji falowej dziu-
ry!. Warunek ten jest spetniony np. dla a = 0,1 i hwy = 5meV (i wszyst-
kich mniejszych « przy tej wartosci fuwyg). Dla takich wartosci parametréw
a oraz hwy funkcja falowa dziury zostata zilustrowana na rysunku 7.4. Jak
mozna tatwo zauwazy¢, dla duzych kropek, dla ktorych a < 0,1, nawet nie-
wielkie boczne pole elektryczne powoduje przesunigcie funkcji falowej dziury
catkowicie w strone nizszego potencjalu — dziura w duzej kropce drugie-

L Poniewaz funkcja falowa dziury jest gaussianem mnozonym przez p, écisle rzecz biorac
Xo/+/Br nie bedzie jej dtugodcia charakterystyczna. Unormowana funkcja o takiej posta-
ci bedzie jednak maleé szybciej w kierunku malejacych p, a jej maksimum przesunie sie
w strone wiekszych p, co dodatkowo poprawia dokladnos¢ w stosunku do naszego oszaco-
wania.
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Rysunek 7.5: (a) Stosunek wartosci pél elektrycznych Fy i E' w zaleznosci
od wartosci przytozonego pola E. (b) Zalezno$¢ wartosci pola E4 od wartosci
przytozonego pola elektrycznego E (Wkladka: zalezno$¢ parametru waria-
cyjnego v od wartosci przylozonego pola). Wartodci parametréw uzyte w
obliczeniach to a = 0.1, hwg = bmeV, € = 12.

go rodzaju jest wiec bardzo podatna na sterowanie bocznymi polami rzedu
utamka kV/m.

Poniewaz pole E; jest skierowane w przeciwng strone niz pole E =
(—F,0,0), a jego wartosé, w przypadku duzych kropek kwantowych (o = 0.1,
hwy = 5meV), przewyzsza warto$¢ pola elektrycznego E (rysunek 7.5),
elektron, w takiej kropce, zostanie przesuniety w strone ujemnych x-6w?.

Skoro wiemy juz, ze elektron przemiedci sie z centrum kropki w strone
dziury (strone ujemnych x-6w) mozemy wrocié¢ do zerowego rzedu rachun-
ku Hartree (gdzie pod nieobecno$é dziury, elektron byt przesuniety w strone
dodatnich x-6w) i przyja¢ funkcje falowa elektronu nieprzesunigta® — po-
zwoli nam to efektywniej (w takiej samej liczbie krokéw Hartree) wyznaczy¢
funkcje falowe i energie elektronu i dziury w zewnetrznym polu elektrycznym
w przypadku duzych kropek.

Po powtorzeniu obliczen z nieprzesunietg funkcja falowg elektronu w zero-
wym rzedzie rachunku Hartree, i funkcja dziury, mozemy wyznaczy¢ funkcje
falowg elektronu w pierwszym rzedzie.

2 Pole E; wyznaczylismy w miejscu przesunietym o ry od érodka kropki, ale przesu-
niecie to jest tak malte w przypadku duzych kropek kwantowych w stosunku do odlegtosci
pomiedzy elektronem i dziura, ze mozemy je pominaé¢ i poréwnywaé pola ,w centrum
kropki”. (Przesuniecie to, dla parametréw a = 0,1 i fiwy = 5meV, dla ktérych bedziemy
dalej wykonywa¢ obliczenia, wynosi ~ 0,08 nm dla najwickszego pola, dla ktérego istnieje
jeszcze minimum potencjalu dziury.)

3 W naszych obliczeniach (dodatek B.1) wystarczy potozyé ro = 0 w funkcji falo-
wej (7.7) 1 wszedzie tam, gdzie przesuniecie to pochodzi z catkowania tej funkcji.
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Poniewaz potencjal Hartree dla elektronu w pierwszym rzedzie, w ukta-
dzie zwigzanym z kropka kwantowa, bedzie mial w naszym przyblizeniu po-
stacé

U, (re) = —Vpexp <—€> +q(E+Ey) - r.+ Ae, (7.18)

dla funkeji falowej elektronu, uzywajac rozwiniecia (7.5), otrzymamy przesu-
niecie od $rodka kropki kwantowej

qL2
=— (E+E
r 20( + E,)

analogiczne do (7.6). Funkcje falowa elektronu postulujemy w postaci prze-
sunietego gaussianu

P1e (re) = Ajeexp [—26; (re + rl)ﬂ (7.19)
0

i powtarzamy procedure wariacyjna, z ktorej korzystaliSmy w zerowym rze-
dzie rachunku Hartree — wyznaczamy parametr wariacyjny ., ktéry mini-
malizuje energie elektronu, a nastepnie sama energie.

W nastepnym kroku mozemy w taki sam sposéb, jak w pierwszym rze-
dzie rachunku Hartree, wyznaczy¢ energie 9, i funkcje falows dziury, ktora
w uktadzie przesunietym o r; od $rodka kropki ma posta¢ (pomijamy primy)

Yon(rn) = Aoppp exp [_gjg(ﬂh — sz)zl exp (—W;h cos @h) (7.20)
0

ze stalg normalizacji Ay, analogiczna do (7.13).

Energie elektronu i dziury, w zaleznosci od bocznego pola elektrycznego,
przedstawione zostaly na rysunku 7.6. Energia elektronu 7.6(a) rosnie wraz z
przytozonym polem, ale wzrost ten jest bardzo niewielki. Dziura natomiast,
ze wzgledu na fakt, ze jest stabo zwigzana, jest bardzo podatna na przytozone
boczne pole elektryczne. Dla duzych kropek kwantowych parametr v bedacy
miarg asymetrii jej funkcji falowej, rosnie szybko juz w polu elektrycznym o
malym natezeniu, co ilustruje rysunek 7.5(b), i dziura znajduje sie catkowicie
po stronie nizszego potencjatu pola. Energia dziury 7.6(b) zmienia sie wiec
znacznie szybciej niz energia elektronu, przez co jej wkitad do zmiany energii
ekscytonu bedzie dominujacy.
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Rysunek 7.6: Energia elektronu w pierwszym rzedzie rachunku Hartree (a)
oraz energia dziury w drugim rzedzie rachunku Hartree (b) w zaleznosci od
natezenia zewnetrznego, bocznego pola elektrycznego. Parametry kropki to

a=0,1 (wtedy L = 63nm), hwg = bmeV i e = 12.

7.3 Energia ekscytonu

W celu wyznaczenia energii ekscytonu w przyblizeniu Hartree (3.9) mu-
simy jeszcze policzy¢ oddzialtywanie kulombowskie

2 2 2
Vo =— q /W}le (re) [ [¥on (r2) dr.dry,. (7.21)
4reeg

[re — 14

Robimy to w nastepujacy sposob. Najpierw liczymy catke po wspétrzednych
dziury rj korzystajac z przyblizenia wprowadzonego w tym podrozdziale,
a nastepnie liczymy catke po wspotrzednych elektronu w taki sam sposéb
jak w przypadku cztonu Az ze wzoru (B.1) na energie elektronu (zobacz
dodatek B.1).

Te sama energie otrzymujemy jako sktadnik energii dziury ey, (czlon z
catka Hartree odpowiedzialny za oddziatlywanie z elektronem) i jako energie
oddziatywania kulombowskiego — w przyblizeniu Hartree we wzorze na ener-
gie ekscytonu (3.9) dwa razy liczymy energie kulombowska (raz dla elektronu
i drugi raz dla dziury) dlatego, o czym byla mowa w podrozdzale 3.3, musimy
ja na koncu odja¢, zeby otrzymac energie ekscytonu. Z tego powodu wktad
od cztonu opisujacego oddziatywanie dziury z elektronem do energii ekscy-
tonu (jako cze$¢ eq5,) znosi sie z odejmowana energia kulombowska. Niemniej
jednak energia eqp, r6zni si¢ od energii €, ze wzgledu na zmiang parametrow
wariacyjnych (51 .

Rysunek 7.7 przedstawia zaleznosé energii oddziatywania kulombowskie-
go (a) oraz energie ekscytonu (b) od bocznego, zewnetrznego pola elektrycz-
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Rysunek 7.7: (a) Energia oddziatywania kulombowskiego elektronu i dziury
w zaleznosci od natezenia pola elektrycznego. (b) Niemalze liniowa zaleznos$é
energii ekscytonu od wartosci bocznego pola. Parametry kropki to o = 0,1
(wtedy L = 63nm), hwy = 5meV i e = 12.

nego. Warto$¢ bezwzgledna energii oddzialywania maleje na skutek rozsepa-
rowania przez boczne pole elektryczne nosnikéw tadunku. Energia ekscytonu
natomiast maleje wraz z przytozonym polem tzn. jej wartos¢ staje sie coraz
bardziej ujemna.

Energia fotoluminescencji, czyli

Epp=E;+ E,

gdzie E, to energia przerwy energetycznej, a £/ < 0 to energia ekscytonu, be-
dzie wiec wraz ze wzrostem bocznego pola malata. Jej zaleznos¢ od pola nie
bedzie jednak kwadratowa, lecz, tak jak w przypadku kropek drugiego rodza-
ju w prostopadlym do plaszczyzny kropki polu elektrycznym [102], niemalze
liniowa.

Na koniec nalezaloby zwrdci¢ uwage na fakt, ze nawet bardzo stabe po-
le elektryczne powinno usuwaé z widma cylindrycznie symetrycznej kropki
kwantowej potencjalnie mozliwe do zaobserwowania piki zwigzane z omawia-
nymi w rozdziale 5 stanami metastabilnymi.

7.4 Tunelowanie

W dowolnie stabym polu elektrycznym istnieje prawdopodobienstwo, ze
dziura przejdzie przez bariere potencjatu i oddali sie do nieskonczonodci.

Analogiczna sytuacja ma miejsce dla elektronu, ale ze wzgledu na fakt, ze
rozpatrywana przez nas kropka drugiego rodzaju przycigga elektron, jedno-
czes$nie odpychajac dziure (ktéra jest zwiazana tylko przyciaganiem kulom-
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Rysunek 7.8: (a) Tunelowanie przez jednowymiarowg bariere potencjatu. (b)
Zalezno$¢ wspotezynnika tunelowania od wartosci bocznego pola elektryczne-
go (Wktadka: logarytm naturalny z R ze znakiem minus). Parametry kropki
toa=0,1 (wtedy L = 63nm), fuwy = 5meV i e = 12,

bowskim elektronu), bariera, ktéra musi pokonaé dziura jest o wiele mniejsza
od bariery dla elektronu.

Wykorzystamy teraz metode WKB do obliczenia prawdopodobienstwa
przejscia tunelowego dziury, w przyblizeniu jednowymiarowym — nasze roz-
wazania ograniczamy do przyblizenia jednowymiarowego ze wzgledu na fakt,
ze tunelowanie przez dwuwymiarowa bariere jest bardzo ztozonym zagadnie-
niem.

Poniewaz pole elektryczne zwrdcone jest w strone ujemnych x-6w bedzie-
my rozpatrywac przekrdj potencjatu Hartree dziury U, przez o$ x-6w. W ta-
kim przypadku potklasyczne oszacowanie daje prawdopodobienstwo ucieczki
dziury na jednostke czasu

R ~ exp (—2 /:2 \/2mh [Un(z) — ah]d:v) =e ', (7.22)

a znaczenie wielkosci xq, 5 ilustruje rysunek 7.8(a). Sredni czas zycia w tym
przyblizeniu wynosi 7 = 1/R.

Wspbtezynnik R, dla parametréw kropki o = 0,1 (wtedy L = 63nm),
hwy = 5meV, zostal przedstawiony na rysunku 7.8(b). Jak wida¢ przybiera
on juz stosunkowo duze wartosci, dla pol ~ 1,5kV/m i jest réwny jednosci
dla pdl nieco mniejszych od 2kV/m (minimum potencjalu Hartree dziury
przestaje istnie¢ dopiero dla pél ~ 2, 5kV /m).
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7.5 Indukowany moment dipolowy

Zmajdziemy teraz moment dipolowy ekscytonu indukowany przez boczne
pole elektryczne w kropce gaussowskiej drugiego rodzaju.

Poniewaz Srednia odlegtos¢é migdzy nosnikami d = (rj, — r.) = (rj,) — (re)
moze by¢ zapisana jako

d= [ on(on)Pendn, — [ (o) P redr.,

indukowany moment dipolowy réowny jest

p=gqd= q/ |7,Dh(rh)|2 r,dr;, — q/ |gZ)e(re)|2 r.dr,. (7.23)

Jako iz $rednia odlegtos¢ pomiedzy nosnikami tadunku rosnie wraz ze wzro-
stem wartosci przytozonego bocznego pola elektrycznego, rosnac bedzie takze
bezwzgledna warto$¢ momentu dipolowego stanu podstawowego ekscytonu.
Ze wzgledu na symetrie uktadu, w polu elektrycznym skierowanym w
kierunku x sktadowa y-owa wyrazenia (7.23) znika, a sktadowa x-owa wynosi

Pz = Q/ |@Z)(rh)|20h COs ()Ohdrh - Q/ W)(re)|2 Pe COS (pedre'

Obliczenia wykonamy w uktadzie zwiazanym z elektronem. Podstawiajac do
powyzszego wzoru funkcje falowa dziury, dang przez (7.20) i funkcje falowa
elektronu (7.19) (z r; = 0), dostajemy dla dziury catke analogiczna do catki
z elementu D3 w dodatku B.2, a calka po r., ze wzgledu na symetrie, da-
je zero. Ostatecznie wyrazenie na sktadowa x-owa indukowanego elementu
dipolowego ma postac

215
Pa = —W [g‘ (5+2¢%) e + ‘/j (3+12¢2 +4¢) (1 + @(())]
" (7.24)
gdzie ¢ dane jest za pomoca wzoru (7.14).

Zaleznosé sktadowej x-owej indukowanego momentu dipolowego p, sta-
nu podstawowego ekscytonu, od bocznego pola elektrycznego przedstawiona
zostata na rysunku 7.9. Na poczatku, dla bardzo matych poél elektrycznych,
warto$¢ bezwzgledna momentu dipolowego gwattownie rosnie. Jest to spo-
wodowane czutoscig funkcji falowej dziury na przytozone pole — parametr ~
w przypadku duzych kropek szybko rosnie i juz dla stosunkowo matych pol
przybiera duze wartosci. Dla pél wiekszych od okoto 0,2kV/m wzrost ten
zostaje zahamowany — funkcja falowa dziury praktycznie w catosci znajduje
sie po stronie nizszego potencjatu i dalszy wzrost parametru v nie wptywa juz
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Rysunek 7.9: Zalezno$¢ indukowanego momentu dipolowego p, (w jednost-
kach ¢ -nm, gdzie g to tadunek elementarny) stanu podstawowego ekscytonu
w kropce kwantowej drugiego rodzaju, od bocznego pola elektrycznego dla
parametréw kropki o = 0,1 (wtedy L = 63nm), fiwg = 5meV i e = 12.

w znaczgcym stopniu na rozseparowanie funkcji falowych elektronu i dziury.
Niewielki wzrost warto$ci bezwzglednej momentu dipolowego, jaki ma miej-
sce dla pél wiekszych od 0,2kV/m , jest spowodowany wzrostem odlegtosci
radialnej minimum potencjatu dziury p,, od punktu, w ktérym znajduje sie
srodek funkcji falowej elektronu.

7.6 Podsumowanie

Rozdzial ten zawiera analize wptywu bocznego pola elektrycznego na eks-
cyton zwigzany przez kropke kwantowa drugiego rodzaju. Energie i funkcje
falowe ekscytonu z uwagi na fakt, ze boczne pole elektryczne tamie symetrie
osiowa uktadu wyliczone zostaty w tym przypadku nie przy uzyciu metod nu-
merycznych, lecz przy uzyciu metod wariacyjnych. Nasze wyliczenia, ogra-
niczone do przypadku duzych kropek kwantowych, daja w wyniku energie
ekscytonu, ktora okazuje sie zaleze¢ niemalze liniowo od wartosci przytozo-
nego bocznego pola. Oprécz enegii ekscytonu i zwiazanych z nia wlasnosci
optycznych przeanalizowaliémy takze tunelowanie dziury z kropki, a takze
moment dipolowy ekscytonu indukowany przytozonym polem.

Jak sie okazalo, ze wzgledu na stabe wigzanie dziury w tych strukturach,
duze kropki kwantowe drugiego rodzaju sa szczegdlnie podatne na sterowa-
nie polem elektrycznym o niewielkich wartosciach, co czyni je potencjalnym
przedmiotem przysztych praktycznych zastosowan zwiazanych z nanotechno-
logia i optoelektronika.



Rozdziat 8

Ekscyton zwigzany przez
zjonizowany donor oddalony od
studni kwantowe]

8.1 Analogia do kropek kwantowych drugie-
go rodzaju

W rozdziale tym przeanalizujemy mozliwos¢ zwiazania ekscytonu przez
zjonizowany donor oddalony od dwuwymiarowej studni kwantowej, w ktorej
znajduja si¢ nosniki tadunku.

Zjonizowany donor oddalony od ptaszczyzny studni, analogicznie jak krop-
ka kwantowa drugiego rodzaju, przyciagga jeden rodzaj nosnikéw tadunku
(elektrony) i stanowi bariere dla drugiego rodzaju (dodatnio natadowanych
dziur) dlatego mozliwosé zwiazania ekscytonu przez jon DV tak jak w przy-
padku kropek kwantowych drugiego rodzaju, zwiazana jest z przyciaganiem
kulombowskim pomiedzy nosnikami. Ponadto donor oddalony od studni,
w przeciwienstwie do donora nieoddalonego, wytwarza potencjat, ktory w ptasz-
czyznie studni pozbawiony jest osobliwosci, a uktad pasm w potprzewodniku
zmodyfikowany jest w taki sam sposob jak w przypadku kropki kwantowej za-
dawanej polem elektrycznym — dla elektronu i dziury w ptaszczyznie studni
mamy potencjal posiadajgcy taki sam ksztalt, a roznigcy sie jedynie znakiem.
Co wiecej, dla pewnych wartosci odlegtosci donora od studni d, potencjal ten
bardzo przypomina studnie gaussowska, ktérej uzywalismy do modelowania
kropek kwantowych drugiego rodzaju. Z tego wzgledu spodziewamy sie, ze
tak jak w przypadku kropek gaussowskich, po zwiazaniu elektronu przez zjo-
nizowany donor, efektywny potencjal, jaki bedzie odczuwata dziura (ztozony
z potencjatu pochodzacego od donora i oddziatywania z elektronem), rowniez
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bedzie charakteryzowat si¢ ,pierscieniows” struktura, a no$niki tadunku beda
od siebie odseparowane. W zwigzku z tym mozna si¢ tez spodziewaé, ze cha-
rakterystyczne dla kropek drugiego rodzaju zjawiska takie jak np. oméwione
w podrozdziale 6.3 oscylacje Aharonova-Bohma, moga wystepowaé takze i
w tym uktadzie.

8.2 Istnienie stanéw zwigzanych na zjonizo-
wanym donorze

Jednym z najprostszych kompleksow jaki moze utworzy¢ siec w potprze-
wodniku na zjonizowanym donorze DT jest kompleks (D, X') w ktérym para
elektron-dziura, czyli ekscyton X, zostaje zwigzana przez jon D™ .

Mozliwo$é istnienia kompleksu (D%, X) zostata przewidziana przez Lam-
perta [107] w 1958 roku. Od tego czasu jego stabilnosé i energia wiagzania, jako
funkcja stosunku mas elektronu i dziury o = m./my, byta przedmiotem kilku
teoretycznych prac w potprzewodnikach 3D [108, 109] i w dwuwymiarowych
studniach kwantowych [109, 110].

W przypadku tréjwymiarowym, Stauffer i Stébé, uzywajac 55-wyrazowe;
funkcji typu Hylleraasa, otrzymali wynik, ktory wskazywal na to, ze kom-
pleks ekscytonowy jest stabilny dopdki o < Jggt = 0.365 [109]. Skettrup
ze wspotautorami, uzywajac bardziej ztozonych funkcji falowych, otrzymali
ograniczenie na krytyczna wartos¢ stosunku mas elektronu i dziury w po-
staci o), = 0.426 [108]. W przypadku dwuwymiarowym przekrycia pomie-
dzy funkcjami falowymi sktadnikéw kompleksu (DT, X) staja sie wieksze (ze
wzgledu na dodatkowe uwiezienie), a co za tym idzie rosnie energia wigza-
nia. W zwiazku z tym réwniez zwicksza si¢ stabilnos¢ w stosunku do struk-
tur trojwymiarowych. Dlatego mozna si¢ spodziewac, ze obserwacja zwiaza-
nych ekscytonéw bedzie tatwiejsza w przypadku dwuwymiarowych studni niz
w przypadku tréojwymiarowego potprzewodnika.

W przypadku dwuwymiarowej studni Stauffer and Stébé, uzywajac tej
samej metody, co w przypadku trojwymiarowym, uzyskali ograniczenie na
wartos¢ stosunku mas w postaci o35, = 0.88 [109]. Jednakze ostatnio, Ru-
an i Chang, uzywajac ,hipersferycznego rozwiniecia adiabatycznego” (ang.
hyperspherical adiabatic expansion approach), pokazali, ze kompleks (DT, X)
jest stabilny, w dwuwymiarowym przypadku, dla kazdej wartosci stosunku
mas efektywnych w przedziale 0 < o < 1, podczas gdy dla 1 < 0 < o0
ujemnie natadowany jon akceptorowy A~ moze zwigzaé ekscyton i kompleks
(A™, X) jest stabilny [110]. Xie i Gu uzywajac podobnego podejscia ana-
lizowali zalezno$¢ energii wiazania kompleksow (DT, X) i (A7, X) od sto-
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sunku mas o i sity potencjatu w parabolicznych, dwuwymiarowych krop-
kach kwantowych [111]. Dla skoniczonej grubosci studni Liu i wspétpracow-
nicy [112], uzywajac dwuparametrowej funkcji falowej, wyliczyli rachunkiem
wariacyjnym energie wiazania ekscytonu zwiazanego na zjonizowanym do-
norze, czyli kompleksu (D*, X), w studni GaAs/Al,Ga;_,As dla wartosci
gruboéci studni od 1 do 30nm, kiedy donor jest zlokalizowany w centrum
studni oraz na krawedzi studni. Ich teoretyczne rezultaty potwierdzity speku-
lacje Reynoldsa i wspotpracownikow oparte na eksperymentach ze studniami
GaAs/Al,Gay_,As [113], ze dodatkowe przejécie w widmie fotoluminescencji
jest zwiazane z energia wiazania kompleksu (D%, X') powstalego na domieszce
zlokalizowanej na krawedzi studni. da Cunha Lima z zespotem, w pracy [114],
przeprowdzili wariacyjny rachunek energii wigzania kompleksu (DT, X) dla
szerokiego zakresu wartosci grubosci studni kwantowej i pozycji domieszki
w studni, wlaczajac do rachunkéw mieszanie I'-X w studniach GaAs/AlAs.
Stébé ze wspolpracownikami [115] natomiast, zbadali metodami wariacyj-
nymi wplyw pola magnetycznego na energie wiazania (DT, X)) w studniach
GaAs/Al,Ga;_,As.

W tym rozdziale przeanalizujemy teoretycznie, w ramach przyblizenia
masy efektywnej i przyblizenia Hartree, mozliwo$¢ wigzania ekscytonu przez
zjonizowany donor oddalony od dwuwymiarowej studni kwantowej. Zbadamy
wplyw zmieniajacej sie odlegltosci pomiedzy ptaszczyzna studni kwantowej, a
zjonizowanym donorem DT, wplyw zewnetrznego, jednorodnego pola magne-
tycznego skierowanego prostopadle do ptaszczyzny studni, a takze stosunku
statych dielektrycznych materiatu studni i otaczajacego ja poétprzewodnika
na energie stanu podstawowego ekscytonu zwigzanego przez zjonizowany do-
nor. Przeanalizujemy rowniez zalezno$¢ energii wiazania od stosunku mas
efektywnych elektronu i dziury.

8.3 Model 1 metoda

W naszym modelu zaktadamy, ze zjonizowany donor znajduje sie w od-
legtosci d od kwazidwuwymiarowej studni kwantowej, w ktorej poruszaja si¢
elektron i dziura.

W plaszczyznie studni potencjatl pochodzacy od zjonizowanego donora,
oddalonego na odlegto$¢ d od studni, bedzie miat postaé (rysunek 8.1)

qg 1
9:(p;) = — L~
(i) 4meqeq |r|
lub 1
q
Ui(pi) (8.1)

" Aree /p$+d27
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QwW
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Rysunek 8.1: Zjonizowany donor (o tadunku +¢) oddalony od studni kwan-

towej (QW) na odlegto$¢ d. W plaszezyznie studni pokazany zostal tylko
elektron obdarzony tadunkiem —gq.

a wzOr na energie potencjalng no$nikéw tadunku przyjmie postac

Vilpi) = F - ! (8.2)

Amel€ /p?%—dz,

gdzie znak minus odpowiada elektronowi (i = e), a plus dziurze (i = h), p. i
P sa promieniami, odpowiednio elektronu i dziury w ptaszczyznie studni, a €;
jest stata dielektryczna materiatu otaczajacego studnie (materiatu bariery).

Zaktadamy, ze studnia kwantowa, w ktorej poruszaja sie elektron i dziura
charakteryzuje sie nieskoficzonymi barierami potencjatu.! W praktyce bariera
miedzy poiprzewodnikami studni musi byé¢ duzo wyzsza, niz maksymalna
warto$¢ potencjatu pochodzaca od donora — donor nie moze znajdowaé sie
za blisko studni (dla €; = 12,4 energia tadunku elementarnego ¢ w potencjale
donora oddalonego o d = 1nm wynosi 122meV, a wiec bariera na styku
péiprzewodnikéw musi by¢ znaczaco wigksza od tej wartosei).

Pole magnetyczne, jesli jest obecne, przytozone jest prostopadle do ptasz-
czyzny studni, tak, ze uktad zachowuje symetrie cylindryczng. Nasz model,
tak jak w przypadku kropek kwantowych, ograniczymy tylko do wspotrzed-
nych przestrzennych — spinowe stopnie swobody i zwigzane z nimi rozsz-
czepienie Zeemana (liniowe w stosunku do pola B) nie zostaly uwzglednione
w naszym opisie (dla GaAs, materiatu studni ktora postuzy nam za przyktad,
rozszezepienie to jest bardzo mate ~ 0,03 meV/T).

W bardziej realistycznym przypadku (skoficzone bariery potencjatu) nalezaloby wziaé
po uwage mozliwo$¢ tunelowania elektronu ze studni do zjonizowanego donora.
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Pomimo faktu, ze potencjal (8.1) zjonizowanego donora jest przyciagajacy
tylko dla elektronu (analogia z kropkami kwantowymi drugiego rodzaju),
jest w zasadzie mozliwe zwigzanie przez ten potencjal pary elektron-dziura
(ekscytonu) dzieki oddziatywaniu kulombowskiemu pomiedzy tymi dwiema
czastkami.

Aby znalezé w przyblizeniu Hartree energie ekscytonu zwigzanego przez
zjonizowany donor zaktadamy jego funkcje falowa w postaci iloczynu (3.2) i,
majac na uwadze fakt, ze energia potencjalna posiada symetrie kotowa, mo-
zemy zastosowa¢ do wyznaczenia energii metody rozwinicte w rozdziatach 6
i 4. Mianowicie jednoczastkowe energie Hartree i funkcje falowe sg wyzna-
czane w przyblizeniu masy efektywnej przez rozwigzywanie samouzgodnio-
nych rézniczkowo-catkowych réwnan Hartree (6.10) i (6.11) z potencjatami
Hartree (3.7) i (3.8), w ktorych z kolei V. i V}, dane sa wzorem (8.2) (dla
elektronu z minusem, dla dziury z plusem). Do numerycznego rozwiazywania
tego uktadu réwnan uzywamy algorytmu opisanego w rozdziale 4.

Po rozwigzaniu rownan Hartree energie ekscytonu otrzymujemy ze wzo-
ru (3.9), w ktérym energia oddzialywania kulombowskiego Vi dana jest wy-
razeniem (3.10).

Poniewaz we wzorze (8.2) €; oznacza stata dielektryczng materiatu barie-
ry w catkach Hartree uzyjemy oznaczenia €, na stata dielektryczna materiatu
studni. Jesli nie zaznaczono inaczej, parametry uzyte w obliczeniach odpo-
wiadaja studni GaAs tj. e = 12,4, m./my = 0,0665 i my,/mg = 0,3774, co
daje o = 0.176.

8.4 Rezultaty i dyskusja

Wyniki obliczen Hartree dla wymienionych powyzej stalych materiato-
wych oraz dla statej dielektrycznej bariery réwnej co do wartosci statej die-
lektrycznej studni €; = €5 = 12,4, przedstawione zostaty na rysunkach 8.2
i8.3(a).

Pierwszy z nich ilustruje potencjaty Hartree i funkcje falowe elektronu i
dziury, w zaleznosci od odlegltosci d donora od ptaszyzny studni kwantowej
(odlegtos$¢ d zmienia sie od 1nm do 20nm). Jak wida¢ dla matych odlegtosci
d potencjat Hartree dziury jest silnie odpychajacy i dziura znajduje si¢ z dala
od $rodka uktadu — w pierscieniu dookota osi symetrii. W miare jak odlegtos¢
d ros$nie odpychanie staje sie coraz stabsze i dla d wynoszacego okoto 6 nm
dziura ,przelewa sie¢” do centrum uktadu. Potencjat Hartree elektronu jest
caly czas przyciggajacy, ale jego minimum gtebokie dla matych d ze wzgledu
na bliskos¢ donora, staje sie stosunkowo ptytkie, kiedy odlegtosé¢ d wynosi
okoto 3nm. Dla odlegtosci d > 10nm potencjaty Hartree, a co za tym idzie
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Rysunek 8.2: Potencjaty Hartree dziury (a) i elektronu (b) iich funkcje falowe
(c)i(d) w zaleznosci od odlegtosci d donora od plaszczyzny studni kwantowej,
w ktérej znajduja sie nosniki. Parametry uzyte w obliczeniach to ¢ = €3 =
12,4 oraz 0 = 0, 176.

takze funkcje falowe obu no$nikéw, prawie przestaja sie zmienia¢, co Swiadczy
o malejacym wplywie donora na stan podstawowy ekscytonu.

Rysunek 8.3 przedstawia energie dziury, elektronu, ekscytonu, a takze
energie oddziatywania kulombowskiego pomiedzy elektronem a dziura, jako
funkcje odlegtoéci donora od plaszczyzny studni. Energia dziury dla matych
d poczatkowo maleje bardzo wolno, by po przekroczeniu granicy d ~ 5nm,
po ktérej dziura przechodzi z pierscienia do centrum uktadu, zaczaé¢ maleé
szybciej. Energia elektronu natomiast szybko rosnie wraz z oddalaniem do-
nora od ptaszczyzny studni, az do okoto d = 4nm, po czym zaczyna malec.
Spadek ten jest spowodowany przemieszczaniem sie dziury z pierécienia do
centrum uktadu — na skutek tego przemieszczenia oddziatywanie kulombow-
skie, rosnie, a co za tym idzie energia elektronu staje si¢ bardziej ujemna. Dla
d ~ 8nm energia ta znowu zaczyna rosna¢. Wzrost ten, dla d > 20 nm, jest
rownowazony jest przez spadek energii dziury, a poniewaz dla takich odle-
gtosci donora od ptaszczyzny studni energia oddziatywania kulombowskiego
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Rysunek 8.3: Energie Hartree elektronu (czerwony) i dziury (niebieski),
energia ekscytonu (czarny) oraz energia oddziatywania kulombowskiego po-
miedzy elektronem i dziura (zielony), w zaleznosci od odlegtoéci d dono-
ra od plaszczyzny studni kwantowej, dla parametréow o = 0,176 oraz (a)
€1 = €2 = 12,4, (b) €1 = 10,1 i €o = 12,4

jest juz praktycznie stala, energia ekscytonu nie zmienia si¢ i powinna od-
powiadaé energii swobodnego dwuwymiarowego ekscytonu. W tym miejscu
nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze (o czym byta juz mowa w podrozdziale 3.3)
w uktadzie oddziatywujacych czastek nie jest mozliwe jednoznaczne okre-
Slenie energii jednoczastkowych. Energia calego uktadu (ekscytonu) stanowi
jedyny bezposredni kontakt z eksperymentem zatem dalsza zmiana energii
jednoczastkowych (dla d > 20nm) moze by¢ nieistotna z fizycznego punktu
widzenia.

Rysunek 8.3(b) réwniez przedstawia energie Hartree elektronu i dziu-
ry, energie ekscytonu oraz energie oddziatywania kulombowskiego pomiedzy
elektronem i dziura, w zaleznosci od odlegtosci d donora od ptaszczyzny stud-
ni kwantowej, ale tym razem stata dielektryczna studni eo = 12, 4 jest wieksza
od statej dielektrycznej bariery — réwnej ¢, = 10,1) — w ktérej znajduje
si¢ donor. Najwazniejsza zmiang, w stosunku do energii przedstawionych na
rysunku (a), jest pojawienie sie stanu zwiazanego dziury dopiero dla d wy-
noszacego okoto 6 nm. Dla mniejszych odlegtosci d donora od ptaszczyzny
studni energia dziury ¢, jest dodatnia. Dalszy przebieg energii jest podobny
do tego z wykresu (a).

Z poréwnania rysunkéw 8.3(a) i 8.3(b) wywnioskowaé mozna, ze dla sta-
tej dielektrycznej bariery mniejszej od statej dielektrycznej studni ¢; < e
istnieje minimalna odlegto$¢ d,,;, na jaka trzeba odsuna¢ donor od ptasz-
czyzny studni kwantowej zeby pojawit sie stan zwigzany dziury, a co za tym
idzie zjonizowany donor zwiazal pare elektron-dziura. Zaleznos¢ tej odlegto-
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Rysunek 8.4: (a) Zalezno$¢ minimalnej odlegtosci d,n, na jaka odsunaé trze-
ba donor od ptaszczyzny studni, zeby pojawit sie stan zwigzany dziury, od
stosunku przenikalnosci dielektrycznych e;/e; przy ustalonym ey = 12, 4.
(b) Zaleznos¢ tej samej odlegtosci od €; dla trzech réznych wartosci €.

Sci od stosunku €; /ey, przy ustalonym e; = 12,4, przedstawiona zostata na
rysunku 8.4(a). Rysunek 8.4(b) przedstawia natomiast zalezno$é¢ odlegtosci
dmin od stalej dielektrycznej bariery €; dla trzech réznych wartosci statej
dielektrycznej studni es.

Jak mozna zauwazy¢ na rysunku 8.4 odlegtos¢ minimalna d,,;, staje si¢
rowna zeru zanim stata dielektryczna bariery osiggnie wartos¢ stalej dielek-
trycznej studni. Oznacza to, ze dla stosunku mas o = 0,176, dla ktoérego
wykonywane byly obliczenia, stan zwiazany istnieje dla d = 01 ¢ = €.
O czym byla mowa w podrozdziale 8.2, Ruan i wspétautorzy [110] pokazali,
uzywajac hipersferycznego rozwiniecia adiabatycznego”, ze stan zwigzany
kompleksu (DT, X) istnieje dla donora zlokalizowanego w dwuwymiarowe;
studni kwantowej (wtedy d = 01 ¢; = €3) dla 0 < o < 1. Przeanalizuje-
my teraz mozliwos¢ wigzania przez zjonizowany donor ekscytonu dla réznych
wartosci stosunku mas efektywnych elektronu i dziury o = m,./my, w ramach
rachunku Hartree. Poniewaz jednak w naszych obliczeniach nie mozemy po-
tozy¢ d = 0 zbadamy jak zmienia si¢ energia dziury wraz ze zmiang d, dla
wszystkich stosunkéw mas, szczegdlnie w przypadku kiedy odlegtosé ta jest
bardzo mata?.

Rysunek 8.5 ilustruje zaleznosé¢ energii dziury od stosunku mas efektyw-
nych o dla kilku réznych odlegtosci donora od ptaszezyzny studni kwantowej
(61 = €o = 12, m, = 0,0665 mg). Dla wszystkich rozpatrywanych odlegtosci
d energia ta jest ujemna i rosnie wraz ze stosunkiem mas o nie osiggajac ze-

2 Dla bardzo malych odlegloéci d w naszych obliczeniach na siatce krok s musi byé
znacznie mniejszy od tej odleglosci.



8.4. REZULTATY I DYSKUSJA 97

0,00

——d=0.5nm
-0,024 ——d=2nm

——d=4nm
-0,04 1
-0,06 1
-0,081
-0,10 T T T T

0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0
o (¢}

Rysunek 8.5: (a) Zaleznosé energii dziury od stosunku mas efektywnych elek-
tronu i dziury dla kilku réznych odleglosci donora od ptaszczyzny studni
kwantowej (€; = €5 = 12, m, = 0,0665my). (b) Ta sama zaleznos¢ dla po-
mniejszonego zakresu energii.

ra. Ponadto im wieksza odlegto$é d tym mniejsza (bardziej ujemna) energia
dziury, co pozostaje w zgodzie z wynikami przedstawionymi na rysunku 8.3
dla szczegblnej wartodci stosunku mas o = 0,176. Co wiecej, dla stosunku
mas 0 = 1 (przy €; = €) za pomoca naszych rachunkéw mozemy pokazaé, ze
stan zwiazany dziury (g, < 0), a co za tym idzie réwniez ekscytonu, istnieje
nawet dla bardzo maltych d.?

Po wtaczeniu pola megnetycznego skierowanego prostopadle do ptaszczy-
zny studni kwantowej, w ktorej poruszaja sie nosniki, funkcje falowe zaréwno
dziury jak i elektronu ulegaja Scisnieciu, za co odpowiedzialny jest czton lan-
dauowski we wzorach (6.10) i (6.11). Funkcje te, dla stanu podstawowego
ekscytonu (ne = n, = 1il, =1, = 0), a takze efektywne potencjaty Har-
tree elektronu i dziury w zaleznosci od pola magnetycznego, dla ustalonej
odlegltosci donora od ptaszczyzny studni, wynoszacej d = 1nm, zilustrowa-
ne zostaly na rysunku 8.6. Jak widaé¢, z czesci (c) tego rysunku, nawet dla
duzych wartosci pola magnetycznego maksimum funkcji falowej dziury pozo-
staje oddalone od poczatku uktadu wspotrzednych, — dziura nie przeskakuje
do centrum, tak jak w przypadku kropki kwantowej drugiego rodzaju (zaréw-
no gaussowskiej jak i prostokatnej). Dzieje sie tak poniewaz potencjal donora
oddalonego na niewielka odleglosé (tutaj d = 1 nm) jest zbyt wysoki dla ma-
tych p aby przycigganie kulombowskie elektronu mogto stanowi¢ dla niego
przeciwwage. Kiedy natomiast donor jest oddalony na odlegtosé d > 4nm
(rysunek 8.2c) drugie minimum dwudolinowego potencjalu przestaje istnie¢

3Dla bardzo matych d funkcja falowa dziury staje sie coraz bardziej rozpostarta prze-
strzennie — ogranicza nas wiec tutaj ztozonos$¢ obliczen numerycznych.
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Rysunek 8.6: Efektywne potencjaly Hartree dziury (a) i elektronu (b) i ich
funkcje falowe (¢) i (d) w zaleznosci od wartosci pola magnetycznego B skie-
rowanego prostopadle do ptaszczyzny studni kwantowej Odlegtos¢ donora od
studni w ktoérej znajduja sie nosniki wynosi d = 1nm, a parametry uzyte w
obliczeniach to €, = €5 = 12 oraz o = 0, 176.

i omawiany uktad przypomina prosta kropke pierwszego rodzaju. Stad tylko
dla niewielkich odlegtosci donora od ptaszczyzny studni kwantowej udaje sie
utrzymac nasza analogie z kropkami kwantowymi drugiego rodzaju.

W takim przypadku interesujacg wydaje sie by¢ kwestia, czy dla od-
powiednich odlegtosci donora od ptaszczyzny studni kwantowej dostaniemy
w wyniku, podobnie jak w kropkach gaussowskich drugiego rodzaju, oscyla-
cje Aharonova-Bohma, czy tez ksztalt potencjalu pochodzacego od donora
je uniemozliwi.

Poniewaz dla d > 4nm (& = 12, 4) maksimum funkcji dziury znajduje sie
w centrum uktadu, to oscylacji mozemy poszukiwaé jedynie dla d < 4 nm.

Rysunek 8.7 przedstawia zaleznos¢ dwoch najnizszych energii Hartree
dziury (a) oraz energii ekscytonu (b) od pola magnetycznego dla odlegto-
sci donora od ptaszczyzny studni d = 2,6 nm. Kolorem czarnym oznaczono
stan z [;, = 0, natomiast czerownym stan z [, = 1. Oba te stany sg stanami
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Rysunek 8.7: Zalezno$¢ dwoch najnizszych energii Hartree dziury (a) oraz
energii ekscytonu (b) od pola magnetycznego dla odlegtosci donora od plasz-
czyzny studni d = 2,6 nm. Kolorem czarnym oznaczono stan z [, = 0, na-
tomiast czerwonym stan z [, = 1 (dla obu z nich n, = n, = 1, [, = 0).
Oba te stany sa stanami zwigzanymi dla B = 0. Rysunek (a) przedstawia
dodatkowo (liniami przerywanymi) energie Hartree dla [, = 2 oraz [, = 3
— stany te bez pola magnetycznego nie sa stanami zwigzanymi. (Na rysun-
kach nie uwzgledniono stanéw z I, < 0.) Parametry uzyte w obliczeniach to
€1 =€ = 12,4 oraz 0 = 0, 176.

zwigzanymi dla B = 0. Stan podstawowy ekscytonu zmienia sw6j moment
pedu dla B ~ 4T. Jak pokazaliSmy w podrozdziale 6.6 wiaze si¢ to z wy-
gaszaniem w widmie fotoluminescencji (prawdopodobienstwo rekombinacji
ekscytonu drastycznie maleje). Dla wiekszych wartosci pola magnetycznego
~ 39T stan z [, = 0 na powrdt staje si¢ stanem podstawowym. Stany z
[, > 1 nie sa zwiazane bez pola magnetycznego poniewaz dla tych stanéw
ep, > 0 (zaleznosé energii Hartree dziury od pola magnetycznego dla dwoch
sposréd nich przedstawiona jest na rysunku 8.7a liniami przerywanymi). Po-
nadto energie tych stanow nie przecinaja si¢ z energiami stanéw z nizszymi
momentami pedu dziury.

Dla wigkszych wartosci odlegtoéci donora od studni (d > 3nm) linie
przedstawiajace zaleznosci od pola magnetycznego dwoch najnizszych sta-
now energii (z [, = 011, = 1) przestaja sie przecina¢ i uktad zaczyna
przypomina¢ kropke kwantowa pierwszego rodzaju, coraz wiecej stanéw z
wyzszymi momentami pedu staje sie zwigzana bez pola magnetycznego, a
wplyw donora na ekscyton w studni maleje.
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8.5 Podsumowanie

W rozdziale tym rozwazaliSmy mozliwos¢ zwigzania ekscytonu przez zjo-
nizowany donor oddalony od ptaszczyzny studni kwantowej, w ktorej znajdu-
ja sie nosniki tadunku. Jak sie okazato, dla réwnych statych dielektrycznych
materiatu bariery i studni zjonizowany donor jest w stanie zwigzac ekscyton
dla dowolnego stosunku mas (0 < o < 1) nawet dla bardzo matych odlegtosci
donora od plaszczyzny studni (ograniczeniem byla tu tylko ztozono$é obli-
czen numerycznych), co wiecej, dla statej dielektrycznej materialu bariery
mniejszej od stalej dielektrycznej materiatu studni, warunkiem niezbednym
aby ekscyton mogt zosta¢ zwigzany przez zjonizowany donor jest przesunie-
cie tego ostatniego na pewna minimalng odlegtosé. Zaleznosé tej krytycznej
odleglosci od statej dielektrycznej bariery zostala przez nas wyznaczona dla
kilku réznych wartosci statej dielektrycznej studni. Ponadto dla réznych od-
legtosci donora od ptaszczyzny studni dla ktorych stan zwigzany ekscytonu
istniat wyliczyliémy energie zwiazanego ekscytonu.

Ze wzgledu na podobienstwo potencjatu oddalonego od studni kwantowej
donora do potencjatu kropki kwantowej drugiego rodzaju (w szczegélnosci
kropki zadawanej polem elektrycznym) spodziewali$émy sie, ze dla pewnych
wartosci odlegtosci donora od ptaszczyzny studni, analogicznie jak w przy-
padku kropek kwantowych drugiego rodzaju, bedziemy mieli do czynienia z
oscylacjami Aharonova-Bohma w widmie fotoluminescencji. Jednakze ksztatt
potencjalu pochodzacego od donora powoduje, ze nawet dla matych odlegto-
sci d donora od ptaszczyzny studni, dla ktérych jeden z nosnikow tadunku
(dziura) znajduje sie w pierscieniu dookota osi symetrii uktadu, oscylacje te
badz nie wystepuja, badz mamy do czynienia tylko z niewielkg liczba prze-
skokéw momentu pedu stanu podstawowego uktadu.



Podsumowanie

Przedmiotem rozprawy byta dyskusja nad wtasno$ciami optycznymi kro-
pek kwantowych drugiego rodzaju czyli kropek, ktore przyciagaja tylko jeden
rodzaj nosnikow tadunku, stanowigc bariere dla drugiego. Pomimo tego, jak
to zostalo zaprezentowane w ramach formalizmu masy efektywnej, kropka
taka moze zwiaza¢ ekscyton, czyli pare elektron-dziura.

Do wyznaczenia stanéw ekscytonu postuzyto nam znane z fizyki atomowe;j
przyblizenie Hartree. Jego zastosowanie do opisu kropek kwantowych jest
konsekwencja ich podobienstwa do naturalnych atomow.

Do rozwiazywania uktadu réownan Hartree dla ekscytonu, zwiazanego
przez kotowo symetryczny potencjal dwuwymiarowej kropki kwantowej, po-
stuzyt nam schemat obliczeniowy opracowany w rozdziale 4. Pozwolil on
wyznaczy¢ stany tej czastki w gaussowskich i prostokatnych kropkach kwan-
towych drugiego rodzaju, ktorych opis w zaleznosci od parametréow kontrolu-
jacych rozmiar tych struktur podany zostat w rozdziale 5. Jak zostato w nim
pokazane bardzo charakterystyczng cechg kropek drugiego rodzaju, jest za-
lezno$é energii wigzania ekscytonu, a co za tym idzie rowniez energii fotolu-
minescencji od romiaréw kropki. Dla duzych kropek energia wiazania stanu
podstawowego ekscytonu (a takze, w mniejszym stopniu, energie wyzszych
stan6w) maleje wraz z malejacym rozmiarem kropki, zeby po przekrocze-
niu pewnego krytycznego rozmiaru kropki gwaltownie wzrosnac¢. Dzieje sie
tak poniewaz dla odpowiednio malych kropek bariera jaks tworzy kropka
dla jednego rodzaju nosnika tadunku (w naszym przypadku byta to dziura)
staje sie na tyle mata, ze moze on przej$¢ do srodka kropki. Pocigga to za
soba gwaltowny wzrost energii oddzialywania kulombowskiego, a co za tym
idzie wzrost energii wiazania ekscytonu. Konsekwencja tego powinien by¢
gwattowny spadek energii fotoluminescencji (réwnej sumie energii ekscytonu
i energii przerwy wzbronionej).

7 przejsciem dziury do centrum kropki wigze sie rowniez gwattowny wzrost
prawdopodobienstwa rekombinacji ekscytonu. Prawdopodobienstwo to dla
odpowiednio duzych kropek jest bardzo niewielkie, natomiast dla kropek o
niewielkich rozmiarach jest zblizone do analogicznego prawdopodobienstwa
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dla kropek pierwszego rodzaju, gdzie funkcje falowe elektronu i dziury prze-
krywaja sie w znacznym stopniu. Dlatego tez mozna sie spodziewaé niewiel-
kiego natezenia pikow fotoluminescencji duzych kropek kwantowych drugiego
rodzaju (niezaleznie od ich ksztaltu), co czyni je trudniejszym obiektem ob-
serwacji niz kropki pierwszego rodzaju.

Podsumowujac, ewolucja piku w widmie fotoluminescencji zwigzanego z
rekombinacjg ekscytonu ze stanu podstawowego, wraz z rozmiarem kropki
kwantowej (drugiego rodzaju) powinna przebiega¢ nastepujaco. Pik ten wraz
ze zmniejszaniem si¢ kropki powinien przesuwac si¢ w strone wyzszych ener-
gii, po czym, po przekroczeniu krytycznego rozmiaru kropki, powinien prze-
sunaé sie w strone nizszych energii (przy jednoczesnym wzroscie natezenia),
a potem kontynuowac trend wzrostowy sprzed skoku.

Rozdzial 5 zawiera rowniez dyskusje i opis wyzszych stanéow wzbudzo-
nych w kropkach drugiego rodzaju. Ich wptyw na widmo fotoluminescencji
jest podyktowany przez reguty wyboru, z ktorych wynika, ze dla struktur o
symetrii cylindrycznej promienista rekombinacja ekscytonu jest mozliwa tyl-
ko dla stanéw z L = [, 4+ [, = 0. Dodatkowo ze wzgledu na fakt, ze w takich
strukturach wewnatrzpasmowe przejscia dipolowe sg zablokowane dla stanéw
o zerowym momencie pedu czastki (dla elektronu sa to przejscia pomiedzy
stanami z [, = 0 i réznymi ny, a dla dziury — pomiedzy stanami z [, = 0
i réznymi ny) w widmie fotoluminescencji moga pojawié¢ sie piki zwiazane z
rekombinacjg ekscytonu ze stanéw o wyzszych wartosciach liczb n. i n, przy
ustalonych liczbach [, =01, = 0.

Opisana struktura widma jest konsekwencja symetrii cylindrycznej —
w przypadku jej braku element dipolowy przejscia wewnatrzpasmowego nie
znika i czastki znajdujace sie w stanach z n, > 11iny; > 1 moga przechodzi¢ do
stanéw o nizszych wartosciach tych liczb kwantowych. W takim przypadku
rowniez przejscia miedzypasmowe nie musza spetniaé¢ reguty wyboru L = 0
i co za tym idzie rekombinacja promienista ekscytonu ze stanéw o wyzszych
momentach pedu (elektronu badz dziury) moze decydowaé o ksztalcie widma
fotoluminescencji kropki.

Charakterystyczna zalezno$¢ energii wyzszych stanéw od rozmiaru kropki
kwantowej, zarowno tych z [, = [, = 0, jak i stanéw z wyzszymi momentami
pedu, opisana w rozdziale 5 moze pozwoli¢ na rozroéznienie z ktérymi z tych
dwdbch rodzajow przejs¢ mamy do czynienia, a co za tym idzie, rozstrzygnie-
cie, czy badana kropka posiada symetrie cylindryczna.

W rozdziale 6 oméwilismy wpltyw na widmo fotoluminescencji kropek
kwantowych drugiego rodzaju prostopadtego do ptaszczyzny kropki, pola
magnetycznego. PokazaliSmy, ze rachunki Hartree prowadza do przeskokow
momentu pedu stanu podstawowego ekscytonu i zwigzanych z nimi oscylacji
Aharonova-Bohma. Nasze wyniki dla kropek prostokatnych poréwnalismy z
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wynikami do$wiadczalnymi dla kropek z InP/GaAs, przy czym na drodze
teoretycznej otrzymaliSsmy nieco wiekszy rozmiar promienia kropek od zmie-
rzonego doswiadczalnie, czego przyczyn dopatrujemy sie w niedokadnych da-
nych zwiazanych z przesunieciami energetycznymi w strukturze InP/GaAs,
badz tez w przyjetym ksztatcie kropki.

Dodatkowo dla dwdch rodzajéw kropek (gaussowskiej i prostokatnej) o
okreslonych rozmiarach wyznaczyliémy krytyczng wartosé pola magnetyczne-
go, przy ktoérej nosnik, ktéry pod nieobecnosé pola znajduje sie w pierscieniu
dookota kropki, przechodzi do centrum kropki. Jak pokazalismy, z przejsciem
tym, (tak jak w przypadku ewolucji widma z rozmiarem) powinien wiazaé¢
sie duzy wzrost natezenia w widmie fotoluminescencji.

Rozdziat 7 zawiera analize wptywu bocznego pola elektrycznego na eks-
cyton zwiazany przez kropke kwantowa drugiego rodzaju. Energie i funkcje
falowe ekscytonu wyliczamy w tym przypadku przy uzyciu metod wariacyj-
nych (z uwagi na fakt, ze boczne pole elektryczne tamie symetrie osiows ukta-
du). Wyznaczamy kolejno zaleznosci energii Hartree elektronu, energii Har-
tree dziury oraz energii oddziatywania kulombowskiego i energii ekscytonu
od wartosci przytozonego pola. Nasze wyliczenia, ograniczone do przypadku
duzych kropek kwantowych, daja w wyniku energie ekscytonu, ktora okazuje
sie zaleze¢ niemalze liniowo od wartosci przytozonego bocznego pola Oprocz
enegii ekscytonu i zwigzanych z nig wtasnosci optycznych dyskutowane sa
rowniez tunelowanie dziury z kropki, a takze moment dipolowy ekscytonu
indukowany przytozonym polem.

Jak to zostato pokazane w dwoch oméwionych powyzej rozdziatach du-
ze kropki kwantowe drugiego rodzaju sa szczegoélnie podatne na sterowanie
polami o niewielkich wartosciach, co czyni je obiecujacym obiektem badan i
potencjalnym przedmiotem przysztych praktycznych zastosowan zwigzanych
z nanotechnologia i optoelektronika.

Ostatni rozdziat niniejszej rozprawy po$wiccony jest ekscytonowi wiaza-
nemu w studni kwantowej przez zjonizowany donor oddalony od jej ptasz-
czyzny. Potencjal zjonizowanego donora oddalonego od studni kwantowej
jest bardzo podobny do potencjatu kropki kwantowej drugiego rodzaju za-
dawanej polem elektrycznym — jest przyciggajacy dla nosnikow tadunku
tylko jednego rodzaju, a ponadto jest pozbawiony osobliwosci. Z tego wzgle-
du spodziewalidémy sie réwniez podobienstw w widmie fotolumiescencji obu
uktadow.

Poniewaz jednak nie dla wszystkich wartosci odlegtosci donora od ptasz-
czyzny studni, stosunku statych dielektrycznych materiatu studni i bariery,
oraz stosunku mas elektronu i dziury oddalony donor moze zwigza¢ ekscyton
w studni — z tego wzgledu zbadaliSmy najpierw dla jakich wartosci tych pa-
rametréw bedzie istnial stan zwigzany. Jak si¢ okazato, dla rownych statych
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dielektrycznych materiatu bariery i studni zjonizowany donor jest w stanie
zwiazaé ekscyton dla dowolnego stosunku mas (0 < ¢ < 1) nawet dla bar-
dzo maltych odlegtosci donora od ptaszezyzny studni (ograniczeniem byta tu
tylko ztozonos$é obliczen numerycznych), co wiecej, dla statej dielektrycznej
materiatu bariery mniejszej od stalej dielektrycznej materiatu studni, wa-
runkiem niezbednym aby ekscyton mogt zostaé¢ zwigzany przez zjonizowany
donor jest przesuniecie tego ostatniego na pewng minimalng odlegtosé. Zalez-
nos$¢ tej krytycznej odleglosci od statej dielektrycznej bariery zostata przez
nas wyznaczona dla kilku réznych wartosci statej dielektrycznej studni. Po-
nadto dla réznych odlegtosci donora od ptaszczyzny studni dla ktorych stan
zwiazany ekscytonu istniat wyliczyliSmy energie zwigzanego ekscytonu.

Ze wzgledu na wspomniane wcze$niej podobienstwo potencjatu oddalo-
nego od studni kwantowej donora do potencjatu kropki kwantowej drugiego
rodzaju spodziewalismy sie, ze dla pewnych wartosci odlegtosci donora od
plaszczyzny studni, analogicznie jak w przypadku kropek kwantowych dru-
giego rodzaju, bedziemy mieli do czynienia z oscylacjami Aharonova-Bohma
w widmie fotoluminescencji. Jednakze charakterystyczny ksztalt potencjatu
pochodzacego od zjonizowanego donora powoduje, ze nawet dla niewielkich
odlegtosci donora od studni mamy do czynienia tylko z niewielka liczba prze-
skokéw momentu pedu stanu podstawowego uktadu.



Dodatek A

Calka Hartree

Jedli |¢(r)| posiada symetrie osiowa, wprowadzamy oznaczenie

_ 2
flp) = lo(r)|
i caltke Hartree mozemy zapisa¢ w nastepujacy sposob
f(p) | e 1
dr = / d dp.
/|r—r’| "= | VP2 + p? —2pp cosp #| Jelpdp

W calce po kacie znak minus pod pierwiastkiem zamieniamy na plus i zmie-
niamy granice catkowania
1

2/” d
0 Vp?+p?+2pp cosp

Jesli teraz uzyjemy zwigzku cos ¢ = 1 — sin?(p/2) otrzymamy

2 ™ 1
p+p /0 dpp’ o2 de.
Vi Gl (5)
lub po zamianie ¥ = /2
4 2 1
a S—)
p+pJo \/1—(pfpp,)2sm 9

Calka postaci

2 1
K(m):/Q—.Qdﬁ, (0<m<1)
0 V1—msin*d
nazywa si¢ zupeina calka eliptyczng pierwszego rodzaju w postaci Legen-
dre’a [76]. Korzystajac z tego przedstawienia mozemy zapisaé¢ catke Hartree

W postaci
flp) . ~4pf(p) 4pp'
/!r—r’|dr_/o p+p’K<(p+p’)2>d







Dodatek B

Wyznaczanie parametréow
wariacyjnych

B.1 Energia elektronu

Wyrazenie na energie elektronu otrzymamy wstawiajac hamiltonian (7.10)
do (7.9)

h2
= /wiv%e dr—%/|we|ze—ﬂ2/L2 dr+q/|¢e|2E-rdr

:A1+A2+A37

T (B.1)

i podstawiajac za 1. funkcje falowa dana przez (7.7).

Wyliczymy teraz poszczegéne sktadniki powyzszego wzoru. Pierwszy z
nich wynosi

o, 22 [ 02 0? 2 y2
— _ —(Be/2)(x+ro) /A5 [ 2 o 2| ,—(Be/2)(r+r0)7/A
A = A/e 0 0<8x2+0y2 e 0/ /%0 dr

— g AZ [t (5, 33) (24 (=B./AF) (r +70)°] dr

- 4 (=8:/22) [am (A2/26.) + (=0e/2) 2 (N3/267)]
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drugi natomiast jest rowny
Ay = —V, A2 /e—fi’e(rJrro)Q/ASe—pg/L2 dr
_ _%Age—,@epﬁ/Ag /OO o Bep? /3 p—p?/L? {/Qﬂ €(2Bepop/)\8)cowd4 dp
0 0
= 2o Az A (5,35 1/22) " exp | (8/80) (B %5+ 1/2) o).

W celu obliczenia trzeciego cztonu, cztonu Az, korzystajac z (7.6), rozpi-
sujemy

qE.r:E{(r—i—rof—pQ—pg}.

12
Wtedy
A -‘/0
3= ﬁ(Bl+BQ+B3),
gdzie

By =A? / e Pe(rtT0)*/Xg (r+rp)’dr

27 00 ,
= A2 /O dy' /0 ple PN dpt = A2/ B2,

— A Berd/N} /Oop o Ber?/3 {/% o(=2Bepop/X3) cos d(p} dp
0 0
= — 2w AZe /% /O ple= e X, (25epop/>\g> dp
= — A2 (1+ Bup} /D)
oraz, ze wzgledu na unormowanie funkcji falowej,
By = —p} [ luefde =

Zbierajac powyzsze trzy cztony razem dostajemy

Vo
A= o (Cnd2ia—1)
Korzystajac z (7.8), (1.3), (1.2) oraz (1.4) mozemy zapisaé energie elek-
tronu w postaci

g _ Be [P0\ Be ~ Bea/2 (po\?
hy 2 (A(,) a(a/2+ B.) expl a/2+ f. (Ao” B2
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Parametr . minimalizujacy powyzsza energie wyznaczamy z warunku

e
95, 0. (B.3)

Prowadzi on do zwigzku

-2 9 2 /2 2
1_(a+ﬁe> 1_5804/(00) exp _W(po> _o
2 &/2+ﬁe )\0 Oé/2+ﬁe )\0
Dla py = 0 dostajemy 5 = 1 — a/2. Dla py/Ag < 1 rozwijamy funkcje
wyktadnicza w szereg

v |- B (Y] == D ()

i bierzemy tylko dwa pierwsze czlony. Otrzymane w wyniku tego przyblizenia
rOwnanie ma cztery rozwigzania, z ktorych tylko dwa

8O = ; [_ (ad — 1) — \/(ad 1)’ —a(a— 2)] dla a € (0,1), (B.4)
1
2

8 — [— (a6 — 1) +/(ad -1 —a(a— 2)} dla o € (1,2)

2
gdzie § =1+ % (f\’—Z) , spetniaja warunek 3, > 0.

B.2 Energia dziury

Wyrazenie opisujace energie dziury otrzymamy wstawiajac funkcje falowa
dziury (7.12) do wzoru [4;Hpipdry. W wyrazeniu tym hamiltonian ma

postac
2

N h 9
Hh - _TWV +Mh(rh)7

a Uy, dane jest przez (7.11). Otrzymujemy wiec

h?
o= 5 [UiVHdr = Vy [ e ar
mp

2V,
+L;{P%/Wh‘zdr—/Wh’Qro'I‘dr} (B.5)
2
4 Vﬂﬁe 2 _ﬁe 2 & 2
Admeey Ao /|¢h| exp( 2/\%'0 fo 2/\%p dr

= Dy + Dy + D3 + Dy,
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Dziatamy laplasjanem we wspotrzednych biegunowych

210 ( 0\ 109
v “oop \"op) T P

na funkcje (7.12) i mnozymy wynik przez te sama funkcje, w wyniku czego
czton D, przybiera postaé

h? 2 o0 2712
D = — Ai)\o/ e cosy / e Prlp=pm)* /A5
m 0 0
142 cos ¢ + 7—2 sin? <'0> + 30 (pm> (p)2
2 4 )\0 )\O )‘0
pm\? <p>3 z(pm>(p)4 2(p>5
— ) =4l (=) =26/ (=)~ — | |dp pde.
+/8h lﬁh (A()) ‘| AO /gh )\0 )\0 +/8h AO p (p
Calkujemy po p 1 korzystajac z (7.14) otrzymujemy

R AN /W e—ms“”{ [ + VaC 1+ @(Q))] x
0

Dy =——
! th Sﬁh

{5 +2¢* — 2y cos p — y*sin? gp} — ecz}dga.

Po scatkowaniu po kacie dostajemy

 TRAZN

Dy = G [ R 000

[(5+2¢%) Io(v) + 7L (v)] - 6‘4210(7)}-

Obliczymy teraz czton Dsy. Rozpisujac
(r —10)” = p* + 5 — 2pop cos(Lr, o)

i biorac pod uwage fakt, ze wektor pola elektrycznego jest skierowany pod
katem 7 do osi x-6w, mamy cos(Zr,ry) = — cos ¢ i mozemy napisaé

Dy = — Vo Ale #8/7 x
/oo p?’e_p2/L2€_’6h(p_pm)2/>‘(2) |:/27r 67(7+2p0p/L2) cos dQD:| dp
0 0
Calkowanie po kacie prowadzi do

Dy = —277'%14%67[%/[/2 /0 p3e*p2/L2eiﬁh(p*pm)Q/’\gfo (7 + 2,00p/L2) dp.
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Korzystajac z « = 23/ L? przeksztalcamy argumenty funkcji wyktadniczych
Dy = — 27V A2e =08/ o=@/ 20 /X5 ¢

o0 2 /42 B.6
/0 pleBnslo=Epm)*/ X I (7 + 2p0p/L2) dp, (B.6)

gdzie & = By /(a/2 + (). Argument funkeji Bessela mozemy zapisaé v + g,
gdzie ¢ = a(po/No)(p/No). Korzystajac nastepnie z tego, ze ¢ < 1! mozemy
rozwingc funkcje Bessela w szereg wzgledem ¢

W+ =l + b+ g |0 - 20| @
K (B.7)

+ 617 l—lo(fy) + (i + ’y) 11(7)] ¢+ ...

i wstawi¢ wyrazy do trzeciego rzedu wlacznie do (B.6). Wreszcie po scatko-
waniu wzgledem p otrzymujemy

214 2 2
D,y :VOAh)\O exp (_Ozpo> exp (—ﬁhpm> X

867 2\ A2
<3‘ ihﬁ}) {fl(x) + \/j 2(x) [1+ @(x)] 6"2} :

gdzie

f1(x) =(4ho + 8hy) + (10hy + 33hs)x + (4ho + 18hy) x>
+ (4hy + 28h3) x> + 4hox* + 4hsX®,
f2(x) =(6hy + 15h3) + (12hg + 30hy)x + (241 + 90h3) x>
+ 8(ho + 5he) x> + (8hy + 60hs)x? + 8hax® + 8hsX®,

X:Lpﬂ
V5 +0n Ao’

hi = v'gi(7),
o Po

NeETen

natomiast g; to wspotezynniki przy ¢ w rozwinieciu (B.7).

UV =

! Dla érednich kropek o < 0,5 (hwg = 10 meV'; wigksze kropki, to mniejsze ), biorac
ponadto duza wartos$é pola np. E = 10kV/m mamy po/Ao ~ 0,01 (mniejsze pola, to
mniejsze wartosci po), a warto$¢, dla ktérej funkcja falowa dziury jest praktycznie réwna
zeru to okolo p/Ag &~ 10. Dostajemy wiec ¢maks = 0, 05.
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Ze wzgledu na unormowanie funkcji falowej trzeci czton we wzorze na
energie dziury przyjmuje postac

2V
Do= 224~ [l var}

gdzie r - rg = —ppp cos ¢ z uwagi na zwrot pola elektrycznego, wtedy

o) 27
/ |¢h|2r0 crdr = — Aipo/o p46_ﬁh(p_pm)2/’\g dp/0 e 7% cos pdyp
= 27‘(‘[1 (V)A}QLPO /0 p4e*ﬂh(p*PM)2/)‘g dp

Po scatkowaniu powyzszego wyrazenia i wstawieniu do wzoru na D3 mamy

_ 27‘/0 2{ _ mh(v) AR

D; = P
L2 252/2%

<(5+2) e
+ ‘f (3+12¢% +4¢*) (14 ®(¢)) } }

Ostatni sktadnik wzoru na energie dziury w naszym uktadzie zalezy od
kata ¢ tylko poprzez czton w funkcji falowej, mozemy wiec od razu scatkowac
go po kacie ¢ w wyniku czego otrzymamy

¢ VB

dmeeg Ao

27 lo(7) A2 / e Bnlp=pm)? X o =Ber® /22 [ (56 p2/2 Ag) dp.
0

D4I X

Wprowadzamy oznaczenie
_Bep
2 N2

i korzystamy z przyblizenia [70]

1
Vyexp(—y)lo(y) = by + bl;a

gdzie by = 0.39894228 oraz by = 0.0498222, ktérego doktadnosé dla y > 3,75
wynosi |€] < 0.003. Wycatkowanie tego przyblizonego wyrazenia z przesunie-
tym gaussianem prowadzi do btedu w obliczeniach catki, ktéry dla najmniej-
szych rozwazanych przez nas kropek kwantowych (hwy = 5meV, a = 0,4),
wynosi® 0,17% i maleje wraz z rosngcym rozmiarem kropki i przytozonym

2 Blad ten zostal wyliczony poréwnujac catke wyliczona przy uzyciu wymienionego
przyblizenia z caltka wyliczona numerycznie.
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polem elektrycznym.
Wracajac do zmiennej p otrzymujemy

¢ Vb

B dmeeg Ao

2)\2 3/2 o o 2 /\2 ﬁe ,02
27T[0(’Y>Ai ( ﬁ:) /0 e~ Pnlp=Pm)=/ g (1)02)\% + b1> dp,

co po scatkowaniu i uproszczeniach daje

VTG To(7) AR NG
D4 = — 3/2 X
V203,

{boge—<2 + [leg’: + by @ + <2>] V7 (14 ®(0)) }

Majac dane wszystkie sktadniki wzoru na energie dziury mozemy wy-
znaczy¢ parametry wariacyjne (3, oraz v minimalizujace energie dziury ey,.
Wyznaczamy je numerycznie szukajac minimum funkeji e, (5, 7).

D4: X
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