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WPLYW ZEWNETRZNYCH CZYNNIKOW RYZYKA
NA PRAWDOPODOBIENSTWO RUINY

W NIESKONCZONYM HORYZONCIE CZASOWYM
W WIELOKLASOWYM MODELU RYZYKA

Streszczenie: W pracy oméwiony zostat model ryzyka dla n klas ubezpieczen, w ktorych
procesy zliczajace szkody sa zaleznymi procesami Poissona. Zalezno$¢ pomigdzy procesami
zliczajacymi szkody jest wynikiem dziatania zewngtrznych czynnikow ryzyka na rézne
klasy ubezpieczen, takich jak klgski zywiolowe, ktéore moga powodowaé rdznego rodzaju
szkody. Model ten mozna przeksztalci¢ do klasycznego modelu ryzyka. Na wybranych
przyktadach numerycznych badany jest wplyw zewngtrznych czynnikow na prawdopodo-
bienistwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasowym w modelu ryzyka dla ustalonej
liczby klas ubezpieczen.

Stowa kluczowe: model Poissona, skorelowane sumy zagregowanych szkod, rozktad fazo-
wy, prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasowym.

1. Wstep

W pracy omoéwiono model ryzyka dla n klas ubezpieczen, w ktorych liczby
zglaszanych szkod zaleza od siebie oraz szkody pojawiaja si¢ zgodnie z procesem
Poissona [Ambagaspitiya 1998]. Zalezno$¢ pomiedzy liczba pojawiajacych sig
szkod jest wynikiem dziatania zewnetrznych czynnikow ryzyka, m.in. takich jak
kleski zywiolowe, ktore moga jednoczesnie powodowac szkody w réznych klasach
ubezpieczen [Guo i in. 2002; 2006]. Model ten mozna sprowadzi¢ do klasycznego
modelu ryzyka o takim samym rozktadzie [Ambagaspitiya 1998]. W klasycznym
modelu ryzyka istnieje wiele metod wyznaczania i aproksymacji prawdopodobien-
stwa ruiny [Ostasiewicz 2000; Otto 2004; Otto 2004; Rolski i in. 1998; Ronka-
-Chmielowiec 2000]. Praca ma na celu zbadanie wpltywu zewngtrznych czynnikow
ryzyka na prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasowym
w wieloklasowym modelu ryzyka, co jest przedstawione na wybranych przykta-
dach numerycznych. Analiz¢ zaleznosci przeprowadzono w dwuklasowym i czte-
roklasowym modelu ryzyka przy zatozeniu wyktadniczych rozktadow szkod.
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Na poczatku omoéwimy model ryzyka dla n klas ubezpieczen [Ambagaspitiya

1998]. Niech {X,|  bedzie ciagiem kolejnych niezaleznych wielkosci szkéd
i S je

w i-tej klasie ubezpieczen o jednakowych rozktadach z funkcja gestosci f X; > funk-

cja tworzaca momenty M X, oraz srednia u X, - Ponadto wielkosci szkod z dowol-

nej klasy ubezpieczen sa niezalezne od wielkosci szkod z kazdej innej klasy ubez-
pieczen. Wielkos¢ szkdd zagregowanych do momentu ¢ wiacznie w i-tej klasie
ubezpieczen zapisujemy jako:

N (@)

S0 =Y X;, (D
i=1

gdzie {Nl.(t)}tzo jest procesem zliczajacym szkody w klasie i (i =1, 2,...,n). Niech
{Ni(t)}zzo bedzie jednorodnym procesem Poissona dla kazdego i (i=1,2,...,n).
Ponadto niech wszystkie procesy zliczajace szkody beda niezalezne od wielko$ci
pojawiajacych si¢ szkod. Oznaczmy N = [Nl Ny ... N, n]T. Zalozmy, ze elementy
N zwiazane sa ze soba w nastgpujacy sposob:

N=AM, (2)

gdzie elementy M; wektora kolumnowego M =[M j]kxl sa niezaleznymi
Jjednorodnymi procesami Poissona z intensywnoSciami A ;. Elementy macierzy
A= [aij]nxk moga przyjmowacé wartosci zero lub jeden, poniewaz w przeciwnym
razie procesy zliczajace szkody N; nie bylyby jednorodnymi procesami Poissona.
Kazdy proces M jest procesem zliczajacym szkody, zwiazanym z dziataniem

réznych czynnikéw ryzyka. Sume zagregowanych szkdéd do chwili ¢ wlacznie z n
klas ubezpieczen zapisujemy jako:

S =Y 8;0). (3)
i=l1

Proces ryzyka dla n klas ubezpieczen definiujemy w nastgpujacy sposob:
Rt)=u+ct-S@), 4)

gdzie u jest kapitalem poczatkowym, a ¢ jest intensywnoscia naptywu sktadki taka,
ze ct jest zgromadzonym dochodem ze sktadki do chwili ¢ wiacznie z n klas ubez-
pieczen. Proces ryzyka w chwili # w uproszczeniu mozna interpretowac jako stan
portfela dla »n klas ubezpieczen w chwili ¢. Przez ruing bgdziemy rozumie¢
przyjgcie przez proces R(f) po raz pierwszy wartosci mniejszej od zera. Zaktadamy,
ze ¢ jest dodatnia stala wartoscia. Ponadto, aby zapewni¢ wyptacalnos¢ ubez-
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pieczyciela (tj. aby z prawdopodobienstwem réwnym jeden nie nastgpita ruina
w skonczonym czasie), o stalej ¢ bedziemy zakladac, ze jest warto$cia wigksza od
warto$ci oczekiwanej sumy zagregowanych roszczen z n klas ubezpieczen w jedne;j
jednostce czasu. Model ryzyka (4) dla jednej klasy ubezpieczen nazywamy kla-
sycznym modelem ryzyka.

W celu zdefiniowania prawdopodobienstwa ruiny, wprowadzimy najpierw
pojecie momentu ruiny w nastepujacy sposob:

r=inf {t>0: R(t) < 0} .

Woweczas prawdopodobienstwo ruiny w nieskonczonym horyzoncie czasowym
definiujemy nastgpujaco:

¥ (u) = P(7 <o|R(0)=u)=P(R(1) <0 dla pewnego > 0|R(0)=u), u>0 (5)

2. Przeksztalcenie wieloklasowego modelu ryzyka
do klasycznego modelu ryzyka

Korzystajac z postaci (2) wektora kolumnowego N, mozna pokazaé, ze suma
zagregowanych roszczen z n klas ubezpieczen do chwili ¢ wiacznie ma taki sam
rozklad jak suma zagregowanych roszczen z jednej klasy ubezpieczen do chwili ¢
wlacznie [Ambagaspitiya 1998]. W tym celu wyznaczymy funkcje tworzaca
momenty dla sumy zagregowanych szkod w n klasach ubezpieczen w dowolne;j
ustalonej chwili # [Ambagaspitiya 1998]. Najpierw zdefiniujmy funkcje tworzaca
momenty dla wektora kolumnowego N jako:

M (z)= E[ﬁexp(]\/izi)} = E[CXp(NT z)] ,

i=l1
gdzie z= [zl Zy ... Zn]T. Stosujac posta¢ (2) wektora kolumnowego N, otrzymujemy:
M (z)= E[exp(NT AT z)] .

Nastepnie korzystajac z niezaleznosci elementéw wektora kolumnowego M,
dostajemy:

k n
M (z) =Hm[[2aﬁzjj,
i=1 j=1

gdzie m; jest funkcja tworzaca momenty i-tego elementu wektora kolumnowego M.

Poniewaz i-ty element wektora kolumnowego M w ustalonej chwili czasu ¢ ma
rozktad Poissona z parametrem A;¢ oraz funkcjg tworzaca momenty postaci:
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m,(z) = exp(At(exp(z)—1)), wige funkcj¢ tworzaca momenty dla wektora kolum-

nowego N mozna zapisa¢ w postaci:

MN(z)explZiﬂit{exp[iaﬁzi}—IH. (6)

Nastepnie wyprowadzmy funkcje tworzaca momenty dla S = [Sl Sy ... Sn]T

Nﬂ |

Poniewaz wielkosci szkod sa niezalezne od siebie, otrzymujemy:

M(z)= E{ﬁ[MXI (z)]" } _

i=1

=M, (log(MX1 (zl)),log(MX2 (zz)),...,log(MXn (z”)))

ktoéra definiujemy w nastgpujacy sposob:

My(z)= E{H exp(S,z, )} = El:E{li[exp(Sizi)

(7)

Wyznaczymy teraz funkcje tworzaca momenty dla S (por. wzor (3)):

M(z)= E{exp(zzn:Siﬂ :E{ﬁexp(zSi )} =My(z1),

i=1

gdzie 1 jest n-elementowym wektorem kolumnowym zwierajacym tylko wartosci
réwne jeden. Korzystajac z koncowej postaci w (7) funkcji tworzacej momenty dla S,
dostajemy:

M (z) =M, (log(MXI (2)).log(M . (2)).....log(M (z))). (8)

Stosujac posta¢ (6) funkcji tworzacej momenty dla wektora kolumnowego N,
otrzymujemy nastgpujaca postac funkcji tworzacej momenty dla S:

M(z)= exp{z Ait[li[(MX, (z))”” - 1}} . 9)

i=1 j=1

Z postaci (9) funkcji tworzacej momenty dla S mozna wywnioskowac, ze
rozktad sumy zagregowanych szkod S z n klas ubezpieczen do dowolnej ustalone;j
chwili ¢ wlacznie jest taki jak rozklad sumy zagregowanych szkoéd do chwili ¢
wlacznie w klasycznym modelu ryzyka, w ktérym proces zliczajacy szkody jest
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k

procesem Poissona N(f) z intensywno$cig A = Z/ll- , a wielkosci szkod maja roz-
i=1

ktad nastepujacej postaci:

R “(a “(a *(a
Fe@) = DA (L0 L £ ), (10)

gdzie: f;fa‘”) jest a; splotem gestosci f X, oraz f ;(0) =1.

W przypadku, gdy wielkosci szkdd w klasycznym modelu ryzyka maja ciagly
rozktad fazowy, wowczas mozna wyznaczy¢ doktadne prawdopodobienstwo ruiny
[Rolski i in. 1998]. Zatézmy, ze wielkos$ci szkdd w klasycznym modelu ryzyka
maja ciagly rozkltad fazowy PH(a, B), tj. maja gestos¢ postaci: f(¢)=

T T . .
=aexp(tB)(—Be ) , gdzie e=[11 ... l]lxl’ a=[a, @ .. @] jest wektorem
wierszowym o nieujemnych elementach takich, ze o +a, +...+ a; =1. Ponadto
B= [b,-j]l ; jest nieosobliwa macierza taka, ze wszystkie elementy lezace poza jej

X

gtéwna przekatna sa nieujemne, wszystkie elementy na glownej przekatnej sa
niedodatnie, ponadto sumy elementow w kazdym wierszu sa niedodatnie i chociaz
w jednym wierszu suma elementéw jest ujemna. Wéowczas prawdopodobienstwo
ruiny zdefiniowane w (5) w zaleznosci od kapitatu poczatkowego u zadane jest
funkcja postaci (por. [Rolski i in. 1998]):

¥ (u) = po* exp(u(B+praS))eT, (11)

w ktorej o' =-u"'aB™, p:—’u , gdzie u jest warto$cia oczekiwana wielkos$ci
c

szkody oraz A jest intensywnoscia w procesie zliczajacym szkody.

3. Oddzialywanie zewne¢trznych czynnikow ryzyka
w dwuklasowym modelu ryzyka

Przeprowadzimy analiz¢ wpltywu zewngtrznych czynnikoéw ryzyka na prawdopo-
dobienstwo ruiny w modelu ryzyka dla dwoch klas ubezpieczen, zakladajac wy-
ktadnicze rozktady szkod.

Na poczatku wprowadzmy model ryzyka dla dwoch klas ubezpieczen, na ktore
dziataja zewngtrzne czynniki ryzyka. Niech w kazdej osobno klasie ubezpieczen
powodowane beda szkody przez czynniki ryzyka wlasciwe tylko dla danej klasy
ubezpieczen. W i-tej klasie ubezpieczen czynniki ryzyka wlasciwe tylko dla tej kla-
sy powoduja pojawianie si¢ szkod zgodnie z procesem Poissona M; o intensywno-
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sci A; (i=1,2). Ponadto na obie klasy ubezpieczen dziataja zewngtrzne czynniki
ryzyka wspolne dla obu klas, ktore powoduja pojawianie si¢ dodatkowo szkod
w jednej i drugiej klasie zgodnie z procesem Poissona M3 o intensywnosci A3.
Zatem w pierwsze] klasie ubezpieczen proces zliczajacy szkody jest procesem
Poissona postaci N = M;+ M3 z intensywnoscia A+ A3, a w drugiej klasie
ubezpieczen jest procesem Poissona postaci N, = M, + M3 z intensywnoscia

N
Ay + A3. Wektor kolumnowy N = [N]

} mozna zapisa¢ nastgpujaco:
2

M
N_AL+M3_1 0 1 Ml i 10 1.t A
= = 2 |» 84Z1C 01 1 jest macierza _[a’j]zw

M,+ M, 0 11
M3
Ml
oraz | M, | jest wektorem kolumnowym M=[M j]3 | We wzorze (2). Proces
X
M3

ryzyka (4) przyjmuje postac:

My(0)+ M3(1) My (0)+ M3 (0)
RW)=u+ct— Y X;;+ Y Xp;,
j=1 j=1

ktéra mozna sprowadzi¢ do nastepujacego klasycznego procesu ryzyka:

N(z)
R(t)y=u+ct—- ) X;, (12)

Jj=1
w ktorym proces zliczajacy szkody N(¥) jest procesem Poissona z intensywnoscia
A=A1+ 4, + 3. Ponadto X; w modelu (12) to wielkosci szkod niezalezne od

siebie oraz od N(f), ktére maja ten sam rozklad o ggstosci (10) przyjmujace;
nastg¢pujaca postac:

_l \ y) Hay) | pH(ar) _i & i .

Lo == A S 1) () =T f (0 + 22 [, )+ 2 (S, S ) ()5
A3 A A A

gdzie f x, to gestos¢ rozktadu wielkosci szkdd w i-tej klasie ubezpieczen (i = 1, 2).

Przy zatozeniu, ze wielkosci szkod w i-tej klasie ubezpieczen maja rozktad

wyktadniczy z parametrem f;, tj. fy (x)=1,,(x)5, exp(—,Bl.x) dla i=1,2,

funkcj¢ ggstosci mozna sprowadzi¢ do nastgpujacej postaci:
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Sr(x)= il(o,oo) (x) B, exp(—f,x) + ﬁl(o,m) (x) B, exp(=f3,x) +

- +% : (ﬂzﬁjﬂl 1., (X) 5, exp(= 5, x) + ﬁl(om)(x)ﬁz eXp(_'Bzx)] )

Gestos¢ (13) jest gestoscia rozktadu fazowego, poniewaz rodzina rozktadow
wyktadniczych nalezy do rodziny rozktadéw fazowych, splot dwoch rozktadow fa-
zowych jest nadal rozktadem fazowym oraz mieszanka wypukta rozktadéw fazo-
wych jest rowniez rozktadem fazowym [Rolski 1998]. Ze wzoru (11) mozna wy-
znaczy¢ doktadne prawdopodobienstwo ruiny we wprowadzonym modelu ryzyka.

Na wybranych przykladach numerycznych sprawdzimy wptyw zewngtrznych
czynnikow ryzyka na prawdopodobienstwo ruiny we wprowadzonym dwuklaso-
wym modelu ryzyka. Przyjmijmy, ze f; =0,5, 8, =2 oraz ¢ =4,75.

Przypadek 1. Niech 1; =05, 4, =1,5 oraz A5 =1. Wowczas ggstos¢ wiel-
kosci szkod (13) upraszcza sig do postaci:

Sy (x)=0,6111-1_,,(x)0,5 exp(—O,Sx) +0,3889-1,_,,(x)2 exp(—2x) ,

ktora jest gestoscia rozktadu fazowego PH(al, B) z parametrami o =[0,6111 0,3889]

oraz B ={ 0 } . Nastepnie wyznaczajac ze wzoru (11) prawdopodobienstwo
ruiny w zaleznosci od kapitatu poczatkowego u, otrzymujemy nastgpujaca funkcje:
¥, (u) = 0,0083exp(—1,8103u) + 0,8865exp(—0,0581u). (14)

Przypadek 2. Niech 4;,=1, 4, =21 43 =0,5. Zauwazmy, ze intensywnosci
pojawiania si¢ szkdd w obu klasach sa nadal takie same, tj. w pierwszej klasie
intensywnosci wynosi 4 + A3 =1,5, a w drugiej klasie wynosi A, + 413 =2,5, ale
zmniejszyta si¢ sita dzialania zewnetrznych czynnikéw ryzyka na obie klasy.
Wyznaczajac gestosc (13), otrzymujemy funkceje:

L () = 04762 10, o0 ()0,5exp(~0,5x) +0,5238 1 o) (x)2exp(~20),

ktora jest ggstoscia rozkladu fazowego PH(o, B) z parametrami o =[0,4762 0,5238]

-0,5 0 . . . .
oraz B ={ 0 } . Wowecezas prawdopodobienstwo ruiny w zaleznosci od kapi-
talu poczatkowego u wyznaczone za pomoca wzoru (11) przyjmuje posta¢ funkcji:

¥ (1) = 0,0135exp(—1,7013u) + 0,8812 exp(—0,0619u) . (15)

Wyznaczmy teraz prawdopodobienstwo ruiny w modelu ryzyka dla dwoch klas
ubezpieczen, na ktore nie dziataja zewngtrzne czynniki ryzyka. Zatézmy, ze
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wielkosci szkod w kazdej klasie maja nadal takie same rozktady wyktadnicze, t;.
w pierwszej klasie maja rozktad wykladniczy z parametrem £; =0.5, a w drugiej
maja rozktad wyktadniczy z parametrem S, =2. Poniewaz na obie klasy ubezpie-
czen nie maja wplywu zewnetrzne czynniki ryzyka, dlatego w pierwszej klasie ry-
zyka proces zliczajacy szkody jest procesem Poissona postaci Ny = M, z inten-
sywnoscia A oraz w drugiej klasie ryzyka proces zliczajacy szkody jest procesem
Poissona postaci N, = M, z intensywnoscig 4, . Np nie zalezy od N,.

Przypadek 3. Niech 4;=15, 1, =25, tzn. intensywno$ci naptywu szkod
w poszczeg6lnych klasach ubezpieczen sa takie same jak w przypadkach 1 i 2.
Przyjety dwuklasowy model ryzyka, w ktérym nie ma oddzialywania zewngtrz-
nych czynnikoéw ryzyka na poszczegolne klasy ubezpieczen, mozna sprowadzi¢ do
klasycznego modelu ryzyka z procesem zliczajacym szkody bedacym procesem
Poissona N(?) z intensywnoscia A = A{ + A, oraz niezaleznymi wielko$ciami szkod
o rozkladzie z funkcja gestosci (10) przyjmujaca postac:

Sx (x) =0,375-1, ) (x)0,5exp(=0,5x) +0,625-1(¢ o) (x)2exp(—2x),
ktora jest gestoscia rozktadu fazowego PH(a, B) z parametrami a=[0,375 0,625]

-0,5 0 I . . .
oraz B =[ 0 2] Przyjmijmy dalej, ze ¢=4,75. Prawdopodobienstwa ruiny

w zaleznosci od kapitalu poczatkowego u wyznaczone za pomoca (11) mozna zapi-
sa¢ w postaci funkcji:

¥ (1) = 0,0193exp(—1,5918u) + 0,8754 exp(~0,066111). (16)

Rys. 1. Wykresy funkcji prawdopodobienstwa ruiny (14), (15), (16)

Zroédto: opracowanie wlasne.
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Na rysunku 1 przedstawiono wykresy funkcji prawdopodobienstw ruiny (14),
(15) 1 (16) w zalezno$ci od kapitatu poczatkowego u. Mozna zauwazy¢, ze dla
dowolnie ustalonej dodatniej wartosci kapitatu poczatkowego u wartos¢ prawdopo-
dobienstwa ruiny wzrasta w miar¢ zwigkszania si¢ wptywu zewnetrznych czyn-
nikow ryzyka na obie klasy ubezpieczen.

4. Oddzialywanie zewnetrznych czynnikow ryzyka
w czteroklasowym modelu ryzyka

Przeprowadzimy teraz analiz¢ wplywu zewngtrznych czynnikdéw ryzyka na praw-
dopodobienstwo ruiny w modelu ryzyka dla czterech klas ubezpieczen przy zato-
zeniu wyktadniczych rozktadow szkod.

Na poczatku wprowadzmy model ryzyka dla czterech klas ubezpieczen, na kto-
re dziataja zewnetrzne czynniki ryzyka. Niech w kazdej klasie ubezpieczen powo-
dowane sa szkody przez czynniki ryzyka wiasciwe tylko dla danej klasy ubezpie-
czen. W i-tej klasie ubezpieczen czynniki ryzyka wiasciwe tylko dla tej klasy
powoduja pojawianie si¢ szkdd zgodnie z procesem Poissona M; o intensywnosci
A;. Ponadto na pierwsza i druga klasg ryzyka dzialaja zewngtrzne czynniki ryzyka
wspolne dla obu klas, ktore powoduja pojawianie si¢ dodatkowo szkéd w tych
klasach zgodnie z procesem Poissona M5 o intensywnos$ci A5, natomiast na klasy
druga, trzecia i czwarta dzialaja inne zewngtrzne czynniki ryzyka wspoélne dla tych
trzech klas, ktore powoduja pojawianie si¢ dodatkowo szkéd w tych klasach
zgodnie z procesem Poissona Mg o intensywnosci Ag. Wektor kolumnowy N

mozna zapisa¢ zgodnie ze wzorem (2), tj. N=AM = [aij]4 6[M j]6 x
X X

Ml

M, +M, 1000 1 0]M,
M,+M,+M,| [0 1 0 0 1 1| M,
Tl M, + M, o010 0 1M,
M, +M, 0001 0 1M
| M |

Proces ryzyka (4) przyjmuje tutaj postac:
M, (t)+M, (1) My (£)+Ms(t)+Mg(t) My (t)+Mg(t) My (£)+Mg(2)
RO=u+ct— Y X, + > X+ > X+ D X,
Jj=1 j=1 Jj=1 J=1
Model ten mozna przeksztalci¢ do klasycznego procesu ryzyka:
N(@)
RW)=u+ct— Y X;, (17)
j=1
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w ktérym proces zliczajacy szkody N(¢) jest procesem Poissona z intensywnoscia
A=A+ A3+ A3+ A4 + A5+ . Ponadto X; to wiclkosci szkod niezalezne od

siebie oraz od N(f), ktore maja ten sam rozklad o ggstosci (10) przyjmujacej
nastgpujaca postac:

fy(x)= 7 Zﬂ‘l( (ah) (az,) f *(as;) f *(ay;) )(x) :%le(x) +%fX2(x) n

A
A e+ 25 0 S e ko + 25 s Lo,

gdzie fy to gestos¢ rozkladu wielkosci szkoéd w i-tej klasie ubezpieczen
(i=1,2,3,4). Zalézmy, ze wielko$ci szkod w i-tej klasie ubezpieczen maja rozktad
wykladniczy z parametrem f;, tj. f X, (%) =10, w0y (x) B exp(=f;x) dlai=1,2,3,4.
Woéweczas:

Fy )= 2 (OB XD + 21, (9, XD +

+ il(o,ao) (x) By exp(=psx) + _61(0,39) (x) B, exp(-p,x) +

( Aexp( px) /M;xp(ﬁ Mj o)+
ﬂ_[ ﬂ3ﬂ4ﬂz exp( %) + B s exp(=p;x) + BoBfs xp(=f.Y) Jl (x).
A ﬂz) (ﬂz_ﬂs)(ﬁ4_ﬁ3) (ﬂz_ﬂ4)(ﬂ3_ﬂ4) o

Tak jak we wprowadzonym dwuklasowym modelu ryzyka w punkcie 3, mozna
zauwazy¢, ze fy zadana w (18) jest gestoscia zmiennej losowej o rozktadzie

(18)

fazowym, dlatego mozna wyznaczy¢ doktadna warto$¢ prawdopodobienstwa ruiny
w modelu ryzyka (17).

Przeprowadzmy teraz analiz¢ wpltywu zewngtrznych czynnikow ryzyka na
wielko$¢ prawdopodobienstwa ruiny we wprowadzonym czteroklasowym modelu
ryzyka dla zadanych wartosci parametrow. Przyjmijmy, ze S;=0,5, [, =1,
B3=15, By =2 oraz c=9.

Przypadek 1. Niech A4, =15, 1, =0,5, A13=1,75, 44 =0,75, 15=0,8 oraz
A =0,2. Gestos¢ wielkosci szkod (18) przyjmuje postaci funkcji:
S x(x)=0,5636-1g o) (x)0,5exp(—0,5x) +0,1636-1 . (x)exp(—x)+
+0,0273-1(¢ o) (¥)1,5exp(=1,5x) +0,2455-1 ¢ o) (x)2exp(—2x),

ktora jest gestoscia rozktadu fazowego PH(a, B) z parametrami:
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-0,5 0 O 0
0O -1 0 0
o =[0,5636 0,1636 0,0273 0,2455] oraz B= 0 0 L5 0| Ze wzoru
0 0 0 =2
(11) otrzymujemy nastepujaca funkcje prawdopodobienstwa ruiny w zaleznosci od
kapitatu poczatkowego u:
1 (1) = 0,0049 exp(—1,8929u) + 0,0009 exp(—1,4868u) + 0,0047 exp(—0,9381u) +

+0,8645exp(—0,07 1u). (19)

Przypadek 2. Niech 4;=19, 4, =1, 45=185, 14=085, 15=04 oraz
Ag = 0,1, tzn. w kazdej klasie proces zliczajacy szkody jest nadal procesem Poissona z
ta sama intensywnoscia jak w pierwszym przypadku, jednak ulegl zmniejszeniu wptyw
zewnetrznych czynnikow ryzyka na wszystkie klasy ubezpieczen, tj. zmniejszyly si¢
intensywnosci A5 oraz Ag procesow zliczajacych szkody, ktore odpowiadaja tym
czynnikom ryzyka. Wyznaczajac gestos¢ (18), otrzymujemy funkcje:

Sx (x)=0,44861(( ) (x)0,5exp(—0,5x) + 0,1967 -1 (o) (x) exp(—x) +
+0,1721-1, o) (x)1.5exp(=1,5x) + 0,185 1, o) (¥)2exp(—2x),

ktora jest gestoscia rozktadu fazowego PH(a., B) z parametrami:

-0,5 0 0 0
a=[0,4426 0,1967 0,1721 0,1885] oraz B = 0 -1 0 0
e ’ ’ ’ 10 0 -1L5 0

0 0 0 =2

Korzystajac ze wzoru (11), otrzymujemy funkcj¢ prawdopodobienstwa ruiny
w zaleznosci od kapitatu poczatkowego 1 w postaci:

¥ (1) =0,00298 exp(—1,9217u) 40,0047 exp(—1,4182u) + 0,00789 exp(—0,9064u) +
+ 0,8595exp(—0,0759u). (20)

Wyznaczmy teraz prawdopodobienstwo ruiny w modelu ryzyka dla czterech
klas ubezpieczen, na ktore nie dziataja zewngtrzne czynniki ryzyka. Nadal przyj-
mowac bedziemy, ze ¢ =9 oraz wielkosci szkod w kolejnych klasach maja rozkta-
dy wyktadnicze z parametrami odpowiednio: By =05, f, =1, B3=15, f4=2.
Poniewaz na klasy ubezpieczen nie dziataja zewngtrzne czynniki ryzyka, wigc
w i-tej klasie ryzyka proces zliczajacy szkody jest procesem Poissona postaci
N; = M; z intensywnoScia A; 1 wszystkie procesy N; s niezalezne od siebie.

Przypadek 3. Niech w kazdej klasie procesy zliczajace wszystkie szkody maja
takie same intensywnosci jak w przypadkach 1 1 2, tj. niech 1; =23, 4, =1,5,
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A3 =195, 14 =0,95. Wprowadzony czteroklasowy model ryzyka, w ktorym przy-
jeto, ze nie ma oddziatywania zewnetrznych czynnikdéw ryzyka na poszczeg6lne
klasy, mozna przeksztalci¢ do klasycznego modelu ryzyka z procesem zliczajacym
szkody bedacym procesem Poissona z intensywnoscia A = A + A, + A3+ A4 oraz

z niezaleznymi wielko$ciami szkod o tym samym rozktadzie z funkcja gestosci
(10) przyjmujaca postac:
Sx (x)=0,34281(¢ ) (x)0,5exp(—0,5x) +0,2239 -1 o) (x) exp(—x) +
+0,291-1( o0y (x)1,5exp(=1,5x) + 0,1418- 1) (x)2exp(—2x),

ktora jest gestoscia rozktadu fazowego PH(a., B) z parametrami:

-0,5 0 O 0
@ =[0,3428 0,2239 0,2910 0,1418] oraz B=| 0 L O 0
= ) 9 b > - O O _1’5 O

0 0 0 -2
Prawdopodobienstwo ruiny w zaleznosci od kapitalu poczatkowego u wyznaczone
ze wzoru (11) przyjmuje posta¢ funkcji:
¥3(u) = 0,0019exp(—1,9427 1) + 0,0068 exp(—1,3636 1) +0,01197 exp(—0,8675u) +
+0,8543exp(—0,0816u). (21)

Na rysunku 2 zostaly przedstawione wykresy funkcji prawdopodobienstw
ruiny: (19), (20) i (21) w zaleznos$ci od kapitatu poczatkowego u. Podobnie jak na
rysunku 1 mozna zauwazy¢, ze dla dowolnie ustalonej dodatniej wartosci kapitatu
poczatkowego u warto$¢ prawdopodobienstwa ruiny wzrasta w miarg zwigkszenia
oddziatywania zewngtrznych czynnikow ryzyka na poszczegdlne klasy ubezpieczen.

Y(u)
1,0

0,8 1°

0,6

0,4

0,2

0,0 I T T T T T u
0 5 10 15 20 25 30

Rys. 2. Wykresy funkcji prawdopodobienstwa ruiny (19), (20) i (21)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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5. Podsumowanie

W pracy omowiony zostat model ryzyka dla kilku klas ubezpieczen, w ktorych
procesy zliczajace szkody sa zaleznymi procesami Poissona. Zalezno$¢ migdzy
procesami zaliczajacymi szkody jest wynikiem dziatania zewngtrznych czynnikow
ryzyka na rozne klasy ubezpieczen, ktore powoduja w tych klasach dodatkowe
liczebnosci szkod zgodnie z jednorodnymi procesami Poissona. Model ten zostat
sprowadzony do klasycznego modelu ryzyka [Ambagaspitiya 1998]. Nast¢pnie na
wybranych przyktadach numerycznych analizowany byt wplyw zewnetrznych
czynnikéw ryzyka na wielko§¢ prawdopodobienstwa ruiny w modelach ryzyka dla
ustalonej liczby klas przy zatozeniu wyktadniczych rozktadow szkod. Mozna byto
zaobserwowac¢ wzrost wielkosci prawdopodobienstwa ruiny w miarg¢ zwigkszenia
sity dziatania zewngtrznych czynnikow ryzyka na poszczegolne klasy ubezpieczen.
Mozna przeprowadzaé¢ podobne analizy wptywu zewngtrznych czynnikéw ryzyka
na prawdopodobienstwo ruiny w innych modelach ryzyka, np. w modelu ryzyka
dla kilku klas ubezpieczen, w ktorych zewnetrzne czynniki ryzyka powoduja poja-
wianie si¢ szkod zgodnie z procesem Erlanga [Guo i in. 2002]. Mozna tez przyjac
dwuwymiarowy model ryzyka dla dwoch klas ubezpieczen, na ktore, tak jak w tej
pracy, maja wplyw zewngtrzne czynniki ryzyka powodujace pojawianie si¢ szkod
w obu klasach zgodnie z procesem Poissona, ale przez ruing rozumie¢ spadek pro-
cesu ryzyka po raz pierwszy ponizej zera w co najmniej jednej klasie ubezpieczen
[Guo i in. 2002].
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AN IMPACT OF SOME OUTSIDE RISK FACTORS
ON THE INFINITE-TIME RUIN PROBABILITY FOR RISK MODEL
WITH N CLASSES OF BUSINESS

Summary: This paper discusses a risk model with n classes of insurance business. In this
model, the claim number processes are correlated Poisson processes. The correlation
between the claim number processes is due to some outside risk factors like natural
disasters, which may cause different kinds of insurance claims. The model can be converted
to a classical risk model. On some numerical examples the author investigates the impact of
these outside risk factors which cause various claims in different classes of business on the
infinite-time ruin probability.
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