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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

Wprowadzenie

Podrecznik jest adresowany gléwnie do studentéw kierunku automatyka i robotyka, i ma
na celu praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki prostych uktadow
fizycznych. Zakres materiatu ogranicza si¢ do przedstawienia podstawowych metod, ktére
wprowadzaja Czytelnika w typowe problemy automatyki, czyli badanie reakcji obiektow na
zachodzace zmiany w celu przygotowania do projektowania odpowiednich uktadow
sterowania. Duzy nacisk polozono na fizyczna interpretacj¢ i praktyczne zastosowanie
opisywanych metod w odniesieniu do zjawisk, ktére zachodza w typowych procesach
technologicznych. Poprzez studium prostych przypadkow Czytelnik ma szans¢ nabyc¢
pewnego doswiadczenia, ktore pomoze zdefiniowa¢ napotykane problemy, wybraé
najbardziej skuteczng metod¢ postgpowania i rozwigzywac bardziej ztozone zadania.

Zaklada sie, ze Czytelnik posiada podstawowe wiadomosci' na temat rdwnan
algebraicznych 1 rozniczkowych, przeksztatcenia Laplace’a, zjawisk z fizyki klasycznej oraz
pewne doswiadczenie w pisaniu prostych programow. Do uzupelienia wiedzy lub przy
samodzielnym realizowaniu materialu pomocne bedzie wykorzystanie specjalistycznych
podrecznikéw z fizyki, algebry, analizy, teorii sterowania, dokumentacji do programéw
symulacyjnych lub monografii tagczacej te dziaty, na przyktad ,,Modele dynamiki obiektow
fizycznych dla inzynieréw” [3]. W odnos$nikach ze znakiem (® znajduja si¢ wskazania do
konkretnych pozycji z literatury lub stowa kluczowe do poszukiwania odpowiedzi w
stownikach czy poradnikach.

Podrecznik zawiera szereg zadan i pytan, czesto bez podawania odpowiedzi’, co jest
zaproszeniem do interaktywnej lektury, ktéra utatwia zrozumienie i zapamigtywanie.
Czytelnik moze jednak sprawdzi¢ poprawnos$¢ swoich odpowiedzi, realizujac zadania
ré6znymi sposobami i dochodzac do tego samego wyniku, np. analitycznie i symulacyjnie lub
dwoma r6znymi metodami analitycznymi. Przy okazji rozwijaja si¢ cenne umiejetnosci:

— samodzielnej weryfikacji przeprowadzonych analiz,

— doswiadczenia w wyborze najprostszych metod rozwigzywania zadanego problemu,

— oceny wiarygodnos$ci uzyskanych wynikow symulacyjnych (zgodno$¢ z obliczeniami

lub przewidywaniami),

— planowania badan (wybor interesujacych problemow, pomijanie banalnych wynikéw).

Podrecznik zostal podzielony na dwie zasadnicze czeg$ci. Pierwsza stanowia ¢wiczenia
analityczne z zakresu analizy wlasno$ci modeli dynamiki a takze konstrukcji takich modeli.
Cze$¢ druga to badania symulacyjne w srodowisku Matlab, Scilab i/lub Octave przygotowane
i weryfikowane na podstawie modeli dynamiki. Uzupetnieniem catosci jest syntetyczne
podsumowanie poruszanych zagadnien, pytania sprawdzajace 1 zadania projektowe. Materiat
mozna realizowa¢ w tej kolejnosci (czyli najpierw teoria, potem praktyka) lub réwnolegle
(Tab.1), taczac teori¢ i1 praktyke, w czym pomoga odnosniki (=) umieszczone w tek$cie 1 na
marginesie. Studiujac punkty z zakresu analizy , modelowania @i symulacji
warto ciagle zaglada¢ do podsumowania i zadan w aneksach

! w zakresie szkoty $redniej i pierwszego roku studiéw technicznych
? czasem tylko podpowiedzi — na konicu ksigzki (oznaczone odnosnikiem z gwiazdka)
-5-



Praktyczne wprowadzenie do opisu,

analizy i symulacji dynamiki obiektow

Tab.1. Polgczenie badan analitycznych i symulacyjnych

1. Badania analityczne i modelowanie

I1. Badania symulacyjne

I.1. Pojgcia: opis statyczny i dynamiczny,
klasyfikacja, wielomiany, macierze, liczby zespolone

II.1. Wykresy, wektory, macierze: operacje na
macierzach, rysowanie wykresow
I1.2. Charakterystyki statyczne

1.2. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego: sktadowa
swoboda i wymuszone, potozenie biegundéw a
odpowiedz skokowa/impulsowa

(rozwiazanie analityczne i symulacyjne)

I1.3. Funkcje czasu: ztozenia funkcji
eksponencjalnych i sinusoidalnych

II.4. Symulacyjne rozwigzanie rownania
rézniczkowego: tworzenie schematu i rozwigzanie
roOwnania 1. rzedu

1.3. Réwnanie oscylacyjne: posta¢ rownania, dwie
metody analizy modeli 2 rzgdu.

IL.5. Liniowy model 2 rzgdu: potozenie biegunow i
przebiegi czasowe dla réznych wartosci &

1.4. Portrety fazowe (uklady liniowe i nieliniowe)

I1.6. Portrety fazowe: podstawowe typy portretow
uktadow liniowych, przyktad uktadu nieliniowego

1.10.1. Zbiorniki: zasady konstrukcji modeli,
identyfikacja parametrow

I1.7. Obiekty rzeczywiste 1. 1 2 rzgdu — liniowe i
nieliniowe wersje modeli zbiornikow

I.5. Réwnania stanu (analiza uktadu réwnan,
przeksztalcenie do uktadu rownan)

1.6. Transmitancje (przeksztatcenie do transmitancji,
uktady wielowymiarowe, analiza)

IL.8. Alternatywne metody symulacji modeli: bloki
State-Space 1 Transfer Fcn, funkcje ss i tf oraz pliki
funkcyjne

1.10.2. Obiekty cieplne: zasady konstrukcji,
identyfikacja parametrow

I1.9. Planowanie badan — na przyktadzie obiektow
cieplnych

1.7. Podstawowe obiekty dynamiki
1.8. Charakterystyki czgstotliwosciowe

I1.10. Cztony dynamiki w dziedzinie czasu
II1.11. Cztony dynamiki w dziedzinie czgstotliwosci

1.10.3. Uktady mechaniczne
1.10.4. Uktady elektryczne

Oznaczenia i symbole

- oznaczenia w og6lnych wzorach:
t—czas, s
u, u(t) — funkcja wejsciowa (wejscie/pobudzenie)

X, X(t) — rozwigzanie r.rozniczkowego (odpowiedz uktadu)

X, X(t) — zmienna stanu (czasem takze wyjscie)
Y, y(t) — wyjscie

1(#) — skok jednostkowy

4(f) — impuls Diraca

h(t) — odpowiedz skokowa (reakcja na 1(¢))
g(f) - odpowiedz impulsowa (reakcja na d(%))

- oznaczenia parametrow fizycznych:
A — powierzchnia, m”
b — wspolezynnik thumienia (tarcia), Ns/m
C — pojemnos¢ elektryczna, F=C/V
C, — pojemnos¢ cieplna, W/K
¢ — wspotczynnik sztywnosci, N/m
¢, — ciepto wlasciwe materiatu, J/(kg-K)
F —sila, N
/- przeptyw objetosciowy, m®/s
g — przyspieszenie ziemskie, 9,8 1m/s’
h — wysoko$é, m
i — natgzenie pradu, A
K. — wspotczynnik przewodzenia, W/K
L — indukcyjnos¢, H

Poniewaz w programach symulacyjnych nie ma mozliwosci doktadnego odwzorowania wszystkich nazw
zmiennych (nie ma indeksow), wigc przyjeto nastgpujaca zasade, ze symbol gtéwny jest pisany duzg litera a
indeks — matymi literami. Na przyktad zmiennej T, we wzorze odpowiada zmienna Twew w programie

symulacyjnym.

j — jednostka urojona

s — zmienna zespolona

K — wzmocnienie

T, T, — state czasowe, s

T, — czas rozniczkowania, s

T; — czas catkowania, s

o — cze$¢ rzeczywista pierwiastka

S — czg$¢ urojona liczby zespolonej

@ — przesuni¢cie fazowe, rad lub °

A —biegun uktadu, pierwiastek wielomianu
¢ — thumienie (wspotczynnik thumienia)
w — pulsacja (2xf), rad lub °

m — masa, kg

p — cisnienie, Pa

QO — ciepto, J=Ws

q — strumien ciepla, moc, W
R — rezystancja, Q=V/A

T — temperatura, K lub °C

u — napiecie, V

V — objetosé, m’

v — predkosé, m/s

X — przesunigcie, m

Z — impedancja, Q=V/A

p — gesto$é materiatu, kg/m’




Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

Czesc¢ l: Badania analityczne i modelowanie dynamiki

Przedmiotem opisywanych badan jest matematyczny opis uktadu fizycznego — obiektu
(procesu) technologicznego, ktory bedzie mozna wykorzysta¢ do projektowania lub analizy
samego obiektu lub sposobu sterowania tym obiektem.

1. Podstawowe pojecia

1.1. Funkcje i rownania

Opis 1 badanie dynamiki obiektow wymaga pewnych podstawowych umiejetnosci
zréznych dziatbw matematyki elementarnej i analizy matematycznej. Zakres tych
umiejetnosci wyznaczaja na przyktad stosowane pojecia ®'. Wsrod nich czesto pojawiajg si¢
funkcje elementarne:
— algebraiczne (wielomiany, funkcje wymierne i niewymierne),
— przestepne (funkcje wyktadnicze 1 logarytmiczne, trygonometryczne i cyklometryczne),
— funkcje otrzymanie przez dziatania algebraiczne i ztozenia funkcji podstawowych.
Pozostate funkcje (nieelementarne) moga by¢ opisywane za pomoca na przyklad kilku
wzorow, rownan rozniczkowych, catek oznaczonych, szeregoéw nieskonczonych.

Wymienione typy funkcji sa podstawa konstrukcji
modeli (czyli zalezno$ci pomigdzy zmiennymi wejscio- u;(t)?
wymi i wyjsciowymi obiektow) ale stuzg rowniez do opisu  u,,(f)—
przebiegu zmian na wejsSciach i1 wyjsciach obiektu
(zalezno$¢ zmiennych od czasu) — Rys. I-1.
W analizowanych dalej problemach dynamiki funkcje beda wystepowaé w postaci
analitycznej lub uwiktanej. Typowe zadanie z dziedziny polega na wyznaczeniu rozwigzania
(to znaczy funkcji opisujacych przebieg zmiennych wyjsciowych obiektu) na podstawie
znanej (zalozonej) funkcji opisujacej stany/zmiany zmiennych wejsciowych i modelu
w postaci uktadu réwnan algebraicznych i/lub rézniczkowych (czgsto w postaci uwiktanej).
Wzbr, ktory jest rozwigzaniem tego zadania po pierwsze ma ztozong posta¢ a po drugie moze
by¢ bardzo trudny lub wrecz niemozliwy do wyznaczenia. Tymczasem w praktyce
inzynierskiej zazwyczaj wzor nie jest potrzebny bo wystarczy znajomo$¢ charakterystycznych
cech rozwigzania, ktore mozna okresli¢ w prostszy sposob, stosujac przeksztalcenia i
wiasnosci funkcji znane na przyktad z algebry czy trygonometrii (Rys. I-2).

—x(2)
s x,(1)
Rys. I-1. Funkcje w opisie obiektu

Xi(Ufy ooy Up)

model: x(u,x)=0 . . .

o wyznaczenie wyiscia: x() badanie przebiegu cechy
wejscia: u(?) rozwigzania ’ zmienno$ci funkcji | rozwiazania
(zadany problem) )

[ przeksztatcenia | zadanie/zadania metody analizy
rownorzedne  (zasady wnioskowania

Rys. I-2. Analiza wlasnos$ci dynamicznych obiektu

Prosta klasyfikacja typu réwnan (funkcji) jest jednym z pierwszych elementéw analizy
wlasnosci, ktory pozwala okresli¢ od razu niektore cechy obiektu 1 wybra¢ metode dalszych
badan. Podstawowa klasytikacja dotyczy liniowosci funkcji bowiem zdecydowana wigkszos¢
metod analitycznych jest przeznaczona dla modeli liniowych.

W badaniach dynamiki, poza pojeciem funkcji 1 jej analiza, stosowane sg roéwniez
rozwinigcia funkcji w szeregi funkcyjne, ktore sa z nig zbiezne. Typowym przykladem jest
szereg Taylora, wykorzystywany do linearyzowania funkcji nieliniowych, czy szereg Fouriera
stosowany w analizie czgstotliwosciowej uktadow ®2.

®' Patrz: np. wstep do analizy matematycznej. Rozdzial 1.1 jest swoistym zestawem stow kluczowych do
zweryfikowania i uzupetnienia potrzebnej wiedzy
®? Patrz: szereg (potegowy) Taylora (szereg Maclaurina), szereg (trygonometryczny) Fouriera
-7 -
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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

1° Okresl typ nastepujacych funkcji elementarnych:
a) y=ax* +2x+5 d) y=a* g) y=log, x

b) X +a,x* +ax+a, ) Ix? +ax—1 h) y =3e* sinx
y: (& = _—

byx* +bx+b, 4 2x+1 i) y=+ax® +b
c) y =arctg x f) y=sinx i) y= /x2 +—sinx

2° Przedstawione ponizej rownania nalezg do r6éznych dziatow matematyki (jakich?) 1 moga
si¢ by¢ przyktadem opisu wtasnos$ci obiektow

a) X(¢) +3x(t) + bx(t) = u(t) +u(r) d) 3x° +2x* +5x = ku
b) X(t) + a’*x(t) = au(t) +u(r) ¢) 3ax(t) = ku(r)
c) x(t)+ x(t)u(t) = au(t) £) X(¢)+3x(t) + by x(t) = u(?)

Okresl typ roéwnania (algebraiczne/r6zniczkowe)
— Okresl rzad (lub stopien), liniowos¢, stacjonarnos¢
— Czym jest rozwigzanie rOwnania — zbiorem, wartoscig, funkcja, ...?
— Jak nazywa si¢ procedura wyznaczania tego rozwigzania?

1.2. Opis statyczny i dynamiczny

Matematyczny opis uktadow fizycznych mozna ogolnie podzieli¢ na modele statyczne i
dynamiczne'.
Model statyczny opisuje zalezno$¢ pomigdzy zmiennymi X
wejSciowymi 1 wyjSciowymi  uktadu w  warunkach = x(u) |- :
rownowagi, czyli gdy nie ma zmian ani na wejsciu, ani na ‘

X(u4)

wyjsciu. Reprezentacja graficzng tego typu modeli jest . ‘ U

charakterystyka statyczna (Rys. I-3), pozwalajaca odczytaé boup

warto$ci wyj$¢ na podstawie warto$ci wejs¢, np. x(uy), x(u). Rys. I-3. tcilaraktery“yka
statyczna

W  najprostszych przypadkach wyjscie jest liniowa funkcja wejscia (np.: x=Au).
W rzeczywistych warunkach zalezno$ci liniowe praktycznie nie wystgpuja, ale sa stosowane
jako przyblizenie opisu rzeczywistych obiektow.

Model dynamiczny opisuje sposob reakcji uktadu na zmian¢ sygnatu wejSciowego.
W badaniach stosuje si¢ bardzo proste sygnaty wejsciowe, na przyktad wymuszenie skokowe
(Rys. I-4). Wlasnosci dynamiczne obiektu sprawiaja, ze jego reakcja nie jest natychmiastowa,
czasem moze mie¢ charakter oscylacyjny, a co najwazniejsze nie zawsze konczy si¢ dojsciem
do stanu réwnowagi (brak stabilno$ci) — stad wynika konieczno$§¢ badania dynamiki
obiektéw. Najprostsza reprezentacja graficzng opisu dynamiki sg charakterystyki czasowe,
przedstawiajace reakcje obiektu na okres§lone wymuszenie, na przyktad odpowiedzi skokowe
(Rys. I-5).

U A

Ui~

U, t 1 x(up)-

Rys. I-4. Wymuszenie skokowe  Rys. I-5. Reakcje uktadu stabilnego i niestabilnego na wymuszenie skokowe

Podstawowg analityczna forma modelu dynamiki jest rownanie rézniczkowe (najczesciej
zwyczajne (=), gdzie zmienng niezalezng jest czas. Funkcja, ktora jest rozwigzaniem tego
rownania dla okre§lonego wymuszenia i okres§lonych warunkéw poczatkowych odpowiada
charakterystyce czasowej. Powstaje pytanie — skad wzigé¢ taki model dla rzeczywistego
obiektu (=), czyli jak skonstruowa¢ model i1 zidentyfikowa¢ wartos$ci parametrow?

Charakterystyki statyczne 1 czasowe (dynamiczne) obiektu mozna wyznaczy¢ na
podstawie modelu matematycznego (jesli jest znany) lub pomiarow na rzeczywistym
obiekcie.

! bardziej precyzyjnie nalezatoby powiedzie¢: model/opis whasnosci statycznych i dynamicznych uktadu
-8-



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

1° Jak praktycznie zrealizowacé eksperyment majacy na celu wyznaczenie charakterystyk
statycznych 1 dynamicznych dla pomieszczenia ogrzewanego grzejnikiem elektrycznym
o regulowanej mocy? Zmienng wyj$ciowg jest temperatura wewnatrz pomieszczenia.

2° Podaj inne przyktady obiektow (procesow), dla ktorych mozna by zdja¢ charakterystyki
statyczne i dynamiczne. Opisz odpowiedni eksperyment — sposob przeprowadzenia,
potrzebne przyrzady.

1.3. Ukfady jedno- i wielowymiarowe
1.3.1. Wielomiany

Z posrdd roznych obszarOw matematyki szczego6lng role w analizie dynamiki obiektow
pelnig zagadnienia algebraiczne opisujace wiasnosci wielomianow @' i metody wyznaczania
ich miejsc zerowych, czyli pierwiastkéw réwnania:

X"+ ta,xt +ax+ay=0 (-1

Pierwiastki wielomianu sg liczbami rzeczywistymi (A4) lub sprzg¢zonymi parami liczb
zespolonych (a + jw). Wielomian rzeczywisty n-tego stopnia ma n pierwiastkow, przy czym
moga to by¢ pierwiastki wielokrotne. Jesli pierwiastki wielomianu sg znane, to mozna go
przedstawi¢ w postaci iloczynu wielomiandéw rzeczywistych stopnia co najwyzej drugiego:

(x—/7,1)()c—/12)...()c2 +b1x+b2):O d-2)
gdzie czynniki pierwszego stopnia sa zwigzane z pierwiastkami rzeczywistymi A;, a czynniki
drugiego stopnia z parami pierwiastkow zespolonych®. Na podstawie rownowaznosci postaci
(I-1) 1 (I-2) mozna na przyklad sprawdzi¢ poprawno$¢ wyznaczonych pierwiastkow lub
zastosowaé do obliczania pierwiastkow ©°. Dostgpne sa rézne metody rozwiazywania
rownan wielomianowych. Pierwiastki wielomianow stopnia od 1 do 4 mozna wyznaczy¢
algebraicznie — za pomoca ogolnych wzoréw na pierwiastki ®* Je§li wspotczynniki
wielomianu majg posta¢ liczbowa, to pierwiastki mozna wyznaczy¢ metodami numerycznymi
(stosowane w programach symulacyjnych) ®°.

Poza  r6éznymi  metodami  wyznaczania  warto$ci o AIm(D)
pierwiastkdOw stosowane s3 rowniez tak zwane kryteria . Re(A)
polozenia pierwiastkdw na ptaszczyznie zespolonej (Rys. 1-6). . ~—
Kryteria (np. Hurwitza, Routha) pozwalaja na podstawie
prostych operacji na wspolczynnikach wielomianu stwierdzi¢
czy wszystkie pierwiastki leza w lewej polptaszczyznie.

Rys. I-6. Plaszczyzna zespolona

Wedlug  kryterium Routha wszystkie pierwiastki rOwnania ¢ 2" +. . +ai+q,=0 leza wlewej

polptaszczyznie jesli wszystkie wspotczynniki wielomianu sg rdézne od zera i maja jednakowy znak a wszystkie
wspotczynniki pierwszej kolumny tablicy Routha s3 dodatnie:

dn Ap-2 Ap-4 - an an-2 ay -4 n an-6
a,_1 a -3 a -5 a,,_ a,_ a, a, . a, a,
bn bn bn ; b1= n—1 n=3|, b2: n—1 n=51, b3:n1 n—7
1 2 3 —dp-1 —Ap-1 ~dp- (1_3)

1 9] 3 ay_1 ap_3 Ap_1 ap_5 ...
d] d2 d3 bl b2 bl b3

Cl == 02 =
L _ 7b1 _bl

O
dl _ . O 5

—
Jesli warunki kryterium nie sg spelnione, to mozna wyznaczy¢ ilo$¢ pierwiastkOw w prawej potplaszczyznie —
jest ona rowna liczbie zmian znaku w pierwszej tablicy Routha.

@' Patrz: rownania algebraiczne, wielomiany z parametrami rzeczywistymi, ....

? para zespolona «a + jo odpowiada wielomianowi drugiego stopnia o ujemnym wyrézniku A — mozna go

roztozy¢ na czynniki pierwszego stopnia o zespolonych wspotczynnikach (x —(a + jw))x (o — jo))
@ Patrz: kanoniczna postaé¢ wielomianu, wzory Viéte’a
®* Patrz: wielomian stopnia drugiego/trzeciego/czwartego. Powyzej stopnia 4 wzory na pierwiastki nie istnieja
® Patrz: metody numeryczne

y Y
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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

‘& 1° Wyznacz pierwiastki nastgpujacych wielomianow:
i a) (x+1)fx—-5)x+2), b) (x+ a)(2x2 —2x+ l), c) 2x% +8x+8.

2° Wybierz dowolne warto$ci wspolczynnikéw wielomianu ayx’ +ayx’ Fapx+ag  Okres|
polozenie pierwiastkow na plaszczenie zespolonej (zastosuj kryterium). Wyznacz
@ wartosci pierwiastkow analitycznie (sprawdz symulacyjnie =).
3° Przedstaw wielomian, ktory: a) ma jeden podwojny pierwiastek = 1, b) ma pierwiastki
zespolone. Podaj wspotczynniki wielomianu (I-1) oraz jego rozktad na czynniki (I-2).
1.3.2. Uktady réwnan
Pelny opis dynamiki uktadu czesto obejmuje kilka réwnan, ktore pozwalaja wyznaczy¢
kilka niezaleznych zmiennych wyj$ciowych. Modele w postaci uktadu rownan liniowych sa
zapisywane przy pomocy wektoréw i macierzy, 1 analizowane metodami z zakresu algebry
liniowej ®'. Sformutowanie problemu w postaci macierzowej jest szczegolnie preferowane
@ podczas stosowania metod symulacyjnych (=). Podstawa metod sa operacje algebraiczne na
macierzach oraz obliczanie wyznacznika i warto$ci wtasnych macierzy.
Analiza wilasnosci modeli wielowymiarowych wymaga czesto rozwigzywania uktadow
roOwnan liniowych typu:
a; X, +a;x, +..+a;,x, =b

I-4)
a,x; +a,,x, +..+a,x, =b,
co mozna przedstawi¢ tez w zapisie macierzowym:
Ax=Db (I-5)
lub wektorowym:
ajx;tayx;+..+ ananb (I-6)
gdzie wektory/macierze wspotczynnikéw i zmiennych majg postac:
ay dip e 4y a; by X
ayp dyp ... Ay, ) b, X
A - 5 al = , b = , X =
Ay Ay o Ay ajy bn Xn
Metody rozwigzywania sg rozne, na przyklad przez operacje na macierzach:
| . | " det A} r
x=A"b, gdzie A" =[yy], y,, = (-1)/" —— -7
det 4
lub wzory Cramera:
det(a,,...,a._,,b,a.,...,a
X = ( 1 i—1 i+1 n) (I-8)

det(a,,a,, ...,a,)
Jesli rozwigzanie jest wyznaczane recznie, to czasem najprostsza metodg rozwigzania jest
metoda podstawiania i eliminowania kolejnych zmiennych, na przyktad gdy ilo$¢ rownan jest
niewielka (2+3) a wspotczynniki rdwnan sg parametrami uktadu (symbole lub wyrazenia).

‘¢ 1~ Zapisz podany model w postaci macierzowej, wektorowej. Podaj wektor rozwiazan x.
X, +2x,=0

2° Wybierz dowolng macierz kwadratowg A. Oblicz wyznacznik, odwrd¢ macierz i1 podaj
wartosci wlasne macierzy.

@' Patrz: uktady réwnan liniowych, whasnosci macierzy, ..
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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

1.4. Dziedzina zmiennych zespolonych

1.4.1. Interpretacje i funkcje zmiennych zespolonych

Liczbe zespolong a+jb stanowi uporzadkowana para Im4;]
liczb rzeczywistych (a, b) zapisywana z uzyciem jednostki ~ [T7777T77 75 z=atjb
urojonej j. Dwie podstawowe postacie liczb zespolonych — b E
kanoniczna 1 trygonometryczna — wynikaja wprost z g E
interpretacji geometrycznej liczby na plaszczyznie ® W i Re
zespolonej (Rys. I-7). Sa to postaci réwnowazne, ktore a "
mozna stosowa¢ zamiennie: Rys. I-7. Plaszczyzna zespolona

postac kartezjanska (kanoniczna) postac trygonometryczna | postaé wyktadnicza

(czg$¢ rzeczywista a i urojona b) (modut 7 i argument @)

z=a+ jb z=r(cos¢+jsin(p) z=rel?
a=rcosep, b=rsing r=da* +b* ,cos¢=£,sin(p=é
r r

Korzystajac z tych postaci 1 interpretacji geometrycznej fatwo jest zilustrowa¢ podstawowe

dziatania na liczbach zespolonych:

z21+2, =(a, +a,)+ j(b, +b,) 2, %2, = 1y [cos(p, +9,)+ jsin(g, +(P2)]

21—z, =(a, —ay )+ j(b, = b,) z1/zy=n /rz[cos((ﬂl —9,)+ jsin(p, — o, )
Definiowane sa rowniez funkcje elementarne na zmiennych zespolonych ®'. Wsrdd nich

interesuja nas szczegdlnie funkcje wykladnicze 1 trygonometryczne, ktore beda si¢ pojawiad

w rozwigzaniach rownan rozniczkowych (=). Pomigdzy tymi funkcjami istnieje nastepujacy |12

zwiazek, zwany wzorem Eulera, z ktorego wynika wyktadnicza posta¢ liczby zespolonej:

e™/? =cosp+ jsing (1-9)

Na podstawie wtasnosci liczb zespolonych mozna wykona¢ nastepujace przeksztatcenia:
AP 4 g,e @I = (B, coswt + jB, sinax)= Ae* sin(ct + @)
gdzie: Bl = Al +A2, BZ = Al —A2

B
A=«/Blz +Bz2 , = arcth—l

2

(1-10)

1.4.2. Przeksztalcenia Laplace’a i Fourier’a

Jednym z bardzo znaczacych obszaréw zastosowania zmiennych zespolonych w badaniach
dynamiki sg przeksztatcenia caltkowe Laplace’a () i1 Fourier’a (7), ktére danej funkcji f(¢)
zmiennej rzeczywistej ¢ przyporzadkowuja odpowiednig transformatg F(s) to znaczy funkcje
zmiennej zespolonej s @°. Transformaty sa stosowane do przeksztatcenia modelu dynamiki
opisanego za pomocag réwnan rozniczkowych liniowych w model zawierajacy rownania
algebraiczne (=). Wiasnosci przeksztatcen Laplace’a i Fourier’a ®° znacznie upraszczaja
analizowanie dynamiki obiektu. Natomiast ograniczony zestaw funkcji wykorzystywanych do
opisu przebiegu zmiennych i1 modeli obiektéw sprawiaja, ze w praktyce inzynierskiej nie ma
potrzeby wyznaczania transformat z definicji (czyli na podstawie wyrazenia catkowego) a
korzysta sie z gotowych tablic ®*.

El

1° Przedstaw podstawowe wtasnosci przeksztatcenia Laplace’a 1 Fourier’a ?
2° Podaj transformaty funkcji skokowej, impulsowe;j i sinusoidalne;.

®' Wielomiany i funkcje wymierne zmiennych zespolonych sg okrelane analogiczne jak dla zmiennych
rzeczywistych. Natomiast do okre$lenia innych funkcji stosuje si¢ rozwinigcie w szereg Taylora. To pozwala
m.in. pokaza¢ zwigzki pomigdzy funkcjami np. wyktadniczymi i trygonometrycznymi
®? Patrz: rachunek operatorowy, definicje i wlasnoéci przeksztatcen Laplace’a i Fourier’a, np. [3/r.13,C]
@3 Patrz: m.in. twierdzenie o liniowosci, o transformacie catki i pochodnej, o zmianie skali, ...
®* Patrz: tablice oryginatow i transformat wybranych funkcji
11 -



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

2. Skladowe rozwigzania réwnania rézniczkowego liniowego
Jesli rownanie rozniczkowe opisujagce dynamike obiektu jest liniowe, to do jego
rozwigzywania mozna zastosowac klasyczng metode oparta na zasadzie superpozycji, ktora
glosi, ze rozwigzanie x(?) sklada si¢ z rozwigzania swobodnego x,(?) 1 wymuszonego Xx,,(2):
x(t) = x, () + x,,(t) (-11)
Obie czeéci rozwigzania uzyskuje sie stosujac ogélne procedury @', ktore jednak
w podstawowych badaniach dynamiki mozna znacznie uproscic.

2.1. Klasyczna metoda rozwigzania
21.1. Rozwigzanie swobodne
Zat6zmy, ze badany obiekt jest opisany rownaniem rézniczkowym liniowym n-ego rzedu:
a,x" (t) + ...+ a,x(t) + a x(t) = byu(t) (I-12)
Rozwigzanie swobodne wynika z réwnania jednorodnego (nie zalezy od funkcji wymuszenia
u(t) na wejSciu uktadu):

a,x" (t)+ ...+ a,x(t) + a,x() =0 (I-13)
a jego ogodlna postac jest znana:
x,(f) = Ae™ (19
Mozna ja wigc podstawi¢ do réwnania (I-13), otrzymujac rOwnanie postaci:
a, ' A4e” +..+ a,i4e” +ay4e™ =0, (I-15)

ktére po obustronnym podzieleniu przez Ae™ przechodzi w wielomian nazywany réwnaniem
charakterystycznym:
al'+..+al+a,=0 (I-16)

Rozwigzanie rownania rozniczkowego (I-13) sprowadza si¢ wigc do wyznaczenia
pierwiastkow rownania charakterystycznego (I-16), tak zwanych biegunéw ukladu. Ilos¢
biegundéw jest taka jak stopien wielomianu (rzad modelu), a kazdy z nich wnosi do
rozwigzania swobodnego swoja sktadowa o postaci (I-14) — rozwigzanie swobodne uktadu
jest suma sktadowych wszystkich biegunéw.

Poniewaz pierwiastki wielomianu mogg by¢ dodatnie/ujemne, rzeczywiste/pary zespolone,
pojedyncze/ wielokrotne, stad wynikaja szczegolne postaci sktadowych:
- dla pierwiastkow rzeczywistych (4; = @) wystepuje podstawowa postac funkcji (I-14):

Ae™ (1-17)
- jesli pierwiastek A jest m-krotny, to pojawia si¢ wyrazenie:
(A + A t+ A "+ + A, " )e™ (I-18)
- dla kazdej pary pierwiastkow zespolonych 4; > = o + jw, sktadowa jest postaci:
AN 4 g, TN = e sin(wt + @) (I-19)

Analizujac wtasnosci funkcji (I-17), (I-18), (I-19) latwo mozna zauwazy¢ zwigzek
pomiedzy potozeniem biegunéw uktadu na plaszczyznie zespolonej a wlasno$ciami
sktadowych rozwigzania swobodnego (Rys. I-8).

X “Im(l) X /
’ { @ (@ ~ t
X ole_c Re(A) xsu—’

Rys. I-8. Potozenie biegundéw a sktadowe rozwigzania .

1 . - ’ . ] . .
@ Patrz: klasyczna metoda rozwigzania réwnania roézniczkowego, rozwigzane swobodne i wymuszone
(rozwigzanie rownania jednorodnego i niejednorodnego, sktadowa swobodna i wymuszona), np. [3/D1]
-12 -



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

Czg$¢ rzeczywista bieguna A ma wplyw na to jak szybko si¢ zmienia skltadowa z nim
zwigzana 1 czy zanika z czasem, natomiast cze$¢ urojona ma wplyw na wystepowanie
oscylacji i ich czestotliwosé (=). @

Mowimy, ze uktad liniowy jest stabilny jesli rozwigzanie swobodne zanika z czasem, co
ma miejsce wowczas gdy wszystkie bieguny uktadu lezg w lewej potptaszczyznie zespolone;j.
Jest to wlasno$¢ samego uktadu — niezalezna od wymuszenia.

1° Podaj rozne sformutowania warunku stabilnosci uktadu (*')
2° Co decyduje czasie zanikania rozwiazania swobodnego — ktéra skladowa? (*) 9
3°  Ktore skladowe maja najmniejszy wptyw na rozwiazanie swobodne? (*°) E
4°  Jaki wpltyw na reakcj¢ uktadu majg zespolone pary biegunow?
5° Od czego zalezy czgstotliwos¢ oscylacji a od czego szybkos¢ zmiany amplitudy
w odpowiedzi uktadu?
6° Skad wiadomo, zZe stabilno$¢ uktadu liniowego nie zalezy od wymuszenia?
2.1.2. Rozwigzanie wymuszone
Analogicznie jak dla rozwigzania swobodnego istnieje rowniez ogoélna procedura
wyznaczania rozwigzania wymuszonego dla dowolnej ciagglej funkcji wymuszajacej u(z).
Podstawowa analiza dynamiki uktadu wykonywana jest zwykle dla statego wymuszenia, co
pozwala zastosowaé uproszczong procedur¢ rozwigzania. Sprowadza si¢ ona do operacji
wyznaczania réwnania statycznego, w ktorym wszystkie pochodne zmiennych wejsciowych
1 wyjsciowych sa réwne zeru (nie ma zmian w ukladzie), to znaczy, ze rownanie dynamiki
(I-12) zostaje sprowadzone do rdwnania statycznego:
ayx(t) =byu(t), (1-20)
Jesli wiec funkcja wymuszajaca u(t) w czasie >0 ma stalg warto$¢ uy, to rozwigzanie
wymuszone Xx,,() tez ma statg warto$¢ xy:
by
Xo =—1U, (I-21)
o
Mowimy wowcezas, ze uktad znajduje si¢ w stanie réwnowagi, a wspohrzedne (uy, xp)
nazywamy punktem réwnowagi. Poniewaz analiza zachowania uktadow dotyczy zazwyczaj
reakcji na niewielkie zaklocenia wokot tego stanu, nazywa si¢ go réwniez punktem pracy.
Uktad liniowy moze mie¢ tylko jeden punkt rownowagi (jest jedno rozwigzanie rdwnania
statycznego). Stabilny uklad liniowy zawsze dazy do punktu rownowagi.
Uktad niestabilny moze trwaé w punkcie réwnowagi tylko n
wowczas jesli jest to jego stan poczatkowy — najmniejsze w X0
zaktocenie powoduje oddalenie od punktu (Rys. I-9). Dla &
kazdego ukladu mozna wyznaczy¢ punkt réwnowagi Rys.I-9.Idea punktu rownowagi
niezaleznie od tego czy uktad jest stabilny czy nie. stabilnej (s) i niestabilnej (n)

2.1.3. Rozwiazanie ogoine

Rozwigzanie ogélne rownania (I-12) jest suma sktadowych swobodnych i rozwigzania
wymuszonego. W przypadku wymuszenia skokowego czy impulsowego' rozwiazanie ogodlne
ma wigc postac:

x(t)=Ae" +..+ A e™ +x, (I1-22)
Wartos$ci 4;+4, 1 X9 s3 znane, ale we wzorze (I-22) wystepuja jeszcze parametry 4,+A4,. Mozna
je wyznaczy¢ dla konkretnych warunkow poczatkowych, to znaczy jesli jest znane n wartosci
sposréd zmiennych x(), x(¢), ..., x"(t), okre$lanych zwykle w chwili #=0.

Zatézmy, ze robwnanie (I-12) jest drugiego rzedu, jego bieguny sg rzeczywiste a warunki
poczatkowe wynosza x(0)=c, x(0)=0. W rozwigzaniu ogélnym wystapia dwa parametry 4; i
A», a ich warto$ci mozna wyznaczy¢ z uktadu rownan:

! Zaréwno wymuszenie skokowe jak i impulsowe w czasie >0 maja stata warto$¢ (odpowiednio 1 lub 0)
-13-



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow
c=Aleﬁ“O +Azeﬂ20 + X, {c:A1 + 4, +x,
0 0 —
0=24e"" + 1, 4,e™° +x, 0=44, + 44, +x

co prowadzi do rozwigzania:

(1-23)

A, 1A (1-24)
/’i’l_jQ, ? /’i’l_jQ

W ten sposob wyznaczono rozwigzanie szczego6lne dla zadanych warunkow poczatkowych.
i ‘1 o
20

2.2. Bieguny uktadu a wlasnosci dynamiki
2.2.1.

4

Wybierz inne warunki poczatkowe 1 wyznacz rozwigzanie szczeg6lne (stale 4; 1 A>).
Przyjmij dowolne wartosci wspotczynnikow w rownaniu (I-12) 1 okresl stabilnos¢
uktadu. Wyznacz (analitycznie) i narysuj rozwigzanie dla statego wymuszenia (=)

Potozenie biegunow na plaszczyznie zespolonej a sktadowe rozwigzania

Znajac bieguny ukladu mozna przewidzie¢ charakterystyczne cechy jego rozwigzania
swobodnego, a tym samym reakcji obiektu na zmiany wymuszenia. Wystarczy nawet
orientacyjna informacja o potozeniu biegundéw na plaszczyznie zespolonej, na przyktad:

I S I ' N I r'S I
a Im b im S O
R R Re R

Yo

& 1° Naszkicuj skladowe rozwiazania swobodnego kazdego z uktadow a+g (**).
2° Naszkicuj przyktadowa odpowiedz skokowa oraz impulsowa uktadu (*°).
3° Czy ukfad jest stabilny?
Odpowiedzi na pytania 1+3 mozna sprawdzi¢ symulacyjnie rysujac wykresy skladowych
@ swobodnych z odpowiednio dobranymi parametrami 4 (=)

2.2.2. Waga (znaczenie) biegunéw

Nawet pojedynczy dodatni biegun' ukladu determinuje niestabilno$¢ uktadu. Natomiast
bieguny ujemne maja rozny wplyw na posta¢ rozwigzania swobodnego — nie wszystkie sg tak
samo wazne. Stad wynikaja mozliwosci uproszczenia modeli przez pomijanie nieistotnych
biegunow ®2, co obniza rzad uktadu i ulatwia analize. Mozna réwniez nie zmienia¢ modelu
tylko zastosowaé ograniczenie analizy do najbardziej istotnych biegundéw. Przedstawienie
biegunow uktadu na ptaszczyznie zespolonej pomaga zauwazy¢ relacje jako$ciowe pomiedzy

biegunami (blisko/daleko od osi/od siebie), na przyktad.:

V'S

a)

Im

Re

d)

Im

Re

b)

A9

Im

o

Ilie

o

I'm C) I'm
0
R e Re

O O
o |

1°  Ktora sktadowa w rozwigzaniu swobodnym zaniknie najszybciej? Uzasadnij.

w

2° Ktéry biegun ma decyduje o czasie zanikania rozwigzania swobodnego? Uzasadnij.
3° Ktore z biegunow sg najbardziej znaczace?
4°  Ktore bieguny mozna by poming¢ przy analizie uktadu?

"tzn. lezacy w dodatniej potptaszczyznie zespolonej (o dodatniej czesci rzeczywistej)
®? Patrz: metody upraszczania modeli, np. [10], [3/1.5.4]
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2.2.3. Podstawowe elementy analizy dynamiki ukiadu

Rownanie rozniczkowe jest ogolng forma modelu obiektu (uktadu), ktora zawiera petny
opis wiasnosci statycznych i1 dynamicznych. Znajac réwnanie roézniczkowe mozna je
prébowac rozwigzaé, cho¢ to nie zawsze jest konieczne lub mozliwe. Funkcja rozwigzania
nawet dla uktadow liniowych moze by¢ dos¢ ztozona. Tymczasem juz najprostsze elementy
analizy dostarczajg informacji o spodziewanych wlasnosciach obiektu. Na przyktad:

a) a¥(t) + x(¢) + bx(t) = 2u(?) d) 4% () + 3(t) + X(2) + x* () = u(t)

b) 3x(¢) + 4u(t) = bx(t) + 2u(t)

c) X(¢)+x(2)+x(¢) = au(t)

1° Napisz rownanie statyczne i charakterystyczne uktadu. (*°)

2° Naszkicuj charakterystyke statyczng uktadu.

3° Ile punktow rownowagi ma uktad? Wyznacz je dla u(¢) =u, .

4°  Tle biegunéw ma uktad? Wyznacz je — analitycznie lub symulacyjnie. (*7)
2.2.4. Projektowanie wlasnosci dynamicznych przez zmiane potozenia biegunéw

Scisty zwigzek miedzy rozwiazaniem swobodnym a biegunami uktadu jest

wykorzystywany do projektowania wlasnosci dynamicznych na podstawie potozenia
biegunoéw ukladu na ptaszczyznie zespolonej. Idea polega na rysowaniu na ptaszczyznie
zespolonej tak zwanych linii pierwiastkowych, ktore ilustruja zmiang polozenia biegunow
w zaleznosci od wybranego parametru uktadu @'

Zatozmy, ze zmiana pewnego parametru ukladu spowodowata przesuniecie biegunow
Z pozycji ‘0’ na ‘X’:

a) I'm b) Im c) I'm
X 0
e o Re R

& v X X RO
° I

X 0 o

Jak zmienita si¢ reakcja obiektu?

2.3. Uktady liniowe i zlinearyzowane

Wiasnosci dynamiczne ukladow liniowych zaleza jedynie od ich biegunow (sktadowe;j
swobodnej rozwigzania). W ukladach nieliniowych nie mozna zastosowa¢ zasady
superpozycji, a tym samym nie podziatu rozwigzania na sktadowe swobodne i wymuszone.
W efekcie bardzo trudno jest znalez¢ rozwigzanie rdwnania rézniczkowego nieliniowego.
Poza tym wiasnosci dynamiczne, takie jak choéby stabilno$é, moga zaleze¢ od warunkow
poczatkowych i1 od funkcji wymuszajacej na wejsciu.

W uktadach nieliniowych mozna jednak w prosty sposéb okresli¢ rdwnanie statyczne
(zerujac pochodne zmiennych wej$ciowych 1 wyjsciowych) i wyznaczy¢ punkt réwnowagi
uktadu dla danej wartosci na wejsciu. Rownania nieliniowe moga mie¢ jednak wigcej niz
jeden punkt réwnowagi, jesli rOwnanie statyczne ma wigcej niz jedno rozwigzanie, na

przyktad w przypadku ukladu x(¢)+x?(f) =u(f) réwnanie statyczne xg =u, ma dwa

pierwiastki x, = i\/% .

Analityczne metody badania dynamiki uktadéw nieliniowych sa bardzo ograniczone
1 ztozone. Stosuje si¢ wigc rézne zabiegi aby sprowadzi¢ problem do przypadku liniowego,
czyli zlinearyzowa¢ (=). Taki zlinearyzowany opis mozna stosowa¢ (bada¢) w pewnym
ograniczonym zakresie zmian wielko$ci, na przyktad w otoczeniu punktu réwnowagi. Do
badania modeli liniowych i zlinearyzowanych stosuje si¢ te same metody, jednak wnioski z
analizy modelu zlinearyzowanego sa poprawne tylko w ograniczonym zakresie.

®' Patrz: linie pierwiastkowe, metoda Evansa (np. [1]). W zasadzie jest to metoda przeznaczona do
projektowania uktadow sterowania, ale mozna ja rozszerzy¢ na dowolny liniowy obiekt
-15-
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3. Metody analizy na przykiadzie modelu drugiego rzedu
3.1. Model drugiego rzedu

W badaniach dynamiki szczegdlng role odgrywaja modele drugiego rzedu, poniewaz s3 to
najprostsze uktady, w ktéorych moga wystapi¢ wszystkie przypadki potozenia biegunéw,

a wiec 1 typy sktadowych swobodnych (=). Dla tego modelu opracowano wigc wiele metod
projektowania obiektéw i1 ukladow sterowania. Modele drugiego rzedu sa zazwyczaj efektem
réZnego rodzaju uproszczen zastosowanych na etapie konstrukcji modelu (=) lub podczas

analizy (=).
Podstawowy sposob badania wtasnosci dynamicznych réwnania drugiego rzedu':
a,x(t) + a,x(t) + ayx(t) =u, () (1-25)
polega na analizie rOwnania charakterystycznego:
X +ad+a,=0 (1-26)

za pomocg klasycznej metody wyznaczenia wyrdznika A 1 pierwiastkow A, »:
—a, * JA

— 42 -
2a,

(1-27)

Osiagnigcie zalozonego celu badan nie zawsze wymaga wyliczenia biegunow uktadu.
Czasem wystarczy sprawdzenie warunkow, ktore determinuja wlasnosci uktadu. Jesli A>0 to
uktad moze by¢ stabilny lub nie, ale na pewno nie bedzie generowat drgan. Jesli A<O, to
warunkiem stabilnosci jest —a, /a, <0, czyli ten sam znak parametrow a; 1 a..

W ten sposdb mozna nie tylko bada¢ wlasnosci istniejacych obiektow, ale takze
projektowac wlasnosci nowych uktadow. Przyktadowe zadania:
1° Dobierz parametr a; obiektu opisanego rownaniem (I-25) w ten sposob aby obiekt nie
K reagowal oscylacjami. Pozostate parametry sg okreslone, np. a,=1, a,=10.
i 2°  Wiadomo, ze a; 1 a; s3 dodatnie. Jakie warunki musi spetnia¢ wartos$¢ ay, aby uktad byt
stabilny — z oscylacjami lub bez?
3° Przy skoku jednostkowym uktad (I-25) stabilizuje si¢ na poziomie 10. Jeden z
parametrow jest znany, np. a,=2. Dobierz wartosci pozostatych parametrow. ()

3.2. Réwnanie oscylacyjne
Kazde liniowe rownanie drugiego rzgdu mozna przeksztalci¢ do jednej z dwu postaci —
albo do réwnania oscylacyjnego:

¥(t)+2ém, X(t)+ o) x(t) = byu(t) , ©,>0 (1-28)
albo do réwnania postaci:
¥(t)+2ém, X(t) — o) x(t) = byu(t), ®,>0 (1-29)

gdzie: & - wspotezynnik thumienia, w, — pulsacja drgafh wiasnych?. W zasadzie interesujace
jest tylko rownanie oscylacyjne (I-28), ktore w zaleznosci od wartoséci thumienia & ma pare
biegundéw ujemnych lub dodatnich, rzeczywistych lub zespolonych (Rys. I-10), a tym samym
jego rozwigzanie jest stabilne lub niestabilne, aperiodyczne lub oscylacyjne.

Im Im Im Im
Re ® Re © Re Re
T e
| | |
1 0 b g

Rys. I-10. Zalezno$¢ biegundéw uktadu oscylacyjnego od thumienia

Natomiast rownanie (I-29) niezaleznie warto$ci parametrOw zawsze ma jeden biegun ujemny
1 jeden dodatni — zawsze jest niestabilne.

! Rownanie drugiego rzedu jest jedna z form modeli drugiego rzedu. Inna forma jest uktad réwnan — p. 1.5
? pulsacja wlasna w=2xf, gdzie f to czestotliwos$é wlasna
-16 -
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Udowodnij opisane wtasnosci uktadow (I-28) i (I-29):

1° Wyznacz wzory na pierwiastki roOwnania charakterystycznego;

2° Udowodnij zaleznosci pomiedzy parametrem ¢ 1 potozeniem biegunéw ukladu
oscylacyjnego (Rys. I-10);

3% Okresl potozenie pierwiastkOw rownania charakterystycznego dla & =-1; 0; 1;

4°  Udowodnij niestabilnos¢ uktadu (1-29);

5° Kiedy rownanie (I-28) jest rownaniem oscylacyjnym sensu stricto — to znaczy, ze ma
rozwigzanie oscylacyjne (w jego odpowiedziach wystepuja sktadowe sinsoidalne)?

3.3. Analiza i projektowanie uktadow drugiego rzedu
3.3.1. Analiza wiasnosci dynamiki na podstawie ttumienia uktadu

Z wlasno$ci rownania oscylacyjnego wynika druga metoda badania wtasnosci uktadow
drugiego rz¢du. Nalezy najpierw sprowadzi¢ badane rownanie do jednej z postaci (I-28) lub
(I-29), wyznaczy¢ wspotczynnik thumienia & i okresli¢ przedzial jego wartosci. Tak wigc
dowolne réwnanie drugiego rzedu:

a,X(t) +a,x(t) + apx(t) =u,(t) / :a,
1-30
50+ 250 + Dx0) = L) (=0
a, a, a,
po przeksztatceniu do postaci:
X(t)+ 28w, x(t) £ o) x(t) = byu(t) , ©,>0 (1-31)
obejmuje dwa przypadki zaleznie od znaku skfadnika + @] .

1) Jesli ay/a>> 0 to jest to rownanie oscylacyjne (I-28), a jego parametry mozna wyznaczy¢
z ukladu réwnan:

a ay
a)j :_O a)n .
a, a,

- : (1-32)

a
28w, =— g= |2 _ 4

a, 2a, \a, 2|a,a,

Wyrazenie pod pierwiastkiem ,/a,a, jest zawsze dodatnie, co wynika z wczesniejszego

warunku ay /a,> 0. Zatem znak tlumienia &, a tym samym stabilno$¢ uktadu, zalezy od
znaku wspotczynnika a;. Natomiast oscylacyjny charakter odpowiedzi ma miejsce jesli
2
4

|a1| 2
2\ a,a, 4a,a,
2) Jesli ay/a;< 0 to rbwnanie ma posta¢ (I-29), wigc jest zawsze niestabilne (niezaleznie od
wartosci ¢).

Wynik analizy ukladu za pomocg wyrdznika A lub wspoétczynnika thumienia ¢ musi by¢
oczywiscie ten sam, co mozna wykorzysta¢ do sprawdzenia poprawnosci uzyskanych
wynikéw, albo do wybrania metody, ktora w danym przypadku bedzie prostsza.

W podanych rownaniach:
a) X(1)—10 x(t)+a x(¢t) =u(t), b) 4%(t)+bx(¢) +2x(t) = 2u(t), c) X(¢t)—a x(t) = u(t)
1°  Sprawdz stabilno$¢ 1 wystepowanie oscylacji na dwa sposoby (wyznaczajagc A oraz &),
przy zalozeniu, ze parametry uktadu sg dodatnie.
2° Dobierz parametry uktadu, tak aby byt on stabilny
3°  Okresl warunki, ktore muszg spelnia¢ parametry uktadu aby nie powstawaly oscylacje.

-17 -
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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

3.3.2. Sprawdzenie wyznaczonych biegunow

131y Wykorzystujac wlasnosci wielomianu (=) mozna sprawdzi¢ poprawnos¢ wyznaczonych
biegunéw uktadu (4;). Jesli wspolczynnik przy najwyzszej potedze rdwnania
charakterystycznego jest rowny 1, to zachodzi rownowaznos¢:

<

1

Praiva, < (A-4)NA-1)=2-(4+L)A+44 (1-34)

a stad (wzory Viéte’a dla wielomianu drugiego stopnia):

—(4 +4,)=a, oraz LA, =a, (1-35)

1° Wyznacz bieguny i sprawdz poprawno$¢ wyznaczonych wzoréw dla:

a) dowolnego rownania drugiego rzedu (I-25),
b) rownania oscylacyjnego (I-28),
¢) rownania komplementarnego do réwnania oscylacyjnego (1-29).

2° Uktad ma dwa ujemne bieguny: -10 i -2. Odtworz model obiektu. Czy ten model jest

jednoznaczny? Co mozna powiedzie¢ o wspotczynniku tlumienia tego uktadu? (*°)

3° Wspotezynnik tlumienia uktadu oscylacyjnego wynosi -2. Co mozna powiedzie¢ o

biegunach tego uktadu?

3.3.3. Rozpoznawanie cztonu oscylacyjnego i jego wlasnosci

Zaktadajac, ze wspotczynniki réwnan rézniczkowych 1+8 s3 dodatnie (a, b, ¢ >0),

ponizsza tabela zawiera wszystkie przypadki rownan drugiego rzedu:

i

O/N é >0, gdy ... Re(4), Im(4)

1 ax(t)+bx(t) +cx(t) = u(t)

2 ax(t)+bx(t) —cx(t) = u(t)

3 ax(t)—bx(t) +cx(t) = u(t)

4 ax(t)—bx(t) —cx(t) = u(t)

5| —ax(t)+bx(t)+cx(t) = u(t)

6 | —ax(t)+bx(t)—cx(t) =u(t)

7T | —ax(t)—bx(t) +cx(t) =u(t)

8 | —ax(t)—bx(t)—cx(t) =u(?)

1° Uzupelnij informacje w tabeli. Podziel rownania na dwa typy (O/N) w zalezno$ci od
mozliwosci przedstawienia w postaci roéwnania oscylacyjnego (I-28). Wyznacz
wspotczynnik ttumienia & 1 okres$l znak ¢ (czy jest zawsze >0 lub <0, albo warunek kiedy
¢ >0). Okresl potozenie biegunéw A uktadu.

2° Czy wniosek o stabilnosci ukladu na podstawie potozenia biegundéw zgadza si¢
z wnioskiem o stabilnos$ci na podstawie wartosci &?

3° Czy na podstawie postaci rownan 1+8 mozna przewidzie¢ (poda¢ regule), ktore z nich:

40

a) sa rownaniami oscylacyjnymi, b) sa stabilne (*'°)?
Zastosuj kryterium Routha (=) by okres$li¢ potozenie biegunow réwnan 1+8.

3.3.4. Odpowiedzi skokowe i impulsowe cztonoéw oscylacyjnych

Rozwigzanie rownania drugiego rzedu jest na tyle proste, ze mozna wyznaczy¢ doktadny

wzor funkcji 1 przeprowadzi¢ jego analiz¢, wykorzystujac typowe operacje badania przebiegu
funkcji. Uzyskane wnioski sg podstawa dla roznych metod projektowania wiasnosci
dynamicznych obiektow i ukladéw sterowania.

1° Wyznacz wzér na odpowiedz skokowa 1 impulsowa obiektu oscylacyjnego

o wspolczynniku thtumienia: a) 0.5, b) 2, ¢) —0.01, d) -1.5. Przyjmij dowolng pulsacje i
warunki poczatkowe.(* h

2° Wyznacz wzor pochodnej odpowiedzi skokowej i porownaj go ze wzorem na

odpowiedz impulsowa. (*'%)

3°  Wyznacz maksimum i minimum odpowiedzi skokowe;.
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4. Portrety fazowe

Portret fazowy to rodzina trajektorii w ukladzie wspotrzednych [x, X ], przedstawiajacych
zachowanie obiektu obserwowane przy stalym wymuszeniu ale dla réznych warunkow
poczatkowych, ktore sa wowczas jedyng przyczyna zmian obserwowanych w uktadzie. Jest to
graficzny sposéb zobrazowania wtasnosci dynamicznych obiektéw 1. lub 2 rzgdu liniowych i
nieliniowych @'. Portrety fazowe najlatwiej jest uzyska¢ metodami symulacyjnymi na
podstawie réwnan rozniczkowych (=). Ilos¢ trajektorii koniecznych do odtworzenia portretu
mozna znacznie ograniczy¢ ze wzgledu na jedng z podstawowych wtasnosci — trajektorie nie
przecinaja si¢ poniewaz badane sg uktady deterministyczne”.

4.1. Portrety fazowe uktadéw liniowych

41.1. Typy portretéow
W uktadach liniowych mozna wyr6zni¢ sze$¢ charakterystycznych typoéw portretow,
zwigzanych polozeniem biegunow uktadu (Rys. I-11).

Im A

Im 4 Im Im Im Im 4
Re © Re Re ® Re Re Re
00T > > > 0> —0—To—>

> >

(©] (]

t | |
2R\

wezet stabilny  ognisko stabilne centrum ognisko niestabilne wezet niestabilny siodlo
Rys. I-11. Charakterystyczne typy portretoéw fazowych uktadow liniowych

Kazda trajektoria portretu reprezentuje ewolucje stanu obiektu od okreslonego warunku
poczatkowego. Jesli uktad jest stabilny to dazy do punktu rownowagi, a jesli jest niestabilny
to si¢ oddala od tego punktu. Kierunek zmian (strzatk¢ czasu na trajektorii) okresla si¢
jednoznacznie na podstawie wlasnosci funkcji pochodnej — jesli pochodna jest dodatnia to
funkcja rosnie (x>0 = x1), jesli pochodna jest ujemna to funkcja maleje (x<0 = x|),
pochodna réwna 0 oznacza maksimum lub minimum funkcji.

Portrety fazowe uktadéw liniowych dobrze ilustrujg wlasno$¢ globalnej stabilnosci lub
niestabilnos$ci tych uktadéw. Poniewaz w uktadzie liniowym jest mozliwy tylko jeden punkt
rownowagi (=), wiec uklad stabilny dazy do tego punktu niezaleznie od warunkow
poczatkowych (jest stabilny globalnie).

Na podstawie przedstawionych wtlasnosci portretow fazowych wyjasnij nastepujace
spostrzezenia praktyczne, dlaczego:
1° trajektorie przecinaja o$ x pod katem 90°,
2° punkt rownowagi znajduje si¢ na osi x,
3° przy wymuszeniu zerowym punkt rownowagi lezy w srodku uktadu wspotrzednych,
4° 7 trajektorii mozna odczyta¢ amplitudy przebiegu rozwiazania swobodnego. (*'°)

4.1.2. Rozpoznawanie portretu fazowego uktadu liniowego

Ponizsza tabela zawiera wszystkie przypadki rownan drugiego rzedu, przy zatozeniu, ze
wspotczynniki a, b, ¢ >0 (analogicznie jak w p.3.3.3):

@' Portrety fazowe maja szczegélne zastosowanie w przypadku wystepowania nieliniowo$ci typu nasycenie,
strefa nieczutosci, przekaznik, ... , czyli funkcji nierdézniczkowalnych. Wigcej np. w [3/r.2.4]
@7 przejscie z jednego punktu przestrzeni do kolejnego jest okre§lone (nie ma mozliwosci wyboru)
-19 -
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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

O/N portret fazowy (nazwa, szkic) S/N

ax(t)+ bx(t) +cx(t) = u(t)

ax(t)+bx(t) —cx(t) = u(t)

ax(t)—bx(t) +cx(t) = u(t)

ax(t)—bx(t) —cx(t) =u(t)

—ax(t) +bx(t) + cx(t) = u(t)

—aX(t)+bx(t) —cx(t) = u(?)

—ax(t) —bx(t)+ cx(t) =u(t)

0| NN KW —

—ax(t) —bx(t) —cx(t) = u(t)

S

¢ 1° Okresl typ rownania (oscylacyjne lub nie) oraz typ portretu fazowego
2° Jaki wplyw na portret fazowy uktadu ma warto$¢ wymuszenia u? (*'%)

4.2. Portrety uktadow nieliniowych

4.2.1. Wriasnosci portretéw uktadow nieliniowych

Portrety fazowe uktadow nieliniowych moga mie¢ jeden lub wigcej punktow rownowagi —
w zalezno$ci od rozwigzania rdéwnania statycznego. Uklad nieliniowy moze by¢
stabilny/niestabilny globalne, ale jesli uktad ma wigcej punktow réwnowagi, to moze by¢
stabilny w jednych a niestabilny w innych punktach, i wowczas rozrézniamy
stabilno$¢/niestabilnos¢ lokalng i globalng (Rys. I-12). Wyznaczenie portretu fazowego
uktadu nieliniowego w odpowiednio duzym otoczeniu punktéw réwnowagi umozliwia
okreslenie obszarow stabilnych warunkow poczatkowych (obszarow stabilnosci).

Rys. I-12. Idee stabilnos$ci/niestabilnosci globalnej/lokalne;j

W poblizu punktéw rownowagi portrety uktadow nieliniowych ale rozniczkowalnych' sa
zblizone do liniowych wzorcow (stabilne/niestabilne wezly, ogniska, siodta). To
spostrzezenie potwierdza mozliwos$¢ analizy stabilno$ci uktadu nieliniowego w ograniczonym
zakresie wokot punktow réwnowagi za pomoca linearyzacji modelu w otoczeniu tych

L13) punktow (=). W ten sposdb mozna réwniez zidentyfikowa¢ punkty rownowagi na portretach
uktadoéw nieliniowych.

4.2.2. Wyznaczanie portretow

Eksperymentalne wyznaczanie portretu fazowego wymaga przemyslanego wybierania
warunkow poczatkowych i czasu trwania eksperymentu (poczatku i dtugosci trajektorii), tak
aby mozna bylo jednoznacznie wnioskowaé¢ o globalnej i lokalnej stabilno$ci badanego
obiektu. Informacje na o ilo$ci punktow réwnowagi czy o charakterze nieliniowo$ci znacznie

ulatwiaja zadanie (=).

Zatozmy, ze przedstawione ponize] portrety zawieraja wszystkie charakterystyczne
c{ trajektorie. Co mozna powiedzie¢ o modelach, ktoére majg takie portrety fazowe?
h

\—/

\ / (T /fﬁ\ X, (= m X,

S N\ S=A S

a) b) N 9)
1° Zaznacz kierunki trajektorii.
2° Ile punktow rownowagi ma model? Okresl ich typ 1 stabilnosc¢.
3° Czy model jest liniowy?
4° Czy uktad jest stabilny globalnie? Uzasadnij.

h

" bez elementow typu przekaznik, strefa nieczutosci, ...
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5. Roéwnania stanu

5.1. Uktad réwnan rézniczkowych
Modele dynamiki uktadéw analizowane w poprzednich punktach (I.2+4) mialy posta¢
pojedynczych réwnan rozniczkowych z jednym wejéciem i jednym wyjsciem (ang. SISO).
Na ich podstawie mozna w prosty sposéb okreslic:
- liniowos$¢ modelu,
- rzad modelu, ktory odpowiada rzgdowi réwnania rozniczkowego,
- rownanie statyczne, ktére powstaje po wyzerowaniu pochodnych i pozwala wyznaczy¢
charakterystyke statyczng i punkt rownowagi (stan ustalony),
a dla uktadow liniowych — rownanie charakterystyczne i jego pierwiastki (bieguny uktadu),
ktore decyduja o stabilnosci.

Analogiczne mozliwosci wykazuja modele w postaci réwnan stanu @7, to znaczy uktadu
rownan rézniczkowych pierwszego rzedu, liniowych lub nieliniowych. Uktady tego typu
powstaja jako rezultat zastosowania pewnych metod konstrukcji modeli (=) lub zamierzony [Li0)
cel przetwarzania (opisany w kolejnym punkcie 1.5.2). Je$li rownania stanu modelu sa
réwnaniami liniowymi, to mozna je uporzadkowac:

).Cl (Z) =a X (Z) +ajpxy (t) +...t+ayx, (Z) + bl 141 (Z) +...+ blmum (Z)
)‘62 (Z) =ajsx] (t) +ajyxy (t) +...+ay,x, (Z) + b21141 (t) +...+ bzmum (Z)

x, (1) = ax1(€) + a,nxy () + ...+ a,,x, () + byyuy () + ...+ by, u,, (1)

1 zapisa¢ w postaci macierzowe;j:
x(t) = Ax(¢) + Bu(¢) (1-37)

(1-36)

gdzie:
- x(¢) jest nazywany wektorem »n zmiennych stanu — poszukiwane rozwigzanie uktadu,
- u(?) reprezentuje wektor m zmiennych wejsciowych — funkcje wymuszajace na wejsciach,
- A —macierz stanu (fundamentalna) — podstawowa macierz uktadu o wymiarze nxn,
- B —macierz o wymiarze nxm .
Roéwnania stanu zawierajg catg informacje o dynamice obiektu, ale bywaja uzupetniane przez
rownania wyjsciowe:

y(t) = Cx(¢) + Du(?), (I-38)
ktére na podstawie wektora rozwigzan x 1 zmiennych wejsciowych u pozwalaja na
zdefiniowanie dowolnego zestawu zmiennych wyjsciowychy @°.

Metoda 1 posta¢ rozwigzania uktadu réwnan (I-37) jest analogiczna jak dla pojedynczego
robwnania n-tego rzedu (=). O wiasnosciach dynamicznych decyduje wigc réwnanie
charakterystyczne®, ktore w tym przypadku, w zapisie macierzowym ma postaé:

det(A - A1)=0 (1-39)

Jest to rownanie n-tego stopnia, a jego pierwiastki (bieguny uktadu’) decyduja o stabilnosci

uktadu®, poniewaz sa wspolczynnikami w wyktadnikach funkcji eksponencjalnych, ktére
tworza sktadowe rozwigzania swobodnego kazdej ze zmiennych stanu x;,():

x,(t) = Ae™" +..+ A, i=l.n (1-40)

Uklad n rownan rézniczkowych pierwszego rzedu jest modelem o wielu wejsciach 1
wyjéciach (ang. MIMO’). Rzad modelu wynosi 7, co wynika z ilo§ci zmiennych stanu,

! Single Input Single Output
®? Patrz: zmienne stanu, przestrzen zmiennych stanu, ..., np. [3/r.12]
®* zastosowanie rownan wyjéciowych jest roznorodne, m.in. w projektowaniu uktadéw sterowania obiektami.
Patrz.: sterowalnos¢, obserwowalnos¢ (np. [71,[8]).
* rownanie charakterystyczne powstaje w trakcie rozwigzywania ukladu rownan roézniczkowych metodg
klasyczng (analogicznie jak w przypadku pojedynczego rownania n-tego rzedu)
> bieguny uktadu (I-37) odpowiadaja wartosciom whasnym macierzy A (w terminologii algebraicznej)
% uktad jest stabilny jesli wszystkie bieguny uktadu leza w lewej polptaszczyznie zespolonej
" Multi Input Multi Output
221 -
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atym samym ze stopnia réwnania charakterystycznego, ilo$ci biegunow i skladowych
rozwigzania swobodnego. Wielowymiarowy jest wigc tez opis statyczny — uktad réwnan
algebraicznych (=), otrzymany po wyzerowaniu pochodnych; w zapisie macierzowym:

0= Ax+Bu, (I-41)
lub po rozwigzaniu:

x=—A"Bu, (1-42)
Opis statyczny (I-41) jest podstawa do wyprowadzenia wzoréw' na charakterystyki statyczne
poszczegodlnych zmiennych x;:

X, = fi(uy,out,) (1-43)

oraz do wyliczenia warto$ci w stanie ustalonym (punktu rownowagi) x,y, ..., X,9 dla zadanych
wartos$ci wymuszen u;y, ..., Upp.

Zapis modeli i operacji w postaci macierzowej (I-37), (I-39), (I-41) jest wykorzystywany
szczegollnie przy stosowaniu komputerowych programéw obliczeniowych, przygotowanych
do przetwarzania macierzy (=). Jest to wygodna forma prowadzenia badan szczegodlnie
wowczas gdy macierze maja duzy wymiar i nie ma potrzeby przedstawienia rozwigzania
w postaci analitycznej (wszystkie wspotczynniki modelu s3 podane w postaci wartosci i
oczekiwane wyniki tez majg by¢ wartosciami). Nie zawsze jednak model jest az tak ztozony,
zeby rezygnowac z przeksztalcen na wzorach, ktore mozna wykona¢ recznie i co wazniejsze -
takze dla modeli nieliniowych. OczywiScie mozna réwniez skorzysta¢ z programow, ktore
realizujg obliczenia symboliczne, na przyktad Mathematica (rowniez Matlab ale w mniejszym
stopniu). Inng droga do rozwigzania bardzo ztozonych probleméw moze by¢ uproszczenie
badanego modelu, na przyktad przez zweryfikowanie przyjetych zatozen (=).

Zatozmy, ze przedstawione ponizej uklady rownan sa modelami dynamiki pewnych
obiektow fizycznych:
{mxl (@) +x,() +cx, (t) + mx, (1) = u(t) {al)'cl &) +a,x, () +x,()—cu, (t)+c,u,(t)=0
dx, (t) + cx, (1) = u(t) byx, (1) = by x, () + byx, (1) —u, (1) = 0
1° Przedstaw uktad w postaci rownan macierzowych (w postaci rOwnan stanu).
2° Okresl zmienne stanu, zmienne wejsciowe, rzad, liniowos¢ modelu.
3° Napisz rownanie charakterystyczne.
4° Wyprowadz wzory na charakterystyki statyczne modelu. Naszkicuj wykresy dla
wybranych warto$ci parametrow. Ile punktow rownowagi ma uktad? (*')
5.2. Przeksztatcenie rownania n-tego rzedu do ukfadu réwnan 1. rzedu
5.2.1. Algorytm przeksztatcenia

przeksztalcenia. Wsrdd réznych operacji (=) bardzo uzyteczne jest przeksztatcenie rownania
roézniczkowego n-tego rzgdu do uktadu n rownan pierwszego rzgdu. Algorytm przeksztatcenia
zostanie przedstawiony na przyktadzie nastepujacego rownania:

azx(t) + arx(t) + ayx(t) + agx(t) = u(t)

[fi0) Posta¢ modelu wynika zwykle ze sposobu jego konstrukeji (=), ale mozna by¢ tez efektem
A ;

(1-44)

Poniewaz w rownaniu wystepuje pochodna trzeciego rzedu zmiennej x, to zamiast zmiennej x
zostang wprowadzone trzy nowe zmienne x;, X2, X3, zdefiniowane wedlug schematu:
X = =X
X, = =X
. . (1-45)
X, = =X

X, =X

! stosujac dowolng metode rozwiazywania uktadu réwnan (operacje macierzowe, metode eliminacji kolejnych
zmiennych z uktadu réwnan)
-22-
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Nowe zmienne nalezy podstawi¢ do rownania (I-44) zamiast x,x,X, a zamiast najwyzszej
pochodnej x — pierwsza pochodna ostatniej zmiennej (X;). Réwnowazny uktad réwnan
zawiera to rOwnanie z nowymi zmiennymi i dwa rdOwnania wskazane na schemacie (I-45):
x1(t) = x5 (t)
X (1) = x3(1) (1-46)
x3(0) = [u(t) = apx3 (1) — ayx, (1) — agx, (0)]/ a3
Przeksztalcony model mozna uporzadkowac i zapisa¢ w postaci macierzowych rownan stanu.

Zmiana formy nie wplywa na wlasnoSci modelu — rzad, bieguny, stabilno$¢, punkt
rOwnowagi.

charakterystyczne modelu.

2° Zmien kolejnos¢ rownan (I-46), zapisz w postaci macierzowej 1 wyznacz rownanie
charakterystyczne modelu. (*'°)

3° Por6éwnaj rownania charakterystyczne wyznaczone w 1° 1 2° z rownaniem
charakterystycznym modelu (I-44). (*'7)

4° Przeksztat¢ rownanie oscylacyjne (I-28) do postaci réwnan stanu. Wyznacz réwnanie
charakterystyczne uktadu.

1° Zapisz model (I-46) w postaci macierzowych réwnan stanu i1 wyznacz réwnanie§

5.2.2. Przeksztatcenie modelu do rownan stanu

Pojedyncze rownanie n-tego rzedu i uktad rownan 1. rzgdu s3 dwoma formami modelu, na
podstawie ktorych mozna wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne. Trzecig forma, ktéra to
umozliwi bedzie transmitancja omowiona w kolejnym punkcie (1.6).

Jesli wiec skonstruowany model zawiera rownania roznych zmiennych i réznych rzgdow,
to analityczne badanie jego stabilno$ci wymaga przeksztalcenia modelu do jednej z form
umozliwiajacych wyznaczenie rdwnania charakterystycznego, przy czym zazwyczaj
najprostsze jest doprowadzenie modelu do rownan stanu. Typowe przyktady tego typu modeli
wystepuja w uktadach mechanicznych ze spre¢zynami, ttumikami i masami (=). m

Zatozmy, ze uklady réwnan ponizej opisujag pewne uklady mechaniczne, dla ktérych o’
nalezy przeprowadzi¢ analiz¢ podstawowych wtasnosci. }
. {mxl (1) + b3, (1) = by x, (1) = u, (1) b {mxl (1) + by X, (2) + 4x; (1) — ex, (1) = uy ()

by, () = by, (2) + cxy (¢) = uy () + u,y () byx; (1) + cxy (£) = 22, (1) = (1) + u, (1)

{mx (6)+ b5, (6) = b, (1) + 5, (1) = 1, (1)
b (£) = b3y (1) + €, (1) = 4, () + 1 (0)

1° Ktérego rzgdu jest uktad? Ktorego stopnia bedzie wielomian charakterystyczny?

2° Wyznacz roOwnania statyczne modelu.

3° Jakie rozwigzanie ma uktad przy statych wymuszeniach u;(¢)=u;¢ 1 ux(t)=u29?

4° Zapisz w postaci rOwnan stanu 1 wyznacz rownanie charakterystyczne.

5° Po przeanalizowaniu kolejnego punktu (1.6) wr6¢ do podanych modeli, przeksztat¢ je do
postaci transmitancji i wyznacz rownania charakterystyczne. (*'*)
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6. Transmitancje

6.1. Transmitancja i jej podstawowe wilasnosci

Modele opisane liniowymi rOwnaniami lub uktadami réwnan rézniczkowych mozna
przeksztatci¢ do algebraicznych modeli operatorowych oF Najpopularniejsze z nich to
transmitancje, oparte na przeksztalceniach catkowych Laplace’a (<) i1 Fourier’a (%) (=).
Zastosowanie calkowego operatora Laplace’a <£ powoduje Ze funkcje zalezne od czasu
zostajg przeksztatcone w funkcje zmiennej s (transformaty funkeji), a zamiast pochodnych
funkcji wystepuja potegi zmiennej s, czyli funkcje algebraiczne. W praktyce przejscie od
modelu rézniczkowego do operatorowego odbywa si¢ przez podstawienie symboli:

dk
— o st (1-47)
dt
Tak wigc rownanie rozniczkowe:
a, x" () + ...+ a,x(t) + agx(t) = b, u'™ (t) + ...+ bi(t) + byu(t) (1-48)
mozna przeksztatci¢ do algebraicznego rOwnania operatorowego:
a,s"x(s)+...+a;sx(s) +ayx(s) = b, s"u(s)+...+ b su(s) + byu(s) (1-49)

Na podstawie (I-49) mozna wyznaczy¢ transmitancje ukladu G(s), definiowang jako
stosunek transformaty funkcji wyjsciowej x(s) do transformaty funkcji wejsciowej u(s):
x(s) b,s" +..+bs+b

=G(s) (I-50)
u(s) a,s" +..+a;s+a,
Procedura przejscia od rownania rézniczkowego (I-48) do transmitancji (I-50) opiera si¢ na
zastosowaniu twierdzenia o liniowosci:
Lafi (0 +bf2 ()} = afi (5) + b2 (s) (I-51)
oraz twierdzenia o transformacie pochodnej funkcji z zatozeniem zerowych warunkow
poczatkowych f{04) = 0:

L= 5 ()= £0.) =57 (5) 152
Powyzsze twierdzenia wyznaczaja ograniczenia zastosowania transmitancji — liniowos¢
modelu i zerowe warunki poczatkowe. Transmitancje powstajace na podstawie roéwnan
rézniczkowych maja posta¢ funkcji wymiernych, przy czym w wigkszosci rzeczywistych
obiektow stopien licznika jest mniejszy niz stopienh mianownika”.
Na podstawie transmitancji G(s) 1 transformaty funkcji wejSciowej u(s) mozna wyznaczy¢
transformate funkcji wyjs$ciowe;j:
x(s) = G(s)u(s), (I-53)
a stad mozna odtworzyé oryginal funkcji wyjsciowej x(f) @> — jesli istnieje taka potrzeba.
Zazwyczaj nie jest to konieczne, bo podstawowe badania wiasno$ci obiektu (stabilno$¢, punkt
réwnowagi) mozna wykona¢ na podstawie transmitancji. O stabilnosci ukladu decyduja
bieguny transmitancji, czyli pierwiastki rownania charakterystycznego uktadu wyznaczonego
przez przyrownanie do zera mianownika transmitancji (I-50) (pierwiastki mianownika):
as"+..+as+a,=0 (1-54)
Jest to takie samo réwnanie jak to wyznaczone na podstawie pierwotnego rownania
rézniczkowego® (=). Taki same sa warunki stabilnosci uktadu — wszystkie bieguny musza
mie¢ ujemng czg$¢ rzeczywista. Zera transmitancji (pierwiastki wielomianu w liczniku) nie
maja wptywu na stabilnos$¢ uktadu.

®' Patrz: rachunek operatorowy, przeksztatcenia catkowe i ich whasnosci (twierdzenia) np. [3/r.13]
? Stad tez istnieje wiele metod analizy i projektowania uktadéw opracowanych przy zatozeniu, Ze transmitancja
obiektu spetnia takie warunki.
®® Caly proces przeksztalcen od réwnania rézniczkowego do odtworzenia funkcji x(¢) nazywa si¢ operatorowa
metodg rozwiazywania liniowych rownan rézniczkowych. Patrz: przeksztalcenie odwrotne </, metody
wyznaczania oryginatlow funkcji (metoda rozktadu na utamki proste, metoda residuow), np. [Blad! Nie
mozna odnalez¢ zrodla odwolania.], [3/D2].
* poprawne przeksztalcenia modelu nigdy nie zmieniaja stopnia wielomianu charakterystycznego ani jego
pierwiastkow (mozna to wykorzysta¢ do sprawdzenia poprawnosci wykonanych przeksztatcen)
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Aby wyznaczy¢ punkt réwnowagi (=) na podstawie transmitancji nalezy skorzystac
z wlasnos$ci przeksztalcenia Laplace’a — twierdzenia o warto$ci koncowej:

limx(¢) = ling sx(s) = lingsG(s)u(s) , (1-55)

ktore jest prawdziwe pod warunkiem, ze granica x(f) przy t—oo istnieje. Problem istnienia
granicy trzeba rozstrzygna¢ w inny sposob, na przyktad na podstawie znajomos$ci rozwigzania
rownania rézniczkowego dla typowych funkcji wymuszajacych'. W praktyce czesto
wykorzystuje si¢ to twierdzenie do obliczenia wyj$cia przy statym wymuszeniu uy, przy czym
zaktada si¢ wowczas, ze stale wymuszenie jest reprezentowane przez funkcje skokowa o
takiej samej wartosci’.

1° Napisz ponizsze rownania w postaci operatorowej i wyznacz transmitancje. (*'”) 9
a) 2x(t) +4x(t) + a,x(t) =byu, (1), c) X(#)+2x(t) + 2x(t) = bu(t) + byu(?) }
b) 4x(1) + agx(t) =4u,(1). d) %(2) + ayx(t) =byu* ()

2° Na podstawie wyznaczonych transmitancji ustal rownanie charakterystyczne oraz punkt
rownowagi jesli na wej$ciu podawana jest stala wartosc k.

3° Dla podanych transmitancji okresl rzad, bieguny, stabilnos$¢ i stan ustalony zaktadajac, ze
parametry sg dodatnie a funkcja wejsciowa u(f) =2-1(¢)

o _ ks 0 _

2) G(s) k(Ts+1)° b) Gs) (bs + a)* () 0 Gbs) 0.55> +2.55+3

4° Podaj transmitancje¢, ktora ma bieguny: -2, -1, oraz punkt rownowagi (uy, xp)=(2, 6).

5° Podane modele przeksztal¢ do koncowej postaci transmitancji, ktora pozwoli okresli¢ rzad
modelu, rbwnanie charakterystyczne oraz bieguny i zera transmitancji

a) u(s) = ax(s) + bsx(s) +£x(s) ;0 b) G(s) = _ 2l ) u(s) = asx(s) +bs’x(s) (¥
s

a

as+c+—
sb

6.2. Transmitancje uktadéw wielowymiarowych
Transmitancja z definicji opisuje uktad typu SISO. Jesli uktad ma wiele wejs¢ 1 wiele
wyj$¢ (MIMO), to mozna wyznaczy¢ wiele transmitancji. Transformata kazdej zmiennej
wyjsciowej jest wyrazona jako suma sktadowych od poszczegdlnych wejsc:
x;(8) =Gy (Su, (s) +...+ G, ()u,, (s) (1-56)
Mozna rowniez zastosowaé pojecie transmitancji macierzowej, ktore wynika z
przeksztalcenia rownan stanu (I-37) do postaci operatorowej:

sx(s) = Ax(s) + Bu(s) (I-57)
1 wykonania operacji macierzowych:
x(s) = (sT— A) "' Bu(s) = G(s)u(s) (1-58)

Jest to wigc rodzaj operatora macierzowego G(s), ktory opisuje zwigzek pomigdzy
transformata wektora wejsciowego u(s) i wyjsciowego X(s).

Na przyktad uktad rownan:

myx (1) + a,x, (1) — ayx, () = u (1)
{mzxz(f)—b1x1(t)+b2xz(t) =u,(t) (I-59)
mozna zapisaé kolejno w postaci macierzowej (I-57) i (I-58) , czyli:
B 1 0 ] : 1 0
5] | m [6©] | ws] = @] T | |m w®] Lo
§ Sl b b * 1 T - b I (1-60)
)| | b Zh 6] | o L) x,(s) i/ T I PN §710))
m, m my my my ny

! Jesli funkcja wejéciowa ma stala warto$é, to rozwiazanie wymuszone tez ma stala warto$é — granica istnieje.
Jesli na wejsciu jest funkcja sinusoidalna, to na wyj$ciu wystapi sinus przeskalowany i przesunigty — nie ma
granicy (funkcja okresowa).

? to zalozenie pozwala wyznaczy¢ transformate funkcji wejsciowej: u(f)=uy — uy - 1() — L u(t)} = uy/s
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Wykorzystujac ogdlny wzor na elementy macierzy odwrotnej (I-7) mamy:

gdzie wyrazenie w mianowniku jest wyznacznikiem det(s/ — 4) = (

Ostatecznie po uproszczeniu wyrazen mamy:

mys +b, a,
x| | M(s) M(s) | w(s)
nE] | b msra ()
M(s) — M(s)

gdzie: M(s) = (ms +a, \mys +b,)—ba,

d{mbj de{-ﬂ

{xl(s)}: S
L
s O w5

|

L

m

0

G (s) Gy(s)
Gy (s) Gypls)

uy ()
i Lz(sj (-61)
nm,
ms+a | ms+b, |  ba,
m m, mm,
uy ()
Lzm} (-62)

Zastosowanie operatora macierzowego w przeksztalceniach analitycznych ma dwie wady:
wymaga odwracania macierzy (co jest ucigzliwe gdy dotyczy operacji na wyrazeniach,
podobnie jak w przypadku roéwnan stanu =) i mianownik wszystkich transmitancji uktadu jest
obliczany na podstawie jednego wyznacznika (trudno wigc wykry¢ ewentualny btad w

przeksztatceniach).

Alternatywny sposob wyznaczania transmitancji uktadéw wielowymiarowych polega na
przeksztalceniu rownania/réwnan do postaci operatorowej i eliminowaniu z uktadu kolejnych
zmiennych. Mozna go zastosowa¢ do kazdego uktadu rownan bez eliminowania pochodnych
wyzszego rzedu i sprowadzania do postaci rGwnan stanu.

Na przyktad uktad rownan (I-59) przeksztatcony do postaci operatorowej i uporzadkowany ma postac:

{(mls +a () = axy(9) +u (s) - {Ml ($)%(5) = a3, (5) + 14, (5) ©63)
(s 4+ b, ), (8) = byx, () + 1y () | M ()%, (5) = by, (5) + 4, (5)
gdzie robocze symbole M;(s) i M,(s) maja na celu skroci¢ zapis kolejnych operacji.
Wyznaczajac z uktadu (I-63) jedna ze zmiennych wyjsSciowych, na przyktad x;:
_ayxy(s) +uy(s)
X (s) = M) (1-64)
i podstawiajac do drugiego réwnania, otrzymujemy réwnanie z jedng niewiadoma x,:
a,x,(s)+u(s)
M =p 222 T/ M -
200 (s) = TR () [ M) (1-65)
Obustronne mnozenie przez M,(s) pozwala wyeliminowaé wyrazenia utamkowe:
M, ()M, (5)x,(s) = byay x5 (s) + by (5) + M (s)u, (s) (1-66)
poniewaz ostateczna postaé transmitancji powinna mie¢ posta¢ funkcji wymiernej (bez pigtrowych utamkow):
byuy (s) + M, (s)u, (s)
x,(s) = = 1-67
MMy (9) - b, (-en
Podstawiajac wyznaczong warto$¢ x, (I-67) do wyrazenia (I-64) uzyskujemy rOwnanie z niewiadoma x;:
ay by () + M, (s)uy(s)  uy(s)
x(s)=—=2——1 + : 1-68
M () MM () by M, (s) (-68)
ktore po sprowadzeniu do wspolnego mianownika:
X (s) = asbyuy (5) + ay M, (s)uy (s) + (M, ()M 5 (5) = byay Juy (s) (1-69)
M, ()M, ()M (5) = byay )
mozna uproscic i otrzyma¢ wyrazenie postaci:
x,(s) = M, ($)uy () + ayu, (s) (1-70)

poprawne' i maja postaé:
mys+b,
M(s)

x,(s) =

M(s)

M, (s)M,(s) - ba,
Transmitancje (I-67) i (I-70) maja taki sam mianownik, co oznacza z duzym prawdopodobienstwem, Ze sa one

gdzie: M(s) = (ms +a, \mys +b,)—ba,

" wynik zostat otrzymany na dwa sposoby

=26 -
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ms +a,

M(s)
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M(s) 1-71)



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

Nie tylko koncowy wynik (I-71) ale caly ciag przeksztalcen (I-63)+(I-70) pozwala
kontrolowa¢ poprawno$¢ wykonania operacji na podstawie charakterystycznych etapow .

Rézne transmitancje tego samego obiektu majg taki sam mianownik jesli obiekt jest tak
zwanym ukladem wspoldzialajacym, co mozna stwierdzi¢ takze na podstawie
wspolzaleznosci rownan rozniczkowych opisujacych obiekt® — pomiedzy zmiennymi stanu
wystepuja wzajemne sprz¢zenia. W ukladzie niewspoldzialajacym sprzezenia wystepuja
tylko w jednym kierunku — zalezno$ci sg unilateralne. Typ sprzezeh mozna oceni¢ na
podstawie znajomosci zjawisk wystepujacych na obiekcie (=).

1° Wyznacz rownanie charakterystyczne transmitancji (I-71) 1 pordwnaj z rOwnaniem
wyznaczonym z uktadu rownan (I-59). Wyznacz punkt (punkty?) rownowagi uktadu. (*%) @
2° Wyznacz transmitancje 1 sprawdz poprawnos¢ przeksztatcen dla uktadu rownan:

{mxl (1) +byx, (1) — ¢y, (1) = uy () (+2)
by X, (£) = b3y (1) = ¢, (1) = u, (2)
3° Wyznacz transmitancje uktadow z punktu 5.2.2. (¥**)

6.3. Schematy blokowe (strukturalne)

Modele opisane transmitancjami mozna przedstawi¢ w postaci schematéw blokowych.

Na przyktad model (I-71) sktada si¢ z czterech transmitancji, u  Gn(s) [ x,
opisujacych zwiazki pomiedzy dwoma wejsciami i dwoma

wyjéciami obiektu i mozna go przedstawi¢ w postaci schematu ~ us—> Gia(s) |-
(Rys. 1-13). Schemat ten jest ilustracja modelu a nie LG
odwzorowaniem wewnetrznej struktury obiektu. W obiektach 2[5 X2
wspotdzialajacych zmienne wptywaja na siebie nawzajem i Ga(s) [*

kazda transmitancja zawiera w sobie informacje o dynamice
catego obiektu (wspolny mianownik). W badaniach stabilno$ci
mozna wigc ograniczy¢ si¢ do wyznaczenia i badania jednej wybranej transmitancji. Ponadto
podstawowe badania dynamiki polegaja na analizowaniu reakcji obiektu na wybrane,
pojedyncze zaklocenia®, mozna wiec transmitancje obiektu bada¢ oddzielnie (=).

Istotng zaleta stosowania transmitancji do opisu dynamiki obiektow  jest prosta
interpretacja iloczynu i sumy transmitancji jako szeregowego i rownoleglego polaczenia
blokow (Rys. I-14).

Rys. I-13. Schemat blokowy (I-71)

X, (8) = G, ()G, (s)u(s) x(s) = (G1 (5)+G, (S))M(S)
Rys. I-14. Graficzna interpretacja iloczynu (a) i sumy (b) transmitancji
Za pomocg transmitancji oraz wezldw sumacyjnych i rozdzielajacych mozna konstruowac
schematy ztozonych uktadow (obiektow). Typowy dla automatyki jest uklad ze sprz¢zeniem
zwrotnym, stosowany na przyktad jako uktad korekcji* (Rys. I-15) lub regulacji’ (Rys. I-16)

+, e
+.€ u X
W"-ﬁ Gols) ]" ¥ w-»_?» Gils) [ Gols)
X1
Gi(s) , ,
Rys. I-15. Uktad korekeji Rys. I-16. Uktad regulacji

"' W réwnaniach (I-63) wystepuja nawiasy ze zmienng s, ktore zostang zastapione symbolami M. Symbole te
pojawia si¢ w mianownikach wyznaczonych transmitancji. W roéwnaniu (I-65) pojawia si¢ mozliwosé
wyeliminowania wyrazenia utamkowego (obustronne pomnozenie przez jeden z symboli M;), a w rdOwnaniu
(I-69) — skrocenia utamka (skrocenie wyrazen w liczniku i M; jako wspdlny dzielnik licznika i mianownika).

? w réwnaniu pochodnej x; wystepuje zmienna x, i odwrotnie

? typowe badanie to skokowa zmiana wartoéci na jednym wejéciu (powtarzane dla wybranych wejsé)

* stosowany do korekeji whasnosci dynamicznych obiektu G, za pomoca cztonu korekcyjnego Gy

> przeznaczony do sterowania obiektem G, za pomoca regulatora G, w celu uzyskania na wyjsciu obiektu
wartos$ci zadanej w
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Wyznaczenie modeli zastgpczych ztozonych obiektow opiera si¢ prostych dziataniach
arytmetycznych @®'. Punktem wyjécia jest skompletowanie uktadu niezaleznych réwna,
ktore opisuja zwigzki pomiedzy sygnatami na schemacie. Transmitancja zastepcza obiektu,
jako zwigzek pomigdzy jednym wejsciem i jednym wyj$ciem, powstaje po wyeliminowaniu
nadmiarowych zmiennych i uporzagdkowaniu otrzymanego wyrazenia.

Na przyktad na schemacie uktadu korekcji (Rys. I-15) wystepuja cztery sygnaty w, e, x 1 x;, w tym jeden
wejsciowy 1 trzy wyjsciowe. Pelny uktad réwnan zawiera wigc trzy rownania i pozwala wyznaczy¢ na przyktad
wz0r na transmitancje x(s)/w(s):

e(s) = w(s) —x,(s) S e G, (s) o)
x(s) = G, (s)e(s) a G,(5)G,(s)+1 (I-72)
x(8) = G (s)x(s)
Po podstawieniu transmitancji G,(s) i Gi(s) mozna uporzadkowaé wyrazenie (I-72) tak by okresli¢ rzad
transmitancji zastgpczej, wyznaczy¢ rownanie charakterystyczne i bieguny ztozonego uktadu.

Problem konstrukcji schematu moze mie¢ charakter syntetyczny — schemat powstaje przez
faczenie okreslonych blokéw transmitancji, a celem jest wyznaczenie modelu zastepczego i
zbadanie jego wilasnosci (np. stabilno$ci®). Natomiast proba przedstawienia ukladu fizycznego
w postaci schematu blokowego ma charakter analityczny, a punktem wyjscia jest zwykle
podziat na mniejsze fragmenty (np. urzadzenia) dla ktérych mozna okresli¢ wejscia i wyjscia,
1 wyznaczy¢ model, o ile to mozliwe typu SISO.

Proste zasady przeksztalcania schematdéw znajduja szczegélne zastosowanie w metodach
konstrukcji modeli opisujacych liniowe uktady elektryczne. Mozna je tworzy¢ wedlug
ogolnych zasad konstrukcji modeli, polegajacych na uktadaniu rownan rézniczkowych, ktére
potem mozna w okre§lonych warunkach przeksztalci¢ na transmitancje. W liniowych
uktadach elektrycznych jednak zazwyczaj juz na etapie konstrukcji modelu stosowany jest

operatorowy opis wlasnosci elementow (=).

1° Wyznacz i porownaj wzory na transmitancje uktadéw korekcji (Rys. I-15) i regulacji
(Rys. I-16), przyjmujac jako sygnat wyjéciowy: a) zmienng x, b) zmienng e. (**°)

2° Zapisz zestaw transmitancji dla uktadu korekcji 1 regulacji w postaci macierzy zaktadajac,
ze w dalsze badania bedg dotyczy¢ tylko sygnalu wyjsciowego x 1 sygnatu bledu e.

3° Okresl rzad transmitancji zast¢pczej polaczenia szeregowego i rownoleglego (Rys. I-14)
oraz ukfadu korekcji (Rys. I-15) 1 regulacji (Rys. 1-16) zakladajac, ze transmitancje
sktadowe sg funkcjami wymiernymi i ze znany jest stopien wielomianow.

4° Podaj warunki zapewniajgce stabilno$¢ nastepujacych transmitancji:

. J— . — 1
a) G(s) =G(5)G,(s);  b) G(s) =G(s)+ G, (5)G5(s) ; c) G(s) = GG+
gdzie: Gy(s) = Gsta) G, (s) 1a) , Gy(s)=k.

Jakie dodatkowe warunki muszg spetnia¢ parametry aby uktad osiggat stan rownowagi bez
przeregulowania (oscylacji)? Jak sg potaczone elementy sktadowe transmitancji G(s) —
narysuj schemat, oznacz sktadniki, wskaz wejScie 1 wyjscie zwigzane z transmitancja G(s).

®' czasem warto przeksztalci¢ schemat na rownowazna, prostsza postaé - patrz: przeksztalcanie schematow
blokowych, np. [3/r.3.2.3, 5.2]
? polaczenie stabilnych elementow nie musi oznaczaé stabilno$ci uktadu
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7. Podstawowe obiekty dynamiki

7.1. Parametry i odpowiedzi czfonow dynamiki

Najprostsze przypadki transmitancji nazywane s3 podstawowymi czlonami dynamiki.
Stuzg one do opisu najprostszych obiektow i jako skladniki ztozonych schematow, ale
réwniez do uogodlnienia réznych metod badania i projektowania wlasnosci dynamicznych
uktadow @'

Wykorzystuje si¢ praktycznie jedynie stabilne warianty tych czlondéw, to znaczy przy
zatozeniu okreslonych ograniczen na warto$ci parametrow (Tab. I-1).

Tab. I-1. Podstawowe czlony dynamiki i ich odpowiedzi czasowe (®*

czton transmitancja G(s) parametry odp.skokowa A(f) | odp.impulsowa g(¥)
/) S -
proporcjonalny)| K K — wzmocnienie ; ;
b A -
inerevin K K —wzmocnienie | [----== -- g
iy Ts +1 T — stata czasowa, 7>0 P \ ¢
1 & — thumienie . INoms | ¢t
oscylacyjny 5 5 w, — pulsacja wlasna, e
s*+28w,s+t @, | >0 4 t: _ t
\
1 h gl
catkujacy e T; — czas catkowania P
I:s - ¢
rézniczkujacy T;s T, — czas rézniczkowania
T, — czas opdznienia ) S
opOzniajacy e 0 p ’ &
>0 ‘ I ‘

Transmitancje podstawowych cztonéw dynamiki (poza opdznieniem) maja posta¢ funkcji
wymiernych, ktora wynika z transformaty odpowiednich réwnan rézniczkowych (=). Wérdd [1722)
parametréw cztondw dynamiki cze$¢ z nich to parametry czasowe, ktore maja swoja
interpretacje geometryczng na podstawowych charakterystykach czasowych (=),
a szczegdlnie w odpowiedzi skokowej i impulsowej’. Mozna ja wykaza¢ na podstawie
znanego rozwigzania odpowiedniego rownania rézniczkowego przy danym wymuszeniu.
Wiasnosci te sa wykorzystywane do identyfikacji modelu na podstawie charakterystyk
czasowych uzyskanych na drodze eksperymentalnej (=).

Czlon proporcjonalny (wzmacniajacy, bezinercyjny) to proste wzmocnienie sygnatu
wejsciowego — bez opdznienia i znieksztatcenia. Tak prosty opis obiektu stosuje si¢ wowczas
gdy jego reakcja na zmiany jest bardzo szybka® (=). Dla porzadku zalicza sie go do cztonow
dynamiki cho¢ jest to jednoczesnie statyczny opis prostych obiektow.

Czlon inercyjny z dodatnig stata czasowa 7' odpowiada stabilnemu obiektowi pierwszego
rzgdu, ktory w aperiodyczny sposdb osigga stan ustalony (Rys. I-17). Analizujac wzér na
odpowiedz skokowa uktadu (=) mozna wykazaé, ze styczna w punkcie =0 przecina poziom
stanu ustalonego po czasie réwnym statej czasowej 7, natomiast warto$¢ rozwigzania
w chwili =T wynosi 63,2% wartosci stanu ustalonego.

®' Rézne metody projektowania uktadow opracowuje si¢ czesto dla okreslonej postaci transmitancji, a jesli jest
to prosta posta¢ (np. typowy czton dynamiki lub ztozenie cztondw) to zadanie jest latwiejsze a opracowana
metoda prostsza w zastosowaniu — patrz: podstawy do teorii sterowania, metody projektowania np. [5]
®* Wigcej o charakterystykach czasowych podstawowych cztonéw dynamiki np. [3/r.2.2.6, 3.2.5]
? odpowiedz skokowa i impulsowa sa reakcjami uktadu na standardowe sygnaty: odpowiedz skokowa A(f) =
reakcja na skok jednostkowy 1(¢); odpowiedZ impulsowa g(¢) = reakcja na idealny impuls (¢)
* nastepuje prawie natychmiast (tzn. w poréwnaniu do innych obserwowanych procesow)
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h(t) 4 K h(t) A K

63.2%]/;

»
e S

t t

Rys. I-18. Odpowiedz skokowa

Rys. I-17. Interpretacja parametrow 4 ; : o
cztonu inercyjnego rzedu wigkszego niz 1

cztonu inercyjnego dla odpowiedzi skokowe;j

Szeregowe potaczenie n czlonéw inercyjnych przedstawione w postaci:
K K
u
(Tys +1)..(T,s +1) a,s"+..+as+a,

nazywa si¢ czlonem inercyjnym n-tego rzedu. Jesli state czasowe sa dodatnie, to uklad osiaga
stan ustalony a odpowiedz skokowa (Rys. I-18) ma aperiodyczny przebieg z punktem
przegiqcial. Czlony inercyjne s3 podstawowym sposobem opisu wilasnosci dynamicznych
wickszosci obiektéw technologicznych (=), stad tez znajduja szczegélne zastosowanie
’ w eksperymentalnych metodach identyfikacji modelu (=).

1-73)

Czlon oscylacyjny opisuje uktady 2 rzgdu 1 jest przedstawiany w dwoch wariantach:
1 1 . 1
5 5 lub R , gdzie T =—>0 (1-74)
s°+28w,s + w, T s” +2&Ts +1 w,
z zastosowaniem pulsacji w, lub okresu 7 drgan wiasnych cztonu oscylacyjnego.
Transmitancja (I-74) dla £> 1 ma dwa rzeczywiste bieguny, wigec mozna ja przedstawi¢ jako
czlon inercyjny drugiego rzedu (= ). Natomiast czton oscylacyjny sensu stricto wystgpuje w
przypadku gdy warto$¢ wspotczynnika tlumienia |] <1, to znaczy ze uklad ma parg
biegundéw zespolonych, a wigc rozwigzanie oscylacyjne (tzn. w reakcji na zaklocenia
faktycznie pojawiaja si¢ oscylacje).

Czlon calkujacy realizuje operacje idealnego calkowania (Rys. I-19) i w zapisie
operatorowym ma postac:

1 k.
— lub —+ (I-75)
Ts s
gdzie: T; — czas catkowania, k; — wzmocnienie.
Stosuje si¢ rowniez cztony catkujace n-tego rzedu:

T=1/k; : f
Rys. I-19. Interpretacja parametrow lub —- (1-76)
cztonu catkujacego dla odpowiedzi skokowej Ts " s"

Specyficzng cechg transmitancji (I-75), (I-76) sa bieguny o warto$ci zero, lezace na osi Im,
czyli na granicy stabilnosci. Cztonu catkujacego nie mozna zaliczy¢ do obiektow stabilnych,
poniewaz przetwarza staly sygnal wejsciowy na nieograniczony sygnat na wyjsciu®. Mozna
wskazaé proste obiekty fizyczne o whasnos$ciach catkujacych (=), ale szczegdlne znaczenie
ma ten czton w konstrukeji urzadzen sterujacych @°.
Podobne zastosowanie ma idealny czlon rézniczkujacy, reprezentowany za pomoca
transmitancji:
T,s lub k;s (1-77)
z parametrem nazywanym czasem rézniczkowania (7) lub wzmocnieniem (k;). W uktadach
fizycznych idealne rézniczkowanie praktycznie nie wystgpuje (=) — zawsze jest zwigzane
z wystgpowaniem pewnej (niewielkiej) inercji, co opisuje rzeczywisty czton rozniczkujacy:
T;s lub k;s
Ts +1 Ts+1

(1-78)

! Zaleznie od zréznicowania statych czasowych punkt przegiecia moze by¢ bardziej lub mniej widoczny
? Jedna z definicji stabilno$ci mowi, ze sygnal na wyjsciu ukladu stabilnego jest ograniczony, jesli tylko
pobudzenie byto ograniczone.
®° Patrz: regulator PID, PI
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Uzupetnieniem kolekcji podstawowych czlonow dynamiki jest opoznienie (Rys. 1-20),
ktore przenosi sygnat wejSciowy bez zmian, tylko przesuniety w czasie (=). m
Transmitancja cztonu opdzniajacego jest funkcja liniowa ale

h(t') niewymierng. Jesli to konieczne mozna ja przyblizy¢ za
11--1 pomoca funkcji wymiernej, stosujac aproksymacje Padé,
| é zwykle pierwszego rzedu @'
T, _
Roys. 1-20. Odpowiedz et & ﬂ (1-79)
skokowa cztonu op6zniajacego 1+ 5T, /2

Podstawowe czlony dynamiki opisujace nawet najprostsze obiekty fizyczne sa tylko
przyblizeniem rzeczywistosci, ale czesto sg stosowane w praktyce inzynierskiej.

1° Znane sg state czasowe uktadu: 7; 1 7>. Przedstaw transmitancj¢ 1 podaj bieguny uktadu. o
Co mozna powiedzie¢ o stabilno$ci uktadu? E
2° Uktad ma dwa bieguny: -5 1 -1. Podaj stale czasowe.
3° Réwnanie charakterystyczne uktadu ma pare pierwiastkow zespolonych -3+jb. Okresl jaki
to czton dynamiki 1 jakie ma parametry.
4° Przedstaw szeregowe potlaczenie dwoch czlondéw inercyjnych w  postaci czionu
oscylacyjnego 1 wyznacz jego parametry. Co mozna powiedzie¢ na temat wartosci &?
5° Podaj typ i1 parametry cztonu dynamiki, ktory spetnia nastepujace warunki:
a) stala czasowa wynosi 10s, a przy wymuszeniu o wartosci 10 na wyjsciu jest warto$¢ 2,
b)obiekt ma 2 bieguny: -2, -1, a stan ustalony w odpowiedzi skokowej wynosi 3.
6° Okresl warunki rownowaznosci nastgpujacych transmitancji: (*°°)
a) dwoch postaci cztonu oscylacyjnego (1-74),
b) cztonu inercyjnego 2 rzgdu zdefiniowanego za pomocg staltych czasowych 71 T, oraz
za pomocg biegundéw uktadu s; 1 s>.

7.2. Podstawowe czfony w przeksztatceniach

7.2.1. Rownania rézniczkowe a podstawowe cztony dynamiki

Transmitancje podstawowych obiektow dynamiki sa zwigzane z prostymi réwnaniami
rézniczkowymi (Tab. 1-2). W trakcie przeksztalcania jednych modeli w drugie mozna
zauwazyC, ze w transmitancjach pojawiaja si¢ mozliwosci uproszczenia modelu, jednak
zastosowane uproszczenia nie mogg zmienia¢ rzedu uktadu ®>

Tab. I-2. Réwnania rézniczkowe a podstawowe cztony dynamiki

G(s) K T T; Ty ¢ bieguny

cxX + bx = mu
cx +ax = mu
bx + ax = mu
cx =mu
bx =mu
ax = mu
cX+bx  =nu
cxX +ax = nu
bx + ax = nu
cx =nu

bi  =ni = = 1 1

bs b

ax = nu

®' przyblizenie wynika z rozwinigcia funkcji ¢* w szereg potegowy — patrz: aproksymacja Padé, np. [3/r.3.2]
®? Patrz: hipoteza skracalnosci, np. [8], [3/r.4.4.3]
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1° Uzupetnij Tab. [-2 — zamien réwnania rézniczkowe na transmitancje 1 przeksztat¢ do
postaci podstawowych cztonow lub iloczynu takich cztonow. Wyznacz bieguny uktadu.

2° Sprawdz uzupeklniong tabele pod katem zgodnos$ci rzedow rownania rézniczkowego i
odpowiadajacej jej transmitancji. Wskaz transmitancje, ktore po uproszczeniu miatby inny
rzad niz rownanie rozniczkowe i zinterpretuj to uproszczenie na podstawie rownania
rézniczkowego (*27).

7.2.2. Rozkladanie transmitancji na cztony podstawowe

Jednym z typowych zadan wykonywanych podczas analizy transmitancji obiektow jest
przeksztalcenie jej do roOwnowaznego wyrazenia zawierajagcego cztony podstawowe.
W szczeg6lnosci transmitancje mozna roztozy¢ na:

a) czlony podstawowe, czyli przedstawi¢ w postaci iloczynu prostych transmitancji,
b) utamki proste, czyli wyrazi¢ transmitancj¢ za pomocg sumy transmitancji

Iloczyn czlondw podstawowych znajduje bardzo praktyczne zastosowanie podczas

tworzenia i wykorzystywania charakterystyk czestotliwo$ciowych (co jest przedmiotem

rozwazan w kolejnym punkcie =).

Natomiast suma ulamkéw prostych jest wykorzystywana przy wyznaczaniu transformaty
odwrotnej, czyli przejécia od funkcji zmiennej s do funkcji czasu r @'

7.3. Identyfikacja dynamiki metoda charakterystyk czasowych

Graficzna  interpretacja  parametrow  podstawowych  cztonow  dynamiki na
charakterystykach czasowych jest wykorzystywana jako jedna z metod identyfikacji modelu
na podstawie reakcji obiektu na skokowa zmiang sygnatu wejsciowego.

Zazwyczaj identyfikowany obiekt ma charakter inercyjny — w najprostszym przypadku jest
to inercja pierwszego rzedu, ktorg tatwo rozpoznaé na podstawie reakcji obiektu i wyznaczy¢
warto$ci parametrow (Rys. 1-17). Dla obiektow inercyjnych drugiego rzedu i wyzszych
stosuje si¢ modele przyblizone o trzech parametrach:

- model Kiipfmiillera o transmitancji e o (1-80)

Ts +1

- model Strejca o transmitancji (I-81)

(Ts +1)"
Warto$ci parametrow wyznacza si¢ na podstawie pomiaru parametréw prostej stycznej
w punkcie przegiccia — dla modelu (I-80) sa to wprost wartosci parametréw modelu” (Rys.
[-21), natomiast dla modelu (I-81) konieczne sa dodatkowe obliczenia (Rys. 1-22) ®°.

n
»

o i T ta
Rys. I-21. Identyfikacja modelu Kiipfmiillera Rys. 1-22. Identyfikacja modelu Strejca
Poza tymi najprostszymi przypadkami znane sg takze inne sposoby identyfikacji parametrow
modelu, na przyklad metoda momentéow ®°. Niektore z metod sa wykorzystywane do
automatycznej identyfikacji modelu w urzadzeniach automatyki.

1° Na czym polega inercyjny charakter obiektu (jak rozpozna¢ obiekt inercyjny)?

2° Zaproponuj algorytm automatycznego obliczenia parametrow modelu Kiipfmiillera na
podstawie zarejestrowanej odpowiedzi skokowe;.

3° Znajdz w literaturze jeden ze sposoboOw wyznaczania parametrow modelu Strejca.

@' Patrz: transformata odwrotna, rozwiazywanie rownan rézniczkowych metoda operatorowa, np.[3/r.3.2.2,D2]
? jesli wymuszenie skokowe ma warto$¢ a r6zng od 1, to wzmocnienie K = k/a
@ Patrz: model Sterjca, np. [11], [3/1.5.3.2]
®* Patrz: identyfikacja parametréw modelu, metoda momentéw, np. [6], [3/r.5.3.2]
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8. Charakterystyki czestotliwosciowe

8.1. Transmitancja Fouriera i jej interpretacja
Transmitancj¢ Fouriera mozna w praktyce traktowa¢ jako szczegolny przypadek
transmitancji Laplace’a (=), ze wzgledu na prosty zwigzek pomiedzy zmienng s
w przeksztatceniu <£'1 pulsacj a' w w przeksztatceniu 7:
s=jo (1-82)
Stosujac powyzsze podstawienie do transmitancji G(s) uzyskuje si¢ wyrazenia na liczbach
zespolonych. W przypadku transmitancji wymiernej mozna wykona¢ nastgpujace
przeksztalcenia, ktore prowadza do rdznych postaci transmitancji:
G(jo) = LI _ po)+ j0(@) = A@)e™ (53
M(jw)
Mozna wykazac ®?, ze wielkosci wystepujace w przeksztatceniach (I-83) maja nastepujaca
interpretacje fizyczng — jesli na wejscie ukladu jest podawane wymuszenie sinusoidalne
o pulsacji @, to na wyjSciu uktadu wystepuje przebieg sinusoidalny o tej samej pulsacji @,
przesunigty w fazie i o wzmocnionej amplitudzie. Dynamiczne wtasnosci uktadu przejawiaja
si¢ w tym, ze wspotczynnik wzmocnienia amplitudy (4) i kat przesunigcia fazowego (¢)
zaleza od czestotliwos$ci sygnatu.
1° Zastosuj przeksztatcenia (I-83) do transmitancji wyznaczonych w tabeli (Tab. 1-2).

2° Wybierz dowolng transmitancj¢ o postaci funkcji wymiernej i wyznacz zaleznos$¢
amplitudy 1 przesunigcia fazowego od pulsacji.

8.2. Rodzaje charakterystyk czestotliwosSciowych

Interpretacja zmiennej @ 1 rdézne postacie transmitancji Fouriera (I-83) sg podstawa do
konstrukeji kilku typdéw charakterystyk czestotliwosciowych:
- charakterystyki czgsci rzeczywistej P(w) 1 cze¢$ci urojonej Q(w) transmitancji,
- charakterystyka amplitudowo-fazowa P(Q) — wykres Nyquista,
- charakterystyka amplitudowa 4(w),
- charakterystyka fazowa ¢(w),
- logarytmiczna charakterystyka modulu M (@) =201g A(w),
- logarytmiczna charakterystyka amplitudowo-fazowa M (¢).
Charakterystyki czestotliwosciowe zwykle sa wyznaczane dla szerokich zakreséw
czestotliwosci wigc na osi @ stosowana skala logarytmiczna. Charakterystyki powstaja na
podstawie znanej transmitancji (=) lub na drodze eksperymentalnej wynikajacej z interpre-
tacji fizycznej transmitancji Fouriera.

W analizie wlasnos$ci uktadéow dynamiki czesto wykorzystuje si¢ szeregowe potaczenie
kilku cztondw, czyli iloczyn transmitancji (=), ktory najlatwiej jest wyznaczyé z postaci
wyktadniczej transmitanc;ji:

G(jo) =[G, =T[4 @e |- T[4, @]e>"" -84)
i=1
Stad wynika sposob konstrukcji wykreséw dla szeregowego polaczenia cztondw:
- charakterystyka amplitudowa: A(w) = H 4, (o),
- charakterystyka fazowa: ¢(w) = Z(pl. (w),
- logarytmiczna charakterystyka modutu: M (w) = 201g(H A4 (w)) = ZM (o).

Najlatwiej jest wykonaé (zwlaszcza odrecznie) operacje dodawania wykresow, dlatego do
analizy dynamiki ukladow czesto stosuje si¢ logarytmiczne charakterystyki modutu M(w)
1 fazy ¢(w), nazywane charakterystykami Bodego.

! Pulsacja (czestotliwosé¢ katowa) w=2nf
®? Patrz: przeksztalcenie Fouriera i symboliczna metoda badania stanéw ustalonych, np. [Blad! Nie mozna
odnalez¢ zrédla odwolania.], [3/r.3.3.1]
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8.3. Asymptoty charakterystyk Bodego
8.3.1. Charakterystyki najprostszych cztonéw

Najprostsze logarytmiczne charakterystyki amplitudy 1 fazy wystepuja dla trzech cztonow:
proporcjonalnego, rézniczkujacego 1 catkujacego (Tab. 1-3). Podstawa wykresow jest
transmitancja Laplace’a G(s), ktorg przeksztatca si¢ stosujac podstawienie s = jw 1 operacje
na liczbach zespolonych, prowadzace najpierw do okreslenia czesci rzeczywistej 1 urojone;j
transmitancji Fouriera G(jw), a nastgepnie do wyznaczenia wzmocnienia amplitudy A(w) i
przeliczenia jej na skalg logarytmiczng M(w) = 201g A(w) .

Tab. I-3. Charakterystyki Bodego cztonu proporcjonalnego, rdézniczkujacego i catkujacego

Transmitancja cz.proporcjonalny cz.rozniczkujacy cz.catkujacy
K
G(s) = T =
(S) K N d ST;-
. o K __ K
JO)= K Jot, joT, J ol
K K
M(w)=20lgA(w) | 201gK]| 201gleT,| 201 — = ZOlgF—ZOlga)
wi; i
. M“
log.ch.amplitudy 4R 20
K/T;
H @
@ ] :
¢ n o A
log.ch.fazy w A ] >

Funkcja M(w) dla cztonu proporcjonalnego jest stala (nie zalezy od ®), natomiast dwie
pozostate funkcje sa proporcjonalne do Ig @ (czyli do pulsacji w skali logarytmicznej) — sa to
proste, ktore mozna okresli¢ wyznaczajac punkt przeciecia z osia @':

cz. rézniczkujacy cz. calkujacy
M(co):O—)con:l—)a):l M(w):0—>£:1—>w:£
T, ol T
1 nachylenie — przyrost modulu AM(w) przypadajacy na zmiane pulsacji o jedng dekade Aw:
cz. rozniczkujacy cz. calkujacy
AM 10w, dB AM @ dB
— =20l1g({10e, )—201, =201, L=20— —— = -201g(10e, ) +201g(e», ) = 20lg— = 20—
o g( a),) g(a}l) g o dok Ao g( 1) g( 1) g 100, dek

Nachylenie charakterystyk M(w) jest state 1 wynosi dla cztonu roézniczkujacego +20dB/dek
a cztonu catkujacego —20dB/dek, zawsze niezaleznie od parametrow cztondw.

Na podstawie tych trzech prostych charakterystyk mozna wyznaczy¢ asymptoty kolejnych
dwodch cztondéw: inercyjnego i forsujacego (Tab. 1-4). Konstrukcja asymptot opiera si¢ na
spostrzezeniu, ze dla bardzo matych pulsacji transmitancje obu czlondéw sg prawie takie jak
dla cztonu proporcjonalnego®, natomiast dla bardzo duzych pulsacji transmitancje zblizaja sie
do cztonu catkujacego lub rozniczkujacego. Punktem granicznym jest pulsacja w=1/T, przy
ktorej nastepuje przecigcie asymptot i najwigksza réznica (3dB) pomiedzy asymptotami i
doktadnymi charakterystykami M(®). Asymptoty charakterystyk fazowych ¢(w) nie takiej
wlasnosci — pozwalajg jedynie okresli¢ graniczne warto$ci przesuni¢¢ fazowych (-z/2 lub
7/2).

" na osi @ warto$é M(w) =0, to znaczy, ze 201gA(w)=0 — A(w)=1, tzn. wzmocnienie sygnatu wynosi 1
? im mniejsza pulsacja, tym mniejsze znaczenie j I’ w transmitancji
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Tab. I-4. Asymptoty charakterystyk Bodego cztonu inercyjnego i forsujacego

Transmitancja cz.inercyjny cz.forsujacy
K
G(s) = 1+sT
1+sT
K
G(jo)= 1+ joT
(@) 1+ jaT /
dla o<<1/T G(jw)= K G(jow) =1
dla @>>1/T Gljo)~—— G(jo) = joT
joT
A A
log.ch.amplitudy é\/}é 20lgk g/é :
] i K/T ' .
/T @ L 1/T @
; 4 :
QA ! TE/ZT";z——
log.ch.fazy r— | ! >

Do analizy i1 projektowania wiasnosci dynamicznych uktadéw wystarcza zastosowanie
asymptot charakterystyk M(w) — dla cztonu inercyjnego asymptotami sg charakterystyki
cztonu proporcjonalnego i catkujacego, a dla cztonu forsujacego — charakterystyki cztonu
proporcjonalnego i rézniczkujacego.

8.3.2. Charakterystyki cztonéw zlozonych

Wyznaczenie logarytmicznej charakterystyki modutu ztoZzonej transmitancji jest dos¢
proste jesli ta transmitancja zostanie przedstawiona jako iloczyn czlondéw podstawowych
(Tab. I-3; Tab. I-4). Na przyktad charakterystyka cztonu inercyjnego drugiego rzedu:

k _k 1

(Ts +1)Tys +1)  (Tis+1) (Tys+1) (53
powstaje przez zsumowanie (Rys. 1-23) asymptot czlonu inercyjnego o statej czasowej 7; 1
wzmocnieniu K (niebieskie) 1 drugiego czlonu inercyjnego o statej czasowe; 7, 1
wzmocnieniu 1 (zielone). Wynikiem dodawania jest asymptotyczna charakterystyka modutu
(czerwona), ktora pozwala narysowaé charakterystyke ukladu z doktadnosciag do 3dB (Rys.
[-24). Asymptoty charakterystyki ¢(®) maja jedynie charakter pogladowy, ale asymptoty
M(w) zmieniajag nachylenie doktadnie o -20dB w kolejnych punktach zwigzanych z
biegunami uktadu.

M A 201gK M 4 201gK
dB :

cmemeccemciececmcccemcccoaea- b PRI D — -

-t
Rys. I-23. Asymptoty charakterystyk M(w) sktadnikow Rys. I-24. Asymptoty charakterystyki M(w)
transmitancji (I-85) transmitancji (I-85)
Takze zera ukladu maja istotny wpltyw na asymptoty M(w), powodujac zmiang
nachylenia o 20dB, co mozna zilustrowa¢ na przyklad wyznaczajac asymptoty transmitanc;ji:
K T,s+1
Iis+1

(1-86)

Mozna jg potraktowac (Rys. 1-25) jako iloczyn cztonu proporcjonalnego (fiolet), inercyjnego
(zielony) 1 forsujacego (niebieski). Asymptota wynikowa (czerwona) wykazuje zmiang
nachylenia o 20dB zwigzang z zerem uktadu oraz zmiang o -20dB odpowiadajacg biegunowi
uktadu.

-35-



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

Ma

dB
T >

? 4

T/ e STV TV YV -

! I Mt M

Rys. I-25. Asymptoty charakterystyk M(w) Rys. 1-26. Asymptoty charakterystyk M(w)
sktadnikéw i transmitancji (I-86) sktadnikéw i transmitancji (I-87)
W przypadku szeregowego potaczenia cztonu rézniczkujacego i inercyjnego':
sT 1
=T, (1-87)
Iis+1 Tis+1

asymptoty (Rys. 1-26) powstaja z potaczenia z charakterystyki cztonu rézniczkujacego
(niebieska) i asymptoty cztonu inercyjnego o statej czasowej 7; i wzmocnieniu 1 (zielona).
Asymptotyczna charakterystyka Bodego uktadu ztozonego (czerwona) wykazuje tylko jedna
zmiang nachylenia o -20dB zwigzana z biegunem uktadu, natomiast zero uktadu powoduje, ze
od najmniejszych pulsacji asymptota ma nachylenie 20dB.

Asymptoty maja zastosowanie w przypadku transmitancji o biegunach ujemnych,
rzeczywistych. Moga to by¢ bieguny wielokrotne — woéwczas nachylenie asymptot zmieni si¢
o wielokrotno$¢ -20dB/dek, ale nie moga to by¢ bieguny zespolone. Ilustruja to roézne
przypadki cztonu oscylacyjnego (Tab. I-5).

Tab. I-5. Charakterystyk Bodego cztonu oscylacyjnego

cz.oscylacyjny (§>1) = cz.inercyjny 2.rzedu cz.oscylacyjny (0<&<1)
K K K
(Ts +1)Tys +1) (75 +1)? 7252 + 26T +1
= TN
VT, 1TSS o T ur NOT,
@ L L
1 PPN

zmieni nachylenie o -40dB/dek, ale btad w stosunku do charakterystyki doktadnej przekracza
3dB poniewaz wystepuje tak zwany szczyt rezonansowy (im mniejsze &, tym wigksze
wzmocnienie przebiegow o pulsacji w=1/T).

‘¢ |° Asymptoty M(w) transmitancji (I-86) powstaly przy zalozeniu, ze T'<Tp (Rys. I-25).
Wyznacz asymptoty jesli 71>7>.
2° Jak si¢ zmieni charakterystyka M(w) uktadu jesli wzrosnie (lub zostanie dodane)
wzmocnienie uktadu?
3° Wyznacz asymptoty M(w) dla typowych urzadzen sterujacych:

. . 1
a) regulator PI (proporcjonalno-catkujacy) - G, (s) =K ,(1+ T—)
)

b) regulator PD (proporcjonalno-rozniczkujacy) - G(s) =K ,(1+T,s)

1
¢) regulator PID - Gp(s) =K (1 +T_+Tds)
K

1

" tzw. czton rézniczkujacy rzeczywisty
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8.4. Identyfikacja dynamiki metodg charakterystyk czestotliwosciowych
Logarytmiczne charakterystyki modutu 1 fazy sa czesto wykorzystywane do

rozwigzywania réznych zadan ze wzgledu na nastepujace wiasnosci:

- charakterystyki cztonéw polaczonych szeregowo sumujg sig,

- asymptoty charakterystyki amplitudowej maja nachylenie o wielokrotnosci +/- 20 dB/dek,

- kazdy biegun objawia si¢ zalamaniem asymptot o -20 dB/dek,

- kazde zero objawia si¢ zatamaniem asymptot o +20 dB/dek,

- charakterystyki asymptotyczne maja okreslone btedy (dla pulsacji zalamania maksymalny

btad 3dB a w odleglosci oktawy od pulsacji zatamania btad 1 dB).
Podstawowy obszar zastosowan to projektowanie uktadéw dynamiki oraz identyfikacja
modelu uktadu na podstawie eksperymentu.

Do identyfikacji modelu konieczne jest wykonanie serii eksperymentow, w ktorych na
wejscie uktadu podaje si¢ sygnat sinusoidalny o roznych czestotliwosciach i po ustaleniu si¢
odpowiedzi odczytuje wzmocnienie oraz przesunigcie fazowe sygnatu wyjsciowego. Wyniki
przedstawione na wykresie M(w) obudowuje si¢ asymptotami o nachyleniach, ktore sa
wielokrotnosciami  20dB/dek. Odtwarzajac asymptoty cztonéw podstawowych mozna
wyznaczy¢ iloczyn transmitancji odpowiadajacy charakterystykom oraz wyznaczy¢ ich
parametry. Przyktadowe asymptoty:

a) M4 -20 b) M c) Mg )
1 IN-40 20, 20 ! 20,
FN20 ' : _
d) v -20 e) M f) g 5
i 5 N 20 P20 f
o ® ' ©

(4]

1° Wsrod asymptot a-f wskaz te, ktore dotyczg uktadow drugiego rzedu?
2° Roztoz asymptoty na czlony podstawowe 1 opisz sposob wyznaczenia parametrow.
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9. Podsumowanie analitycznych metod badania dynamiki

9.1. Wybrane wilasnosci ukfadu liniowego
Opisane metody analizy dynamiki uktadow dotycza prawie zawsze uktadow liniowych. Ta
réznorodno$¢ metod jest wynikiem charakterystycznych wiasnosci uktadoéw liniowych:
1° W uktadach liniowych ma zastosowanie zasada superpozycji, co sprawia, ze rozwigzanie
réwnania rézniczkowego opisujacego dynamike uktadu jest sumg sktadowej swobodne;j i
Wymuszonej.
2° Znana posta¢ rozwigzania swobodnego kazdego liniowego uktadu dynamiki, a parametry
tego rozwigzania s3 Wwyznaczane na podstawie algebraicznego réwnania
charakterystycznego.
3° Kryterium potozenia pierwiastkéw rownania charakterystycznego wystarcza do okreslenia
stabilnos$ci uktadu liniowego.
4° Rozwigzanie swobodne decyduje o wlasno$ciach dynamicznych uktadu liniowego.
5° Wiasno$ci dynamiczne uktadu liniowego nie zalezg od wymuszenia.
6° Odpowiedz na pochodng sygnatu rowna si¢ pochodnej odpowiedzi na ten sygnat.
7°  Ukfad liniowy ma jeden punkt rownowagi.
8° Stabilnos$¢ lub niestabilno$¢ uktadu nie zalezy od warunkéw poczatkowych — jesli uktad
liniowy jest stabilny to jest stabilny globalnie, a jesli jest niestabilny to rowniez globalnie.
9° Uklady liniowe mozna opisa¢ za pomocg transmitancji dzigki zastosowaniu
przeksztalcenia Laplace’a / Fourier’a.

*§ Sprawdz wilasno$¢ 6° na przyktadzie funkcji impulsowej d(z), ktora jest pochodng funkcji
i skokowej 1(t). Z ktorej wlasnosci wynika, ze reakcja ukladu nie zalezy od punktu pracy?
Jakie praktyczne znaczenie moze mie¢ pojecie globalnej stabilnosci?

9.2. Analiza uktadéw nieliniowych

9.2.1. Przyczyny nieliniowosci obiektow

Liniowe modele dynamiki mozna analizowa¢ doktadnie i r6znymi metodami. Natomiast
doktadna analiza dynamiki ukladéw nieliniowych jest znacznie trudniejsza a czesto wrgcz
niemozliwa, poniewaz nie mozna podzieli¢ problemu na prostsze podzadania (nie mozna
stosowa¢ zasady superpozycji), rzadko znane jest rozwigzanie nieliniowych roéwnan
rézniczkowych a wlasnosci uktadu zaleza 1 od punktu pracy, i od wymuszenia.

Tymczasem rzeczywiste obickty sa zawsze nieliniowe @', choéby ze wzgledu na fizyczne
ograniczenia sygnatow, wynikajace na przyklad z wymiarow geometrycznych czy warunkow
bezpieczenstwa (Rys. 1-27).

Xmax|-----------3 - Xmax

Xmin | -

u

[
»

u Xmin
»
»

L
L Upin Umax ! Umin Umax

Rys. I-27. Ograniczona liniowo$¢ sygnatow Rys. I-28. Nasycenie - nielinowo$¢ nier6zniczkowalna

Nieliniowo$ci rzeczywistych obiektow (procesow) moga mieé¢ zardwno charakter funkcji
rozniczkowalnych (np. funkcje potggowe, wymierne), jak i funkcji nier6zniczkowanych (np.
nasycenie Rys. 1-28). Funkcje nierdzniczkowalne sa czesto wykorzystywane w badaniach

symulacyjnych (=), natomiast w badaniach analitycznych unika si¢ ich (ogranicza si¢ analizg
do liniowego zakresu zaleznos$ci sygnatow).

9.2.2. Przyblizenie i linearyzacja

W modelach konstruowanych na potrzeby automatyki problem nieliniowo$ci rozwiazuje
si¢ bardzo czgsto dzigki zastosowaniu opiséw przyblizonych. Modele te nie stuzg do
tworzenia wirtualnej rzeczywistosci, tylko do opisania podstawowych zjawisk, zazwyczaj
istotnych z punktu widzenia sterowania obiektem.

®' Patrz: uktady nieliniowe, np. [3/r.5.1]
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Pierwszym sposobem uproszczenia modelu jest przeanalizowanie warunkow konstrukeji 1
przeznaczenia modelu w celu zdefiniowania dopuszczalnych zatozen. Praktycznie w kazdym
modelu wystepuja zatozenia na temat stalych warto$ci okreslonych parametréw obiektu. Na
przyklad bardzo wiele parametrow zalezy od temperatury’, ale zaklada sie, ze temperatura
badanego uktadu jest praktycznie niezmienna lub ze jej wpltyw jest pomijalny w poréwnaniu
z innymi zjawiskami, ktore sa przedmiotem badan.

Typowym sposobem uproszczenia jest tez  x X
zastosowanie w  konstrukcji  modelu
zamiast funkcji nieliniowej jej liniowego
przyblizenia metodg siecznej lub stycznej u U
l » l v Ll
(Rys. I-29) (=). Rys. 1-29. Liniowe przyblizenie funkcji

Ogodlna metoda postepowania w przypadku modeli nieliniowych ale rézniczkowalnych
polega na wykonaniu linearyzacji dynamicznej w punkcie réwnowagi ukladu @2
Zaktadajac, ze nieliniowy model ma postac:

L@ 50 (O, 102,100, ™ (1)) = 0 (1-88)

to metoda polega na rozwinigciu funkcji flx,u) w szereg Taylora, ograniczeniu tego
rozwinigcia do elementéw liniowych i przesunieciu uktadu wspotrzednych do punktu
rownowagi f(xy, uy):

g Ax(z)+1 Aic(z)+...+i Ax<">(t)+@ Au(t)+z Au(z)+...+i A () =0 (1-89)

Oxly axlo ™l Oufy Ol ou™l,

gdzie: g , g ces g , g ... sg parametrami zlinearyzowanego modelu wyznaczonymi
ox|, 0Ox|, Oul|, Oul,

jako wartosci pochodnych funkcji f po zmiennych x, u i ich pochodnych, obliczone
w punkcie rownowagi (xy, ug).

Interpretacja linearyzacji dynamicznej A x fx,u)
(Rys. 1-30) pokazuje, ze przyblizenie
modelu polega na wyznaczeniu prostej f(Ax, Au)

stycznej do funkcji flx,u) w punkcie
rownowagi — to wlasnie ta prosta jest
zlinearyzowanym modelem zapisanym Uy
w przesunigtym ukladzie wspol-
rzednych f(Ax, Au)

Poprawno$¢ wnioskéw na temat wlasnosci dynamicznych (np. stabilnosci/niestabilnosci)
nieliniowego uktadu, wyprowadzone na podstawie badania zlinearyzowanego modelu zaleza
od doktadnosci przyblizonego modelu, na przyklad obowigzuja tylko w pewnym otoczeniu
punktéw rdwnowagi.

Xop----- >
Au

u
Rys. I-30. Linearyzacja dynamiczna w punkcie rOwnowagi

9.2.3. Badania symulacyjne

Ograniczone mozliwosci analitycznego badania ukladéw nieliniowych powoduja, ze
czegsto wykorzystuje sie badania symulacyjne. Modele w postaci rownan rézniczkowych
liniowych 1 nieliniowych sg wprowadzane do programoéw symulacyjnych wedtug tych samych
zasad (=). Roéwnania liniowe maja dodatkowe mozliwosci definiowania modeli oparte na'
macierzowych rownaniach stanu i transmitancjach. R6znice w badaniach dynamiki modeli
liniowych i1 nieliniowych polegaja na zakresie badan — wlasnosci uktadu nieliniowego
powinny by¢ zbadane w rdéznych punktach pracy i dla réznych parametrow wymuszen.
Ostrozna powinna by¢ tez interpretacja wnioskow — badania symulacyjne pokazuja wynik dla
konkretnych warto$ci parametréw i zmiennych. Uogdlnienie tych wynikoéw stanowi oddzielne
zadanie.

®' np. parametry elektryczne, gestos¢, cieplo whasciwe, wymiary geometryczne — patrz np. [3/r.5+11]
®? Patrz: linearyzacja dynamiczna, np. [3/r.2.3.1]
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10. Konstrukcja i analiza modeli dynamiki obiektéw

Modele i metody przedstawione w punktach I.1+9 pozwalajg na opis i badanie wiasnosci
dynamicznych rzeczywistych obiektow. Modele badanych obiektow mozna otrzymac
eksperymentalnie na podstawie charakterystyk czasowych (=) lub czgstotliwosciowych (=),
a takze teoretycznie, dzigki znajomos$ci zjawisk zachodzacych na obiekcie, co jest
przedmiotem niniejszego punktu. Rozpatrywane beda proste przyktady obiektow z dziedziny
uktadéw hydraulicznych, cieplnych, elektrycznych i mechanicznych. Podstawa konstrukcji
modeli w kazdym przypadku s3 rownania bilansowe. Aby model byt kompletny ilo§¢ rownan

musi odpowiadac¢ ilosci zmiennych wyj$ciowych modelu’.

10.1. Zbiorniki — otwarte uktady hydrauliczne

10.1.1. Zasady konstrukcji i podstawowe zjawiska hydrauliczne

Najprostsze modele dynamiki konstruowane dla obiektow hydraulicznych wystepuja
w przypadku uktadow sktadajacych sie z otwartych zbiornikow przez ktore przeptywa ciecz
o stalej gestosci, na przyklad woda®. Konstrukcja modeli opiera si¢ dynamicznym bilansie
objetosci cieczy (V) w kazdym zbiorniku — zmiana objgtosci w czasie jest wynikiem bilansu
strumieni wptywajacych i wyplywajacych (f;):

? =Yt 1), [ms] (1:90)

Opisywane modele bgda dotyczy¢ zbiornikow o plaskim dnie o powierzchni A4 i pionowych
$cianach, to znaczy, ze w bilansie (I-90) zamiast obj¢tosci V' moze wystgpowac wysoko$¢ A:

_dz(;) =S50 (191)
Przeptyw cieczy pomiedzy zbiornikami czesto odbywa si¢ na zasadzie swobodnego wyptywu
przez otwér w dnie zbiornika®. Strumien wyplywu na zewnatrz zalezy od powierzchni
otworu 4,, 1 wysokosci cieczy w zbiorniku / (Rys. I-31) 1 wyraza si¢ wzorem:

—| (0 = A,[2gh(0) (192)
h Jwy
I I

Rys. I-31. Swobodny wyptyw
Jesli ciecz wyptywa nie na zewnetrz a do kolejnego zbiornika (Rys. I-32), to strumien
swobodnego wyptywu zalezy od powierzchni otworu i réznicy wysokosci pomiedzy
zbiornikami:

| S © = 4,28 (0,0 = 1, ) 1-93)
h{I:A f.%l ha N 4 2I Jfw2  (dotyczy to tylko przeptywu pomiedzy zbiornikami, bo
wl W

Vv :
wypt , odbywa sie na zewnatrz).
Rys. I-32. Swobodny przeptyw YPYYW fuy ywa sig atrz)

Przeptyw cieczy pomigdzy zbiornikami moze by¢é rdwniez wymuszany za pomocg pomp
o sterowanej wydajnosci, niezaleznej od poziomu cieczy w zbiornikach.
Wigcej o zjawiskach fizycznych w otwartych uktadach hydraulicznych ®[3].

10.1.2. Zbiorniki jako podstawowe cztony dynamiki

Opierajac na zasadach opisanych powyzej przyjrzymy si¢ wlasnosciom dwoch prostych
obiektoéw z jednym zbiornikiem. Dla zbiornika z pompa (Rys. I-33) mozna napisa¢ jedno
réwnanie bilansowe:

Fue'[ AW = £,.(O = £, (1:94)
h $ Sy Roéwnanie (I-94) jest pelnym modelem dynamiki obiektu,
E;) z ktérego mozna wyznaczy¢ przebieg zmian wysokos$ci / dla

A zadanych zmiennych wejsciowych fye 1 fuy.

Rys. I-33. Zbiornik zpompa ~ Model zbiornika z pompg jest cztonem catkujagcym (=).

! pozostate zmienne to wejécia modelu (ich stan jest wymuszany z zewnatrz i nie zalezy od stanu obiektu)
? ciecz niezbyt lepka, niezbyt gesta, jednorodna,
? w dnie zbiornika lub w $cianie przy dnie
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Roéwnanie dynamiki zbiornika ze swobodnym wyptywem (Rys. 1-34) powstaje rOwniez na
bazie bilansu cieczy wpltywajacej f... 1 wyptywajacej (f.,) ze zbiornika:

e = Ah(t) = £, ()= f,, () (1-95)
4| gdzie zmienng stanu jest aktualna wysoko$¢ cieczy 4,
h:|: A, f;y a strumien wyptywu opisuje zalezno$¢ (I-92), wobec tego
7 model ma postaé:

Rys. I-34. Zbiornik z wyptywem A}'l(l‘) = f..(t)— A, ~2gh(t) (1-96)

Model jest nieliniowy ale mozna go uprosci¢ linearyzujac wzér na swobodny wyplyw (=) na
przyklad metoda siecznej (Rys. I-35) — minimalny wyptyw cieczy f,, wynosi zero,

a maksymalny ma miejsce przy maksymalnej wysokosci cieczy /gy, ktora wynika

z wysokosci $cian zbiornika (s3 to jednocze$nie naturalne ograniczenia zastosowania
modelu). Zlinearyzowany model ma postac:

Sy Ah(t) = f,,(t) — ah(?) (197
gdzie wspdlczynnik a wynika z réwnosci:
E ;h ahmax = AW 2ghmax (1_98)

Pimax

Rys. I-35. Linearyzacja swobodnego wyptywu

Doktadnos¢ modelu zalezy od punktu pracy wyznaczonego przez aktualny poziom cieczy

w zbiorniku. Model (I-97) mozna przetworzy¢ do postaci cztonu inercyjnego (=).
Zbiorniki ze swobodnym wyplywem maja wlasno$¢ samowyréwnywania, poniewaz

wyplyw cieczy zmniejsza si¢ gdy ilo$¢ cieczy w zbiorniku maleje. To wewngtrzne sprzgzenie

sprawia, ze obiekt przy ograniczonej zmianie na wej$ciu samoczynnie przechodzi z jednego

stanu ustalonego do innego stanu ustalonego (jest zawsze stabilny). Wszystkie cztony

inercyjne wykazuja te¢ wlasnos¢, natomiast czlony catkujace — nie.

2° Przedstaw modele w postaci podstawowych cztonéw dynamiki transmitancji.
3° Jak powierzchnia dna i otworu wplywa na wtasnosci dynamiczne zbiornika ze swobodnym
wyplywem? Jaka warto$¢ ma stata czasowa zlinearyzowanego modelu 1 jaki ma wymiar?
4° Okresl maksymalny strumien jaki moze wplywaé do zbiornika f,emq., tak aby nie
przekroczy¢ wysokosci $cian zbiornika /.
10.1.3. Kaskady zbiornikéw
Podstawe konstrukcji modelu dla obiektu zawierajacego kilka zbiornikéw stanowi uktad
rownan rozniczkowych opisujacych zmiang objetosci w kazdym ze zbiornikow.
Przeanalizujemy dwa typowe uklady zbiornikow ze swobodnym wyptywem: kaskade
niewspotdziatajaca (Rys. [-36) 1 wspotdziatajaca (Rys. 1-37). Oba uklady zawieraja dwa
zbiorniki wigc oba modele opieraja na uktadzie rownan:

Ahy ()= 0 (= £, )
Azhz ()= fwyl (?) _fwyZ (?)

W przypadku kaskady niewspéldzialajacej (=) strumienie cieczy fyy1 1 fu2 sa opisane
wzorem (1-92), wiec po podstawieniu do uktadu (I-99) doktadny model obiektu ma postac:

hef {Alh_1<t>=fwe (1)~ 4, 2gh (0 100
il A (0) = A, [28h, (1) = 4,520

Jesli zamiast dokladnego wzoru na swobodny wplyw

A . . . .
: 4| zostanie zastosowany wzor zlinearyzowany, to powstanie
hz:I: A, ,!yﬂ uproszczony model obiektu:

T {Alh'mr) = fre(®)=ah ()
Ayhy (1) = a,hy (1) — a,h, (1)
Jak tatwo zauwazy¢ w modelach pierwsze rownanie zalezy tylko od jednej zmiennej stanu /4,

a drugie od obu zmiennych /4, i hy, czyli pierwszy zbiornik oddziatuje na drugi, ale drugi nie
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ma wpltywu na pierwszy, to znaczy, ze uklad jest unilateralny.

Podstawowa réznica w konstrukcji modelu dla kaskady wspoldzialajacej (=) dotyczy
opisu strumienia przeplywu pomigdzy zbiornikami f,,1, ktory zalezy od réznicy poziomow,
zgodnie ze wzorem (I-93). Po podstawieniu odpowiednich zaleznosci na f,1 1 fuy2 do uktadu
(I-99) otrzymujemy doktadny model kaskady:

fres Ay () = £,0(0) = A,y 280y () = hy (1)
P fort A | Ayhy () = A, \/2g(h1 (t)—h, (t)) —A,,4/2gh, (1)
{[Awl =] hz\ ,  Aw Iégﬂ lub model uproszczony:

4 42 Ay(6) = £, (0= a,(h (0) = By (1)
Rys. 1-37. Kaskada wspoétdziatajaca Azflz () =a, (hl (t)—h, (t)) —a,h,(f)

W obu réwnaniach modelu kaskady wspotdziatajacej wystepuja obie zmienne stanu /4; i 4y —
zbiorniki wptywaja na siebie wzajemnie.
Doktadne modele kaskad (I-100), (I-102) sa nieliniowe, wigc oprocz wyznaczenia punktu
réwnowagi, trudno je analizowa¢ — latwiej przeprowadzi¢ badania symulacyjne (=). Mozliwa
jest jednak analiza modeli zlinearyzowanych (I-101), (I-103) i sformutowanie przyblizonych
wnioskow. Warto$ci wszystkich parametréw powyzszych modeli mozna wyznaczy¢ na
podstawie wymiarow geometrycznych.

(1-102)

(1-103)

.. Przeprowadz analiz¢ wlasnosci kaskad na podstawie rOwnan rézniczkowych
1° Wyznacz wzor na punkt rownowagi. Naszkicuj charakterystyke statyczna.
2° Wysoko$¢ Scian zbiornikOw wynosi /e 1 homay. Jaka warto$¢ moze miec strumien
przeplywu wejsciowego w stanie ustalonym, aby ciecz nie przelewala si¢ przez $ciany?
151 ) 3° Zapisz model kaskady w postaci rownan stanu (=). Wyznacz réwnanie charakterystyczne.
4° Jak zmienig si¢ modele uktadow jesli pojawi si¢ drugie zrédlo cieczy f.o, ktore
wprowadza ciecz bezposrednio do drugiego zbiornika?

Powtorz/uzupeij elementy analizy wtasnosci kaskad na podstawie transmitancji
5° Wyznacz transmitancje kaskady: 4;=..., hy=... (). Wyznacz rOwnanie charakterystyczne
1 porownaj z rownaniem wyznaczonym na podstawie rOwnan stanu
6° Czy uklady kaskadowe sg stabilne? Uzasadnij.
7° Sprawdz, czy mozna tak dobra¢ parametry zbiornikow (wymiary, otwory), aby zaktocenie
przeptywu nie wywolywato oscylowania poziomoéw w zbiornikach kaskad?
8° Rozldz transmitancje obiektow na iloczyn podstawowych cztondéw dynamiki (=).

10.1.4. Przyklady otwartych uktadow hydraulicznych

Dysponujac zbiornikami oraz pompami o sterowanej wydajnosci mozna konstruowac
obiekty o roznych wlasnosciach.

O =
fwe ﬁ ﬁ ﬁ ﬁ f3
a) RO b) —> >
: : — fwe
N f S
Loy 4
o) > —> d) >

Sprobuj przewidzie¢ wlasnosci doktadnych 1 uproszczonych modeli obiektow a+d.
1° Jaki bedzie rzad modelu obiektu?
‘¢  2° lle1jakie bedzie miat zmienne stanu? Ile 1 jakie zmienne wejsciowe ma model obiektu?
i 3° Uproszczony model ma posta¢ rownan stanu ( x = Ax + Bu ) - jaki wymiar ma macierz A?
4° Czy doktadny model obiektu jest liniowy? Ile rownan stanu bedzie zawierat ten model?
5° Czy doktadny model obiektu mozna zapisa¢ w postaci macierzowych rownan stanu?
6° Ile réwnan rézniczkowych wystarczy do opisania obiektu?
7° Ktorego stopnia bedzie mianownik transmitancji obiektu?
8° Czy jest to obiekt unilateralny?
Odpowiedzi uzasadnij analitycznie.
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10.2. Obiekty cieplne — uktady termokinetyczne

10.2.1. Zasady konstrukcji i podstawowe zjawiska cieplne

Pierwszym krokiem w konstrukcji prostych modeli obiektow cieplnych jest wskazanie
najbardziej znaczacych magazynow ciepta (Q) w ukladzie. Opisywane modele wykorzystuja
zatozenie o doskonalym mieszaniu, to znaczy, ze w calej objetosci magazynu panuje
jednakowa temperatura (7) wigec zawarto$¢ ciepta mozna obliczy¢ ze wzoru:

O@)=c,pVT(t)=C,T(t) (1-104)
gdzie Cyp oznacza pojemno$¢ cieplng magazynu — staly parametr zalezny od ciepta
wlasciwego c¢,, gestosci p 1 objetosci V' substancji wypelniajacej magazyn. Drugi krok w
konstrukcji modelu to opis zmiany zawarto$ci magazynu w czasie w postaci bilansu zrdodet 1
strat ciepta (g,):

dO(t) dT(¢)
=G — = =2 %40, [W] (1-105)
Glowng przyczyna strat jest przewodzenie ciepta przez $ciany (Rys. I-38). Strumien
traconego ciepta jest proporcjonalny do réznicy temperatur:

A 4,0 =K. (T,()-T., 1) (1-106)
R R a wspotczynnik proporcjonalnosci K. zalezy od
K. powierzchni, grubo$ci 1 materiatu §cian.

Rys. 1-38. Przewodzenie ciepta przez $ciany
Najprostszym zrodlem ciepta w magazynie jest grzatka elektryczna o okreslonej mocy (gy),
zwykle z mozliwoscig sterowania. Innym typowym sposobem ogrzewania jest przenoszenie
ciepla przez medium (nosnik ciepta), na przyklad nawiew cieptego powietrza do
pomieszczenia, doplyw goracej wody do grzejnika (Rys. I-39). Strumien dostarczanego ciepta
zalezy od wlasnosci no$nika (c,, p) oraz aktualnego przeptywu /1 temperatury 7-:

. —
T —> T,=T, q.t)=c,p f(OT.(2) (I-107)
/ Zaktada si¢, ze ta sama ilo$¢ nosnika wyplywa
rh 1l o Sy C T yw
= Z magazynu i zabiera z sobg cz¢$¢ ciepta:
Rys. I-39. Przenoszenie ciepta przez medium q,O)=c,p f(OT,()=c,p ST, (1) (1-108)

Na podstawie zalozenia o doskonalym mieszaniu uznaje si¢, ze temperatura no$nika
wyplywajacego z magazynu (7)) jest rOwna temperaturze nosnika w magazynie (7).
Wigcej o zjawiskach fizycznych wystepujacych w uktadach termokinetycznych w @[3].
10.2.2. Podstawowe obiekty cieplne

Zat6zmy, ze badany obiekt cieplny to pojedynczy magazyn ciepta, ktéry traci ciepto przez
zewnetrzne $ciany. W pierwszym przypadku (Rys. [-40) magazyn jest ogrzewany za pomoca
grzejnika elektrycznego a jego model opiera si¢ na nastepujacym rownaniu bilansowym:

K., Teon C,T, (1) =q,()—K (T, (t) - T.,, (1)) (1-109)

Tv:/; C, Zmienng wyjsciowa modelu jest temperatura T,

e E 4 charakteryzujaca aktualny stan magazynu (zmienna stanu).

Pozostale zmienne — moc g, 1 temperatura na zewnatrz 7,

Rys. I-40. Magazyn z grzejnikiem  — sg zmiennymi wejSciowymi, poniewaz ich warto$¢ nie
elektrycznym zalezy od procesow na obiekcie.

Model (I-109) jest liniowy, mozna wigc wyznaczy¢ transmitancje obiektu. Uktad ma jedno
wyjscie i dwa wejscia, wigc transmitancje beda dwie (=) 1 beda to czlony inercyjne poniewaz -
uktad jest pierwszego rzedu 1 ma wtasnos¢ samowyrownywania (=) — im wyzsza temperatura [163 )
magazynu T,,, tym wigksza strata ciepfa.

W drugim przypadku pojedynczego magazynu (Rys. M_
[-41) wystepuje przeptyw ogrzewajacego medium, 7,,C, _;:T
przy czym zmieniaé moze si¢ zardéwno strumien T. - P

przeptywu f, jak 1 temperatura zasilania 7. —> =
Rys. I-41. Magazyn z przeptywem medium
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Podstawa modelu jest réwnanie rézniczkowe:

C,T, 0 =c,p fFOT.(O)-T,(1)-K (T, ()~ T, () (I-110)
gdzie zmienng wyj$ciowa jest temperatura medium w magazynie 7, a pozostate zmienne s3
wejsciami (f, T, 1 T..,). Jesli strumien przepltywu jest zmienng, to model (I-110) jest
nieliniowy. Je§li jednak w konkretnych przypadku mozna zalozy¢, Zze przeptyw jest
parametrem obiektu (=), to model begdzie liniowy i mozna wyznaczy¢ jego transmitancje
(dwa cztony inercyjne tak jak dla (I-109).

Wartosci parametréw w modelach cieplnych mozna wyznaczy¢ na podstawie wymiarow
geometrycznych magazynéw ciepta i whasnosci fizycznych substancji'. Cze$é z nich mozna
rowniez wyliczy¢ wykorzystujac réwnania statyczne modelu oraz informacje na temat

warto$ci zmiennych wejsciowych i wyjsciowych w pewnym punkcie pracy” (=).

1° Sprawdz jednostki w modelu (I-109). Wyznacz rownanie charakterystyczne. (**°)

2° Wyznacz wszystkie transmitancje (I-109) 1 narysuj schemat blokowy modelu. Wyznacz
rownanie charakterystyczne modelu. (**%).

3° Przestaw model (I-109) w postaci podstawowych czlonéw dynamiki — okresl typ
cztondw, parametry i jednostki. (*°").

4° Wykonaj badania opisane powyzej (1°+3°) dla modelu (I-110), przyjmujac zalozenie
gwarantujace liniowos$¢ obiektu. Od czego zalezg stale czasowe modelu?

10.2.3. Wielowymiarowe uktady cieplne

Uklad cieplny zawierajacy kilka znaczacych magazynow wymaga utozenia kilku rownan
bilansowych — model zawiera tyle rownan rozniczkowych ile jest znaczacych magazynéw
ciepla. Wybdr magazynoéw nastepuje na podstawie ich pojemnosci cieplnych i jest ustalany na
etapie formulowania zatozen dla modelu. Zmiennymi wyjsciowymi modelu s3 zmienne stanu,
to znaczy zmienne opisujace stan poszczegdlnych magazynow (temperatury). Pozostate
zmienne modelu powinny mie¢ charakter wejs¢, czyli zmiennych, ktére nie zaleza od stanu
obiektu, tylko sa wymuszane z zewnatrz’.

Obiekty przedstawione ponizej maja jedng wspolna ceche — zawieraja dwa magazyny
ciepla. Jednak ich wlasnosci beda si¢ r6zni¢ ze wzgledu na relacje pomiedzy magazynami
ciepta oraz zatozenia ustalane na etapie planowania badan (=).

\\/T;Q ¥ Teow Kot

] K¢ KC‘Z' -Tll\’\/l Jp Ty
¢ | § P Twew K T é L PR
a) b) !
R Kcl* Kc2} Tzew R Kcl* Kc2} Tzew
T T
Ty JJTD Ty Ty J:KW Jﬁ’ Ty

Przed konstrukcja modeli obiektow a+d sprobuj okresli¢ jego zmienne wejsciowe 1 wyjSciowe

oraz przewidzie¢ wlasnosci (rzad, liniowos¢, unilateralnos¢)

1° Skonstruuj model obiektu w postaci rownan rézniczkowych (kompletny model zawiera
zmienne, ktore sa albo zmiennymi stanu, albo zmiennymi wejsciowymi). (**%)

2° Wyznacz wzory na punkt rownowagi (dla wszystkich zmiennych wyj$ciowych).

3° Podaj rownania statyczne i charakterystyczne oraz macierz stanu modelu.

4° Przedstaw model w postaci transmitancji, przyjmujac w razie potrzeby =zalozenia
zapewniajace liniowo$¢ obiektu (jakie?). Jak sprawdzié¢ poprawno$é transmitanciji (***)

' w ten sposob sg obliczane warto$ci parametréow podczas projektowania obiektow, np. projekty budowlane
? informacje tego typu mozna znalez¢ w projektach lub uzyskaé¢ doswiadczalnie
> W pewnych przypadkach, gdy brak zatozenia o doskonalym mieszaniu, moze si¢ zdarzy¢, ze zmiennych
wyjéciowych bedzie wigeej niz rownan rézniczkowych (nie wszystkie zmienne poza zmiennymi stanu mozna
uznac¢ za wejsécia) — nalezy wowczas szuka¢ dodatkowych zalezno$ci i wyeliminowa¢ nadmiarowe zmienne.
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10.3. Obiekty mechaniczne liniowe

10.3.1. Podstawowe zasady konstrukcji i elementy mechaniczne

Modele dynamiki uktadéw mechanicznych opierajg si¢ na bilansie sit 1 momentow sit.
Najprostsze modele wystgpuja w przypadkach gdy ruch odbywa si¢ wzdhuz jednego kierunku
a obrot wokot jednej osi'. Pierwszy etap konstrukeji modelu polega na wykonaniu schematu,
ktory opisuje dziatanie uktadu za pomoca idealnych elementow podstawowych: sprezyny,
thumika 1 masy oraz zewnetrznych sit.

Sprezyna reprezentuje sity sprezystosci — sity reakcji elementu proporcjonalne do
przesuniecia koncow’:

o I Foy(0) = c(x,(6) = x,(0)) i
0 0 (I-111)
/ Fop(t) = c(x (1) = x4(1))

: : gdzie x4 przesunigcie konca A, xp — przesunigcie

drugiego konca, ¢ — wspotczynnik sztywnos$ci (zalezny
od konstrukcji i materiatu).

F, cB
Rys. [-42. Sprezyna
Thumik reprezentuje zjawisko tarcia podczas ruchu ciata w cieczy lub gazie (tarcie lepkie),

ktére powoduje nieodwracalne przeksztalcanie energii mechanicznej w ciepto. Sity reakcji
thumika zaleza do predkosci poruszajacych si¢ koncow’:
o % Fyy (1) =b(i (1) = 5 (1))
! Fyy(0) = by (0) = 34(1))
gdzie x,(¢t) — predko$¢ konca A4, xz(f) — predkos¢

ﬂb 0
konca B, b — wspélczynnik tlumienia (zalezny od
konstrukcji 1 materiatu).

DAY

(1-112)

D
Fry Fip

Rys. [-43. Ttumik

Masa jest wlasnoscig ciata, ktora przeciwdziala zmianie predkosci wymuszanej przez
zewnetrzng sitg. Sita reakcji F), jest proporcjonalna do przyspieszenia (a):

a— F, (t) = m¥(t) (1-113)
- gdzie X(¢) — przyspieszenie (a), m — masa.
<—e° Opisywany element nie zajmuje si¢ ksztaltem ciala 1 punktem

Eon

przytozenia silty — cata masa ciala jest skupiona w jednym punkcie.
Rys. [-44. Masa

Konstrukcja modeli uktadow mechanicznych poruszajacych si¢ wzdtuz jednego kierunku
polega na utozeniu bilansu sit dla wszystkich punktéw, ktore tacza elementy schematu i maja
rézne przesuni¢cia lub inaczej mowiac — poruszaja si¢ z réoznymi predkosciami (punkty
bilansowe). Po jednej stronie bilansu wystepuja wszystkie zewnetrzne sity akcji, a po drugiej
stronie — sily reakcji wszystkich elementow potagczonych z danym punktem.

Zjawiska fizyczne i1 konstrukcje bardziej ztozonych modeli mechanicznych opisano na
przyktad w @[3].

10.3.2. Proste cztony mechaniczne

Najprostsze uktady mechaniczne zawierajg jeden ruchomy punkt. Modele takich uktadow
zawierajg jedno rownanie bilansowe ale rzad modelu zalezy od elementow, ktére tworza
uktad. Zatozmy, ze tworzg go sprezyna i thumik reprezentujacy opory tarcia (Rys. I-45).

c zewnetrzna sita F 1 suma sit reakcji

:IT W  réownaniu  bilansowym  wystepuje

X

L, far
x 4—

Rys. 1-45. Sprezyna z thumikiem

—>

F

c

sprezyny 1 ttumika z jednym usztywnionym
koncem:

bx(t) + cx(t) = F(t) (1-114)

"' w og6lnym przypadku trzeba uwzglednié fakt, ze sity i momenty sit sa wielkosciami wektorowymi
zewngtrzna sita akcji (F ) wywoluje przesunigcia az do zrownowazenia przez sit¢ reakcji elementu (F)

} zewngtrzn

a sita akcji (F) jest zrOwnowazona przez sit¢ reakcji elementu (Fp4) przy pewnych predkosciach
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Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

Zmienng wejsciowa modelu jest sita zewngtrzna F a wyj$ciem przesuni¢cie x. Model jest
liniowy a jego transmitancjg jest czton inercyjny.

Podstawowym przyktadem uktadu drugiego rzedu jest polaczenie sprezyny i ttumika z
uwzglednieniem masy uktadu (Rys. [-46) opisane rOwnaniem:
mx(t)+ bx(t) +cx(t) = F(t) (I-115)
Poniewaz parametry rzeczywistego uktadu (c, b, m) sa
praktycznie dodatnie’ wicc ukfad da si¢ przedstawi¢ w
postaci czlonu oscylacyjnego (=).

Rys. I-46. Masa ze sprezyna i thumikiem

Schemat (Rys. 1-46) moze opisywa¢ réwniez cialo o pewnej masie zawieszone na sprezynie,
w ktorej thumik reprezentuje straty energii na tarcie, a czg$¢ zewnetrznej sity F pochodzi od
cigzaru ciata F'(¢) = gm+F,, (t), gdzie g — przyspieszenie ziemskie.

Jesli powyzszy uktad nie zawiera sprezyny, to mozna nadal korzysta¢ z modelu (I-115)
przyjmujac ¢=0, albo zastosowa¢ podstawienie zmiennych:

mv(t)+bv(t) = F(t) (I-116)

czyli zamiast przesuniecia x(¢) obserwowaé predkos$¢ v(¢). Badajac przesunigcie model jest
drugiego rzgdu, a badajac predkos¢ — pierwszego”.

1° Wyznacz rownania charakterystyczne i warunki stabilnosci modeli z punktu 10.3.2.

2° Ktore elementy modeli maja wptyw na stan ustalony?

3° Przedstaw modele w postaci cztonow podstawowych i okresl ich parametry (*°%)

4° Zbadaj inne warianty prostych modeli z jednym punktem (zawierajace rézne zestawy

clementow).

10.3.3. Uklady zlozone
Uktady przedstawione ponizej maja wspolng ceche — zawieraja dwa punkty o réznych

przesunigciach (x;, x,), czyli wymagaja utozenia dwdch réwnan bilansowych.

F éF
Cj C3
- i ]r ¢
b mi ¢ ! VV VT m; b; ¢
2 —AN\NWN—— —
a) b)
—
_E_ . A o b; ¢l
by | ™ - A BT
b; - €2
|—> —_—
¢) F d) F

Zanim przystgpisz do konstrukcji modeli obiektow a+d sprobuj przewidzie¢ jego rzad.
1° Ut6z rownania bilansowe. Wyznacz rdéwnania statyczne 1 punkt rownowagi. (*%)
2° Przedstaw model w postaci rownan stanu (=)

° Wyznacz transmitancje obiektéw (z réwnan bilansowych) (=)
4° Podaj rownanie charakterystyczne.

5° Czy modele majg charakter uktadow wspotdziatajacych (=)?

"' mozna wymysli¢ np. uktad o ujemnym traciu ale to dos¢ specyficzny przypadek
? podstawienie nie zmienia wiasnosci dynamiki obiektu, tylko wnioski z badan dotycza roznych zmiennych
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10.4. Uktady elektryczne

10.4.1. Podstawowe elementy i zasady konstrukcji modeli dynamicznych

Modele dynamiki ukladow mechanicznych opieraja si¢ na bilansie napig¢ w oczkach
obwodu i pradéw lub ladunkéw w wezach'. W praktyce uzywa si¢ do opisu obwodow
spadkéw napied i1 natezen pradow — wielkosci, ktore tatwo jest zmierzy¢. Ale mozna rowniez
wykorzystywac opis za pomocg napie¢ i tadunkéw, utatwia dostrzezenie analogii pomiedzy
uktadami elektrycznymi i mechanicznymi, cieplnymi, hydraulicznymi.

Podstawowe elementy uktadow elektrycznych to rezystor, kondensator i cewka oraz
idealne zrdédta napieciowe lub pradowe.

Rezystor reprezentuje straty energii elektrycznej na ciepto. Relacja pomiedzy natezeniem
pradu i oraz spadkiem napigcia na rezystorze jest proporcjonalna:

R ] i u(t) =Ri(t) < u(t) = Rq(¢t) (1-117)
P gdzie R — rezystancja (zalezna od wymiaro6w geometrycznych
Sou elementu i materiatu), ¢(¢) — zmiana tadunku w czasie =i(¢).

Rys. [-47. Rezystor
Kondensator opisuje zdolnos$¢ uktadu do gromadzenia tadunkow, ktérag opisuje zalezno$¢:

O_C”_’_._Q i0) = cd”;(;) o q(t) =Cu(t) (-118)
< u

gdzie C — pojemnos$¢ elektryczna (zalezna od budowy i
Rys. 1-48. Kondensator materiatu kondensatora), ¢(z) — fadunek.
Cewka jest elementem bezwtadnosciowym, ktory przeciwdziata zmianie natezenia pradu
przez samoindukcje sily elektromotorycznej e, ktora jest proporcjonalna do zmiany pradu:

e di(t .
L _>hf,,, i e (H)=-L d(t) < e, (1)=-Lg({) (1-119)
S gdzie L — indukcyjno$¢ wlasna (zalezna od ksztattu i

Rys. 1-49. Cewka materiatu cewki).

Poniewaz zaleznosci (I-117)+(I-119) sa liniowe wiec czgsto w praktyce stosuje si¢ ich
operatorowa posta¢ wyrazong jako wzor na spadek napiecia lub natezenie pradu (Tab. 1-6).

Tab. I-6. Stosowane opisy podstawowych elementéw elektrycznych

u(i) u(i) u(q) Z(s)
rezystor (R) u(t) = Ri(t) u(s) = Ri(s) i(t) = Gu(t) u(t) =Rq(t) R
d
kondensator (C) | u(t) = éj.i(t)dt u(s) = %i(s) i(H=C L:i(tt) u(t) = %q(t) %
cewka (L) e, (t)= —L% u(s) =sLi(s) u(t)=Lqg(t) sL

Roéwnania bilansowe oczek 1 weztow powstaja czgsto od razu w postaci operatorowej (=) 1~6~1‘>
wykorzystujac pojecie impedancji operatorowej O~
u(s)
Z(s)=—-—+ -
(s) i) (1-120)
Rozwinigcie przedstawionych zasad zawiera na przyktad ®[3].

10.4.2. Najprostsze cziony
Rozwazmy prosty obwdd ztozony ze zrodta napigcia, cewki i rezystora (Rys. 1-50). Bilans
napie¢ w oczku mozna przedstawi¢ w postaci rownania rozniczkowego:
, i,
dt

w

+R i, () =u,() (I-121)

Rys. 1-50. Obwo6d wzbudzenia silnika

!z definicji natezenie pradu jest pochodng tadunku w czasie: i(2) = dg(t) / dt
®? Patrz: impedancja operatorowa (zespolona), np. [3 (r.6.7)]
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Jest to réwnanie odpowiadajace transmitancji cztonu inercyjnego. Praktycznym przyktadem
rozwazanego obiektu by¢ moze by¢ uzwojenie silnika wytwarzajace pole magnetyczne —
model uwzglednia indukcyjno$¢ zwojow i ich rezystancje.

Na bazie elementow RLC bardzo tatwo jest zbudowaé czton oscylacyjny. Opisujac uktad
(Rys. I-51) w dziedzinie czasu, za pomoca napi¢¢ i pradéw uzyskuje si¢ rownanie catkowo-
roézniczkowe postaci:

L C u
: . Ia) 40 +Ri(H) +— f i(t)dt = u(t) (1-122)
> dt

Rys. I-51. Uktad oscylacyjny RLC
Oscylacyjny charakter modelu (I-122) fatwiej dostrzec w postaci operatorowej modelu:

1 sC
SL+R+—i(t)=u(t) < i(s)= u(s 1-123
( sc)() © (<) s?LC +sRC +1 (s) (1239
lub opisujac uktad za pomoca napig¢ i fadunkow:
L§(t)+ Rq(t)+ %q(z‘) =u(t) (1-124)

Nawet ten prosty przyktad dobrze ilustruje dlaczego w praktyce inzynierskiej do opisu i
analizy liniowych obwodow elektrycznych stosuje si¢ posta¢ operatorowa i transmitancje’.

Podstawowe czlony dynamiki konstruuje si¢ réwniez na bazie uktadu nazywanego
czwornikiem (Rys. [-52) — zmienng wejSciowa jest napigcie u,,,, zmienng wyjsciowg napigcie
uyy, a symbole Z; 1 Z, moga reprezentowac rozne zestawy elementow RLC. Ogolny wzor
opisujacy czwornik wynika z zaleznosci:

i Z

. U Z
uweT 7> Tl/lwy Uy, =27Z,i, :Zz[zl +22J:[21 +222 Juwe =Zu,, (I-125)

O & O
Rys. 1-52. Uogodlniony czwornik

Wzér (I-124) ma uproszczong postaé i nie pokazuje, Zze napigcia i impedancje sg funkcjami
zmiennej s — funkcja u,.(s) to transformata funkcji wymuszajacej u,.(¢), funkcja wu,,(s) jest
transformata odpowiedzi uktadu, natomiast funkcje Z;(s) i Z,(s) wynikaja z elementow, ktore
zostang podstawione pod impedancje Z; 1 Z,. W ten sposob uzyskuje si¢ rozne typy czlondw,
na przyklad proporcjonalny (Rys. I-53), inercyjny (Rys. I-54), oscylacyjny (Rys I-55).

ogm&uw ﬂT Eﬂwr_o

Rys. I-53. Dzielnik napigcia Rys [-54. czton ;nercyjny RC Rys [-55. Czion oscylacyjny RLC

Przeksztal¢ je do transmitancji podstawowych cztonow dynamiki 1 wyznacz parametry.
2° Wyznacz transmitancje czwornika dla innych zestawow elementéw RLC. Okresl rzad
obiektu, podaj rownanie charakterystyczne, rozt6z na podstawowe cztony dynamiki.

{ 1° Podaj transmitancje czwornikow opisanych powyzej (Rys. I-53, Rys. 1-54, Rys. I-55).

Impedancje czwornika (Z; 1 Z;) moga oznacza¢ nie tylko pojedyncze elementy RLC ale takze
rézne szeregowo-rownolegle uktady RLC. W takich przypadkach pomocny jest wzoér na
obliczanie impedancji zastgpczej Z(s) elementoéw potaczonych szeregowo (I-126) i
rownolegle (I-127).

Z(s)=Z,(s)+Zy(s) (I-126)
_ Z,(5)Z,(s)
2,02, R

1 . S . , , . . . . ,
nie ma problemu catkowo-rézniczkowych réwnan a do opisu obwodu stosuje si¢ zmienne, ktore tatwo
zmierzy¢ (napigcia i prady) — pod warunkiem, ze mozna zatozy¢ zerowe warunki poczatkowe
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Na przyktad w uktadzie czwornika przedstawionego ponizej (Rys. I-56) impedancje Z;
stanowi szeregowego potaczenie rezystora R; i kondensatora Cj:

SR,C, +1
R; C Z1 ecnts el S , (1-128)
o H 5,
Uve R, Uy a impedancj¢ Z, — rownolegle polaczenie R, 1 C»:
C |
R
Rys. 1.56. Przyklad Zlozonogo crwormik Zy=—"2— (1-129)
YS. . FrzyKiad Z10Zonego czwornika SR2 C2 + 1

Po podstawieniu impedancji Z; i Z; do zalezno$ci (I-125) i uporzadkowaniu do postaci
wymiernej uzyskujemy nastgpujaca transmitancje czwornika:

Z(s) = sR,C,
(sR,C, +1)sR,C, +1)+sR,C,

(1-130)

1° Wyznacz transmitancj¢ czwornika, w ktérym impedancja Z; to réwnolegle potaczenie
rezystora z cewka, impedancja Z; to szeregowe potaczenie takich elementow. (¥°°)
2° Zaproponuj rézne postacie ztozonego czwornika i wyznacz odpowiednie transmitancje.

Realizacje najprostszych cztonow dynamiki przedstawione w tym punkcie ograniczajg si¢
do zastosowania elementow RLC. Nalezy jednak dla porzadku wspomnie¢ réwniez
o cztonach budowanych na bazie wzmacniaczy operacyjnych ®'. Czesto wykorzystywany
jest uktad ze sprzezeniem zwrotnym wokot wejscia odwracajacego wzmacniacza (Rys. [-57).
Uogolniony 1 uproszczony opis tego uktadu ma postac:

2

__ 40 (1-131)
- U,y (5) Z,(s) " (s)

Rys. I-57. Uogo6lniony wzmacniacz odwracajacy

Podstawiajac pod impedancje rozne elementy RLC mozna uzyska¢ roézne warianty
transmitancji, na przykiad:

— idealny czton catkujacy — gdy Z; to rezystor, Z, — kondensator,

— idealny czton rézniczkujacy — gdy Z; to kondensator, Z, — rezystor.

1° Narysuj uklady 1 wyznacz wzmocnienie 1 parametry czasowe podstawowych cztonow
dynamiki zrealizowanych na bazie wzmacniacza operacyjnego.

10.4.3. Uklady wieloobwodowe

Jedng z metod uktadania réwnan dla zlozonych obwodow elektrycznych jest metoda
oczkowa. Pierwszy etap metody polega na wyznaczeniu odpowiedniej liczy niezaleznych
oczek. W uktadach przedstawionych ponizej mozna wyrdzni¢ po dwa niezalezne oczka
(sposob ich wyznaczenia moze by¢ rozny).

R, L R; R, C R;
T D100 g@
a) i> i b) i i

1° W obwodach a i b wyr6zniono dwa oczka. Napisz uktady rownan operatorowych.
Wyznacz transmitancje, zaktadajgc ze zmiennymi wyjsciowymi sg prady i; i i».

2° Zaproponuj inny uktad oczek, napisz odpowiednie rOwnania 1 wyznacz transmitancje dla
zmiennych wyjsciowych tak jak w poprzednim zadaniu.

3° Wyznacz uogodlniony wzoér na transmitancje obwodow typu a 1 b, wprowadzajac
impedancje zastepcze gatezi. Okresl posta¢ tych impedancji w przypadku obwodow a i
b?

@' Patrz: wzmacniacze operacyijne, np. [2], [3 (1.6.7.3)]
- 49 -

‘



Praktyczne wprowadzenie do opisu, analizy i symulacji dynamiki obiektow

10.5. Analogie

Poréwnanie opisu obiektéw rdéznego typu pozwala sformutowac kilka analogii (Tab.1.-7).
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Analogie opieraja si¢ na podobienstwie opisu zjawisk. Jak mozna zauwazy¢ na podstawie
tabeli najbardziej podobne sa do siebie opisy ukladow elektrycznych i mechanicznych —
spadki napi¢¢ odpowiadaja sitom a tadunki — przesunigciom ®'. Poza tym w obu uktadach
wystepuja elementy gromadzace energi¢ (kondensator, sprezyna) i rozpraszajace energie
(rezystor, tlumik) oraz elementy bezwladno$ciowe przeciwdziatajace zmianom (cewka,
masa)’. Analogie t¢ mozna rozszerzyé o uklady hydrauliczne zamknigte, czyli uktady
w ktorych rozpatruje si¢ przeptyw medium wymuszony przez rdznic¢ cisnien, przy czym to
medium wykazuje pewna mase¢ i jest Scisliwe’ — zaklada sie, ze mozna pominaé
termodynamiczne przemiany gazu @,

Drugg par¢ bardzo podobnych opisow stanowia modele obiektow cieplnych i uktadow
hydraulicznych otwartych (zbiorniki) — cieplu odpowiadaja objetosci a strumieniom ciepta
(mocy) — przeplywy medium. W obu przypadkach bilansuje si¢ zawarto§¢ pewnego rodzaju
magazynow (ciepta, objetosci), a ich stan charakteryzuja zmienne stanu (temperatura,
wysoko$¢). W porownaniu do uktadow mechanicznych 1 elektrycznych — nie wystepuje tu
odpowiednik zjawiska bezwladnosci’. W obiektach cieplnych mozna za to wskazaé
charakterystyczne przyktady elementéw opodzniajacych (=), ktére wystepuja przy
wykorzystaniu przeptywajacego medium jako no$nika — na przyktad ciepta (Rys. I-58). Jesli
sciany przewodu sa dobrze izolowane (przewodzenie ciepta przez $ciany jest pomijalne) to
ma miejsce jedynie opdznienie transportowe opisane rOwnaniem:

Tle.} D T,=T,.t-T,) (1-132)
S = 7 > f gdzie T, — czas opOznienia zalezny od odlegltosci i

predkosci przeptywu.

Rys. I-58. Opdznienie transportowe

Kazda analogia ma swoje ograniczenia — zakres zastosowania, na przyklad zatozenie o
liniowos$ci zastosowanego opisu. Analogie ulatwiajg nam przenoszenie wiedzy pomig¢dzy
dziedzinami i pokazuja znaczenie rozwijania i zastosowania uniwersalnych metod analizy,
opartych na réwnaniach rézniczkowych i transmitancjach.

1° Na podstawie tabeli (Tab.l.-7) wskaz uklady analogiczne do obiektow analizowanych
w rozdziale I-10, w szczegolnosci zwro¢ uwage na analogie uktadéw mechanicznych 1
elektrycznych oraz uktadow hydraulicznych i cieplnych.

@' Patrz: analogie eletromechaniczne, np. [11]
? elementy mechaniczne maja mniejszy zakres liniowosci opisu niz elementy elektryczne
? Przy przeplywie cieczy uwzglednia si¢ mase a zwykle pomija $cisliwos¢. Natomiast przy przeptywie gazu
nalezy uwzgledni¢ $ci§liwos¢ a mas¢ mozna pomingé.
®* Patrz: mechanika gazow, przemiany gazowe, np. [3 (r.11)]
> Bezwladno$¢ przeplywajacej cieczy rozpatruje sie w uktadach hydraulicznych zamknigtych
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Czesc ll: Badania symulacyjne

Badania symulacyjne przedstawione w tej cze$ci zostaly oparte na podstawowych
mozliwo$ciach jakie oferuje komercyjne oprogramowanie Matlab (wer.>5.3) wraz z
bibliotekami Simulink 1 Control, oraz jego darmowe odpowiedniki — Scilab (wer.>5.3) i
Octave. Pelny opis funkcji uzytych w przykladach jest dostepny w dokumentacji
poszczegblnych pakietow, m. in. po wywolaniu podrgcznej pomocy: ,,help nazwa funkcji”.

1. Zmienne, wykresy, skrypty
1.1. Wprowadzenie — elementy

1.1.1. Zmienne

Programy symulacyjne takie jak Matlab i jemu podobne sg przystosowane w szczeg6dlny
sposob do wykonywania operacji na wektorach i macierzach. T¢ wlasno§¢ wykorzystuje si¢
nie tylko do wykonywania operacji na macierzach (np.: A+B, A-B, A*B, A/B), ale takze jako
sposob realizacji szybkich petli programowych — woéwczas uzywane sa operatory z kropka
dzialajagce na elementach macierzy (np. A.+B, A.-B, A.*B, A./B). W kazdym przypadku
warunkiem wykonania operacji jest zgodno$¢ wymiaréw macierzy odpowiednia dla operacji.
Wektory 1 macierze sa rowniez typowym sposobem definiowania zestawu wspotczynnikow,
na przyktad dla wielomianow.

Wiasciwie kazda prosta zmienna (liczba, zmienna logiczna, znak, tekst, wektor) moze by¢
traktowana jako macierz o okreSlonych wymiarach, niezaleznie od tego jak zostata
zdefiniowana. Zmienne mogg by¢ definiowane przez:

- podstawienie warto$ci, np.: a=3, b=[1 2; 3 4], c='cos', d=['aaa';'bbb";'ccc'],
- zastosowanie specjalistycznych funkcji, np.: zeros(2), ones(3), eye(2),
- wygenerowane za pomocg operatora ":', np.: a=0:2:20.

1.1.2. Wykresy

Wiasno$ci obiektow automatyki bardzo czgsto sa prezentowane i badane na podstawie
réznego typu wykresoOw. Zazwyczaj stosowane sg rodziny wykresow w uktadzie x-y, a dane
do wykresow zawarte s3 w zmiennych typu wektor lub macierz. Do utworzenia wykresow
wystarcza podstawowa funkcja typu plot, ktéra umozliwia rysowanie wykresow w réznych
kolorach i r6znymi typami linii. Dodatkowe mozliwosci zapewniajg funkcje do definiowania
roznych wilasnosci wykresu lub okna graficznego, w ktorym ten wykres jest wyswietlany, na
przyklad tytul, opis osi, legenda, skalowanie, itp.

1.1.3. Skrypty

Badania symulacyjne polegaja zazwyczaj na wygenerowaniu wielu serit wynikow,
otrzymywanych na przyktad dla ré6znych warto$ci wybranych parametrow. Pojawia si¢ wigc
problem sposobu dokumentowania prowadzonych badan. Mozna to w prosty sposob osiaggnac
za pomocg skryptéw, w ktorych bedg zapisane pelne programy badan — od zdefiniowania
zmiennych, przez wykonanie symulacji, do opracowania wynikow. Skrypt zapewnia nie tylko
dokumentowanie ale takze mozliwos¢ powtdrzenia badan, poprawienia btedow,
zmodyfikowania zakresu, itd. W skryptach czesto wykorzystuje si¢ elementy programowania,
takie jak instrukcje warunkowe czy petle (Tab. II-1).

Tab. II-1. Elementy programowania

Matlab Scilab Octave

komentarz liniowy |% ... /... #..lub% ...
komentarz blokowy #{ ... #} lub %{ ... %}
warunek if WL, OP1, else OP2, end |if WL, OPI, else OP2, end if WL OPI1 else OP2 endif
wybor switch WL, case OP1, ... select WL, case OP1 switch WL case OP1 ...

otherwise OPn, end else OPn, end otherwise OPn, endswitch
petla for for LP, operacje end for LP do, operacje end for LP operacje endfor
petla while while WL, OP end while WL do, OP end while WL OP endwhile

gdzie: WL — warunek logiczny, OP — operacje, LP — licznik petli, np.: i=poczatek:krok:koniec,
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1.2. Przykiady — podstawowe funkcje i operacje

Kilka ponizszych fragmentéw skryptow (Tab. II-2) zawiera przyktady generowania i
operacji na zmiennych (w szczeg6lnosci macierzy), tworzenia i definiowania wtasnosci okna
graficznego oraz rysowania dwu- 1 trdj-wymiarowych wykresow funkcji.

Tab. II-2. Przyklady skryptow generujacych wykresy

Matlab Scilab Octave
Nazwa skryptu |[*.m * sci *m
Otarcie okna figure; figure(); figure;
Bez kasowania |hold on; set(gca(), 'auto_clear', 'off"); |hold on;
Wiacz siatke grid on; set(gca(), 'grid', [1,1]); grid on;
Wykres funkcji |x=[-10:1:10]; x =[-10:1:10]; x =[-10:1:10];
ax2 fora=-2:.5:2; fora=-2:.5:2do fora=-2:.5:2;
plot(x, a*x.*x); plot(x, a*x.*x); plot(x, a*x.*x);

end end endfor

Wykres funkcji  |[x,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2)| [x,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2)| [x,y]=meshgrid(-2:.2:2,-2:.2:2)
(—x2 _yZ) z = x.*exp(-x."2-y."2); z = x.*exp(-x."2-y."2); z = x.*exp(-x."2-y."2);

xe mesh(z) mesh(z) mesh(x,y,z)

Wykresy sa czgsto podstawowym sposobem prezentacji wynikéw badan, powinny wigc by¢
wykonane i opisane w przejrzysty sposob, czemu stuza przedstawione funkcje - Tab. II-3.

Tab. II-3. Funkcje pomocnicze wykresow

Matlab Scilab Octave
Tytut wykresu title('Tytul wykresu'"); title('Tytul wykresu'); title("Tytul wykresu'")
Opis osi x xlabel('Czas [s]"); xlabel('Czas [s]"); xlabel"Opis osi x")
Opis osi y ylabel('"Wyjscie"); ylabel('"Wyjscie"); ylabel("Opis osi y")
Tekst na wykresie text (1,27, 'dowolny"); xstring(1, 27, 'dowolny"); |text (1,27, "dowolny");
Legenda legend('A', 'B"); legend('A', 'B"); legend ("A","B");
Kolor i typ linii plot(x, x+x, 'r-") plot(x, x+x, 'r-")
Podziat okna i wybor |subplot(2,1,1); plot(x, x+x); |subplot(2,1,1);plot(x, x+X);
czescei aktywnej subplot(2,1,2); plot(x, x); subplot(2,1,2); plot(x, x);

1.3. Zadania — zastosowanie macierzy i wykresow

Celem pierwszych symulacji jest sprawdzenie funkcji zwigzanych z generowaniem
wykresOw oraz zastosowaniem macierzy (wektorow) w réznych rolach:
- generowanie macierzy i odwolywanie si¢ do wybranych elementéw (m.in. operator ':'),
- operacje na macierzach i na elementach macierzy,
- rysowanie wykresoOw dwu- 1 tr6j-wymiarowych.
Symulacje nalezy zrealizowaé z wykorzystaniem skryptow.

1° Zdefiniuj przyktadowe macierze o wybranej ilo$ci wierszy i kolumn, a nastepnie zrealizuj
operacje mnozenia/dzielenia: a) dwoch macierzy, b) elementow dwoch macierzy. Zwrdé
uwage na dopasowanie wymiarOw macierzy zaleznie od operacji.

2° Za pomocg wektora/macierzy zdefiniuj przykladowy wielomian oraz uktad roéwnan,
a nastepnie wyznacz jego pierwiastki. Sprawdz np. funkcje poly 1 roots w Matlabie.

3° Okresl typ (=) podanych funkcji i przedstaw rodziny wykresoéw tych funkcji:

—a) 1 bx
_|(x-a b) y=———— c) _a+ d) =g
— - - +c, » y N a
2) ( b j ‘ Vax® +b c+dx )y

Dobierz odpowiednio dziedzing funkcji, a sposrod roznych wartosci parametrow (a, b, c,
d) wybierz takie zestawy aby uzyska¢ rozne postaci krzywych. Rysowanie danej rodziny
wykresow dla réoznych warto$ci parametrow zrealizuj przy uzyciu petli. Zastosuj roézne
kolory i typy linii — zestaw ciggdw formatujacych linii zdefiniuj w macierzy, np. format=
[!r_ ' ; Vb__V]
4° Narysuj powierzchnie z(x,y) opisane nastepujacymi funkcjami:
a) ax’ +by’ =cz, b) a’x? +b%y? +cz? =1.

Dobierz dziedzing funkcji, tak aby przedstawi¢ wszystkie charakterystyczne cechy
powierzchni, np. punkty niecigglosci, ekstrema. Jak warto$ci parametrow (a, b, c)
wptywaja na wyglad powierzchni?
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2. Charakterystyki statyczne

2.1. Wprowadzenie — parametry opisu statycznego

Najprostszy opis wlasnosci obiektu to jego model statyczny (=). Na tej podstawie mozna
wyznaczy¢ wzory opisujace kazda zmienng wyjSciowa obiektu w zalezno$ci od jego
zmiennych wejsciowych 1 wykona¢ charakterystyki statyczne. Okreslenie, ktore ze
zmiennych sg wejsciami a ktore wyjsciami wynika z interpretacji fizycznej modelu — wartosci
na wejsciach sg zdeterminowane przez zrodia niezalezne od stanu obiektu (ustalane poza
granicami obiektu) a warto$ci na wyjSciach sg efektem dzialania opisywanych procesow.
Wartos$ci pozostalych parametrow modelu wynikaja gldéwnie z wymiardéw obiektu i wtasnosci
fizycznych materiatow w okreslonych warunkach. To Ze s3 to warto$ci state jest zawsze
wynikiem przyjetych zatozen (np. stala temperatura otoczenia, pomijalny wplyw ci$nienia).

2.2. Przykiad — statyczny ukiad sprezyn
Proste potaczenie dwoch sprezyn o réznych wspotczynnikach sztywnosci ¢; 1 ¢z, na ktére
dziata sita ' (Rys. II-1) mozna opisa¢ algebraicznym uktadem réwnan:

0=cx +Cz(x1 —x2)
(1I-1)

Rys. II-1. Potagczenie dwoch sprezyn

cmz(xz _xl)

Sita F jest zmienng wejsciowa ukladu, natomiast polozenia koncoOw sprezyn x; 1 x, sg
zmiennymi wyj$ciowymi, ktore mozna wyznaczy¢ analitycznie:
¢ +c,

F
¢ 91%)

F (11-2)

Na tej podstawie mozna narysowac charakterystyki statyczne uktadu postaci jak na Rys. II-2.
W operacji rysowania wykresOw wskazane jest wykorzystanie wektorow warto$ci —
zdefiniowanie wektora warto$ci zmiennej wejsciowej F oraz wzoru do wygenerowania
wektorow wielko$ci wyjsciowych (za posrednictwem zmiennej x; lub bezposrednio jako
parametr funkcji plot):

F=[0:1:100]; Y%wektor wartos$ci wejsciowych X1 X2
x1=cl1*F; Y%wektor wartosci wyjsciowych x;
figure; plot(F, x1); F F

figure; plot(F, (c1+c2)./(c1%¢2)./F); Rys. II-2. Charakterystyki statyczne uktadu

Do przeprowadzenia symulacji konieczna jest znajomo$¢ wartosci wspotczynnikow c; i ¢,
ktore mozna obliczy¢ na podstawie znajomosci ksztattu 1 materiatu spr¢zyny. Mozna je
roéwniez wyznaczy¢ na podstawie pomiaru warto$ci zmiennych w wybranym punkcie pracy
(Fo, x10, X20), ktére nalezy podstawi¢ do uktadu (II-1) i rozwigza¢ wzgledem ¢; 1 c¢y:

Fy Fy
cg=—- 0raz ¢, =——— (II-3)
X10 X20 — X190

Poniewaz model (II-1) jest liniowy, wigc wszystkie powyzsze dziatania mozna rowniez
zapisa¢ 1 wykona¢ macierzowo. Jesli sita i przesunigcia sg zmiennymi uktadu, to macierzowy
zapis modelu ma postac:

0 Cl + 02 - 02 X1 . .
= lub symbolicznie F = Cx (11-4)
gdzie F i x to wektory zmiennych', C — macierz wspotczynnikéw. Stad wektor zmiennych
wyjsciowych x:

x=C'F (II-5)

! Nalezy rozréznia¢ wektor wartoéci zmiennej (np. F, x;, x) i wektor zmiennych wejsciowych F (sktadajacy
si¢ z wartosci 0 i zmiennej F) czy wyjsciowych x (zawierajacy zmienne x; i x,).
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Mozna tez przy uzyciu macierzy wyznaczy¢ warto$ci wspoOlczynnikéw na podstawie
pomiardéw sity i przesunieé (Fy, x19, X20). W tym celu model (II-1) nalezy zapisa¢ w postaci:

0 _
_| 7o F10 T M0 lub symbolicznie F = Xc (11-6)

gdzie tym razem F i ¢ wystepuja w roli wektoréw zmiennych, a X w roli macierzy
wspotczynnikoéw (wyznaczonych na podstawie wartosci xjg, X20), co pozwala wyznaczy¢
wartosci wektora c:

c=X"F (I1-7)

Reczne wykonywanie operacji ma macierzach moze by¢ klopotliwe (np. przy odwracaniu

duzych macierzy), ale programy symulacyjne sa wyspecjalizowane w tego typu dziataniach.

Sa to jednak operacje na wartosciach, wigc:

— nie bedzie mozliwosci analizy wzoru funkcji (pozyteczne, cho¢ nie zawsze konieczne),

— tatwo obliczy¢ pojedyncze warto$ci, np. wspdtezynniki ¢; 1 ¢, ze wzoru (1I-7),

— trudniej wygenerowa¢ 1 korzysta¢ z wektorOw warto§ci zmiennej, ktéra juz jest
wektorem, na przyktad w celu narysowania charakterystyk statycznych na podstawie
wzoru (II-5) nalezy wygenerowac i operowac¢ na elementach macierzy, np.:

xl(l) xl(n) —C’ 0 0 Lot(F(2. L F 5
H0) o 1] O LFQ) . ) PTG XD FEXE, )

2.3. Zadanie — generowanie charakterystyk statycznych

2.3.1. Charakterystyki statyczne pomieszczenia z grzejnikiem

Dla pomieszczenia z grzejnikiem elektrycznym (Rys. 1I-3) mozna skonstruowaé bilans
ciepta (=) dostarczanego przez grzejnik o mocy g, 1 ciepta traconego: przez zewngtrzne
Sciany o wspolczynniku strat K., przez sufit — wspotczynnik strat X.,,,=0,25K.,,, przez dach —
o wspolczynniku strat K.

Tou 7 Tp ch {0 =4, — ch (Twew B Tzew )_ chp (Twew - Tp ) (1L.8)
'chp N O:chp(Twew_Tp)_ch(Tp_Tzew)
4z E T Lr Jesli sufit bylby doskonale izolowany, to model bylby
ew cow znacznie prostszy:
Rys. II-3. Pomieszczenie z grzejnikiem 0= 9y — K., (TweW - Tzew) (11-9)

Model (I-8) ma dwie zmienne wej$ciowe: moc grzejnika elektrycznego (g,) i temperaturg na
zewnatrz (I%..). Z wykonanych pomiaréw wiadomo, ze dla g,~1000 W i1 T, =-20°C,
temperatura wewnatrz pomieszczenia 7., wynosi 20°C a na poddaszu 7, wynosi 10°C.

Wyznacz wzor i narysuj charakterystyki statyczne uktadu (dwuwymiarowe).

Uwagi:

- wyznacz wspotczynniki strat na podstawie dostepnych pomiardéw,

- dobierz realne zakresy zmiennych na charakterystykach,

- opisz wykresy (osie, rodziny krzywych), uzyj siatki, wprowadz zroznicowanie linii dla
poszczegdlnych wykresow.

2.3.2. Charakterystyki uktadu elektrycznego

Przedmiotem kolejnej analizy jest dzielnik napigcia (Rys. II-4). Za pomocg potencjometru
R; mozna ustawi¢ warto$¢ napigcia na obcigzeniu R, lub prad obcigzenia i, (=).
Okresl wejscia, wyjscia 1 parametry ukladu. Wyznacz
charakterystyki statyczne uktadu.
Kiedy trzeba uwzgledni¢ rezystancje przewoddéw taczacych?
Jak to wptynie na opis uktadu?

Rys. 11-4. Dzievlnik napiecia
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3. Funkcje czasu — wykresy rozwigzan analitycznych

3.1. Wprowadzenie
Wiasnos$ci dynamiczne powoduja, ze reakcje obiektu na zmiany nie zachodzg natychmiast,
co mozna zaobserwowa¢ na wykresach czasowych (=). W przypadku prostych, liniowych
obiektéw mozna wyznaczy¢ wzor funkcji opisujacy te reakcje — jest to rozwigzanie rownania
roézniczkowego, ktore jest modelem dynamiki danego obiektu (=). Ze wzgledu na wiasnosci
dynamiki najbardziej interesujaca jest cze$¢ swobodna tego rozwigzania, decydujaca o
stabilno$ci obiektu, a ztozona ze sktadowych postaci: 4e”, Ae” cos(a)t + (p), At"e” .

3.2. Przykiad — funkcje eksponencjalne
Funkcje bedace przedmiotem badan sg ztozeniem (sumg) funkcji eksponencjalnych (Rys.
I1-5) i/lub iloczynu takiej funkcji z funkcja sinusoidalng (Rys. I1I-6), przy czym sktadowe maja
rézne wspotczynniki wzmocnienia i rézne wartosci poczatkowe (dla /=0).
X A ekl’ >0 X A -
“Te¥sin(wt), k>0
Msin(wf), k<0

S e k<0

Rys. II-5. Przyktadowe wykresy x=+e Rys. II-6. Przykladowé wykresy x=e“cos(w?)
Z punktu widzenia zastosowania w automatyce interesujace sg przebiegi tych funkcji tylko
dla £~0. Wartos$ci funkcji w chwili =0 wynikaja z zatozonych warunkéw poczatkowych.

3.3. Zadania — badanie przebiegu ztozonych funkcji

3.3.1. Przebiegi ztozonych funkcji
Celem pierwszych symulacji jest wygenerowanie wykresow kilku typdéw funkcji x(2), ktore

wystepuja w rozwigzaniach rownan rézniczkowych i moga mie¢ rézny przebieg w zaleznosci
od warto$ci parametrow:

a) x(t)= Ae™ + x, ,

b) x(¢) = Ade™ cos(wt + @)+ x,,

c) x(t) =A™ + 4™ +x,,

d) x(r) = 4™ + Aye™ cos(wt + @)+ x, .
1° Sprobuj przewidzie¢ mozliwe postacie wykresow funkeji a-d dla £>0.

2° Nastepnie napisz skrypt, ktory dla poszczegdlnych funkcji rysuje ich sktadniki oraz petny
przebieg x(¢). Dobierz rozne wartosci parametrow aby uzyskac charakterystyczne postacie
wykresow:
- w funkcji ,,a” zbadaj wplyw warto$ci parametrow 4 i a,
- w funkcji ,,b” zbadaj wplyw warto$ci parametrow w, ¢,
- w funkcjach ,,c” i ,,d” zaproponuj kilka zestawOw parametréw, ktore zilustrujg rozne
przypadki sumowania sktadowych w zalezno$ci od warto$ci parametrow a;:
- wartosci porownywalne: a; = a;<0 lub a; = a,>0,
- wartosci ujemne, znacznie rozne od siebie: a;<0, a;<0, |a;[>>|as],
- wartosci roznych znakow: a,<0, ax>0, |a;[>>|0z|.
Pogrupuj wykresy tak aby z jednej strony ograniczy¢ ilo$¢ generowanych obrazéw, a z
drugiej — umozliwi¢ pordwnanie przebiegdéw (poroOwnywane przebiegi na jednym obrazie,
obrazy w tej samej skali, ...).

3° Poréwnywanie przebiegdbw na podstawie obrazéw prowadzi jedynie do rezultatow
jakosciowych. Zaproponuj wskazniki, ktére pozwolityby na poréwnaé wykresy w sposob
ilosciowy.
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3.3.2. Interpretacja rozwigzania réwnania rézniczkowego

Wykresy funkcji x(2) wygenerowane w punkcie 3.3.1 opisuja reakcje réznych obiektow na
pewne wymuszenia.

1° Jaka posta¢ maja rownania rozniczkowe, ktérych rozwigzaniem sg funkcje x(z)?

2° Co mozna powiedzie¢ o tych poszczegodlnych obiektach: jaki jest rzad uktadu, ile 1 jakie
bieguny ma uktad, czy jest stabilny, ...?

3° Przedstaw bieguny zbadanych uktadow na plaszczyznie zespolone;.

4° Ktore z parametrow funkcji x(2) zalezg od warunkéw poczatkowych.

5° Podziel rozwigzania na sktadowa swobodng i wymuszona. Podaj posta¢ wymuszenia.

6° Naszkicuj przyktadowa odpowiedz obiektu na wymuszenie impulsowe (=).

7° Jak zmieni si¢ posta¢ rozwigzania rownania rdézniczkowego je$li wystapia bieguny
wielokrotne?
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4. Symulacyjne rozwigzywanie réwnan rézniczkowych

4.1. Wprowadzenie — rozwigzanie analityczne i symulacyjne

Badanie dynamiki obiektow opisanych prostymi, liniowymi réwnaniami rézniczkowymi
lub uktadami takich réwnan mozna przeprowadzi¢ rozwigzujac analitycznie roéwnanie
roézniczkowe, na przyktad metoda klasyczng (=). Nie zawsze jednak potrzebny jest doktadny
wzOr rozwigzania. A przede wszystkim nie zawsze jest mozliwie uzyskanie tego wzoru, czyli
analityczne rozwigzanie rownania rézniczkowego, zwlaszcza gdy jest ono nieliniowe.
Réwnania rézniczkowe liniowe/nieliniowe mozna rozwigzywaé rowniez symulacyjnie za
pomoca algorytméw catkowania numerycznego @', ktére pozwalaja wyznaczyé zachowanie
obiektu przy zadanym wymuszeniu i wybranych warunkach poczatkowych.

4.2. Przykiad — konstrukcja schematu symulacyjnego

Do symulacyjnego rozwigzania rownania roézniczkowego (uktadu roéwnan) mozna
wykorzysta¢ graficzny sposob definiowania badanych modeli, dostgpny w programie
Matlab+Simulink lub Scilab+Xcos (=). W tym celu nalezy przeksztalci¢ rownanie (uktad
réwnan), tak aby po lewej stronie zostata najwyzsza pochodna zmiennej wyj$ciowej, np.:

ax(t)+bx(t) +ex(t)=u(t) — i@)= 1 (— bx(t) —cx(t) + u(t)). (11-10)
a

Rysowanie schematu (Rys. II-7) rozpoczyna si¢ od tancucha blokéw catkujacych (Integrator) —
na wyjs$ciu ostatniego bloku bedzie dostgpne x, czyli szukane rozwigzanie, a na wejsciu
pierwszego bedzie podany sygnal najwyzszej pochodnej X, ktorg nalezy odtworzyé
graficznie na podstawie rownania (II-10). Charakterystyczne petle jakie powstaja pomigdzy
wejsciami 1 wyj$ciami nie stanowig problemu dla iteracyjnych algorytmoéw catkowania
numerycznego.
tancuch blokow Skrypt (m-plik):

_: + . T . T o E catkujacych ;1:2{
Step = 2\ = N obserwacja o=5.
Sum Gain HE-FH W= Scu:upex\L . . >
<10 Ix0 rozwigzania
czas( b . : : u0=2;
u0 L rejest.ra(:]a. x0=u0/c;
u+du Faint Ta Wamkspaceq | [0ZWIgZaN1a x10=0;
5 (typ array)
Bainz { )—p - ; du=1;
i) rejestracja c2as0=0:

To WMotspace | czasu

(typ array)

Rys. II-7. Schemat rownania 2.rzedu i skrypt (m-plik)

Na schemacie mozna wpisywac bezposrednio wartosci wszystkich potrzebnych parametréw,
lub uzywa¢ zmiennych Matlaba (Scilaba), ktore zostang zainicjowane przed uruchomieniem
symulacji — najlepiej w skrypcie®. Dzigki zastosowaniu zmiennych uzyskuje si¢ uniwersalny
schemat, ktory mozna uruchamia¢ dla roznych zestawow parametrow.

Na schemacie Rys. II-7 uzyto zmiennych a, b, ¢, ktore petnig role parametrow réwnania, a

takze zmiennych x/0 1 x0 do okreslenia warunkow poczatkowych, oraz u0 1 du — do
sparametryzowania funkcji wejsciowej (Rys. 11-8).

U a Zmienna u() jest rowna wartosci poczatkowej sygnalu
u0+du wejSciowego u. Natomiast zmienna du odpowiada
— warto$ci skoku (przyrost warto$ci wzgledem wartosci
ul 4 : i L, . )
> poczatkowej). Jesli du=0, to na wyjsciu bloku Step bedzie

Rys. 1I-8. Parametry wymuszenia stala warto$é.

skokowego (bloku Step)
Warunki poczatkowe dla réwnania rézniczkowego mozna ustali¢ za pomoca parametrow
»Initial condition” w blokach catkujacych (domyslnie te parametry maja warto$¢ zero).

®' metody catkowania numerycznego, np. w [9/r.3], [6/r.17.1]
? Zaleca sie zeby nazwy skryptow i schematow byly rozne (niezaleznie od roznicy rozszerzeh w nazwach
plikdbw), poniewaz programy symulacyjne interpretuja napotkane nazwy w okre$lonej kolejnosci
(komenda/funkcja, zmienna, schemat, skrypt) i realizuja pierwsza wyszukang mozliwo$¢
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Na schemacie Rys. II-7 warunki poczatkowe zostaly przekazane za posrednictwem
zmiennych x/0 i x0, odpowiadajacych wartosciom x(0) i x(0). Jesli warunki poczatkowe sa
okreslone przez wartosci X(0) i x(0), to nalezy przeliczy¢ je na wartosci x(0) 1 x(0). Ma to
miejsce na przyktad przy uruchamianiu symulacji od stanu réwnowagi (=), czyli dla
warunkow ¥(0) = X(0) =0. Podstawienie wartosci ¥(0) 1 x(0) do réwnania (II-10)
umozliwia obliczenie warto$ci x(0), co oznacza, ze w blokach catkujacych zostang
podstawione warto$ci x/0=0 i xO=u0/c (obliczone w skrypcie).

Przeprowadzenie symulacji zaczyna si¢ od uruchomienia skryptu za pomoca komend
dostepnych w menu edytora lub przez wywotanie nazwy pliku w oknie Matlaba (Scilaba).
Takze w oknie edytora graficznego dostgpne s3 komendy do uruchomienia symulacji dla
danego schematu i do okreslenia parametrow algorytmu obliczeniowego (np. czas symulacji).

Najprostszy sposob prezentacji wynikow symulacji to zastosowanie na schemacie bloku
typu oscyloskop (np. Scope), przeznaczonego przede wszystkim do obserwowania wykresow
warto$ci na biezgco podczas symulacji. Wykresy mozna rowniez narysowaé po zakonczeniu
symulacji za pomoca funkcji plot na podstawie warto$ci zarejestrowanych na przyktad za
pomocg bloku Scope lub To workspace.

Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave
Blok typu oscyloskop Scope Cscope —
Blok zbierania danych To workspace TOWS_ ¢ —

Aby odtworzy¢ dany wykres konieczny jest wektor wartosci zmiennej oraz wektor czasu,
zawierajacy momenty czasu (wartosci zmiennej ¢), w ktorych zostaty wyznaczone warto$ci
rozwigzania. W celu optymalizacji obliczen czesto stosowane sg zmienno-krokowe algorytmy
catkowania @', a wowczas wartosci wektora czasu zmieniaja si¢ nieréwnomiernie. Wartosci
zmiennych i czasu mogg by¢ rejestrowane w postaci oddzielnych wektorow lub w postaci
struktury zawierajacej wektor wartosci 1 wektor czasu (w Matlabie typ zmiennej okresla si¢ w
bloku rejestrujacym, w Scilabie zawsze jest struktura time+values).

4.3. Zadania — badanie uktadu 1.rzedu

Celem badan jest uzyskanie rozwigzania rdwnania rozniczkowego metodg symulacyjng i
poréOwnanie z rozwigzaniem analitycznym. Badaniom zostanie podane proste, liniowe
réwnanie rézniczkowe 1. rzedu:

a,;x(t) + ayx(t) = bu(t) (II-11)

Przyktadem obiektu opisanego tego typu rownaniem jest obwod elektryczny z cewka i
rezystancja (= np. Rys. 1-50), sprezyna potaczona z ttumikiem (= np. Rys. 1-45), pojedynczy
magazyn ciepta (= np. Rys. 1-40) czy pojedynczy zlinearyzowany zbiornik z wyptywem
cieczy (= np. Rys. I-31).

Poniewaz rownanie (II-11) bardzo tatwo jest rozwigza¢ analitycznie, to pozwoli sprawdzié¢
poprawnos¢ rozwigzania symulacyjnego. Nalezy dobra¢ parametry a;, ay, b tak aby uktad byt
stabilny (=). Nastepnie zbudowac schemat réwnania w $rodowisku Matlab/Simulink lub
Scilab/Xcos 1 przygotowac skrypt inicjujacy wartosci parametrow, w tym roOwniez parametry
sygnatu wejsciowego (u0, du) oraz warunki poczatkowe (x0).

1° Wygeneruj rozwiagzania x(f) dla stalej wartosci wejsciowej (du=0) i1 dla réznych
warunkow poczatkowych: a) x(0)=0,b) x(0)=0,c) x(0)=0,d) x(0)=0.
Jaki wplyw na rozwigzanie ma warto$¢ sygnatu wejsciowego, np. u0=0 oraz u0=1?
Dlaczego niektore symulacje generuja wykres o stalej wartosci a inne nie?

2° Zweryfikuj otrzymane wykresy przez pordéwnanie z analitycznym rozwigzaniem rownania
rézniczkowego — narysuj rozwigzanie petne 1 jego sktadowe (swobodng i wymuszong).

3° Powtdrz symulacje 1° dla wymuszenia skokowego 1(¢) wystepujacego w chwili 0, czyli
u(t) =0 dla <0 1 u(¢)=1 dla £=0 (co odpowiada zmiennym u0=0, du=1, czas0=0).
Poréwnaj wyniki 1°1 3°, i wyjasnij podobienstwa i réznice.

@' Patrz: stato- i zmienno-krokowe algorytmy catkowania numerycznego
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5. Liniowy model drugiego rzedu

5.1. Wprowadzenie — zastosowanie i forma modeli drugiego rzedu
Liniowe modele dynamiki drugiego rzgdu pojawiaja si¢ czesto jako punkt wyjscia do

opracowywania réznych metod badania i projektowania uktadow automatyki, poniewaz:

- ich wlasno$ci dynamiczne nie zalezg od wymuszenia (punktu pracy),

- s3 dos¢ proste by wykona¢ badania analityczne,

- moga opisa¢ kazdy przypadek reakcji - stabilny i niestabilny, z oscylacjami lub bez nich.

Najbardziej charakterystyczng postacig modelu drugiego rzedu jest rOwnanie oscylacyjne =:
¥(t)+ 2w, x(t)+ . x(t) = byu(t) (11-12)
gdzie: & - wspotczynnik tlumienia, @, — pulsacja drgan wlasnych (w,>0). Jako przyktad
prostego obiektu oscylacyjnego najtatwiej wskaza¢ uktad mechaniczny zawierajacy element
sprezysty i thumiacy oraz mas¢ (= Rys. 1-46). Takie same wtasno$ci majg rowniez dowolne
modele w postaci rdwnan stanu czy transmitancji, jesli ich rownanie charakterystyczne mozna
sprowadzi¢ do postaci:

P 4280, A+wl =0 (1I-13)
MoZe to by¢ prosty obwod elektryczny RLC (=), ale mogg to by¢ rdzne liniowe lub
zlinearyzowane uktady drugiego rzedu cieplne, hydrauliczne i inne.
Typowym elementem badania dynamiki obiektéw jest obserwacja reakcji uktadu na
skokowg zmiang¢ warto$ci zmiennej wejsciowej Na wykresach ponizej (Rys. 11-9, Rys. 11-10)
przedstawiono mozliwe typy odpowiedzi.

1
Rys. II-9. Odpowiedz uktadu stabilnego na wymuszenie skokowe

» »

| I
Rys. 1I-10. Odpowiedz uktadu niestabilnego na wymuszenie skokowe
Reakcja na wymuszenie skokiem jednostkowym 1(t) nazywa si¢ odpowiedzig skokowa.

5.2. Przykiad — poprawnosé charakterystyk czasowych i punkty pracy
Poprawne wykonanie badania reakcji na wymuszenie skokowe sygnalu wejSciowego

wymaga by ten skok byt jedyng przyczyng zmian obserwowanych w uktadzie, to znaczy, ze

musi by¢ podany na uktad znajdujacy si¢ w stanie rownowagi. W badaniach symulacyjnych
mozna to zrealizowaé na dwa sposoby:

— uruchomi¢ symulacje od dowolnych warunkéw poczatkowych, poczekaé az uktad dojdzie
do stanu rownowagi i wowczas podac skok,

— z rOwnania statycznego wyznaczy¢ stan rownowagi xy dla poczatkowej wartosci sygnatu
wejsciowego up 1 uruchomi¢ symulacje przyjmujac jako warunki poczatkowe punkt
rownowagi — skok mozna poda¢ od razu na poczatku symulacji.

Pierwszy sposob wymaga dluzszego czasu symulacji i mozna go realizowac tylko

w przypadku uktadow stabilnych (=). Drugi sposob wymaga przeprowadzenia dodatkowych
obliczen (wyznaczenia stanu rOwnowagi), ale jest bardziej ogolny (uktady liniowe/nieliniowe,

stabilne/niestabilne) 1 daje dodatkowe mozliwosci .

Warto przygotowaé schemat 1 skrypt badanego ukladu w ten sposéb aby uruchamiad

symulacj¢ od dowolnego stanu rownowagi — na przyktad w przypadku jednego réwnania z

jednym wej$ciem mozna to zrealizowac¢ w nastepujacy sposob:

" np. weryfikacje poprawnosci schematu (patrz 11.7.2)
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— uzy¢ na schemacie zmiennych u(0 (warto$§¢ poczatkowa w bloku skoku) i x0 (warunek
poczatkowy w koncowym bloku catkujacym),

— zainicjowaé warto$¢ u0 i wyliczy¢ wartos¢ x0 dla danego u0 na podstawie wzoru na stan
roéwnowagi — najlepiej w skrypcie.

Dodatkowo mozna przesung¢ moment wystgpienia zmiany warto$ci na wejsciu: u(f) = uo dla

<ty, u(t)=ugtdu, dla £>=ty (Rys. II-11). Wowczas na wyjsciu uktadu do chwili #) obserwujemy

stan rownowagi a reakcja uktadu moze pojawi¢ si¢ dopiero od chwili # (Rys. 1I-12), co

potwierdza, ze jedyna przyczyna reakcji uktadu jest zmiana sygnatu wejsciowego.

X
4
Up Xk SRR
(77 l_ /
¢_du Xof—1
Uo ! L ! t
lo 't g
Rys. II-11. Przesunigte wymuszenie skokowe Rys. II-12. Reakcja uktadu w stanie rownowagi na

skokowa zmiang warto$ci na wejsciu
Na przebiegach czasowych Rys. II-11 i Rys. II-12 mozna zaobserwowac czas i sposob
przejscia uktadu z poczatkowego punktu pracy (punkt uo, xo na charakterystyce statycznej) do
punktu koncowego (uy, x;). Reakcje uktadéw liniowych nie zalezg od punktu pracy (=).

W badaniach dynamiki ukladéw wyznacza si¢ rowniez odpowiedZ na zakltocenie
impulsowe 1 jesli jest to impuls Diraca d(t), to méwimy o odpowiedzi impulsowej uktadu.
Funkcja d(t) to impuls o jednostkowej powierzchni ale nieskonczenie krotki i nieskonczenie
wysoki, wiec praktycznie niewykonalny (i fizycznie, 1 symulacyjnie). Wobec tego stosuje si¢
przyblizenia, na przyktad impuls prostokatny o powierzchni rownej 1, zrealizowany za
pomoca dwoch sygnatow skokowych przesunietych w czasie.

5.3. Zadania — charakterystyki czasowe modelu oscylacyjnego
Przedmiotem badan sg wlasnosci réwnania oscylacyjnego (II-12), ktore wynikaja z analizy
teoretycznej wzordw na pierwiastki rownania charakterystycznego (I1I-13).

1° Wyznacz przedzialy wartosci &, ktore odpowiadaja roznym typom reakcji ukladu na
zmiany — stabilny/niestabilny, z/bez oscylacji (= ). Okre$l polozenie biegunow uktadu na
ptaszczyznie zespolonej dla wyznaczonych przedziatdéw wartosci & i na ich granicach.

2° Przygotuj schemat 1 skrypt do badan symulacyjnych, przewidujac mozliwosé
uruchomienia symulacji od dowolnego stanu rownowagi (punktu pracy):
- sparametryzuj funkcj¢ skokowa na wejsciu (zmienne u0 1 du),
- oblicz w skrypcie warunki poczatkowe dla blokéw catkujacych,
- sprawdz przygotowany model przez wykonanie symulacji w stanie rownowagi (du=0).

3° Wykonaj symulacje typowych reakcji uktadu przy pobudzeniu skokiem jednostkowym
u=1(t) dla wybranych warto$ci wspodtczynnika ttumienia £.

4° Powt6rz punkt 3° dla pobudzenia impulsowego uy=o(t):

- zaproponuj sposob realizacji funkcji, ktora przybliza impuls Diraca,

- przed wykonaniem symulacji sprobuj przewidzie¢ przebieg wykresow (=).
5° Uzyskane wyniki przedstaw w Tab. 11-4

Tab. 11-4. Odpowiedzi czasowe czlonu oscylacyjnego

Przedzial’ Wybrana Potozenie biegunow Odpowiedz skokowa Odpowiedz impulsowa
wartos$¢ & w uktadzie Im(Re) h(t) k()

&<

A1<E<0

¢=0

0<¢<1

<&

“Uzupehij oznaczenie przedzialow wartosci ¢ uwzgledniajgce wartosci -1 i 1 (wprowadz znak <)
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6. Portrety fazowe

6.1. Wprowadzenie — warunki generowania portretow

Portret fazowy (=) w programie symulacyjnym powstaje przez wielokrotne uruchomienie
obliczen reakcji obiektu dla stalego wymuszenia (zwykle rownego zero) i r6znych warunkow
poczatkowych oraz przedstawienie wynikow w ukladzie wspotrzednych [x, X ]. To oznacza,
ze badany model moze by¢ co najwyzej drugiego rzgdu i musi umozliwi¢ zainicjowanie
r6znych warunkow poczatkowych'. Model moze byé nieliniowy i moga to byé nawet funkcje
typu nasycenie, strefa martwa, przekaznik, itp.” — portrety fazowe wspomagaja szczeg6lnie
badania stabilnosci takich wiasnie przypadkoéw. Wiasnosci modeli liniowych mozna badaé¢ w
prostszy sposob (nawet analitycznie) a na podstawie polozenia biegundéw tatwo przewidzie¢
typ portretu (= wezel/ognisto stabilne/niestabilne, centrum, siodto). Portrety modeli
nieliniowych (=) sg bardziej zlozone, na przyktad moga zawiera¢ wigcej niz jeden punkt
rownowagi a stabilno$¢ trajektorii moze zaleze¢ od warunkéw poczatkowych. Nieznajomos¢
obszar6w stabilnosci utrudnia generowanie nieznanego portretu, wiadomo jednak, ze model
rézniczkowalny ma w odpowiednio matym otoczeniu kazdego punktu réwnowagi portret
podobny do uktadéw liniowych.

6.2. Przykfad — automatyzacja badan

Realizacja programu badan za pomoca skryptow zapewnia nie tylko dokumentacje
przyjetych zatozen (np. warto$ci parametréw). Zarowno Matlab jak i Scilab oferuja takze
mozliwo$¢ uruchamiania symulacji w trybie wsadowym (Tab. II-5), co w potaczeniu z
elementami programowania (p¢tle, instrukcje warunkowe) pozwala zautomatyzowac
powtarzajace si¢ operacje, na przyktad uruchamianie symulacji dla réznych zestawow
parametréw i zbiorczg prezentacje wynikow.

Tab. II-5. Funkcje do uruchamiania symulacji w trybie wsadowym

Matlab/Simulink Scilab/Xcos
Uruchomienie symulacji | sim xcos_simulate
Funkcje skojarzone simget loadXcosLibs

simset importXcosDiagram

Programy symulacyjne wykazuja duze rdznice w sposobie realizacji tego zadania ze wzgledu
na zestaw funkcji i ich dziatanie. Fragmenty skryptow w Tab. 1I-6 zawieraja przyktad petli,
ktéra uruchamia symulacje dla schematu réwnania rézniczkowego zapisanego w pliku
,model”. Zaktada si¢, ze zmienna a jest parametrem modelu, natomiast x/ 1 x2 s zmiennymi
w blokach zbierania danych umieszczonych na schemacie. Efektem dzialania sg wykresy
przebiegéw czasowych zmiennej x/ i x2 na oddzielnych rysunkach i w r6znych kolorach.

Tab. 1I-6. Przyktad skryptu z uruchamianiem symulacji

Matlab Scilab
loadXcosLibs();
importXcosDiagram('model.xcos'); //tworzy scs_m
fl=figure; hold on; grid on; nl=figure(); set(gca(), 'auto_clear', 'off"); set(gca(), 'grid', [1,1]);
f2=figure; hold on; grid on; n2=figure(); set(gca(), 'auto_clear', 'off"); set(gca(), 'grid', [1,1]);
kolor="rgb"; kolor=["r", 'g', 'b'];
tab_a=[0, 1, 5]; tab_a=[0, 1, 5];
fori=1:3 for i=1:3
a=tab_a(i); a=tab_a(i);
[t]=sim('model"); scicos_simulate(scs_m);
figure(f1); plot(t, x1,kolor(i)); figure(nl); plot(x1.time, x1.values, kolor(i));
figure(f2); plot(t, x2,kolor(i)); figure(n2); plot(x2.time, x2.values, kolor(i));
end end

W skrypcie Matlaba wykorzystano fakt, ze funkcja uruchamiajagca symulacj¢ (sim) ma
mozliwo$¢ zwracania warto$ci, miedzy innymi wektora czasu, ktory zostal podstawiony pod
zmienng ¢ 1 wykorzystany w funkcji plot. W tej sytuacji zmienne x/ i x2 rejestrowane przez
bloki zbierania danych (To workspace) moga zamiast struktury mie¢ posta¢ prostego wektora

tego warunku nie spetniajg modele w postaci transmitancji
2 nieliniowe nierézniczkowalne
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(opcja Matrix). Scilab nie udostepnia takich opcji — dane w bloku zbierania danych (TOWS_c)
zawsze majg postac struktury.

Matlab i Scilab r6znig si¢ tez znacznie w sposobie zmiany parametréw obliczeniowych,
takich jak czas symulacji, wybor 1 parametry algorytmu catkowania. Sg one przechowywane
w pliku ze schematem i mogg by¢ zadawane podczas edycji schematu. W trybie wsadowym
mozna jednak uruchomi¢ symulacj¢ z innymi parametrami niz te zapamig¢tane ze schematem.
Czgsto dotyczy to czasu symulacji — w Matlabie podaje si¢ go jako parametr funkcji sim, a w
Scilabie zmienia si¢ element w strukturze scs_m, tworzacej si¢ automatycznie po wczytaniu
schematu za pomoca funkcji importXcosDiagram.

6.3. Zadania — portrety uktadéw liniowych
Celem badan jest wygenerowanie charakterystycznych typow portretow fazowych uktadu
liniowego drugiego rzgdu (Rys. I-11).

1° Wygeneruj wszystkie typy portretow fazowych réwnania oscylacyjnego oraz portret typu
siodto. Wykorzystaj model przygotowany w punkcie 5.3. Dobierz warto$ci parametrow
réwnania i warunki poczatkowe, dla ktérych mozna uzyskac typowe portrety.

Uwagi do wykonania:

- wykorzystaj mozliwos¢ wsadowego uruchamiania symulacji i napisz skrypt
realizujacy zadanie,

- ustal stale wymuszenie i wybierz warunki poczatkowe w réznych punktach
ptaszczyzny stanu (nie tylko na osiach),

- w przypadku uktadow niestabilnych zwro¢ uwage na odpowiedni dobor warunkow
poczatkowych i czasu symulacji (przy szybkim oddalaniu si¢ od punktu rownowagi
moze nastapi¢ przekroczenie zakresu warto$ci zmiennych),

- zaznacz kierunki trajektorii i punkt (punkty?) réwnowagi, okresl stabilno$¢ uktadu.

2° Okresl zwigzki pomigdzy wygenerowanymi portretami fazowymi a typami odpowiedzi
skokowych otrzymanymi w punkcie 5.3. Wskaz odpowiadajace sobie punkty wartosci
ekstremalnych na wykresach czasowych i portretach.

6.4. Portrety ukftadow nieliniowych
Jako przyktad analizy uktadow nieliniowych niech postuzg dwa rownania, pozornie
niewiele roznigce si¢ od badanego wczesniej rownania liniowego drugiego rzedu:
ax¥+bx+cx’ +de=F (I1-14)
oraz
ai+bx+ex’ +dx=F (II-15)
W przypadku odpowiednio dobranych warto$ci parametrow powyzsze réwnania moglyby
opisywac na przyktad model dynamiki uktadu z nieliniowg sprezyna (=).

Celem badan jest wygenrowanie portretow fazowych réwnan (II-14) i (II-15) oraz
okreslenie stabilnosci tych uktadow. Rownania sg nieliniowe i trudno jest przewidzie¢ wyglad
portretow (=), wigc przed rozpoczeciem symulacji warto zwrdci¢ uwage przynajmniej na
rzad modelu, na posta¢ rownania statycznego 1 ilo§¢ punktéw réwnowagi.

1° Wykonaj portret fazowy badanego rownania dla nastepujacych przypadkow:
a)a=1,b=1,c=0.01,d=-10, Fy=0,
b) a=1, b=1, c=-0.01,d= 10, Fy=0.

Zaznacz kierunki trajektorii. Wskaz punkt/punkty réwnowagi. Okresl stbilno$¢ uktadu.

2° Okresl wptyw wskazanych parametréw na ksztatt portretu badanego rownania:
- jak si¢ zmieni portret dla F > 0?
- jak zapewni¢ zeby uktad miat punkt réwnowagi na przyktad w punkcie xy=5?

3° Wykonaj linearyzacj¢ badanego rownania i zbadaj stabilno$¢ uktadu analitycznie (=).
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7. Badanie obiektéw rzeczywistych (na przyktadzie zbiornikéw)

7.1. Wprowadzenie — zatozenia i ograniczenia modeli

Elementarne liniowe uktady dynamiki 1. i 2 rzedu maja duze znaczenie teoretyczne ale nie
wystepuja w rzeczywistych warunkach. Zastosowanie tak prostych modeli zawsze jest
efektem przyjetych zatozen, ktore pozwalajg uproscic¢ opis, kosztem ograniczenia doktadnosci
modelu. Prostszy model to nie tylko tatwiejsze obliczenia ale takze mniejsza ilo$¢
parametréw, ktoérych wartosci trzeba wyznaczy¢. Tak wigc w praktyce inzynierskiej kluczowa
role odgrywa przygotowanie dobrego i w miarg prostego modelu.

Podstawowe znaczenie maja zalozenia upraszczajace dotyczace zakresu stosowania

modelu, jego rzedu oraz liniowosci opisu. Zazwyczaj kazdy model jest konstruowany przy
zatozeniu, ze zmienne opisujace przebieg proceséw nie przekrocza naturalnych ograniczen
czy dopuszczalnych wartosci, na przyktad nie zdarzy si¢ ujemny poziom cieczy, temperatura
nie spowoduje odksztatcenia lub zniszczenia elementu, itp.
Jesli Jedl?ak model miatby b}’lc. wyquzystywany model |x | Ia_ y
na granicy zakresu warto$ci zmiennych, to - i —>
uzupetnia si¢ go blokami nasycenia, ktore YAAMIRT 1 >
ograniczajg warto$ci zmiennych (Rys. 1I-13). R

Rys. II-13. Ograniczenie warto$ci zmiennych

Praktycznie rowniez zawsze stosuje si¢ zatozenia, ktore ograniczaja rzad modelu.
W przypadku modeli liniowych odpowiada to wprost uwzglednieniu tylko tych biegunow
uktadu, ktére majg istotne znaczenie dla stabilnosci, czasu reakcji, oscylacji (=).
Doswiadczenia z konstrukcji modeli na podstawie opisu zjawisk fizycznych (=) wskazuja, ze
element (proces) ma tym wigkszy wpltyw na dynamike im stanowi wickszy magazyn
wielkos$ci (masy, energii, ...) w uktadzie.

Réwnie wazne sg zatozenia zapewniajace liniowo$¢ modelu (o ile to mozliwe). Wilasciwie
to wystepuja one zawsze bo kazda liniowa zalezno$¢ stosowana do opisu rzeczywistosci jest
jedynie jej przyblizeniem. Wymienia si¢ wigc najistotniejsze zatozenia, decydujace o
doktadnos$ci upraszczanego modelu, ktéra zalezy rowniez od przewidywanego zakresu zmian
wartosci zmiennych.

7.2. Przykiad — weryfikacja poprawnosci schematu

Symulacyjng metod¢ badania modeli rzeczywistych ukladéw wybiera si¢ zwykle wowczas
gdy badania analityczne sg zbyt ztozone. To oznacza takze, Ze trudno oceni¢ wiarygodnos¢
uzyskanych wynikéw, bo trudno je przewidzie¢. Tymczasem doswiadczenie pokazuje, ze
nawet przy rysowaniu prostych schematow czgsto zdarzaja btedy — pomytka w potaczeniu,
zty znak funkcji, parametr, itp. Aby je wyeliminowa¢ nalezy przed realizacja programu badan
zweryfikowa¢ poprawno$¢ przygotowanego schematu. Proponowana metoda opiera si¢ na
wykorzystaniu symulacji dowolnego stanu rownowagi bez zadnych zaktocen (=).

Zaklada sie, ze pozytywnie zweryfikowany schemat nie b¢dzie edytowany podczas badan,
co pozwoli uniknaé¢ przypadkowych btedow. Wobec tego schemat powinien by¢
sparametryzowany a program badan realizowany za pomocg skryptéw. Kazdy sygnal
wejsciowy' bedzie definiowany jako wymuszenie skokowe sparametryzowane za pomoca
zmiennych typu stan poczatkowy u0 1 zmiana wartosci du (Rys. II-11). Warunek poczatkowy
w kazdym , koncowym” bloku catkujacym® zostanie przekazany za pomoca zmiennej (np.
x0), ktora bedzie obliczana w skrypcie na podstawie wzoru na punkt rownowagi. Je§li wzor
na punkt rownowagi 1 schemat sa poprawne, to symulacja ze stalg wartoScig na wejsciu
(du=0) musi utrzymac statg wartos$¢ na wyjsciu rowng wartosci poczatkowej x0 (=).

Proponowana metoda weryfikacji nie zapewnia ujawnienia wszystkich mozliwych btedow,
ale sprawdza si¢ w wigkszosci przypadkow. Podczas wlasciwych badan mozna zmienia¢
punkt pracy (zalezny od u0) 1 zaktocenie (du) ograniczajac si¢ jedynie do zmian w skrypcie3 .

"' w og6lnosci badane uklady moga mie¢ wiecej niz jedno wejscie
? tzn. w ostatnim elemencie tancucha blokéw catkujacych (w przypadku uktadu réwnan rézniczkowych takich
fancuchow jest tyle ile jest zmiennych stanu)
* Uporzadkowany skrypt pomaga kontrolowaé¢ poprawno$é wartosci parametrow w kolejnych symulacjach, np.
latwiej zauwazy¢ btad w krotkim skrycie niz przez przegladanie parametrow w blokach na schemacie.
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Jesli dodatkowo skok warto$ci wejSciowej du bedzie przesunigty w czasie (skok w chwili
10>0), to mozna sobie zapewni¢ powtarzalng kontrole poprawnosci na wykresach podczas
typowego badania reakcji na wymuszenie skokowe — na odcinku 0-+#, wykres powinien
przedstawia¢ zawsze stan rownowagi (Rys. I1-12).

7.3. Zadania — badanie wiasnosci kaskad zbiornikéw

Przedmiotem badan sg statyczne i dynamiczne wlasnos$ci kaskady zbiornikéw (=). Celem
natomiast jest okreslenie jaki wplyw na te wlasnosci maja wielkosci zbiornikéw, sposéb ich
polaczenia oraz doktadnos$¢ modelu. Wigksza doktadnos$¢ badanych modeli bedzie zwigzana z
ich nieliniowoscia, mozna si¢ wiec spodziewac, ze uproszczone modele beda wykazywaty
takie same wtasnosci dynamiczne w catym zakresie pracy, a wlasno$ci modeli doktadnych

beda zaleze¢ od punktu pracy (=). .
7.3.1. Kaskada niewspotdziatajgca

Pierwsza kaskada zbiornikoéw ze swobodnym wyptywem (Rys. II-14) tworzy uktad
unilateralny — kaskade niewspoétdziatajaca (=).
Model obiektu zawiera dwa rownania i jesli ma by¢

=
Jue A | doktadny, to bedzie nieliniowy, poniewaz zawiera
hy , | gyl funkcje zwigzane ze swobodnym wyptywem (I-92).
| Mozna go jednak zlinearyzowac, na przyktad metoda

N Soy siecznej (=). Zaréwno doktadng jak i przyblizong W

v | = wersje modelu mozna zaimplementowa¢ na schemacie -

Rys. 1I-14. Kaskada niewspotdziatajaca  w programie symulacyjnym.
Wartosci wszystkich parametrow doktadnego i przyblizonego modelu mozna wyznaczy¢ ma
podstawie przyjetych wymiaré6w — powierzchnia dna i otworu, wysokos¢ zbiornika.

1° Przygotuj przyblizony (zlinearyzowany) model obiektu i wykonaj podstawowg analize —
rzad, liniowos$¢, zmienne wejsciowe 1 wyjSciowe, rOwnania statyczne, punkt rOownowagi.

2° Narysuj schemat i przygotuj skrypt z parametrami, zaktadajac ze badane beda odpowiedzi
skokowe obiektu a symulacje beda uruchamiane dla r6znych punktow pracy. Wykonaj
weryfikacj¢ poprawnosci schematu na podstawie symulacji w stanie rOwnowagi.

3° Wyznacz reakcje kaskady na takie samo wymuszenie skokowe df,,. w 3 punktach pracy:
- wyznacz punkty pracy (stany rownowagi), np. dla fi..0=0, 0.5f\emar, 0.9 wemaxs
- okres$l niewielkie wymuszenie, np. dfy,e= 10% fiemar-

4° Przedstaw wyniki badan na wykresach, tak aby zapewni¢ mozliwo$¢ porownania reakcji
wygenerowanych podczas badan (w r6znych punktach, dla r6znych zbiornikow).

5° Jaki wptyw na wilasnos$ci maja réznice w wielkosci zbiornikow, np. oba rowne, pierwszy
znacznie wigkszy, drugi znacznie wigkszy?

6°+10° Powtorz punkty 1°+5° dla doktadnego modelu kaskady niewspotdziatajacej i poréwnaj
wykresy obu modeli. Jaki wplyw na wyniki ma linearyzacja modelu?

Uwagi:

- Wyznacz warto$¢ maksymalnego przeptywu wejSciowego fiuemax W ten sposob aby w
stanie ustalonym nie przekroczy¢ zatozonej wysokos$ci zbiornikow.

- Przesun moment zmiany wymuszenia #p>0, aby kontrolowaé poprawnos$¢ symulacji.

7.3.2. Kaskada wspoétdziatajaca

Druga kaskada zbiornikéw ze swobodnym wyptywem (Rys. II-15) to uktad nieunilateralny
— kaskada wspotdzialajaca (=).
Jesli sposob polaczenia bedzie jedyng zmiang w

=
e I | stosunku do modelu 7.3.1, to bedzie mozna
h ,1: zl o\ | fiy2  zbadac jaki wptyw na wlasnosci uktadu ma sposob

v = ich polaczenia.

Rys. 1I-15. Kaskada wspotdziatajaca
1°+11° Wykonaj pogram badan analogiczny jak dla kaskady niewspotdziatajace;.
Poréwnaj wykresy obu kaskad.
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8. Alternatywne metody symulacji modeli

8.1. Wprowadzenie — rézne sposoby definiowania modeli

Podstawowa forma modeli dynamiki obiektow o parametrach skupionych sg réwnania
rézniczkowe zwyczajne. Zasady konstrukcji i1 weryfikacji poprawnosci schematow
symulacyjnych tych rownan sg takie same dla rownan liniowych i nieliniowych. Oczywiscie
schematy uktadéw liniowych sg znacznie prostsze. Modele liniowe mozna rdwniez zapisac

jako réwnania stanu w formie macierzowej (=) lub przeksztalci¢ do transmitancji (=), a
dysponujac jedng z tych form mozna uprosci¢ tworzenie schematu, wykorzystujac specjalne

bloki i wprowadzajac odpowiednio macierze réwnan stanu lub wspodtczynniki transmitancji.
Modele tego typu mozna przygotowac réwniez w trybie tekstowym (w skrypcie), uzywajac
odpowiedniej funkcji. Poza specjalizowanymi blokami i funkcjami istnieje jeszcze mozliwosé
zdefiniowania modelu w pliku funkcyjnym. Jest to najbardziej pierwotna forma modelu w
programach symulacyjnych, zwigzana 2z bezposrednio algorytmami calkowania
numerycznego.

8.2. Przykiad - definicja modeli w blokach, funkcjach i plikach

8.2.1.

Na schematach symulacyjnych mozna wykorzystywaé kilka blokéw do definiowania
modeli liniowych (Tab. II-7).

Tab. II-7. Wybrane bloki do definiowania modeli liniowych

Bloki na schemacie graficznym

Matlab/Simulink Scilab/Xcos Octave
rownania stanu State-Space CLSS ——
transmitancja Transfer Fcn CLR —

Oferowane bloki maja swoja specyfike i ograniczenia w zastosowaniu'. W przypadku réwnan
stanu (Rys. 1I-16) blok jest przygotowany do wprowadzenia modelu postaci macierzowe;j:

= X = Ax+ Bu L16)
Step_u W= Ak Bu Scope_y1 y =Cx+Du
J_ ¥ = CxtDu 1 gdzie wektor u zawiera zmienne wejsciowe, a
- State-Space wektor y - zmienne wyjSciowe. Wymiary
Step_uZ Soope_y2

macierzy A, B, C, D muszg si¢ zgadzac, tak

aby moc wykona¢ operacje na macierzach.

Na wyjsciu bloku dostepny jest tylko wektor y, jesli wigc istnieje potrzeba obserwowania
zmiennych stanu x, to trzeba zdefiniowa¢ zmienne wyj$ciowe, ktore beda im odpowiadac.
Blok umozliwia podanie wektora warto$ci poczatkowych dla zmiennych stanu x¢, mozna
wiec uruchamia¢ symulacje od ré6znych warunkow poczatkowych.

Rys. 1I-16. Blok rownan stanu

Podstawowa forma bloku transmitancji (Rys. II-17) jest typu SISO:
I_"’ b1.5+b0 *::‘_’" ] b,s" +..+bs+b,

a4 sH a3 =+ a2 2+ al stal

Transfer Fcn |
] ——

Constant

u (s)

x,(s) = (11-17)

a,s" +..+a;s+a,
Step_ud Scope_xl

czyli ma jedng zmienng wejSciowa u; i
jedna wyj$ciowa — zmienng stanu x;.

Rys. 1I-17. Blok transmitancji

Wspotczynniki wielomianu licznika i mianownika sg przekazywane do bloku za pomoca
wektorow warto$ci. Programy symulacyjne zwykle akceptuja tylko takie transmitancje, w
ktorych stopien licznika jest mniejszy niz stopien mianownika (ewentualnie réwny).
Transmitancja z definicji jest modelem o zerowych warunkach poczatkowych. Zazwyczaj nie
stanowi to problemu dla badan symulacyjnych, nalezy tylko podawa¢ na wejscie sygnal o
zerowej warto$ci poczatkowej. Poniewaz reakcja modelu liniowego nie zalezy od punktu
pracy, wiec w razie koniecznos$ci wyniki symulacji mozna przesuna¢ o wartos¢ x0 i uzyskaé
symulacj¢ przebiegu zmian od wybranego stanu rownowagi.

' Nowsze wersje programéw oferuja dodatkowe wersje blokéw bez ograniczen, jednak sg to de facto bloki,
ktore nie ujawniajg ograniczen na zewnatrz ale obchodzg je za pomoca wewngtrznych konwersji.
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8.2.2. Funkcje w skryptach

Typowe badania modeli zapisanych w postaci macierzowych réwnan stanu czy
transmitancji mozna zrealizowa¢ za pomocg prostych funkcji (Tab. 1I-8).

Tab. II-8. Wybrane funkcje do definiowania i badania modeli liniowych

Matlab/Control Scilab Octave
réwnania stanu ss syslin
transmitancja tf, zpk syslin
odpowiedzi czasowe step, impulse csim

Jedna grupa funkcji umozliwia definicje modelu 1 zapamigtanie go pod wybrang nazwa.
Parametry i1 ograniczenia funkcji sg takie same jak analogicznych blokéw na schematach.
Druga grupa funkcji stuzy do uruchamiania symulacji, ktora generuje wykres przedstawiajacy
reakcje modelu na standardowe zaktocenie (skok jednostkowy, impuls).
8.2.3. Definiowanie modeli w pliku funkcyjnym

Definicja modelu w pliku funkcyjnym wymaga przedstawienia go w postaci uktadu

réwnan pierwszego rzedu (=), na przyktad w przypadku modelu van der Pola:
X, =X
i) =cll-x? i —x T 1-18
(1) ( )x — {fczzc(l—xz)xz—xl (I1-18)

Badany model nalezy zapisa¢ w pliku funkcyjnym, zgodnie z zasadami konstrukcji takich
plikéw w danym programie symulacyjnym (Tab. II-9).

Tab. II-9. Przyktad funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab | Scilab | Octave
function[xprim] = vdp(t, x) function[xprim] = vdp(t, x)
global c; global c;
xprim = [x(2); ... xprim(1) = x(2);
c*(1-x(1)"2)*x(2)-x(1)]; xprim(2)=c*(1-x(1)*2)*x(2) - x(1);
endfunction

Zaktadajac, ze ,,vdp” z odpowiednim rozszerzeniem jest nazwa pliku zawierajacego model,
uruchomienie symulacji mozna zrealizowa¢ w skrypcie (Tab. II-10).

Tab. II-10. Przyktad symulacji z wykorzystaniem funkcji definiujacej model dynamiki

Matlab Scilab Octave
global ¢ c=1; tend=100 ;
c=1; tend=100; x0=[-2.5; 2.5];
x0=[-2.5; 2.5]; t = linspace(0, tend,500);

exec('vdp.sci');
[T,x]=ode45('vdp',[0 tend], x0); | [x] = ode(x0, 0, t, vdp);
plot( x(:,1), x(:,2) ) plot( x(1,:), x(2,:))

8.3. Zadania — program badania kaskady liniowej zapisany w skrypcie
Proponowane ¢wiczenia polegaja na powtorzeniu badan zrealizowanych wcze$niej (p.11.7)
z wykorzystaniem omowionych blokow, funkcji i plikow. O ile to mozliwe badania powinny
by¢ przeprowadzone w tych samych warunkach. To pozwoli z jednej strony zweryfikowac
poprawnos¢ modeli, a z drugiej strony okresli¢ ograniczenia poszczegdlnych metod.

1° Przygotuj zlinearyzowany model kaskady niewspotdziatajacej w postaci:
a) macierzowe;j, b) transmitancji.

2° Wykonaj aplikacj¢ modeli (1a, 1b):
a) na schemacie za pomocga odpowiednich blokéw,
b) w skrypcie za pomoca odpowiednich funkcji.
Wyznacz odpowiedzi modeli na wymuszenia skokowe.
Uwagi do wykonania:
- wykonaj wykresy umozliwiajgce porownanie wynikoéw z kolejnych punktéw,
- o ile mozliwe lub ma sens, to zbadaj reakcje modelu w r6znych punktach pracy.
Poréwnaj wyniki badan — przedstaw spostrzezenia i wnioski w punktach.
Ktore wnioski powtdrza si¢ gdy badaniom zostanie poddana kaskada wspotdziatajaca?

3° Wykonaj aplikacje i badania zlinearyzowanego modelu kaskady wspotdziatajace;.
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9. Planowanie badan (projekt na przyktadzie obiektéw cieplnych)

9.1. Wprowadzenie — wybor metod
Programy symulacyjne oferuja rézne sposoby definiowania i badania modeli dynamiki

uktadow (przedstawione w poprzednich rozdziatach). W ogo6lnosci wybor metody zalezy od:

— zalozonego celu — jak model begdzie wykorzystywany, jakie zjawiska i wlasnosci beda
badane,

— mozliwosci technicznych — jakie funkcje sg dostepne w wybranym/dostepnym programie
symulacyjnym,

— umigjetnos$ci badacza — opanowanie réznych metod daje mozliwo$¢ wybrania metody
optymalnej (prostej, szybkiej, uniwersalnej, ...) w danym przypadku.

W szczegolnosci podczas wyboru metody uwzglednia sig:

— typ modelu — czy badany model jest liniowy — nieliniowy (czy musi by¢ nieliniowy),

— form¢ modelu — czy pierwotny model ma postaé rownan rézniczkowych czy
transmitancji, czy mozna/warto przeksztalci¢ go na inng forme,

— wybor zmiennych wej$ciowych — czy mozna ograniczy¢ ilo$¢ wejs¢ modelu przyjmujac,
ze niektore z nich majg zawsze state wartosci (sg wigc parametrami modelu),

— sposOb prezentacji wynikéw — charakterystyki czasowe, wskazniki obliczone na ich
podstawie, ...

9.2. Przykiad — podstawowy program badan
Zaldézmy, ze przedmiotem badan jest obiekt cieplny, w ktérym wystgpuje przeptyw
medium, na przyktad (=):

Toow K
zew T P
1
K; = T
ﬂvew K L
Tz ) f[‘} —p) w
Rys. 1I-18. Przyktad z ogrzewaniem elektrycznym Rys. II-19. Przyktad z ogrzewaniem przez nawiew

Jesli przeplyw medium f, zmienia si¢ w czasie, to modele obiektow beda nieliniowe:
a) model obiektu z Rys. 11-18

{vaTwew(t) = qg (t) - Cpppfp (t)Twew(t) + cpppfp (t)Tp (t) - KW(Twew (t) - Tzew (t))
CopT ()= ¢, [ O () =€, £, (OT, ()= K, (T, (1) = T, (1)
b) model obiektu z Rys. II-19
CouTrn(©) =€ P £ T () = T (0) = Ky (T ()= T ()= K (Ty 0 (0) = T (1)
Cvap (t) = Kl Twew(t) - Tp (t))_ Kp (Tp (t) - Tzew(t))
W obu przypadkach modele zawieraja dwie zmienne stanu (7., 7,) oraz trzy zmienne
wejsciowe: a) Gg Tzen, f; b) 12 Teey, f,. Warto$ci wspotczynnikow modeli beda wyznaczone na
podstawie znanych (zalozonych) warto$ci nominalnych (obliczeniowych) zmiennych (ggn
IUb, T. zN Oraz T. zewN> ﬁJN, T, wewN» T, pN)-

(11-19)

(11-20)

Celem badan jest przeprowadzenie podstawowej analizy czasowej uktadu, opierajacej si¢
na zarejestrowaniu reakcji obiektu na zmiany pojawiajace si¢ na wejéciach. Poniewaz model
jest nieliniowy, to reakcje uktadu beda zaleze¢ od punktu pracy. Proponowany ponizej sposoéb
badan powinien zapewni¢ wyniki, ktore zilustrujg te wlasnosci.

1° Badania w 3 punktach rownowagi obliczonych na podstawie zmiennych wejsciowych:
a) moc ¢, temperatura na zewnatrz 1., przepltyw f,:

pktl) ggo = ggv Pkt2) gg0 = ggn *dy Pkt3) go0 = qgv *dy
T. zew0— T. zewN T. zewOZT zewN +d T T. zew0— T. zewN +d T
Joofon Joo=fon Joo=fon * dy
b) temperatura medium zasilajacego 7-, temperatura na zewnatrz 7., przeptyw f,:
pktl) T.o=T.n pkt2) T.o=T.n+ de pkt3) T.o=T.n+ de
T. zew0— T. zewN T. zewOZT zewN +d T T. zew0— T. zewN +d T
Joo=foN Joo=TpN Joo=fon * dy
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Punkty pracy sa wybierane w zakresie realnych warunkoéw pracy obiektu, a wigc na
przyktad d,=50%, d;=50%, d=+5°C, dr—5°C.

2° W kazdym punkcie pracy badana jest reakcja uktadu kolejno na skokowa zmiang wartosci
na poszczegolnych wejsciach — w przypadku mocy i przeptywu jest to zmiana rzgdu 10%
warto$ci nominalnej, a dla temperatury o 1+2 stopnie.

3° Wyniki symulacji zostang przedstawione na kilku wykresach, ktére umozliwig poréwnanie
reakcji uktadu na to samo zakldcenie w roéznych punktach pracy. Pomocne w tym
poréwnywaniu mogg by¢ wykresy reakcji uktadu wykonane wzgledem punktu pracy.
Uwaga: Na podstawie wlasnosci uktadow liniowych mozna przewidzie¢, ktore reakcje uktadu
beda takie same i ograniczy¢ przedstawiony pogram badan.

4° Uzupehieniem badan beda charakterystyki statyczne a zwlaszcza zalezno$¢ zmiennych
wyjsciowych od przeptywu medium. Charakterystyki mozna wyznaczy¢ na dwa sposoby:

— na podstawie wzordw do obliczania poczatkowego stanu réwnowagi (punktu pracy) —
za pomocg funkcji plot,

— na bazie schematu modelu — na wejscie wybranej zmiennej (np. przeptywu) nalezy
wprowadzi¢ funkcje, ktora od poczatkowego stanu rownowagi bedzie bardzo wolno
narasta¢/male¢, tak aby uktad ciagle nadazat za ta zmiana, co pozwoli obserwowac
charakterystyki statyczne w zalezno$ci od tej wybranej zmiennej bezposrednio na
rejestratorach x-y.

9.3. Zadania — badanie wtasnosci obiektu cieplnego

9.3.1. Model nieliniowy — schematy z blokami catkujgcymi
Wybierz do badan obiekt cieplny, w ktorym wystepuje przeptyw medium (np. z punktu 9.2
lub 10.2.3). Skonstruuj model w postaci rownan rézniczkowych. Okres§l zmienne wejsciowe i
wyjsciowe modelu oraz warto$ci nominalne tych zmiennych.
1° Przygotuj wzory do wyznaczania warto$ci parametréw oraz wartosci poczatkowych
(punktu pracy).

2° Wykonaj schemat symulacyjny uktadu i skrypt do uruchamiania symulacji (). Wykonaj
weryfikacje poprawnosci schematu i skryptu (=). 11.7.2

3° Wyznacz i zarejestruj reakcje obiektu na zmiane na kazdym z wejs¢, w réoznych punktach
roéwnowagi.

4° Przedstaw wyniki na wykresach, ktore beda ilustrowac¢ wnioski wynikajace z badan.

5° Przedstaw charakterystyki statyczne obiektu i zaznacz obszar pracy.

9.3.2. Model liniowy — schematy z blokami réwnan stanu i transmitancji

Uzupeinij model obiektu badanego w poprzednim punkcie przyjmujac zatozenie, ze
przeptyw medium jest parametrem modelu o stalej wartosci. Czy to zalozenie wystarczy aby
model byt liniowy?
1° Przedstaw badany model w postaci macierzowych réwnan stanu i w postaci

transmitancji. Wykonaj dwa warianty schematu do badan modelu — z zastosowaniem
blokéw rownan stanu oraz blokéw transmitancji.

2° Wyznacz 1 zarejestruj reakcje modelu opartego na réwnaniach stanu, podajac kolejno
niewielkie zmiany na kazdym z wejs¢, w réznych punktach réwnowagi. Badania
wykonaj dla dwoch réznych wartosci przeptywu medium.

3° Wykonaj analogiczne badania reakcji modelu opartego na transmitancjach. Poréwnaj
wyniki obu wariantow modelu.
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10. Podstawowe cztony dynamiki w dziedzinie czasu

10.1. Wprowadzenie — cztony dynamiki i rzeczywiste obiekty
Zarowno w badaniach teoretycznych jak i w praktyce inzynierskiej do opisu dynamiki
obiekt(')w czgsto stosowane sa podstawowe cztony dynamiki (=). Moga to by¢ modele
wynikajace z bardzo uproszczonego opisu obiektu lub z zastosowania prostych metod
identyfikacji (=), albo tez ztozone systemy skonstruowane przez potaczenie podstawowych
163 ) czlonéw dynamiki (). Oczywiscie badania prowadzone w ten sposob sa ograniczone do
problemow liniowych, wobec tego w przypadku najprostszej analizy dynamiki w dziedzinie
czasu wystarczy wygenerowac¢ odpowiedzi czasowe uktadu w jednym punkcie pracy (=), na
przyktad zerowym — tak jak to ma miejsce w przypadku zastosowania transmitancji.

10.2. Przykiad — definicja i badanie ukfadow opartych na czionach
Jesli badany model jest przedstawiony w postaci transmitancji, a zwlaszcza w postaci
podstawowych cztonow dynamiki, to najprostszym sposobem zdefiniowania modelu i
przeprowadzenia badan symulacyjnych jest wykonanie skryptu (=). Funkcje transmitancji
mozna zdefiniowa¢ na dwa sposoby — okre$lajac wspotczynniki wielomianu licznika i
mianownika (II-17) albo przez podanie odpowiednich warto$ci wspotczynnika wzmocnienia,
zer licznika 1 biegundw mianownika (&, s.; , Sp;):

x,(s) = gl =5 )ds Szm)ul(s) (I-21)
(S Sk )(S _Sbn)
Dysponujgc modelami prostych czlondéw mozna tworzy¢ bardziej ztozone uklady stosujac
polaczenia szeregowe, rownolegle, ze sprz¢zeniem zwrotnym, itp. Do definiowania takich
modeli i wykonywania typowych metod badania wlasnosci dynamicznych przeznaczone sa
funkcje (Tab. II-11) z dziedziny komputerowo wspomaganego projektowania systemow
sterowania (ang. Computer Aided Control System Design — CACSD)".

Tab. II-11. Wybrane funkcje do definiowania i badania transmitancji w dziedzinie czasu

Matlab/Control Scicos Octave
definicja cztonu tf, zpk syslin
polaczenia (uktady) operatory: +, *,\, / operatory: +, * /.

funkcje: series, parallel,
append, feedback, ...
odpowiedzi czasowe | step, impulse csim

Zastosowanie funkcji CACSD pozwala zapisa¢ caty program badan w prostych skryptach.

Przyktad ponizej (Tab. 1I-12) zawiera jedynie definicj¢ uktadu inercyjnego i wygenerowanie

jego odpowiedzi skokowej ale dodanie kolejnych prostych funkcji pozwala wygenerowac
charakterystyki czestotliwo$ciowe uktadu (=) lub zaprojektowac uktad sterowania.

Tab. II-12. Przyktad skryptu do badania transmitancji

Matlab | Scilab | Octave
ieee(2);
s = tf('s"); s=poly(0,'s");
S1 = 1/(1+2%s); Sl=syslin('c', 1/(2*s+1) );
t=0:0.05:5;
step(S1); plot(t,csim('step', t, S1));

Przedstawiony sposob prowadzenia badan symulacyjnych jest ograniczony do modeli
liniowych, przedstawionych za pomoca transmitancji w postaci funkcji wymiernej, w ktorej
stopien licznika jest mniejszy (czasem mniejszy lub rowny) niz stopien mianownika (=).
Moze wigc pojawi¢ si¢ problem z badaniem idealnych cztonéw proporcjonalnych,
catkujacych 1 rozniczkujacych. Rozwigzaniem jest zastosowanie tak zwanych cztonow
rzeczywistych, czyli szeregowe potaczenie cztonu idealnego z czlonem inercyjnym o
niewielkiej statej czasowej (niewielkiej w pordwnaniu do parametréw cztonu idealnego).

' w przypadku Matlaba funkcje CACSD sa zawarte w Toolbox Control
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10.3. Zadania — definicje i odpowiedzi czasowe modeli

10.3.1. Modele obiektéow

Przedmiotem proponowanych badan sg transmitancje zlozone z podstawowych cztonow
dynamiki. Natomiast celem badan jest okre$lenie wplywu poszczegdlnych parametrow
modelu na odpowiedz czasowq.

1° Wykonaj skrypt, ktory generuje odpowiedzi skokowe dla wskazanych obiektow:

1 K %) K 3) T,s
(Ts +1)Tys +1) T.s(Tys +1) (T,s +1)
a) 1,=0 a) 1,=0 (catk.idealny) a) 1,=0 (r6zn.idealny)
b) 7,=17,/10 b) 7T, =T,/100 (calk.rzeczywisty) | b) T, =T,/100 (r6zn.rzeczywisty)
c) I,=T/2 c) T,=T,/10 c) 1,=T,/10
d T,~T, d T,~T, d T, =T,
e) T,=10T, e) T,=10T7,

W zaleznosci od przyjetych warto$ci parametrow badane transmitancje odpowiadaja

obiektom (cztonom) podstawowym lub ztozonym, idealnym lub rzeczywistym.

Uwagi do wykonania:

— Uwzglednij ograniczenia jakie stosowany program symulacyjny naktada na postac
transmitancji definiowanych za pomoca funkcji. Je§li nie mozna zdefiniowaé cztonu
idealnego, zastosuj czton rzeczywisty.

— Dobierz warto$ci parametréw, pamigtajac ze w badaniach symulacyjnych zwykle
wazniejsze sg relacje pomiedzy warto$ciami niz konkretne wartosci. W podpunktach a+e
przedstawiono propozycje zestawu parametrow dla poszczegdlnych modeli, ktéry
obejmuje przypadki gdy warto$ci statych czasowych sa porownywalne albo jedna stata
czasowa jest znacznie wigksza niz druga.

2° Zat6z, ze wykresy odpowiedzi skokowych uzyskane symulacyjnie dla modelu inercyjnego
powstaty w wyniku eksperymentu na rzeczywistym obiekcie o nieznanej transmitancji —
doktadny model peklni rol¢ wirtualnego obiektu. Na podstawie wykresow wykonaj
identyfikacj¢ parametrow modelu Kupfmiillera (=).

Uwagi do wykonania:

— Wykonaj identyfikacje odrgcznie (ocen polozenie punktu przegigcia, narysuj stycznag,
odczytaj parametry). Zaproponuj sposob zautomatyzowania algorytmu.

— Pordwnaj odpowiedzi czasowe modelu doktadnego i przyblizonego.

3° Wskaz dowolne obiekty fizyczne o modelach odpowiadajacych badanym przypadkom
transmitancji. Jak mozna zinterpretowac iloczyn transmitancji?

10.3.2. Modele regulatoréow

Podstawowe cztony dynamiki s3 wykorzystywane nie tylko do opisu obiektow
technologicznych, sa rowniez skladnikami urzadzen sterujacych, a w szczegdlnosci
regulatorow ciaggtych typu PID (=).

1° Zdefiniuj w skrypcie modele podstawowych regulatorow:
1) PI 2) PD 3) PID

KP(I+L] K, (1+T,s) KP[I+L+Tds]

T.s Ts

1 1

Wygeneruj odpowiedzi skokowe dla réznych nastaw regulatora, czyli warto$ci
wzmocnienia K, czasu catkowania 7}, czasu rozniczkowania 7.

2° Jak poszczego6lne sktadniki transmitancji wptywaja na reakcje regulatora?
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11. Podstawowe cztony dynamiki w dziedzinie czestotliwosci

11.1. Wprowadzenie
Charakterystyki przedstawiajace dynamike obiektow w dziedzinie cze¢stotliwosci (=) nie
sg tak naturalnym sposobem prezentacji wtasno$ci dynamicznych jak odpowiedzi czasowe ale
sa bardziej precyzyjne. Szczegdlnie uzyteczne sa logarytmiczne charakterystyki modutu i
fazy, ktore mozna przyblizy¢ prostymi asymptotami (=) umozliwiajacymi odreczng analizg
czy projektowanie wtasnosci uktadow.

11.2. Przykiady — generowanie charakterystyk czestotliwosciowych
Eksperymentalne wyznaczanie charakterystyk czestotliwosciowych obiektéw fizycznych
jest do$¢ pracochtonne (=) i nie zawsze mozliwe do zrealizowania w praktyce, poniewaz
wymaga generowania sinusoidalnego sygnatlu wejSciowego o réznych czestotliwosciach.
Natomiast wygenerowanie charakterystyk w badaniach symulacyjnych jest tatwe dzigki
funkcjom jakie oferuja programy symulacyjne w ramach narzedzi CACSD (Tab. II-13).

Tab. II-13. Wybrane funkcje do badania transmitancji w dziedzinie cze¢stotliwo$ci

Matlab/Control Scicos Octave
ch.Nyquista nyquist nyquist
ch.Bodego bode bode

Charakterystyki mogg by¢ generowane w réznych zakresach pulsacji (lub czestotliwosci).

11.3. Zadania — doktadne i asymptotyczne charakterystyki Bodego

11.3.1. Wyznaczenie charakterystyk Bodego na podstawie transmitancji

Celem pierwszej czesci badan jest wyznaczenie charakterystyk Bodego symulacyjnie za
pomocg funkcji symulacyjnie oraz odrgcznie na podstawie asymptot. Badaniom zostang
poddane obiekty, ktore zostaly zdefiniowane w punkcie 11.10.3, co pozwoli poréwnaé
mozliwos$ci analizy wlasnosci na podstawie charakterystyk czasowych i czestotliwosciowych.

1° Wykonaj skrypt, ktory generuje charakterystyki Bodego dla badanych obiektéw na
oddzielnych wykresach. Na podstawie transmitancji narysuj wykresy asymptotyczne
badanych obiektow (na tych samych wykresach). Wyznacz maksymalne r6znice pomigdzy
wykresami doktadnymi i przyblizonymi.

Uwagi do wykonania:

- Uwzglednij ograniczenia jakie stosowany program symulacyjny naktada na postac
definiowanych transmitancji.

- Zwr6¢ uwage na jednostke na osi wykresu funkcji bode() - @ czy f?

- W razie potrzeby dobierz zakres czestotliwosci dla ktérych program symulacyjny generuje
charakterystyki czestotliwosciowe.

2° Wykonaj skrypt, ktory pozwoli poréwna¢ wykresy Bodego i Nyquista, tak aby oceni¢
wplyw warto$ci poszczegdlnych parametrow na posta¢ wykresu. Czy na podstawie
wykresow Bodego i Nyquista mozna oceni¢ typ i rzad transmitancji?

11.3.2. Identyfikacja transmitancji na podstawie charakterystyk Bodego

Druga czg$¢ badan polega jest odwroceniem problemu z poprzedniego punktu. Zatozymy,
ze wykresy czestotliwosciowe badanych obiektow (I1.10.3) powstaty w wyniku eksperymentu
i celem badan jest identyfikacja nieznanych transmitancji.

1° Wygeneruj charakterystyki Bodego dla badanych obiektow na oddzielnych wykresach. Na
podstawie wykreséw wyznacz asymptoty — krzywa lamang o nachyleniach, ktore sa
wielokrotno$ciami +20dB/dek. Odczytaj wartosci charakterystycznych punktow i
poréwnaj z warto$ciami oryginalnej transmitancji.
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Dodatki
A. Zestawienie podstawowych metod badania dynamiki obiektow

Model dynamiki obiektu mozna uzyska¢ przez modelowanie na podstawie praw fizyki lub
na drodze eksperymentu identyfikacyjnego. Rézne sposoby konstrukcji modelu prowadza do
réznych form matematycznych, ale istnieje rowniez wiele metod przeksztalcania
poszczegblnych form w inne (Rys. A-1).

okreslenie granic obiektu (we, wy) i zalozen
-— S
uktady o parametrach skupionych

modelowanie identyfikacja eksperymentalna

(prawa fizyki, zatozenia) Iy M (obiekt Slilblll’ly )
A
Simulnik , . Lo
Dok rownania rozniczkowe (r.r.) charakt. charakt.
Kasyfikaja | czasowa czgstotl.
) ) v ! !
.. linearyzacja . — transformata
rr.nieliniowe ———=""* | rr linlowe F—— "| transmitancja
lr. /T nr. punkty Ir. /Tw nr. punkt v v
n-tego *’| stanu rown. n-tego ¥\ stanu rown. punkt Simulink
rzedu u=const rzedu u=const rown. (Transf.Fen)
I T [ v l T — u=const Control
A v v Simulink v (funkcja tf)
Matlab r.charakt. r.charakt. (State-space) r.charakt. - :
(M-pliki) ,
: W p.rOWD. Control
(funkcja ss)
rozw.wielom.
v kryteria v
pierw. pf)%oz.
r.charakt. pierw.

rozw. swobodne |—>| stabilno$¢ obiektu

Rys. A-1. Formy i przeksztalcenia opisu dynamiki obiektow

Na schemacie zaznaczono jedynie najczesciej stosowane przeksztalcenia w szczego6lnosci
te opisane w opracowaniu:
— przeksztalcenie (liniowego/nieliniowego) rdéwnania n-tego rzedu w uklad réwnan

pierwszego rzedu (=),

— przeksztatcenie réwnania/uktadu rownan liniowych do transmitancji (=), [162)
— linearyzacja rownania/uktadu rownan nieliniowych (=). [152 )
Wtasnosci dynamiki obiektu nie zaleza od formy modelu. Model moze jednak ograniczac¢
zakres badan, na przyktad zastosowanie liniowego modelu do nieliniowego obiektu (=), czy[192 )
zastosowanie transmitancji determinujacy zerowe warunki poczatkowe (=). [16.1)

Roézne formy modeli sg zwigzane z réznymi metodami analizy wlasnosci obiektu, na
przyklad sposobem wyznaczania réwnania charakterystycznego czy punktu réwnowagi.
Mozliwe sg tez rozne sposoby definiowania modeli w programach symulacyjnych:

- schematy réwnan rdézniczkowych (liniowych/nieliniowych) konstruowane na bazie
blokéw catkujacych, np. Matlab/Simulink: bloki Int (=), -
- uklady réwnan stanu (liniowe/nieliniowe) definiowane w plikach funkcyjnych,

np. Matlab: M-pliki (=)
- uktady rownan stanu w postaci macierzowej (liniowe) wprowadzane przez specjalizowane

bloki lub funkcje, np. Matlab/Simulink: bloki State-space, Matlab/Control: funkcje ss (=),
- transmitancje wprowadzane przez specjalizowane bloki lub funkcje - Matlab/Simulink:

bloki Transfer Fcn, Matlab/Control: funkcje tf oraz zpk (=).
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B. Procedura konstrukcji i weryfikacji modelu symulacyjnego
Cel badan: Podstawowa analiza czasowa ukladu dynamicznego.

Model: Rownania rézniczkowe zwyczajne liniowe lub nieliniowe. Stabilno$§¢ modelu nie jest
zbadana (to wykaza badania). Mozna jednak okre§li¢ punkt réwnowagi przy statych
wymuszeniach (nie ma czlondéw/wiasnosci catkujacych).

Badania: Wyznaczenie reakcji obiektu na skokowe zakldcenia wartosci na wybranych
wejsciach, w réoznych punktach pracy. Symulacja ma by¢ uruchamiana od dowolnego stanu
ustalonego (punktu rownowagi).
B.1. Przykltad realizacji analizy czasowej obiektu (liniowego/nieliniowego)
1° Opis i model obiektu oraz podstawowa analiza

Przedmiotem badan jest pomieszczenie z grzejnikiem elektrycznym o mocy ¢.. Znane sg
nastepujace wartosci nominalne (obliczeniowe): gon=5kW, T..,v=-20°C, Tw=20°C. Opis
dynamiki obiektu uwzglednia jedynie pojemno$¢ cieplng C,, pomieszczenia (powietrza)
o0 wymiarach 5x5x3m.

KCW TZGW .
vaTwew (t) = qg (t) - ch (Twew (t) - Tzew (t))
Tywew V.p,cp .
e E gdzie C, =c,pV
Stan ustalony: 0=¢,()-K,, (7o () = T, (D)
Identyﬁkacja: K ow q gN / (T wewN TzewN )
Punkt réwnowagi: TwewO = ng /ch + TzewO

Klasyfikacja: model 1. rzedu, liniowy, 2 wejscia (ge, Tzen), 1 zmienna stanu (7e)
Typ: czton inercyjny

2° Aplikacja w programie Matlab/Simulink
a) Schemat modelu zapamigtany w pliku ,,grzejnik.mdl”

czas_skok — I:l
Scope
o s
g + P aTwwen
czas_skok -
Tzew0 Tzeum

To Workspace
(typ=matrix)

zew 0+dTzew

aTzem
- To Workspace
(typ=matrix)

Rys. A-2. Schemat modelu Simulink z komentarzami

$wartosci nominalne

QgN=5000; $nominalna moc (5kW)
TzewN=-20; $nominalna temperatura na zewnatrz (-20C)
TwewN=20; $nominalna temperatura wewnatrz (-20C)

$identyfikacja parametrdéw statycznych
Kcw = Qgn/ (Twewn-Tzewn) ;

$parametry "dynamiczne"
Y Y

cpp=1000;
rop=1.2;
Vwew=5*5*3;
Cvw=cpp*rop*Vwew;

$J/kg K, powietrze
$kg/m3, powietrze

$warunki poczatkowe
TzewO= Tzewn+0;
Qg0 = Qgn*1.0;

$stan réwnowagi
Twew0O = QgO0/Kcw+TzewO;

$m3
%$+1 (planowane przesuniecie punktu pracy)
$*.8 (planowane przesuniecie punktu pracy)
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%$zaklbcenia

czas_skok=100; $przesuniecie skoku w czasie
dTzew=1;

dog=0;

$parametry symulacji
model="grzejnik';

czas=3000; $czas symulacji (uzyty: sim)
tmax=1; $maksymalny krok obliczen (opcja)
terr=le-5; %btad obliczeniowy (opcja)

opcje = simget (model); % (opcja)

opcje = simset ('MaxStep', tmax, 'RelTol',terr); % (opcja)

$symulacja (reakcja na wybrane zakldcenie)
[t]=sim(model, czas, opcje);

figure, hold on, grid on, title('Twew(t), Tzew(t)');
plot(t,aTwew, 'g");

plot(t,aTzew,'r");

Program badah mozna rozwing¢, na przyktad wygenerowac reakcje uktadu na taki sam skok
temperatury zewngtrznej ale od roznych wartosci poczatkowych

$symulacja (reakcja na wybrane zakildcenie od réznych punktdw pracy)
kolor="'grb'; maxkolor = size(kolor,2);

tab TzewO= [Tzewn+0, Tzewn+l, Tzewn+2]; %$planowane punkty pracy
maxtab = size(tab Tzew0,2); $ilo$¢ symulacji

figure, hold on, grid on, title('Twew(t) dla roznych Tzew');

for i=1:maxtab
Tzew(O= tab TzewO (i); $wartosé na wejsciu
Twew0O = Qg0/Kcw+Tzew0; $obliczenie nowego punktu pracy
[t]=sim(model, czas, opcje);
plot(t, aTwew, kolor (mod(i-1, maxkolor)+1));
end

Uwaga: 1) Ilo$¢ wykresow zalezy od zawartosci wektora tab Tzew( (zastosowanie zmiennych maxkolor i
maxtab zapewnia automatyczne dostosowanie parametrow petli). 2) Poniewaz wszystkie wykresy sg rysowane
w jednym oknie, nie ma potrzeby przelaczania okien. Jesli petli w petli maja by¢ obstugiwane rézne okna, to
podczas tworzenia okien nalezy zapamigta¢ uchwyty: hl1=figure. Natomiast przed rysowaniem ustawi¢ aktywne
okno: figure(hl).

3° Aplikacja w programie Scilab/Xcos
a) Schemat modelu zapamigtany w pliku ,,grzejnik.xcos”

czas_skok
0Og0
dg0+d0g

czas_skok
Tzew0
Tzew 0+dTze

Tzew

To workspace

Rys. A-3. Schemat modelu Xcos z komentarzami

b) Skrypt inicjujacy zmienne i uruchomiajacy symulacje (,,grzejnik badania.sce™):
//

//wartosci nominalne

Qgn= ; //nominalna moc (5kw)
Tzewn=-20; //nominalna temperatura na zewnatrz (-20C)
Twewn=20; //nominalna temperatura wewnatrz (20C)

//identyfikacja parametrow statycznych
Kcw=Qgn/ (Twewn-Tzewn) ;

//parametry "dynamiczne"

cpp= H //J/kg K, powietrze
rop= ; //kg/m3, powietrze
Vwew=5*5%3; //m3

Cvw=cpp*rop*Vwew;
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//

//warunki poczatkowe

Tzew0=Tzewn+0; //+1 (planowane przesuniecie punktu pracy)
Qg0=Qgn* ; //*.8 (planowane przesuniecie punktu pracy)

//stan réwnowagi
Twew0=Qg0/Kcw+Tzew0;

/7
//zakitécenia

czas_skok=10; //przesuniecie skoku w czasie
dTzew=1;

dog=0;

//
//parametry symulacji

model= ; //nazwa z rozszerzeniem .XcCOS

czas= ; //czas symulacji (uzyty: scs m.props, blok CSCOPE)
sLibs () ; //wczytaj biblioteki

importXcosDiagram (model) ;
scs_m. .tf=czas; //czas trwania symulacji
Info=1list (); //zmienna dla scicos simulate
bufor= ; //wielkosé bufora danych bloku To workspace
//symulacija
Info=scicos simulate(scs_m, Info);
igur et (gcal(), , ); xgrid(); title( ) ;
set C ,color ( , , ))
plot (aTwew. ,aTwew. , ) ;
plot (aTwew. ,aTzew. , ) ;

Uwaga: Podczas wykonywania symulacji automatycznie zostanie otwarte okno bloku CSCOPE, w ktérym na
biezaco beda rysowane wykresy. Okno nie ma autoskalowania — brak wykresu w oknie oznacza
najprawdopodobniej niedopasowanie skali. Rezygnacja z blokéw CSCOPE na schemacie przyspiesza symulacje.

Program badan mozna rozwingé, na przyktad wygenerowac reakcje uktadu na taki sam
skok temperatury zewnetrznej ale od réznych wartosci poczatkowych

//symulacja (reakcja na wybrane zakidcenie od rdéznych punktdéw pracy)

kolor=| , , 1; maxkolor=size (kolor,”);
tab TzewO= [Tzewn+(, Tzewn+l, Tzewn+?”,, Tzewn+3]; //planowane punkty pracy
maxtab = size (tab Tzew0,2);
fig=figure(); set(gcal(), , ) xgrid(); title( )
set (gcf (), ycolor( ’ ’ ))
for i = maxtab do
Tzew0O= tab TzewO (i); //wartos¢ na wejsciu
Twew0O = QgO0/Kcw+Tzew0; //obliczenie nowego punktu pracy
Info=scicos simulate(scs_m, Info); //symulacja
figure (fig); plot (aTwew. , aTwew. , kolor (modulo (i-1, maxkolor)+1));
end

Uwaga: 1) Okno do zbierania wykreséw jest przygotowane przed symulacjg a w trakcie symulacji jest otwierane
okno bloku CSCOPE, wigc przed funkcja plot nalezy przetaczy¢ aktywne okno. To wymaga zapamigtania
wskaznika tworzonego okna: fig=figure(), by go wykorzysta¢ do przelaczenia: figure(fig). 2) Ilos¢ wykreséw
zalezy od zawarto$ci wektora tab_TzewO (zastosowanie zmiennych maxkolor i maxtab zapewnia automatyczne
dostosowanie parametrow petli).
B.2. Ogdiny algorytm postgpowania

Algorytm opisuje ogdlny sposéb wykonywania schematu i skryptu ztozonych modeli,
ktory utatwia zidentyfikowanie bledow jakie moga si¢ zdarzy¢é podczas edycji. Ostatnim
punktem algorytmu jest realizacja zatlozonego programu badan.

1° Okreslenie zmiennych wejsciowych (U) 1 wyjéciowych (X) modelu
2° Identyfikacja warto$ci wspotczynnikow (I czes¢ w pliku skryptu)
a) Z modelu statycznego na podstawie podanych warto$ci nominalnych i dodatkowych
zatozen wyprowadzi¢ wzory do obliczania wspotczynnikow modelu.
b) Zainicjowa¢ w skrypcie zmienne wejsciowe i wyjsciowe, nominalne (tzn. zmienne
wejsciowe Uy 1 wyjsSciowe Xy, pod ktore podstawia si¢ podane warto$ci nominalne).
c) Wpisa¢ w skrypcie wzory na wspoétczynniki (K), wykorzystujac zmienne nominalne.
d) Zainicjowac pozostate zmienne (np. parametry opisujace dynamike obiektu).
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Ustalenie warunkow poczatkowych (II czes¢ w pliku skryptu)

a) Zainicjowa¢ w skrypcie zmienne wejsciowe, poczatkowe (Up) i nada¢ im wartosci
nominalne (Up= Uy)

b) Zainicjowa¢ w skrypcie zmienne wyjsciowe, poczatkowe (Xp) i nada¢ im wartoSci
nominalne (Xy= Xy)

Zdefiniowanie zaktocen (II1 czes¢ w pliku skryptu)
a) Zainicjowa¢ w skrypcie zmienne opisujace zaktocenia na wejsciach, o zerowych
warto$ciach (dUp= 0)

Aplikacja modelu w oknie Simulink lub Xcos

a) Narysowa¢ schemat (jako parametry blokoéw podstawiaé zmienne zdefiniowane
W skrypcie1 (=).

b) W ,koncowych” blokach catkujacych podstawi¢ jako warunki poczatkowe
odpowiednie zmienne X, (warto$ci poczatkowe pozostatych blokéw catkujacych
pozostaja na domyslnej wartosci 0).

c) Jako zrdédla wejsciowe zastosowac bloki skoku, w ktérych jako wartosci poczatkowe
zostang podstawione odpowiednie zmienne U), a jako wartos$ci koncowe — wyrazenia
Uy + dU, . Warto wprowadzi¢ zmienng okreslajaca czas wystapienia skoku, an
przyktad zmienng czas skok wspdlna dla wszystkich blokow skoku, o wartosci
definiowanej w skrypcie. (=)

d) Uruchomi¢ symulacje przy zerowych zakioceniach (dUjy = 0), tzn. ze uklad jest
w stanie rownowagi — jesli model jest poprawny to na wyj$ciach wystepuja stale
warto$ci, rowne warto§ciom nominalnym (jesli nie, to jest btad - prawdopodobnie na
schemacie). (=)

Ustalenie warunkéw poczatkowych w dowolnym punkcie rownowagi

a) Z modelu statycznego na podstawie obliczonych wspdiczynnikéw i1 zatozonych
wartosci poczatkowych zmiennych wejsciowych (Uy) wyprowadzi¢ wzory na zmienne
wyjsciowe (Xp) w stanie ustalonym.

b) Wprowadzi¢ wzory na zmienne wyjsciowe (Xy) do skryptu (w II czesci skryptu
podmieni¢ podstawienia X)= Xy na wzory).

c) Sprawdzi¢ poprawno$¢ wzordéw i skryptu — jesli zmienne wejsciowe majg wartosci
nominalne (U = Uy), to obliczenie zmiennych wyjs$ciowych ze wzoréw tez powinno
dawa¢ warto$ci nominalne (X) = Xy) (jesli nie, to jest blad w wyprowadzeniu wzoru
lub w skrypcie). (=)

Uruchomienie symulacji od dowolnego punktu rownowagi

a) Ustawi¢ w skrypcie warto$ci poczatkowe zmiennych wejSciowych (np. wzgledem
wartosci nominalnych: Uy = Uy * 0.5, czyli 50% warto$ci nominalnej; lub Uy = Uy -1,
czyli o 1 mniej niz warto$¢ nominalna).

b) Uruchomi¢ skrypt i symulacje — poniewaz wartosci wejsciowe sg stale (brak
zaklocen), to na wyjsciach tez powinny by¢ state wartosci (jesli nie, to jest btad na
schemacie lub w skrypcie)

Realizacja programu badan — wyznaczenie reakcji na skokowa zmiang¢ warto$ci

wybranych wielkosci wejsciowych w kilku punktach rownowagi

a) Ustawi¢ w skrypcie warto$¢ zaklocenia na wybranym wejsciu, podajac wprost warto§¢
(np. dUj = 1) lub wzgledem warto$ci nominalnych (np. dUy = Uy * 0.1, czyli 10%
wartosci nominalnej)

1 . . . . , . , e . .
W przypadku Scilab/Xcos na schemacie mozna uzywac¢ zmiennych, ktore zostaty wczeéniej zdefiniowane
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C. Zadania i pytania

Ponizsze zadania i pytania majg przekrojowy charakter i zakladaja znajomo$¢ materialu
zawartego w 1 1 II czg$ci opracowania. Zadania analityczne polegaja na rozwigzaniu problemu
ré6znymi metodami, co pozwala zweryfikowaé poprawno$¢ otrzymanych wynikéw.

C.1. Definicje, wlasnosci, parametry
1° Opisz na czym polega i podaj przyklad obiektu o nastepujacej wtasnosci:
a) stabilnos$¢; b) samowyrownywanie; ¢) oscylacyjnosé; d) unilateralnosé.

2° Na czym polegaja i czym si¢ roznig (jesli si¢ r16znig):
a) inercja i opdznienie; b) rozwigzanie aperiodyczne i oscylacyjne; ¢) granica stabilnosci 1
zapas stabilnos$ci; d) punkt rownowagi, stan réwnowagi, punkt pracy; e) uktad stabilny
globalnie i lokalnie; f) stan ustalony i nieustalony; g) sktadowa swobodna i wymuszona;
h) odpowiedz skokowa i reakcja na wymuszenie skokowe; i) rOwnania stanu i rGwnania
wyjsciowe.

3° Opisz cztony dynamiki (definicja, parametry, wlasnosci, przyktady obiektow):
a) czlon inercyjny pierwszego rzgdu i czton inercyjny drugiego rzedu,
b) roéwnanie i czton oscylacyjny,
¢) idealny i rzeczywisty czton rozniczkujacy,
d) czton opo6zniajacy.

4° Podaj definicje nastepujacych parametréw i relacje pomigdzy nimi:
a) bieguny i zera uktadu, pierwiastki rownania charakterystycznego, rzad uktadu,
b) stata czasowa, inercja, rzad inercji,
¢) wzmocnienie, thumienie (wspotczynnik ttumienia), pulsacja wtasna.

5° Opisz wlasnosci rozwigzania linowego roéwnania rézniczkowego:
a) Jakie rownania rozniczkowe mozna rozwigza¢ klasyczng metod¢ rozwigzywania r.r.?
b) Opisz klasyczng metode rozwigzywania réwnan rézniczkowych.
c¢) Jaki wplyw na stabilno$¢ uktadu ma
- krotnos$¢ pierwiastka rownania charakterystycznego? Uzasadnij
- funkcja wymuszajaca u(?)? Uzasadnij
d) Podaj warunek kiedy uktad jest stabilny i w jego reakcjach nie ma oscylacji?
e) Kiedy w reakcji uktadu na zaklécenie skokowe nie wystapig drgania?
f) Podaj interpretacj¢ biegunow uktadu opisywanego réwnaniem rézniczkowym.
g) Na czym polega zasada superpozycji i kiedy moze by¢ stosowana?

6° Opisz wlasnosci trajektorii:
a) Co przedstawia kierunek trajektorii (co oznacza)?
b) Gdzie na plaszczyznie ( X, x) leza punkty rownowagi?
¢) Ile punktéw réwnowagi moze mie¢ uktad liniowy?
d) Czy uktad niestabilny ma punkt rownowagi?
e) Co oznacza stabilnos¢ globalna uktadu? Czy wystgpuje w uktadach nieliniowych?
f) W jakich uktadach wystepuje (moze wystapic) portret typu siodto?
g) Na jakiej podstawie portrety fazowe pozwalajg wnioskowac o stabilno$ci uktadu?
h) Jakie typy portretow fazowych moga wystapi¢ w uktadach liniowych drugiego rzedu?

7° Scharakteryzuj wybrane wlasno$ci modeli dynamiki:
a) Czy jeden punkt rownowagi §wiadczy o liniowosci uktadu?
b) Jak wyznaczy¢ punkt rdwnowagi dla nieliniowego réwnania rézniczkowego?
c¢) Jaki wplyw na stabilno$¢ uktadu maja jego zera i bieguny?
d) Czy uklady nieliniowe tez ,,maja” zera i bieguny?
e) Podaj trzy formy modelu, na podstawie ktérych mozna wyznaczy¢ rdwnanie
charakterystyczne. A jak na podstawie tych form wyznaczy¢ punkt rownowagi?
f) Ile transmitancji mozna wyznaczy¢ w uktadzie typu MIMO? Ktoére wybra¢ do badan?
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C.2. Zadania analityczne
1° Klasyfikacja, formy i przeksztatcenia. Dla podanych réwnan:

a) ¥ () + 35(6) + bx(t) = u(t) +1i(0) &) u+%+x% = 2u
b) X(t)+356(t)+b\/%=u(t) ) 3%+ xx +xu =2u

¢) ¥(£)+ 3:(0)x(t) = u(?) ﬁ; o gz;fjﬁ - uz”
d) a¥(0) + () + bx(t) = 2u(0) i) — % 2ai+ 4x = u
— okresl rzad, liniowo$¢, stacjonarnos¢;
— napisz rébwnanie statyczne i charakterystyczne;
— wyznacz pierwiastki rownania charakterystycznego;
— napisz w postaci transmitancji i wyznacz bieguny uktadu;
— napisz w postaci rOwnan stanu i wyznacz warto$ci wlasne macierzy stanu;
— zaproponuj sposob sprawdzenia wykonanych przeksztatcen,
— opisz jak wyznaczy¢ rozwigzanie rbwnania — analitycznie / symulacyjnie.
2° Analiza wlasnosci.
a) 10x(z) + 7x(¢) + x(t) = 2u(t) c) cx(t)+6x(t) +u,(t)x(t) = 2u,(t)
b) 123(¢) + 7x(t) + x(¢) = 2u(t) d) 4X (1) +12X(t) + 6x(t) + ax(t) = u(t)
— Naszkicuj reakcje obiektu na wymuszenie skokowe od wartosci 0 do wartosci k (oznacz
warto$ci punktéw rownowagi, przedstaw charakter odpowiedzi.
— Jaki jest stan ustalony i czy uktad osiagnie ten stan?
— Jesli mozna ten uktad przedstawi¢ w postaci cztonu oscylacyjnego to podaj ttumienie £.
— Przedstaw model w postaci réwnan stanu. Podaj macierz stanu.

3° Projektowanie uktadow. Dobierz warto$¢ parametru a w modelu:

a) X(t)+ax(t)+4x(t)=u d) ax(t) + 2x(¢) + 4ax(t) = 2u
b) ax(t)+2x(t)+4x(t)=u e) ax(t) —2ax(t)+4x(t)=u
c) ax(t)—2x(t)+4x(t) =u f) —X(t)—2ax(t)+4x(t)=u

— aby uktad byt stabilny i nie wykazywat oscylacji (na 2 sposoby - liczac A lub ¢&);

— aby w odpowiedzi impulsowej nie wystepowaty oscylacje (na 2 sposoby - liczac A lub &);
— aby tlumienie ¢ byto dodatnie (jakie wtasno$ci zapewni réwnaniom ten warunek?);

— aby bieguny ukladu byly lezaty w ujemnej potptaszczyznie;

— aby uktad miat dwa bieguny zespolone (jakie sg konsekwencje tej wlasnos$ci?).

4° Model spelniajacy zalozenia. Zapisz w postaci transmitancji i w postaci réwnania
roézniczkowego model, ktory spetnia nastepujace zatozenia:
a) czton oscylacyjny o wspotczynniku thumienia 0.1;
b) czton inercyjny o statej czasowej 10s, ktory przy wymuszeniu o wartosci 2 osigga stan
ustalony o wartos$ci 2;
c¢) obiekt z biegunem w punkcie -2, ktory przy wymuszeniu 1(¢) osigga wartos¢ 2.
Opisz stabilnos$¢, oscylacje, punkt rownowagi i1 jednoznacznos$¢ zaproponowanego modelu.

5° Podstawowe cztony. Dla podanych transmitancji:
a a

)G =5 3 v 6s ©) G&)= (s +4)(6s +1)
b Gy e B O Gls) = Kls+1)
A v $ o) (s+5) (s +0.25)

— okresl warunki stabilno$ci modelu;

— rozl6z na podstawowe czlony dynamiki (iloczyn cztondéw) i podaj ich parametry;
— okresl kiedy w odpowiedzi uktadu pojawig si¢ drgania;

— zaproponuj uproszczenie modelu (o ile to mozliwe);

— naszkicuj charakterystyki czestotliwosciowe Bodego.
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6° Uklad wielowymiarowy. Wykorzystaj rozne metody badania przedstawionych modeli:
2%, (£) = 2x,(t) + cx, (1) = 2u, (¢) b mx, (£) +2x,(t) —cx, (t) = u, (¢t)
a
mx, (t)+cx (t) =u, (£) + u, (1) 2%, (1) +cxy (1) = uy (1) + 2u, ()

— Przedstaw roOwnania statyczne i wyznacz punkt rOwnowagi.

— Przedstaw rownania stanu modelu. Wyznacz réwnanie charakterystyczne. Przedstaw
model przyjmujac odwrotng kolejnos¢ zmiennych w wektorze stanu i1 powtorz
wyznaczenie rOwnania charakterystycznego.

— Wyznacz transmitancje uktadu. Poréwnaj je ze soba. Na podstawie transmitancji wyznacz
roéwnanie charakterystyczne oraz wzor na punkt rownowagi przy statych wymuszeniach —
poréwnaj z wynikami uzyskanymi na podstawie rownan stanu.

— Co mozna powiedzie¢ na temat zachowania stabilnosci ukladow, jesli wiemy, ze
parametry modeli (m, c¢) sa dodatnie

7° Konstrukcja 1 analiza modelu obiektu. Skonstruuj model budynku z ogrzewaniem
elektrycznym i przeptywem powietrza przez poddasze. Wykonaj badania analityczne:
— wyznacz roOwnania charakterystyk statycznych obiektu;

K . .
Q\/T’N{ T.ew — wyznacz rOwnanie charakterystyczne;
K T — wyznacz transmitancje dla Ty 1 T);
dg g poiwer kK — udowodnij, ze w rzeczywistych warunkach temperatura

T\ew zawsze osiggnie stan rbwnowagi.

Przedstaw sposoby symulacyjnego badania modelu. Wykonaj aplikacje modelu
w programie symulacyjnym, wykorzystujac rézne mozliwosci programu.

Zaproponuj sposOb wyznaczenia warto$ci parametrow modelu dla rzeczywistego obiektu,
zaktadajac ze istnieje mozliwo$¢ wykonania pomiaro6w wartosci zmiennych. Wiadomo takze
ze w warunkach obliczeniowych (7..,~20°C) 10 % ciepta jest tracone z powodu
niedoskonatej izolacji i przeptywu powietrza przez poddasze.

8° Analogie. Dla modelu 7° zaproponuj analogiczny uktad hydrauliczny, elektryczny,
mechaniczny.
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to klasyka dziedziny.
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Podpowiedzi do pytan i zadan

Podpowiedzi maja na celu jedynie naprowadzi¢ na sposob rozwigzania lub zasugerowac
mozliwo$¢ sprawdzenia poprawnosci koncowego wyniku.

*! Uktad jest stabilny jesli ..., np. wszystkie bieguny leza lewej potptaszczyznie zespolonej

*2 Jesli wszystkie bieguny leza w lewej polptaszczyznie, to sktadowa od bieguna lezacego najblizej osi. Chyba
ze uktad ma jaki$ dodatni biegun. Wyjasnij.

** Sktadowej od biegunéw potozonych najbardziej na lewo. Wyjasnij.

** Mozna narysowaé jedynie przyktadowe sktadowe od wybranych warunkéw poczatkowych

*> Odpowiedz skokowa — rozwigzanie ogélne dla u(r)=1(¢), czyli u(r>0)=1. Odpowiedz impulsowa — rozwigzanie
ogoblne dla u(2)=6(¢), czyli u(>0)=0.

*® Uwaga na réwnania nieliniowe — nie ma réwnania charakterystycznego (dlaczego?)

*” Uwaga na rownania nieliniowe — nie ma biegunéw (dlaczego?)

*8 7 rownania statycznego wyznacz g, tak by dla u=1 stan ustalony wynosit 10. Nastepnie dobierz a; tak by
uktad byt stabilny.

*° Uklady moga mie¢ takie same bieguny ale rozne charakterystyki statyczne

*10 Wykorzystaj np. kryterium Routha

*!1 Rozwiaz rownanie oscylacyjne metoda klasyczng dla wymuszenia 1(t) lub 8(t), czyli przyjmujac na wejsciu

statg warto$¢ odpowiednio 1 lub 0.

Pochodna odpowiedzi skokowej = odpowiedzi impulsowe;.

Nalezy zwrdci¢ uwage na to, ze na osi X warto§¢ pochodnej x wynosi 0, a zerowa pochodna funkcji oznacza

maksymalng lub minimalng funkcji.

*14 Zmienia sie punkt rownowagi, wiec jak zmieni si¢ portret (gdzie jest punkt rownowagi)?

#15 Uwaga 1: Przy dwoch zmiennych wejéciowych charakterystyki statyczne mozna przedstawié¢ na wykresach

trojwymiarowych, np.: x;(u;, u,), lub jako rodzing wykresow dwuwymiarowy parametryzowanych wzgledem

jednej ze zmiennych, np. x;(u;) dla u,=const.

Uwaga 2: Dwie zmienne wyj$ciowe nie oznaczaja automatycznie, ze uktad ma dwa punkty réwnowagi

Rownanie charakterystyczne nie zalezy od kolejnosci rownan

Jesli wszystkie operacje zostaty wykonane poprawnie (przeksztalcenie do uktadu réwnan, zapis w postaci

macierzowej, wyznaczenie réwnania charakterystycznego), to rownania charakterystyczne musza by¢

identyczne.

Rownania charakterystyczne na podstawie rownan stanu i transmitancji musza by¢ identyczne.

Uwaga na rownania nieliniowe!

#20 Uwaga — oczywiscie nie ma potrzeby wykonywania ,,mnozenia nawiaséw” w mianowniku

*2! Transmitancja powinna mie¢ postaé funkcji wymiernej (j. bez pietrowych utamkéw)

#22 pyunkt rownowagi jest jeden (uklad liniowego), ale ma dwie sktadowe. Dwie metody: a) z réwnan

rozniczkowych (wyzerowa¢ pochodne i rozwigzac); b) z transmitancji (twierdzenie o wartosci koncowe;j

zastosowane do obu wej$¢)

Proponowana metoda — przeksztalcenie do postaci operatorowej i uporzadkowanie:

(ms? + b5 ey (5) = €%, () + 1,(5) — {M 1(8)x,(8) = €33 (5) + 1y (5) *1)
bysx,(s) = (b3s +¢ )xl (s) +u,(s) bysxy () = M, (s)x,(s) +u,(s)

%12
%13

%16
%17

%18
%19

%23

- wyznaczenie z uktadu (*1) zmiennej wyjsciowej x;:
_ CX(8) +uy(s) %
5 (=22 (*2)
- podstawienie do drugiego rownania:
Cr X, (8) +uy(8)
b -M 2%2 1 *
5%, (8) 2(s) M, () +uy(s) (*3)
- wyeliminowanie wyrazenia utamkowego:
M (5)by5%, (5) = My ()(e2%, (5) + 14y () + M, ()t () (*4)
- Wyznaczenie wyrazenia na x, (bez pigtrowych utamkow):
M,(s)+M,(s)
M, (8)bys — M (s)c,

u (s) (*5)

x,(8) =
- podstawienie x, (*5) do wyrazenia (*2):

w = ALWERO L) (*6)
1(8) M (s)bys — M, (s)c, M, (s)
- sprowadzenie do wspolnego mianownika:
X, (s) = 1 e;My(s)+c, M (s)+ M (8)bys =M, (s)c,
M) M ($)bys = M (s)e,
- uproszczenie i wyznaczenie wyrazenia na x:

u (s) (*7)

¢y +bys
M, (s)bys =M, (s)c,

u () (*8)

x(s) =
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Transmitancje w wyrazeniach (*5) i (*8) maja wigc postaé:

cy +bys ms? +(bl +b3)s+cl

x,(s) = u (s) oraz X, (s) =

u () *9)

mb,s® +bb,s? — byc,s—cicy mb,s® +bbys* — byc,s+cic,y
Transmitancje maja ten sam mianownik, co pozwala sadzié¢, ze sa poprawne. Mozna jeszcze poroéwnac
rownanie charakterystyczne transmitancji i pierwotnego uktadu réwnan (trzeba go jednak najpierw
sprowadzi¢ uktadu réwnan 1.rzedu)

Wybierz najprostsza metode.

Napisz uklad rownan opisujacy zaleznosci pomigdzy sygnatami wystgpujacymi na danym schemacie.
Wyznacz transmitancje x(s)/w(s) eliminujac pozostate zmienne. Podobnie e(s)/w(s).

Rownowazne transmitancje majg te same bieguny i ten sam stan ustalony

Jak to wptynie na ilo$¢ biegunow i sktadowych rozwigzania? Czy to zmieni interpretacje fizyczna zmiennych
wejsciowych 1 wyjsciowych?

Jednostki zmiennych w réwnaniach bilansowych:

e 2] B

%24
%25

%26
%27

%28

N

(1-96) :A}}[mQ E} =fw{m3}—/lw 2gh |:m2 Hzlm:| —>{ms}’
S S S S
(1-97): Ah[ng}fw {nﬁ}_ah{ms/sm} {mj
S S m S

*2 Jednostki zmiennych w réwnaniu (I-109): CT { J kg

3 K
=’ —
kgK m s
Do wyznaczenia réwnania charakterystycznego wystarczy uporzadkowaé réwnanie rozniczkowe i na
podstawie rdéwnania jednorodnego napisa¢ rownanie charakterystyczne.

Rownanie charakterystyczne na podstawie transmitancji i rtownania rézniczkowego jest takie samo.
Czlony inercyjne, jednostka stalej czasowe;j jest [s]
Rownania bilansowe obiektu:

2) [CosTron(©) = 4, (0= K (T, (0 =T, (1)
{CV,,T',] (€)= K (T ) =T, ()~ K (T, (1) = T (0)+ €, 0, £, () Totn ()~ T, (1))
b) [ CuTi () = 4, ()~ Ko (1,0~ T,,, (1)

{CVZT'W@) = Koo ([0 =T ()= Koy (T (0= T (0) 4 €0, £, DT, ()= T, (1)

viw

} =q,(O[W]-K.(T,(6) - Tm(r)){% : K} —[W]

%30
%31
%32

#3 Wykorzystaj rzne sposoby wyznaczenia transmitancji (6.2) i rtownania charakterystycznego (5.1, 6.1)
#* Obiekt z Rys. I-45 jest cztonem inercyjnym: x(s) = k F(s)> 8dzie: j _ 1,0
Ts+1 c c
#3% R dwnania bilansowe obiektu: Roéwnania statyczne: Punkt réwnowagi:
. . =F/
a) {0 = my,(0) + by, (6) + €, (0) + 6, (0 () = %, (1)) a) {0 = cyx + (0 —x,) a) i “
F(t):Cl(xz(t)_xl(t))+blx2(t) F(t):cl(xz_xl) X, =cl+7€2F
G
%36

Zarowno w tym, jak i w kazdym nastgpnym przypadku doprowadz transmitancj¢ do postaci wymiernej (bez
pietrowych utamkow)

-83 -



	Spis treści
	Wprowadzenie
	Część I: Badania analityczne i modelowanie dynamiki
	1. Podstawowe pojęcia
	1.1. Funkcje i równania
	1.2. Opis statyczny i dynamiczny
	1.3. Układy jedno- i wielowymiarowe
	1.3.1. Wielomiany
	1.3.2. Układy równań

	1.4. Dziedzina zmiennych zespolonych
	1.4.1. Interpretacje i funkcje zmiennych zespolonych
	1.4.2. Przekształcenia Laplace’a i Fourier’a


	2. Składowe rozwiązania równania różniczkowego liniowego
	2.1. Klasyczna metoda rozwiązania
	2.1.1. Rozwiązanie swobodne
	2.1.2. Rozwiązanie wymuszone
	2.1.3. Rozwiązanie ogólne

	2.2. Bieguny układu a własności dynamiki
	2.2.1. Położenie biegunów na płaszczyźnie zespolonej a składowe rozwiązania
	2.2.2. Waga (znaczenie) biegunów
	2.2.3. Podstawowe elementy analizy dynamiki układu
	2.2.4. Projektowanie własności dynamicznych przez zmianę położenia biegunów

	2.3. Układy liniowe i zlinearyzowane

	3. Metody analizy na przykładzie modelu drugiego rzędu
	3.1. Model drugiego rzędu
	3.2. Równanie oscylacyjne
	3.3. Analiza i projektowanie układów drugiego rzędu
	3.3.1. Analiza własności dynamiki na podstawie tłumienia układu
	3.3.2. Sprawdzenie wyznaczonych biegunów
	3.3.3. Rozpoznawanie członu oscylacyjnego i jego własności
	3.3.4. Odpowiedzi skokowe i impulsowe członów oscylacyjnych


	4. Portrety fazowe
	4.1. Portrety fazowe układów liniowych
	4.1.1. Typy portretów
	4.1.2. Rozpoznawanie portretu fazowego układu liniowego

	4.2. Portrety układów nieliniowych
	4.2.1. Własności portretów układów nieliniowych
	4.2.2. Wyznaczanie portretów


	5. Równania stanu
	5.1. Układ równań różniczkowych

	5.2. Przekształcenie równania n-tego rzędu do układu równań 1. rzędu
	5.2.1. Algorytm przekształcenia
	5.2.2. Przekształcenie modelu do równań stanu


	6. Transmitancje
	6.1. Transmitancja i jej podstawowe własności
	6.2. Transmitancje układów wielowymiarowych
	6.3. Schematy blokowe (strukturalne)

	7. Podstawowe obiekty dynamiki
	7.1. Parametry i odpowiedzi członów dynamiki
	7.2. Podstawowe człony w przekształceniach
	7.2.1. Równania różniczkowe a podstawowe człony dynamiki
	7.2.2. Rozkładanie transmitancji na człony podstawowe

	7.3. Identyfikacja dynamiki metodą charakterystyk czasowych

	8. Charakterystyki częstotliwościowe
	8.1. Transmitancja Fouriera i jej interpretacja
	8.2. Rodzaje charakterystyk częstotliwościowych
	8.3. Asymptoty charakterystyk Bodego
	8.3.1. Charakterystyki najprostszych członów
	8.3.2. Charakterystyki członów złożonych

	8.4. Identyfikacja dynamiki metodą charakterystyk częstotliwościowych

	9. Podsumowanie analitycznych metod badania dynamiki
	9.1. Wybrane własności układu liniowego
	9.2. Analiza układów nieliniowych
	9.2.1. Przyczyny nieliniowości obiektów
	9.2.2. Przybliżenie i linearyzacja
	9.2.3. Badania symulacyjne


	10. Konstrukcja i analiza modeli dynamiki obiektów
	10.1. Zbiorniki – otwarte układy hydrauliczne
	10.1.1. Zasady konstrukcji i podstawowe zjawiska hydrauliczne
	10.1.2. Zbiorniki jako podstawowe człony dynamiki
	10.1.3. Kaskady zbiorników
	10.1.4. Przykłady otwartych układów hydraulicznych

	10.2. Obiekty cieplne – układy termokinetyczne
	10.2.1. Zasady konstrukcji i podstawowe zjawiska cieplne
	10.2.2. Podstawowe obiekty cieplne
	10.2.3. Wielowymiarowe układy cieplne

	10.3. Obiekty mechaniczne liniowe
	10.3.1. Podstawowe zasady konstrukcji i elementy mechaniczne
	10.3.2. Proste człony mechaniczne
	10.3.3. Układy złożone

	10.4. Układy elektryczne
	10.4.1. Podstawowe elementy i zasady konstrukcji modeli dynamicznych
	10.4.2. Najprostsze człony
	10.4.3. Układy wieloobwodowe

	10.5. Analogie


	Część II: Badania symulacyjne
	1. Zmienne, wykresy, skrypty
	1.1. Wprowadzenie – elementy
	1.1.1. Zmienne
	1.1.2. Wykresy
	1.1.3. Skrypty

	1.2. Przykłady – podstawowe funkcje i operacje
	1.3. Zadania – zastosowanie macierzy i wykresów

	2. Charakterystyki statyczne
	2.1. Wprowadzenie – parametry opisu statycznego
	2.2. Przykład – statyczny układ sprężyn
	2.3. Zadanie – generowanie charakterystyk statycznych
	2.3.1. Charakterystyki statyczne pomieszczenia z grzejnikiem
	2.3.2. Charakterystyki układu elektrycznego


	3. Funkcje czasu – wykresy rozwiązań analitycznych
	3.1. Wprowadzenie
	3.2. Przykład – funkcje eksponencjalne
	3.3. Zadania – badanie przebiegu złożonych funkcji
	3.3.1. Przebiegi złożonych funkcji
	3.3.2. Interpretacja rozwiązania równania różniczkowego


	4. Symulacyjne rozwiązywanie równań różniczkowych
	4.1. Wprowadzenie – rozwiązanie analityczne i symulacyjne
	4.2.
Przykład – konstrukcja schematu symulacyjnego
	4.3. Zadania – badanie układu 1.rzędu

	5. Liniowy model drugiego rzędu
	5.1. Wprowadzenie – zastosowanie i forma modeli drugiego rzędu
	5.2. Przykład – poprawność charakterystyk czasowych i punkty pracy
	5.3. Zadania – charakterystyki czasowe modelu oscylacyjnego

	6. Portrety fazowe
	6.1. Wprowadzenie – warunki generowania portretów
	6.2. Przykład – automatyzacja badań
	6.3. Zadania – portrety układów liniowych
	6.4. Portrety układów nieliniowych

	7. Badanie obiektów rzeczywistych (na przykładzie zbiorników)
	7.1. Wprowadzenie – założenia i ograniczenia modeli
	7.2. Przykład – weryfikacja poprawności schematu
	7.3. Zadania – badanie własności kaskad zbiorników
	7.3.1. Kaskada niewspółdziałająca
	7.3.2. Kaskada współdziałająca


	8. Alternatywne metody symulacji modeli
	8.1. Wprowadzenie – różne sposoby definiowania modeli
	8.2. Przykład – definicja modeli w blokach, funkcjach i plikach
	8.2.1. Bloki na schemacie graficznym
	8.2.2. Funkcje w skryptach
	8.2.3. Definiowanie modeli w pliku funkcyjnym

	8.3. Zadania – program badania kaskady liniowej zapisany w skrypcie

	9. Planowanie badań (projekt na przykładzie obiektów cieplnych)
	9.1. Wprowadzenie – wybór metod
	9.2. Przykład – podstawowy program badań
	9.3. Zadania – badanie własności obiektu cieplnego
	9.3.1. Model nieliniowy – schematy z blokami całkującymi
	9.3.2. Model liniowy – schematy z blokami równań stanu i transmitancji


	10. Podstawowe człony dynamiki w dziedzinie czasu
	10.1. Wprowadzenie – człony dynamiki i rzeczywiste obiekty
	10.2. Przykład – definicja i badanie układów opartych na członach
	10.3. Zadania – definicje i odpowiedzi czasowe modeli
	10.3.1. Modele obiektów
	10.3.2. Modele regulatorów


	11. Podstawowe człony dynamiki w dziedzinie częstotliwości
	11.1. Wprowadzenie
	11.2. Przykłady – generowanie charakterystyk częstotliwościowych
	11.3. Zadania – dokładne i asymptotyczne charakterystyki Bodego
	11.3.1. Wyznaczenie charakterystyk Bodego na podstawie transmitancji
	11.3.2. Identyfikacja transmitancji na podstawie charakterystyk Bodego



	Dodatki
	A. Zestawienie podstawowych metod badania dynamiki obiektów
	B. Procedura konstrukcji i weryfikacji modelu symulacyjnego
	C. Zadania i pytania
	Wybrane pozycje z literatury
	Podpowiedzi do pytań i zadań


