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Jacek Bialek
Uniwersytet £.6dzki

ZASTOSOWANIE STATYSTYCZNYCH
INDEKSOW LANCUCHOWYCH
DO OCENY PRZECIETNEGO ZWROTU GRUPY OFE

Streszczenie: W niniejszym artykule proponuje si¢ wykorzystanie indekséw tancuchowych
do oszacowania przecigtnej stopy zwrotu grupy OFE. Okazuje sig, Zze znane z literatury de-
finicje przecigtnego zwrotu bazuja na pewnych tancuchowych indeksach statystycznych.
Ogolnie wybrane formuty tancuchowe nie tylko spetniaja postulaty Gajka i Katuszki, ale
réwniez uwzgledniaja caly badany interwal czasowy, a nie jedynie jego krance.

Stowa kluczowe: przecigtna stopa zwrotu OFE, indeksy tancuchowe, martyngat.

1. Wstep

W polskim prawie' obowigzuje definicja przecigtnej stopy zwrotu grupy OFE, ktora
wyznacza tzw. minimalny zwrot dla funduszy. Ryzyko uzyskania stopy zwrotu za
ostatnie 36 miesi¢cy mniejszej od wymaganego ustawowo minimum pociaga za sobg
powazne konsekwencje finansowe. Zgodnie z polskim prawem w sytuacji takiej
fundusz jest zobligowany do pokrycia powstalego deficytu’. Jednak jak pokazali
Gajek 1 Katuszka [2000] — miara przecigtnej stopy zwrotu nie spetnia pewnych eko-
nomicznie zasadnych postulatow. W literaturze przedmiotu mozna znalez¢ definicje
alternatywne (por. [Gajek, Kaluszka 2001; Biatek 2005]). W niniejszym artykule
proponuje si¢ jednak wykorzystanie statystycznych indekséw tancuchowych do
oszacowania przecigtnego zwrotu grupy OFE. Okazuje si¢, ze wspomniane wczes-
niej alternatywne definicje stanowia pewne szczegodlne, tancuchowe indeksy staty-

"DzU nr 139, poz. 934, art. 173.

2 Obecnie, od 1 kwietnia 2004 r., érodki na pokrycie niedoboru maja pochodzi¢ w pierwszej ko-
lejnosci z umorzenia jednostek rozrachunkowych zgromadzonych na rachunku rezerwowym, nastep-
nie z umorzenia jednostek rozrachunkowych zgromadzonych na rachunku cze¢sci dodatkowej Fundu-
szu Gwarancyjnego. Jezeli srodki te nie sa wystarczajace, pokrycie niedoboru nastepuje kolejno ze
srodkow wiasnych PTE, a jezeli i te $rodki nie wystarczaja, z pozostatych srodkéw Funduszu Gwa-
rancyjnego, z zastrzezeniem, ze w pierwszej kolejnosci pokrywany jest on ze srodkéw czgsci podsta-
wowej Funduszu Gwarancyjnego. Ostatecznym gwarantem pokrycia niedoboru jest Skarb Panstwa.
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styczne. Ogolnie wybrane formuly tancuchowe nie tylko speniajg postulaty Gajka
i1 Katuszki, ale rowniez uwzgledniajg caly badany interwal czasowy, a nie jedynie
jego krance. Okazuje si¢ réwniez, iz przy traktowaniu procesoOw cen jednostek
uczestnictwa jako pewnych procesow stochastycznych zatozenie, Zze sg to martynga-
ly, wystarcza, aby wlasno$¢ t¢ przenie$¢ rowniez na wybrane, proponowane formutly
tancuchowe. Mozna dowies¢ (por. [Gajek, Katuszka 2001]), Ze definicja polska nie
stanowi w tym przypadku martyngatu, co wydaje si¢ nienaturalne.

Jak wspomniano, definicja polska przecigtnego zwrotu OFE bierze pod uwage
jedynie krancowe momenty czasowe trzyletniego interwatu czasowego. Ma ona po-
staé:

— 51 A(T) A(T))
HILL)= 2 h (L) | o+, (1
2 AT 2 AM)
i=1 i=1
gdzie: n — liczba funkcjonujacych funduszy emerytalnych,
[T,,T,] — rozwazany interwal czasowy, dla ktorego mierzymy przecigtny
ZWrot,

r(T,,T,)— stopa zwrotu i-tego funduszu liczona jako wzgledny przyrost
wartosci jednostki uczestnictwa tego funduszu w czasie [7},7, ],
A(r) - aktywa netto i-tego funduszu w chwili 7.

Do konca marca 2004 r. $rednia wazona stopa zwrotu obliczana byta na ostatni
dzien roboczy kazdego kwartalu i obejmowata 24 miesiagce poprzedzajace ten dzien.
Po zmianie przepisoOw stopa ta obliczana jest co 6 miesigcy, na ostatni dzien roboczy
marca i wrzesnia, za 36 miesi¢cy poprzedzajacych ten dzien. Sam fakt, iz definicja

(1) bierze pod uwagg jedynie momenty 7, i 7,, sztucznie kreuje zachowanie OFE

w poblizu miesigca ich oceny. Poza tym, jak wspomniano, miara polska nie spetnia
przynajmniej trzech postulatéw Gajka i Kaluszki, m.in. nie zachowuje si¢ tak, jak
klasyczna stopa procentowa w procencie sktadanym®. Dlatego nasza uwaga w niniej-
szym artykule koncentruje si¢ na konstrukcji miary przeci¢tnego zwrotu, ktora po-
zbawiona bylaby opisanych wyzej niedogodnosci. Dodajmy, iz w pracy pomijamy
omodwienie najczesciej pojawiajacych sig zarzutow wobec idei przecigtnego zwrotu
OFE i minimalnego zwrotu. Miary te de facto nie biorg pod uwage ryzyka inwesty-
cyjnego, nie generuja zdrowej konkurencji na rynku OFE i nie stanowig — jak si¢
okazuje — wystarczajacego bodzca dla lepszych inwestycji funduszy. Niemniej jed-
nak ze wzgledu na to, iz wspomniana ustawa nadal obowigzuje, ograniczymy rozwa-

3 Jedng z pozadanych whasnosci stop procentowych jest, aby spelniaty relacje: 1+r(T,T,) =
=[1+ (T, + @ T)].
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zania do tematu okre$lonego w tytule niniejszej pracy. W analogii do teorii indekséw
przyjmiemy, ze OFE stanowia pewien agregat sktadajacych si¢ z n réznych kompo-
nentow, wyrazonych w dowolnej chwili ¢ przez ceny jednostek rozrachunkowych
p,(t) iilosci q,(t), gdzie i e {1,2, ..., n}.

2. Statystyczne indeksy lancuchowe

Indeksy statystyczne stuza analizie dynamiki zjawisk masowych, ktore porownujemy
w dwoch momentach czasowych: badanym 7 i bazowym T7,. Ich praktyka si¢ga
blisko 300 lat — jednym z pierwszych, ktory zaczal je stosowaé, byl francuski eko-
nomista Dutot ze stynng praca Reflexions politiques sur les finances et le commerce
(1738). Postawiono przed nim problem oszacowania inflacji dla lat 1515-1735 na
dworze Ludwika XV.

Dutot zaproponowal wowczas koszyk dobr (obejmowatl m.in. ceny kurczaka,
krolika, gofebia, stogu siana, dzienne wynagrodzenie mezczyzn i kobiet (ceny
ustug)) 1 jako pierwszy zaproponowat usrednienie cen:

Iy @)

nio
n

LS @

ni-

1,(T.T,) = : 2

Kolejne propozycje indekséw byty rowniez formutami niewazonymi — wymienic¢
tu mozna indeks Carli (1764), Drobischa (1871) czy Jevonse’a (1863). Dzi$§ juz
wiemy, ze tego typu proste, niewazone formuty sprawdzaja si¢ tylko w nielicznych
sytuacjach. Co wigcej, nie spelniaja one wymogow (aksjomatow) wobec poprawne;j
formuty indeksow, tzw. testow (por. [Fisher 1922; Balk 1995]). Kolejng grupa indek-
sow byty wiec formuly doskonalsze, bo wazone. Wymieni¢ mozna tu znane indeksy
Laspeyresa (1864), Paaschego (1874) czy Tornqgvista (1936). Krokiem milowym
w teorii indeksow byta praca [Fisher 1922], w ktorej autor po raz pierwszy na tak
szeroka skale zaczal wykorzystywaé wspomniane testy do poszukiwan idealnej for-
muty indeksu. W ten sposob Fisher zaproponowal m.in. wtasng formule, stanowigca
$rednig geometryczng z indekséw Laspeyresa i Paaschego. Ale rowniez ciekawym
kierunkiem rozwoju teorii indekséw okazato si¢ podejscie [Divisia 1925], w ktérym
bierze si¢ pod uwage nie tylko te dwa skrajne momenty czasowe 7 i 7>, ale rowniez

wszystkie momenty posrednie, tzn.: 7, +1, 7, +2, ..., 7, —1. Indeks cenowy I’
tworzy si¢ tu jako iloczyn indekséw dla ,,potaczonych” okresow, tzn.

T,-1
(T, ) =11 @+, (3)

=T,
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gdzie 1 P (7,7 + 1) —jest dowolng formutg indeksu cenowego pordwnujgcego okresy
71 7+1 (moze to by¢ formuta zar6wno wazona, jak i niewazona).

3. Miary przeci¢tnego zwrotu OFE
jako warianty indeksow lancuchowych

W niniejszej pracy postuluje si¢, aby przecigtny zwrot OFE 7 (1,7, ) wyznacza¢ jako
’7(T1’Tz):IP(T1=T2)_1a 4

gdzie I° (7,,T,) jest pewna formuta cenowego indeksu fancuchowego okreslonego
formutg (3). Okazuje sig, ze postac (4) przecietnego zwrotu OFE jest o tyle zasadna,
iz dla pewnych szczegolnych przypadkdéw indeksow [ r (7,7 +1) uzyskuje si¢ zna-
ne z literatury, alternatywne propozycje przeci¢tnej stopy zwrotu funduszy. Zatozmy
wiec najpierw, ze rozwazamy tancuchowy indeks cen Laspeyresa dany formula

7,-1
IL(@.n) =111 (.t +)), (5)
=1

gdzie 1 fa (r,7 +1) jest cenowym indeksem Laspeyresa okreslonym jako (por. [Bia-
tek, Depta 2010])
2. 4@p,+])
I (r,t+1)= = . (6)
2.4,(0)pi(7)
i=1

Zauwazmy, iz zgodnie ze wzorem (4) przecigtny zwrot OFE wyznacza¢ bedzie-
my wowczas zgodnie z nastepujaca formuta (dla odrdznienia przypadku wprowa-

dzimy oznaczenie 7, ):

T,-1
n (0.0 =1 (T, T,)-1=] ]I}, (r.c+D)-1=
=T,

T,-1 iq,' (D)p,(z+1) -1 n
:H i:ln _IZH(Z nqi(T)pi(T) 'P,-(T‘f‘l))_l: (7)

DY ICIC I WICTIO N

7,1

:ﬁ(lJr_Zn:éli(T()l)?i(T())’pi(r;l)(;)pi(r))_l:H(1+Zn:A:(T)7?(T=T+1))_L
D WA A " o
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gdzie: A’ (r)oznacza relatywny udziat aktywow netto i-tego funduszu w chwili 7, tzn.

A1) = M’ (8)
2.4:(0)pi(7)

natomiast 7,(7,7 +1)jest stopa zwrotu i-tego funduszu zrealizowang w przedziale

czasu [7,7 + 1], a wigc liczong wedlug wzoru

pi(z+1)—p,(7) ‘ 9)

(1,7 +1) =
iweh pi(7)

Zauwazmy, iz formuta (7) stanowi definicj¢ przecigtnego zwrotu OFE zapropo-
nowang przez Gajka i Katluszke (por. [Gajek, Katuszka 2001]). W cytowanej pracy
dowodzi si¢ m.in. nastepujgcego twierdzenia:

Twierdzenie 1

Miara okre$lona wzorem (7) spehnia wszystkie postulaty Gajka i Katuszki®. Co
wiecej, jesli {p,(r):7=0,1,2,...} jest F—martyngatem dla kazdego i, wtedy
{r,,(0,7):7=0,1,2, ...} jest rowniez [F—martyngatem.

Zalozmy teraz, ze rozwazamy tancuchowy logarytmiczny indeks cen Laspeyresa
dany formuta

7,-1
TP P
ILL(TlaTz):HILL(TaT"'l), (10)
r=T;
gdzie 1] (z,7+1) jest cenowym logarytmicznym indeksem Laspeyresa okreslo-
nym jako (por. [von der Lippe 2010]):

, 1 4 (v)
IfL(r,r+l)=H[%} . (11)

Zauwazmy, iz zgodnie ze wzorem (4) przeci¢tny zwrot OFE wyznacza¢ bedzie-
my wowczas zgodnie z nastepujgcym wzorem (dla odrdznienia przypadku wprowa-

. .5 = .
dzimy oznaczenie’ 7, ):

* Omoéwienie postulatow Gajka i Katuszki bytoby zbyt obszerne. Zainteresowanego czytelnika
odsytamy do oryginalnej pracy [Gajek, Katuszka 2001] badz prac: [Biatek 2005; Domanski (red.)
2011].

5 Podobnie formuty oparte na indeksie Paaschego oznaczylibysmy odpowiednio 75, (1, T,)
17, (T, T).
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A ()
R0 = 1 (T -1 = [ T2 e+ 1_HH[Pf<f+l>j i

=T, =1 i=1 pi(z-)

_Hexp In H[ U(:)”J —l—Hexp[ZA( )in (W(T)DD—L (12)

Zauwazmy, iz formuta (12) stanowi definicj¢ przecig¢tnego zwrotu OFE zapropo-
nowang przez Bialka (por. [Biatek 2005]). Omowienie jej wiasnosci znalezé mozna
w pracach [Biatek 2009; Domanski (red.) 2011]. Mozna pokaza¢, iz miara ta spetia
postulaty Gajka i Katuszki. Ponadto w przypadku stochastycznym dowodzi si¢ (por.
[Biatek 2005]) nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 2
Jesli kazdy proces {p,(7):7=0,1,2, ...} jest F—martyngatem dla kazdego i, oraz
z prawdopodobiefistwem rownym jeden zachodzi®:

ZA (r )1 ( ))>O dla kazdego 7, (13)

wtedy {7;,(0,7):7=0,1,2, ...} jest rOwniez [F—martyngatem.

Jak pokazuja formuty (7) i (12), poprawng w sensie ekonomicznych postulatéw
definicje przecigtnego zwrotu daje si¢ wyrazi¢ przez statystyczne indeksy tancucho-
we cen. W ten sposob mozna by stworzy¢ jednak bardzo wiele roznych wersji prze-
cigtnego zwrotu. Pamietac jednak nalezy, iz znane indeksy tancuchowe czgsto pozo-
stajg w $cistych relacjach wzgledem siebie. Z punktu widzenia klientow OFE poszu-
kiwa¢ powinni$my miary, ktora daje jak najwicksze wskazania (bo podnosimy w ten
sposOb minimalny prog rentownosci dla OFE). W interesie funduszy z kolei jest, by
miara ta generowala mozliwie niskie warto$ci. Problem jest wigc otwarty i trudny.

Biorac pod uwage prezentowane tu miary 7,, i 7,, oraz uwzgledniajac relacje, jakie
zachodza pomig¢dzy indeksem Laspeyresa cen a jego logarytmiczng wersja, uzysku-
jemy wniosek, iz

7, (0, 1) <7, (1, T5). (14)

® Warunek ten oznacza, iz w rozwazanym czasie na rynku OFE przewazaja wzrosty notowan cen
jednostek nad spadkami. Jest to wigc naturalny wymag, ale tylko w okresie prosperity.
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4. Przypadek czasu ciaglego

W pracy [Divisia 1925] autor zaproponowat model czasu cigglego dla konstrukcji
agregatowych indeksow cen i ilosci. Zalozmy, ze procesy cen p,(7), ilosci gq,(7)
1 przez to warto$ci komponentow v,(7) = p,(7)q,(r) sa ciaglymi funkcjami na prze-
dziale [7],7,]. Funkcja calkowitej warto$ci komponentow agregatu w chwili 7 to’:

V(©)=3 p(0)q,(r) = P(D)Q(7)- (13)
i=1
Zaktadajac dodatkowo rozniczkowalnos¢ rozwazanych funkcji, otrzymujemy:

dv(r) _ ’Zil:qi(T)de(T) IZ:‘]?[(T)dq[(z—) |

. (16)
V@) V@) V@)

Pierwszy z czynnikéw wystepujacych po prawej stronie (16) odpowiada za
zmian¢ cen, drugi za zmian¢ liczby komponentéw. Divisia definiuje wigc suma-
ryczng ceng:

2 Y4, (0)p)
P(T,) = P(T)exp jﬂTdr : (17)

A zatem zgodnie z Divisia otrzymujemy nastepujgcg formule indeksu cenowego:

Pay_ % 24.(0pi(@)

P(T;) CH (18)

b (T.1) =

T

Zauwazmy, iz zgodnie ze wzorem (4) przeci¢tny zwrot OFE wyznacza¢ bedzie-
my w tym przypadku zgodnie z nastgpujgca formulg (dla odroznienia przypadku
wprowadzimy oznaczenie 7, ):

h

P (T T) = Th (T T 1 =exp| [ 3 —402E PO |y (o)
D WICTIOEGE

7 Sumaryczna cena P i sumaryczna ilo$¢ O to wielkosci bezposrednio nieobserwowalne.
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Oznaczmy teraz funkcj¢ O, (7)okreslajaca chwilowy, wzgledny przyrost ceny
komponentu:

_ o Pi@+AD)—pi(0) _d 20
5(0) = lim S = g A ) (20)

Wobec (19) i (20) otrzymujemy:
T2 1 *
Fou (T, Ty) = expl[ " D" A/ (2)5,(r)d ]~ 1. 1)
U=l

Okazuje si¢ zatem, iz rowniez w przypadku czasu ciaglego zastosowanie formuty
indeksu statystycznego do okreslenia przecigtnego zwrotu OFE prowadzi do kon-
strukcji znanej z literatury przedmiotu. W tym przypadku definicja (21) jest iden-
tyczna z propozycja przecigtnej stopy zwrotu funduszy przedstawionej w pracy [Ga-
jek, Katuszka 2000].

5. Badanie empiryczne

Badaniem empirycznym objgto okres 1 2003-1 2011. Sprawdzono, jakie r6znice war-
tosci moga wystapi¢ pomiedzy wskazaniami miar przecigtnego zwrotu opartych na
roéznych indeksach tancuchowych. W badaniu uwzgledniono dane miesigczne. Tabe-
la 1 prezentuje uzyskane wyniki dla wybranych trzyletnich podokresow.

Tabela 1. Pordwnanie miar przecigtnego zwrotu dla okresu I 2003-1 2011

Przecigtny zwrot dla wybranych trzyletnich podokreséw [7;,7,]

Formuta 12003- 12004- 12005- 12006- 12007- 12008-
-12006 -12007 -12008 -1 2009 -12010 12011

n(1,T;) 39,35% 50,80% 53,88% 33,23% -5,79% 0,86%
7.1, T,) 39,30% 50,77% 53,83% 33,20% -5,79% 0,82%
(1L T5) 39,28% 50,75% 53,82% 33,19% -5,81% 0,81%
(1, T5) 39,31% 50,77% 53,83% 33,19% -5,79% 0,82%
Tie(11, 1) 39,33% 50,79% 53,84% 33,21% -5,78% 0,83%

Zrodto: obliczenia wlasne w Mathematica 4.1.

Wida¢, iz wskazania przecigtnej stopy zwrotu stosowanej w polskim ustawodaw-
stwie sg wigksze od wskazan pozostalych miar, opartych na indeksach tancucho-
wych. Roznice pomigdzy warto$ciami prezentowanych formut sg bardzo niewielkie.
Jednak biorac pod uwage wielomiliardowe aktywa netto OFE, nalezy stwierdzi¢, ze
réznica finansowa dla funduszu, ktory nie osiggngl minimalnego zwrotu i musi po-
kry¢ powstaty deficyt, moze by¢ juz wymierna. Rysunek 1 prezentuje zmieniajaca
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si¢ w czasie roznicg trzyletnich stop zwrotu, z ktorych pierwsza wyznaczana jest
zgodnie z ustawa, druga za$ oparta jest na tancuchowym, logarytmicznym indeksie
Laspeyresa.

0O.000€&

0o.0004

o.oo0o02

1
10 20 ao 40 50 €0

Rys. 1. Wykres roznicy A(¢) =7,(t,t +36) -7, (7,,T,) dla catego okresu I2003-12011

Zrbdto: opracowanie wiasne.

6. Whnioski

Definicja przecigtnego zwrotu OFE proponowana przez ustawodawstwo polskie nie
spetnia pewnych, ekonomicznie zasadnych postulatow. Miary przecigtnego zwrotu
oparte na wybranych indeksach tancuchowych nie tylko spelniaja wymogi Gajka
1 Katuszki, ale rowniez charakteryzuja si¢ z regulty minimalnie nizszymi warto$ciami
w stosunku do miary 7,. W obliczu ewentualnego deficytu w stosunku do wymagal-

nego, minimalnego zwrotu sytuacja taka moze nie§¢ wymierne konsekwencje finan-
sowe dla funduszy emerytalnych. Problemem otwartym nadal pozostatby jednak
wybor odpowiedniej formuly indeksu tancuchowego.
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THE APPLICATION OF CHAIN INDICES TO EVALUATE
THE AVERAGE RATE OF RETURN OF A GROUP
OF OPEN PENSION FUNDS

Summary: In the article we propose the application of chain indices to evaluate the average
rate of return of a group of Open Pension Funds. We show that some definitions of the aver-
age return, known from the literature, are based on some chain indices. In general, the dis-
cussed chain formulas not only satisfy the postulates given by Gajek and Kaluszka, but also
take into consideration the whole considered time interval.

Keywords: average rate of return of Open Pension Funds, chain indices, martingale.



