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Wstep

Celem monografii jest zaprezentowanie przysztym inzynierom metod i
sposobow postgpowania typowych dla wspotczesnej fizyki matematycznej. Jej
aplikacyjny charakter narzucit specyficzne ujgcie tych zagadnien. Postgpowanie
takie charakteryzuje caty materiat przedstawiony w monografii.

Rozdzial pierwszy poswigcony jest formutowaniu zagadnien poczatkowo-
brzegowych fizyki matematycznej. Przedstawiono w nim réwnania bilansowe,
rOwnania tworzace oraz sposoby formulowania zadan brzegowych takich pro-
bleméw technicznych, jak: dyfuzja masy, przewodzenie ciepta, przewodzenie
pradu elektrycznego oraz naprezenia i odksztatcenia ciat sprezystych.

W rozdziale drugim oméwiono wariacyjne problemy termomechaniki. Po
wprowadzeniu podstawowych definicji z zakresu analizy funkcjonalnej oraz
takich niezbednych poje¢, jak gradient funkcjonatu, operator potencjalny i klu-
czowego W prezentowanym ujegciu problemu twierdzenia WAINBERGA, zamiesz-
czono w nim liczne przyktady zastosowan wprowadzonego formalizmu do for-
mulowania funkcjonatow wariacyjnych w przypadku zagadnien brzegowych
teorii sprezystosci, lepkosprezystosci oraz przewodzenia ciepta.

W przypadku liniowych réwnan rézniczkowych fizyki zasadnicze znaczenie
maja rozwiazania fundamentalne. Sposoéb ich wyznaczania, uzyskiwanego w
zakresie teorii dystrybucji, zaprezentowano w ostatnim, trzecim rozdziale.
Obejmuje on zaréwno réwnania eliptyczne i paraboliczne, typowe dla zagadnien
przewodnictwa cieplnego, jak i réwnania falowe dynamicznej termosprezysto-
sci.

Monografia ta jest poprawiona i uzupetiona wersja wyktadow przedsta-
wionych na studium podyplomowym z zakresu mechaniki konstrukcji, jakie
odbyto si¢ w latach 1982-83 w Instytucie Inzynierii Ladowej w Opolu. Wydaje
sig, ze przedstawiona w niej tematyka (zawierajaca tez pewne oryginalne wyniki
naszych owczesnych badan) nie stracita nic ze swojej aktualno$ci, pozostajac
waznym elementem ogoélnego wyksztatcenia wspdlczesnego inzyniera budow-
nictwa, dlatego zdecydowaliSmy si¢ ja wyda¢ w postaci monografii. Sadzimy
tez, ze moze ona poszerzy¢ oferte dydaktycznag oraz zwigkszy¢ potencjat na-
ukowy wydzialow inzynierii uczelni politechnicznych, bedac pomocna w proce-
sie ksztalcenia studentow i doktorantow tych wydziatow.

Autorzy



1. FORMULOWANIE PROBLEMOW FIZYKI MATEMATYCZNE]

Spotykane w réznych zagadnieniach fizyki i techniki rownania rézniczko-
we dotycza z reguly zjawisk wystepujacych w okreslonych obszarach przestrze-
ni i interwatach czasu. Funkcje w nich wystgpujace sa wigc co najmniej funk-
cjami dwoch zmiennych. Wynika stad, ze w prostych przypadkach beda to row-
nania rézniczkowe czastkowe o statych wspotczynnikach. Do tej klasy rownan
naleza wigc rownania fizyki matematycznej, a w tym klasyczne rownania prze-
wodno$ci cieplnej, dyfuzji, rownania przemieszczeniowe teorii sprezystosci,
rownania falowe, czy tez rownania elektrodynamiki.

Istnieje kilka sposobow wyprowadzania tych rownan, a w szczegolnosci:

- metoda bilansow dla r6zniczkowego elementu ciata i r6zniczkowego przyrostu
czasu,

- wykorzystanie ogdlnych réwnan bilansow, twierdzenia o dywergencji oraz
réwnan fizycznych,

- wykorzystanie twierdzen wariacyjnych.

W niniejszym rozdziale podamy przykitady wywodu réwnan z wykorzysta-
niem drugiego sposobu.

Oprocz rownan rozniczkowych zagadnien fizyki, ktore opisuja ewolucje
procesu fizycznego zachodzaca w najblizszym otoczeniu dowolnego punktu
osrodka, nalezy jeszcze dokonaé lokalizacji problemu przez podanie odpowied-
nich warunkoéw brzegowych i poczatkowych. Poszukuje si¢ wigc funkcji spet-
niajacych we wnetrzu obszaru réwnania, a na jego brzegu warunki brzegowe
oraz poczatkowe.

Wprowadzenie rownan rézniczkowych fizyki matematycznej mozna wige
podzieli¢ na nastepujace etapy:

- sformutowanie bilanséw problemu, ktére opisuja jedynie wzajemne oddziaty-
wanie pol;

- podanie rownan tworzacych, w ktorych znajduja odzwierciedlenie rozne wia-
sciwosci fizyczne cial;

- uzyskanie z bilansdéw i rownan tworzacych rownan rézniczkowych problemu;

- okreslenie lokalizacji zadan, tj. warunkoéw brzegowych i poczatkowych.

W wyniku takiego postgpowania otrzymuje si¢ roOwnania zadan brzego-
wych fizyki matematyczne;.

1.1. Bilanse zagadnien fizyki

Rozwazania nasze ograniczymy do trojwymiarowej przestrzeni euklideso-
wej E;, w ktorej kazdy punkt parametryzowany jest trojka liczb (X1 , %o, X3) -
jego wspotrzednych. Kazdy z procesow bedzie si¢ odbywat w interwale [0, ),
przy czym 7 €[0,0) jest dowolna chwila procesu. Od funkcji wystepujacych w



poszczegdlnych problemach bedziemy wymagali, aby byly funkcjami ciaglymi
wraz z pochodnymi do odpowiedniego rzedu wiacznie.
Przedmiotem naszych rozwazan begdzie ograniczony obszar B ciala By,

ktory dla ustalonej chwili stanowi podobszar przestrzeni E;, Bc By < E;.

otoczenie

Rys. 1.1

Obszar B zostanie ograniczony powierzchnia A, ktéra stanowi skonczona

sumg gladkich ptatow powierzchni A= U A . Wektor jednostkowej normalnej
O]

zewngtrznej oznaczymy przez n. Ogolnie rownania bilansu sa konsekwencja
nastgpujacego stwierdzenia: zmiana okreslonej wielkosci fizycznej T w calym
obszarze B dokonuje si¢ tylko w wyniku produkcji zréodta R lub tez doptywu
Q z otoczenia obszaru B .

Zmiane wielkos$ci T = It(x,t)dV w interwale (t,t + dt) aproksymuje roz-

B

niczka

T(t+dt)-T(t) = [ pt(xt+di)adV - [ pt(xt)aV =

B' B

(1.1)
;%j pt(x t)dvt,
B

natomiast produkcje zrédta w interwale (t,t + dt) okresla funkcja

R = [ pr(xt)dvdt. (12)



W obu rownaniach p oznacza ggstos¢ w otoczeniu punktu X w obsza-

rze B.
Doptyw wielkosci bilansowanej do obszaru B przez powierzchnie A okre-
sla pole q, ktore podaje ilos¢ przeptywajacej wielkosci przez jednostke po-

wierzchni okreslonej przez wektor normalnej n w czasie (t,t +dt). Pole to
okresla wielko$¢, (rys.1.1)

Q=[q(xt)n(x)dAdt . (1.3)
A

W efekcie ogolna postac bilansu dla obszaru B jest nastgpujaca
d
—Ipthdt: jprdV—jqndA dt, (1.4)
dt 3 B A
a wobec dowolnego wyboru interwatu (t,t + dt) otrzymujemy
i_[pth:jprdV—_[qndA. (1.5)
dt 5 B A

Znak minus w ostatniej catce wynika z przeciwnych zwrotow wektora normalne;j
zewnetrzne] n i wektora przeplywu skierowanego do wnetrza obszaru B.
Ostatnia catka jest catka powierzchniowa, dla ktorej stuszne jest twierdzenie
GAUSSA o dywergencji

[andA= [divqadv . (1.6)
A B
W rozwazaniach naszych, pominiemy zmiang bilansowanej wielkosci zwiazana
Z przemieszczaniem si¢ rozpatrywanego elementu objetosci B z pewna predko-

$cia. Mozemy wigc przyjaé przemiennos$¢ operacji rdzniczkowania i catkowania
przestrzennego, czyli

L v - j%(')dv. (1.6),
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Po wykorzystaniu (1.6), (1.6); i warunku ciagtosci osrodka, rownanie bi-
lansu przyjmie postac

Jp%dv = [ prav - [divqav, (1.7)
B B B

z ktorego, wobec dowolnego wyboru obszaru B, otrzymamy lokalng postac
bilansu

ot ,
— = pr—divq. 1.8
Py=P q (1.8)
Podane w ogoélnej postaci bilanse zostana teraz skonkretyzowane dla kilku
r6znych procesow fizycznych.

Przykiad 1. Dyfuzja masy w ciele statym

Analizowa¢ bedziemy proces migracji masy w obszarze B okreslony przez
o

koncentracjg pC(X,t), gdzie p jest gestoscia ciala, C :'D—, p% - gestoscia
P

sktadnika dyfundujacego. Strumien odptywajacej przez powierzchni¢ masy
oznaczymy symbolem j, ktory jest iloScia masy przepltywajacej przez jednost-
kowy plat powierzchni w jednostce czasu. Natomiast zrédlem masy nazwiemy
ilo$¢ masy powstajacej lub pochlanianej w jednostce objetosci szkieletu i jedno-
stce czasu.

Poszukiwany bilans wielko$ci skalarnej C ma wigc postaé

ij,oc(zlvszrdV—jjndA (1.9)
dt 5 B A
lub w zapisie lokalnym
oC .
— = pr—divj, 1.10
P =P i (1.10)
gdzie nosi on nazwe rownania ewolucji dyfuzji (tzw. Il prawo FICKA).

Przykiad 2. Przewodnictwo cieplne w ciele statym

Przedmiotem rozwazan bedzie proces przeptywu ciepta w ciele statym B, ogra-
niczonym powierzchnia A. Bilans energii bedzie dotyczyt zmian energii we-
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wnetrznej pU , ktore sa wywotane dziataniem zrodta ciepta pr i doptywem
ciepta q z otoczenia obszaru B. Wielko$¢ ta jest rozumiana jako ilo$¢ ciepta
przeptywajacego przez jednostkowy ptat powierzchni o normalnej n w jednost-
ce czasu. Natomiast pr jest iloScig ciepta wytworzong w jednostce objgtosci
ciata i jednostce czasu.

Odpowiednie réwnania bilansu globalnego i lokalnego przyjma forme

%IpU dv=[prav - [qndA (1.11)
\Y \% A
lub
p%zpr —divq. (1.12)

Przykiad 3. Réwnanie ruchu w ciele statym

Omowimy zmiany pedu ,oa—ltl czastek ciala B wywolane istnieniem zro-

det pedu, ktoérymi sa sity masowe pF, oraz strumieniem pgdu. Strumieniem

pedu sa sity powierzchniowe P dzialajace na brzeg A ciala B. W odréznieniu
od poprzednich bilansow, ktére dotyczyty pol skalarnych, réwnanie bilansu pedu
odnosi si¢ do pol wektorowych, a strumien pedu P zawiera rowniez wielko$¢
tensorowa o - symetryczny tensor napr¢zen. Strumien Pz tensorem o zwia-
zany jest zaleznos$cia on=P .

Postugujac si¢ wskaznikowym zapisem wielkosci wektorowych i tenso-
rowych oraz przyjmujac konwencj¢ sumacyjna, zgodnie z ktdéra powtdrzenie
wskaznika w pewnym wyrazeniu oznacza sumowanie wzgledem tego wskaznika
w catym jego zakresie, otrzymujemy nastgpujaca posta¢ bilansu pedu

d ou.
S p%av = [pFdv + [PdA, 113
P a Jp . £ . (1.13)

czyli

o’u 0o
LaV = [| oF, +—L lav,
foltar - o2

\Y J
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gdyz
IRdA:IG”anA
A A
Stad
0o 2. 2
—”+p|:i:pa Lz" lub diVG+pF:pa—;l. (1.14)
OX; ot ot

J

Szczegblna postacia rownan ruchu sa réwnania réwnowagi, w ktorych
2

czton bezwladnosciowy pg—;l zostaje pominicty. Uzyskujemy woéwczas naste-
t

pujacy uktad trzech réwnan rézniczkowych:

o111 0122 o133+ pF =0,
0311 +Omp + 0533+ pF, =0, (1.15)

0311 + 03 + 0333 + pF3 =0,

gdzie

Podane w tej postaci rownania rownowagi i ruchu sa podstawa wszystkich roz-
wazan prowadzonych w mechanice odksztatcalnych ciat statych.

Przyktad 4. Zagadnienie elektrostatyki

Mimo ze zmiennemu polu elektrycznemu zawsze towarzyszy pole magne-
tyczne, to jednak w szczegbélnych przypadkach mozna niezaleznie analizowaé
oba zagadnienia. Z przypadkiem takim mamy do czynienia m.in. wtedy, kiedy
tadunki elektryczne znajduja si¢ w spoczynku. Scisle rzecz traktujac, pole elek-
trostatyczne istnieje tylko w sensie makroskopowym, poniewaz czastki elemen-
tarne bedace sktadnikami atoméw i drobin sa zawsze w nieustannym ruchu.
O spoczynku tadunkéw mozemy wigc mowic tylko w sensie makroskopowym.

W omawianym bilansie podstawowe znaczenie bedzie miat wektor indukcji
elektrycznej D, ktory okreslany jest jako ilos¢ tadunkow przeptywajacych przez
zorientowany jednostkowy ptat powierzchni w jednostce czasu oraz zrodto ta-



13

dunkow pe, jako ilo$¢ tadunkéw powstajacych w jednostce czasu i objgtosci
osrodka.

Roéwnania bilansu przyjma postaé bilansu globalnego

jpedV—andA=0 (1.16)
\Y A
lub w ujeciu lokalnym
divD = pe, D;;=pe. (1.17)

Przyktad 5. Przeptywowe pole elektryczne

W przypadku przeptywoéw pol elektrycznych pradow stalych mozemy row-
niez doprowadzi¢ do rozseparowania zjawisk elektromagnetycznych towarzy-
szacych przeptywom pdl elektrycznych.

Podstawowa wielko$cia wystepujaca w bilansie przeptywowych pol elek-
trycznych jest wektor gestosci pradu elektrycznego J, ktory w bilansie wyste-
puje jako wektor przeplywu. Jest on okreslany jako ilos¢ pradu, ktora w jednost-
ce czasu przeplynie przez zorientowany i jednostkowy ptat powierzchni A

Globalne réwnanie bilansu jest nastgpujace:

jJndA:O, (1.18)
A

a jego odpowiednik lokalny ma postac¢

dvI=0 lub J;; =0. (1.19)

Bilanse uzyskane w powyzszych przyktadach sa tylko zastosowaniem
ogodlnego bilansu do konkretnych zjawisk fizycznych. Z drugiej strony jednak
stanowia one podstawowe rownania okreslajace przebieg poszczegolnych proce-
sow, ktore po uzupetnieniu przez réwnania tworzace i warunki poczatkowo-
brzegowe pozwola na ostateczne sformutowanie prostych zadan brzegowych dla
réwnan fizyki matematyczne;j.

1.2. Rownania tworzace
Roéwnania te stanowia drugi bardzo wazny element réwnan fizyki. Za-

uwazmy, ze rownania bilanséw okreslaty ewolucje konkretnych proceséw fi-
zycznych niezaleznie od odmiennych wiasciwos$ci poszczegodlnych materiatow, a
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wiec odmiennej przewodnosci cieplnej, elektrycznej, czy tez dyfuzyjnej. Wpltyw
réznorodnych cech materialu w makroskopowym ujeciu zagadnien fizyki ujmuja
réwnania tworzace, przy czym w najprostszym przypadku, sa to zawsze rowna-
nia liniowe. Istotnie, liniowymi sa zwiazki migdzy strumieniami ciepta i masy a
gradientami temperatury i stgzen, zwane prawami FOURIERA i FICKA, podobnie
jak prawo HOOKE'A, ktore taczy liniowo tensory naprgzen z tensorami odksztat-
cen.

W og6lnym przypadku liniowe réwnania fizyczne migdzy parami wielkosci
wektorowych i tensorowych przyjma postac:
— dla p6l wektorowych

T =K; R, (1.20)

RN

— dla pdl tensorowych w cialach anizotropowych
Tij = Eijkl Rkl > (1.21)
oraz w cialach izotropowych
Ti =k R; =kR, (1.20),
Tjj = |_E15ij5kl +E) 005 + E35iI5ijRkIa
T; =E;5;Ry + (E; + E3)R;. (1.21),

We wzorach powyzszych stosowano konwencjg sumacyjng, a oj; jest ten-

sorem jednostkowym - ,,delta” KRONECKERA.
Podamy z kolei ostateczna posta¢ rownan, w ktérych uwzglednimy zardw-
no lokalne postacie bilansow, jak i rownania tworzace.

Przykiad 1. Dyfuzja masy w ciele statym

Roéwnanie fizyczne taczy w tym przypadku strumien masy j z gradientem

stezenia C lub ogdlniej potencjatu chemicznego x i ma ono forme
j=-DgradC, (j;=-DC)). (1.22)
Jest wigc réwnaniem tworzacym zachodzacym migdzy parg¢ pol wektoro-

wych. Znak minus wynika z samorzutnej tendencji do wyréwnywania st¢zen w
ciele, w efekcie ktorej przeptyw odbywa si¢ w kierunku przeciwnym do wektora
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gradientu stezenia. Symbolem D oznaczono tu wspotczynnik dyfuzji, ktdry jest
réwny strumieniowi masy przy jednostkowym gradiencie st¢zenia.

Roéwnanie fizyczne wraz z rOwnaniem bilansu
p%:pr —divj i j=-DgradC,

prowadza do rownania dyfuzji ( p = const., D = const. )

p%:pr—div(jz—DgradC)zpr+ DV’C,
2
vico P& _ P, 2 O (1.23)

Ve =
Do D OX; OX;

ktére z formalnego punktu widzenia jest niejednorodnym réwnaniem parabo-
licznym rzedu drugiego.

Przyktad 2. Przewodnictwo cieplne w ciele statym

Przyjmujac, ze jedynym rodzajem energii wewngtrznej w ciele jest energia
. ... oJ 0S . . .
cieplna, otrzymamy zalezno$¢ pE =Tp5 , gdzie T jest temperaturg ciata, a
S jego entropia. W dalszej kolejnosci entropia S wyraza si¢ zaleznoScia
0S oT . . . . , . . .

pa = pCE, gdzie C jest cieptem wlasciwym. Rownanie to jest pierwszym
rOwnaniem tworzacym w zagadnieniach przeplywu ciepta. Natomiast drugie
roOwnanie otrzymujemy analogicznie jak w zagadnieniach dyfuzji, przez porow-
nanie strumienia ciepta q z gradientem temperatury. Wykorzystujemy tu fakt,
ze przeplyw ciepta nastgpuje z miejsc o wyzszej temperaturze w kierunku niz-
szej. Jest wigc przeciwnie skierowany do gradientu temperatury. Rownanie to
ma postaé

q=-KgradT, (1.24)

zaleznos$ci migdzy dwoma polami wektorowymi.
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Zamiast temperatura wygodniej jest operowac jej przyrostem @ =T -T,
gdzie T jest temperatura stanu odniesienia, a T aktualng temperaturg ciata.
Komplet rownan tworzacych ma wigc postaé
ouU

00 .
pE:TO'DCE iq=—Kgrad® (qi =—K@,i),

a rownanie bilansu przyjmie forme

TOpcaﬁ—?z pr —div(- K grad @) = pr + KV?0.

W efekcie koncowym rownanie przewodnictwa jest nastepujace

T,C
_Phcoo T (1.25)

Ve
K a ‘K

W réwnaniach tych K =const. jest wspotczynnikiem przewodnosci ciepl-

. K . s . -
nej, a y =—1,C - wspdlczynnikiem wyréwnywania temperatur.
P

Przyktad 3. Rownania teorii sprezystosci

W zagadnieniach mechaniki o$rodka odksztatcalnego, do ktérych naleza
réwniez problemy mechaniki cial sprezystych, znaczna rol¢ odgrywa wydziele-
nie z pola przemieszczen U (X,t) ruchu sztywnego, nie wywolujacego naprezen
w ciele, od odksztatcen generujacych napigcia migdzy poszczegélnymi czastka-
mi ciala. Rozdziat ten otrzymuje si¢, wydzielajac z gradientu pola przemiesz-
czen U czg$¢ symetryczna, ktora jest tensor odksztalcen & oraz niesyme-

tryczng - tensor sztywnych obrotow j; .

Uij = _(ui,j _uj,i):‘fij + ;. (1.26)

LTy u

Z powyzszego rozktadu wynika, ze istnienie gradientu przemieszczen nie
pociaga jeszcze za soba wystepowania napie¢ w osrodku. Moze bowiem zacho-
dzi¢ U; ; = ;. Natomiast kiedy &;; #0 to w ciele pojawiaja si¢ naprezenia,
ktore ujmuje tensor naprgzenia oj. Oba pola tensorowe sa symetryczne, co

oznacza, ze gij :gji , Gij :Gji'
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Poszukiwane réwnania fizyczne beda wiec liniowymi réwnaniami zacho-
dzacymi migdzy para tensorow.

oi =Ejwen, 1.].kl1=123,

Dla izotropowego ciata sprezystego przyjma one postac:

Ojj ://Lgkké‘ij +2,U€ij , (127)

gdzie stale p i A zaleza od mechanicznych wilasciwosci ciala i nosza nazwe

statych LAMEGO.
Podstawiajac rownania tworzace do rownan ruchu (1.14) otrzymujemy
0 o’y
87(2/15” + A&y I )"' pF; = P

J

2ue; | +Agy,; + pF = pl;,

ij,]

. azui "
gdzie p %) = pl; .

Jezeli uwzglednimy teraz zaleznosci geometryczne, tzn. 2&; =U; j +Uj,
to uzyskamy relacje
,u(ui,jj + uj,ij )+ ﬂuk,ki + pFi = p[ji R
Ui+ (A+ gy i+ R = plis. (1.28)

Przytoczone rownania przemieszczeniowe dla liniowego ciata sprezystego
stanowig uktad trzech rownan rézniczkowych, czastkowych.

d%u, o [ ou;
+ A+ py)—| — |+ pF = ply,
“oxiox (A+u)o ox, | PR =P
d%u, o [ ou
+ A+ u)—| — |+ pF, = pl,,
IuaXJaXJ ( )8X2 GXJ P2 =Pt
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d%u, o [ ou;
+ A+ u)—| — |+ pF; = pUs,
“ oo ( #)%[axj PRy = pUs

ktore w literaturze nazywaja si¢ rOwnaniami LAMEGO.
Réwnania LAMEGO mozemy zapisa¢ w formie operatorowe;j

B 2 a2 a2 2 1
b ﬂ' b
”ax,axi ( ﬂ)axf (Jr'u)axlax2 (+'u)6x,8x3
2 2 82 2
/1 5 DN
( “’)axza1 H ox o, ( ”)axg ( ”)axzax3
82 2 62 62
A , A ) ~
i ( +”)ax3ax1 ( +ﬂ)8x362 Hox ox ( +”)axg_
S
oY PRy
6t2
o%u
=|p 6t22 —| pF, |. (1.29)
0%u;
P a2 L PR3

Podane w tej postaci rownania teorii sprezystosci stuza do wyznaczenia po-
la przemieszczen i tensora naprezen w ciatach sprezystych. Trudnosci zwiazane
z rozwigzywaniem zadan brzegowych teorii sprezystosci sa wigc znacznie wigk-
sze anizeli w trakcie wyznaczania rozktadu pola temperatur czy tez dyfuzji w
ciele statym.

Natomiast w ciele lepkosprezystym, ktore jest najprostszym materiatem z
pamigcia, rownania tworzace maja postac

t
oy =2u*ds; + A1 *de, 5, , gdzie f *dg =I f(t —r)dg(r)dr (1.30)
0 T
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a rOwnania przemieszczeniowe mozna zapisac

2
u
pxdu  +(A+p)*du, ; + pF :pat—z', (1.31)
w formie uktadu réwnan rézniczkowo-catkowych.

Przyktad 4. Pole elektrostatyczne

Wystepujace w bilansie elektrostatyki pole wektorowe indukcji elektrycz-
nej D jest zwigzane liniowa zalezno$cia z wektorem natg¢zenia pola elektrycz-
nego E

D=¢E,

gdzie ¢ jest przenikalnoscia elektryczna. Natomiast pole E jest gradientem pola
skalarnego V (E = —gradV).
W efekcie réwnanie tworzace dla zagadnien elektrostatyki ma postac

D=¢E=-¢gradV,
formalnie identyczna jak réwnania FICKA i FOURIERA analizowane w poprzed-
nich punktach.

Problem opisuja wigc rownania tworzace
D=-cgradV, (D =-¢V;), (1.32)
oraz r6wnania bilansu
divD=pe, (Dj; = pe),

z ktérych otrzymamy poszukiwane rownanie zagadnienia

_edivgradV = pe, v =-£% (1.33)
&

Przyktad 5. Przeptywowe pole elektryczne

W bilansie tego pola wystepuje jedynie strumien J wektora gestosci pradu.
Pole wektorowe J zwiazane jest z polem wektora nat¢zenia pola elektrostatycz-
nego E zwiazkiem konstytutywnym



J=yE,

ktory nosi nazwe prawa Ohma, przy czym y jest przewodno$cia wilasciwa
oérodka. Podobnie jak w poprzednim przyktadzie E = —gradV, czyli

J=—ygradV, (3 =-7V;). (1.34)

Wspolczynnik y okreslamy jako warto§¢ wektora ggstosci pradu odpowia-

dajacego jednostkowemu przyrostowi potencjatu V.
Zadanie ujmuje wigc rownanie bilansu divJ = 0 oraz réwnanie fizyczne, z
ktorych otrzymamy po przeksztatceniach poszukiwane rownanie zagadnienia

div(-y gradV)=0— -y V3V =0. (1.35)
1.3. Warunki brzegowe i poczatkowe

Oprocz wyprowadzonych w poprzednim punkcie rownan dla réoznych za-
gadnien fizyki, musimy jeszcze poda¢ warunki brzegowe i poczatkowe, okresla-
jace razem z nimi pelne zadanie poczatkowo-brzegowe fizyki.

Naturalnym warunkiem brzegowym, wynikajacym zreszta z ogélnego row-
nania bilansu, jest przyjecie, ze na brzegu okreslonym przez powierzchnie A
dany jest strumien, tzn.

q(X,t) 3o = 4(X.1) (1.36)

gdzie q jest znanym rozktadem wektora q na brzegu A.

Z przedstawionym warunkiem brzegowym w zadaniach przewodnictwa
cieplnego i dyfuzji zwiazane sa inne sformutowania zadan brzegowych
uwzgledniajace np. odmiennos¢ faz osrodka i jego otoczenia itp.

Natomiast najprostszy warunek brzegowy sformutowany jest przez wyma-
ganie, aby poszukiwane w zadaniu pole przyjmowato na brzegu A okre$lona
wartos¢, tzn.

u(x,t) ga=0(X,1). (1.37)

Podane w postaci ogodlnej warunki brzegowe zostana w dalszej czesci
skonkretyzowane w taki sposob, aby uwzgledni¢ specyficzne cechy poszcze-
g6lnych procesdow fizycznych.

Natomiast rodzaj warunkéw poczatkowych na ogot okresla juz forma row-
nan bilansu. Istotnie, klasyczna posta¢ rownan tworzacych, to w zasadzie row-
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nania algebraiczne, stad tez rzad pochodnej pola wystepujacego w bilansie okre-
$la juz warunki poczatkowe.

W efekcie warunki poczatkowe dla zagadnien przewodnictwa cieplnego i
dyfuzji zawieraja jedynie poczatkowe rozktady pdl temperatur i koncentracji w
ciele. Natomiast dynamiczne roéwnania teorii sprezystosci wymagaja juz podania
nie tylko poczatkowej wartosci wektora przemieszczen, ale takze i predkosci
przemieszczen. Odwrotna sytuacja wystepuje w polach elektrycznych omawia-
nych w opracowaniu, gdzie w bilansie nie wystgpuje czynnik zmienny, znajdu-
jacy si¢ po lewej stronie w rownaniu bilansu (1.8). Rownania te dotycza wigc
procesu stacjonarnego, niezmiennego w czasie.

1.4. Problem brzegowy dla dyfuzji masy

Zadanie poczatkowo-brzegowe dla dyfuzji masy opisuje we wngtrzu obsza-
ru B iw interwale czasu [0, ) réwnanie

v%@;):%%—gr(m). (1.38)

Zaktada¢ bedziemy, ze rownanie pola jest spetnione w obszarze B x [0,oo) ,

gdzie B jest regularnym obszarem trojwymiarowej przestrzeni euklidesowe;,
[0, oo) jest przedzialem czasowym.
Do powyzszego rownania dotaczone sa warunki poczatkowe

C(,0)=C, na B, (1.39)

oraz warunki brzegowe :
— dla koncentracji dyfundujacej masy

C=C na A x[0,0), (1.40)
— dla strumienia masy
j:j na Azx[O,oo), (1.41)
— dla wymiany masy z otoczeniem
jm=a,(C,-C,) na A x[0,00), (1.42)

gdzie ap jest wspolczynnikiem przejmowania masy, C, 1 C, koncentracja
masy na brzegu A i w jego zewngtrznym otoczeniu.
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Ptaty powierzchni spelniajg ograniczenia
AVAUVA=A AnAh=~AnNA=9¢.
Bedziemy przy tym wymagali, aby w klasycznym ujeciu zadania zachodzito
C eC?' na Bx[0,x).
Roéwnanie dyfuzji nalezy do rownan rzedu drugiego typu parabolicznego.
1.5. Problem brzegowy dla przewodnictwa cieplnego

Zadanie to opisuje w obszarze B x [O,oo), analogiczne rownanie

vie-L2%_r. (1.43)
y ot K
do ktorego dotaczymy warunek poczatkowy
0(,0)=0, na B, (1.44)
oraz warunki brzegowe dla:
— temperatury
©=0 na Ax[O,w), (1.45)
— strumienia ciepta
q=4q na A x|[0,0), (1.46)
— wymiany ciepta z otoczeniem
q-n:aT(TA—TO) naA3><[0,oo), (1.47)

gdzie o jest wspolczynnikiem wymiany ciepla z otoczeniem, T, temperatura
na brzegu, a T, jego zewngtrznego otoczenia.
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Zachodza réwniez zaleznosci
AVAUA=AIANA=ANA=/,
natomiast przyrost temperatury @ jest funkcja klasy C?! na Bx [0,00).

1.6. Problem brzegowy teorii sprezystosci

Zadanie to opisuje w obszarze B x [O,oo) uktad rownan rézniczkowych

82Ui
,Llui’jj +(/1+/U)Uj,ji :'Dat_z_p':i (148)

do ktorego nalezy dotaczy¢ warunki poczatkowe
ou; N _
Ui (,0) =ty i a—t'(',O)z U, naB, (1.49)

oraz przemieszczeniowe
u (x,t)=10,(xt) na A x[0,00) (1.50)

i naprezeniowe
o;n, =Plulu, +u;; )+ Au,, 8, |= P na A x[0,00) (1.51)

warunki brzegowe.

Bedziemy zakladali, ze przytoczone rownania spelnione beda w obszarze
Bx[0,00), a na brzegach spetnione beda odpowiednie warunki brzegowe. Po-
nadto przyjmujemy, ze pole przemieszczen U; bedzie funkcja klasy C?*? na
B x [O, oo), a czgsci brzegu spetniaja ograniczenia

ANA=¢iAUA =A.

Warto tu zwréci¢ uwagg, ze w przypadku ciala lepkosprezystego w analo-
gicznym problemie bedziemy wymagali, aby u; € C%? na Bx [O,oo) przy iden-
tycznych sformulowaniach warunkow brzegowych i ograniczeniach narzuca-
nych na platy brzegu A, o =1,2.
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1.7. Zadanie brzegowe elektrostatyki
Zagadnienie opisane jest przez réwnanie
V3V =0, (1.52)

ktore powinno by¢ spelnione w obszarze B, za$ na brzegu A moga by¢ posta-
wione warunki brzegowe dla:
— potencjatu

V=V naA, (1.53)

— strumienia indukcji elektryczne;j

D=Dna A,. (1.54)

Potencjal musi by¢ funkcja klasy C? w B, natomiast obszary A i A
spelnia¢ powinny ograniczenia

AUA=AiANA=¢.

Zauwazmy przy tym, ze warunek brzegowy dla strumienia moze przyjac
postaé nastgpujaca

—cgradV =D na A,.
1.8. Zadanie brzegowe dla przeplywowego pola elektrycznego

Problem we wnetrzu obszaru B opisuje rownanie

VAV =0, (1.55)
natomiast na brzegu A okre$lone sa warunki dla:
— potencjatu V
V=V A, (1.56)
— wektora gestosci pradu
J=J na A. (1.57)

Ponadto potencjat V e C?(B) za$ AUA=AIANA =¢.
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Sformutowane w tym rozdziale zadania poczatkowo-brzegowe dla r6znych
procesow fizycznych prowadza wigc w przypadkach najprostszych do liniowych
rownan rozniczkowych czastkowych drugiego rzedu. Fakt ten sankcjonuje tak
znaczne zainteresowanie tymi réwnaniami. Stwierdzamy przy tym podobien-
stwo formalne réwnan opisujacych rozne procesy fizyczne. Przyktadem moga tu
stuzy¢ stacjonarne przeptywy ciepla, masy czy tez pradu elektrycznego oraz
statyczne zagadnienie teorii sprezystosci. We wszystkich tych przypadkach ma-
my do czynienia z tym samym typem rownania rézniczkowego eliptycznego.
Natomiast niestacjonarne przeplywy ciepla i masy opisuja juz réwnania typu
parabolicznego. Wreszcie dynamiczne zagadnienia teorii sprezystosci, a takze
tzw. falowe rownania przewodnictwa cieplnego i dyfuzji masy sa przykladami
rownan hiperbolicznych. Wprowadzajac w tak uproszczony sposob klasyfikacje
rownan rzedu drugiego zatozyliSmy milczaco, ze wystgpujace w tych rowna-
niach wspoélczynniki przyjmuja dodatnie wartoéci, niezmienne w obszarze
B x [0, ®).

Oprocz omawianych réwnan, w fizyce matematycznej opisuje si¢ bardziej
ztozone zjawiska, w ktérych jednoczesnie oddziatywuje na siebie kilka rodzajow
pol. Przyktadem mogg tu stuzy¢ procesy dyfuzosprezystosci lub termosprezysto-
$ci, a nawet termodyfuzji sprezystej i lepkosprezystej. We wszystkich tych przy-
padkach sposob postepowania jest analogiczny, z tym, ze pojawiaja si¢ bardziej
ztozone bilanse i rdwnania tworzace. Rownania te musza spetnia¢ okre§lone
zasady fizyki, a gldwnie termodynamiki, z ktorej wynikaja ograniczenia nakta-
dane na rownania tworzace 1 bilanse.

Okazuje sig, ze w najprostszych, a wigc liniowych przypadkach rownan
tworzacych, uzyskujemy réwniez rownania rézniczkowe czastkowe rzedu dru-

giego.
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2. WARIACYINE FORMULOWANIE PROBLEMOW MECHANIKI

Rozwdj wspotczesnej mechaniki, charakteryzujacy si¢ rozlegloscia pod-
staw fizycznych i koniecznoscia uzyskiwania rozwigzan przyblizonych, dopro-
wadzit do duzego zainteresowanie metodami wariacyjnymi. Obok tradycyjnych
i klasycznych zasad wariacyjnych pojawito si¢ wiele nowych rezultatow
z zakresu wariacyjnego ujgcia problemow mechaniki osrodka ciaglego. Istnieja
trzy zasadnicze powody zainteresowania metodami wariacyjnymi:

- fizyczny (charakter poznawczy),
- analityczny (badanie struktury formalnej probleméw mechaniki),
- numeryczny (wiele zalet praktycznych tych metod).

Zagadnienia wariacyjne mozna podzieli¢ na nastgpujace grupy:
- zuwagi na wymiar problemu (mechanika kontinuum, mechanika konstrukciji),
- z uwagi na czas (stacjonarne, niestacjonarne),
- z uwagi na rodzaj rOwnan (z operatorem potencjalnym, z operatorem niepo-

tencjalnym),

- zuwagi na algebraiczne wtasciwosci operatora (liniowe, nieliniowe).

Metody wariacyjne obejmuja wigc szeroki zakres zagadnien mechaniki,
w przedstawionym opracowaniu uwzgledniono jedynie bardzo skromna ich
cze$¢. Celem opracowania jest zapoznanie czytelnika z podstawami rachunku
wariacyjnego w przestrzeni HILBERTA oraz elementami teorii operatorow poten-
cjalnych z ukierunkowaniem na zastosowania w mechanice. Przez wykorzysta-
nie elementdw analizy funkcjonalnej mozliwe byto jednolite i zwarte ujecie
przedstawionego materiatu. Opierajac si¢ na twierdzeniu WAINBERGA pokazu-
jemy sposob wariacyjnego formutowania wybranych probleméw brzegowych
mechaniki. Rozdziatl zawiera liczne przyktady, bedace ilustracja przedstawionej
teorii.

2.1. Aksjomaty przestrzeni HILBERTA

Zalozmy, ze mamy dany zbidr elementéw a,b,C,... dowolnej natury (rys.

2.1), ktory to zbidr oznacza¢ bedziemy przez R. To, ze element a nalezy do
zbioru R, oznacza¢ bedziemy symbolem aeR.
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Rys. 2.1

Zatoézmy dalej, Zze na elementach zbioru R mozna wykona¢ dwa dziatania.

Pierwsze dzialanie, zwane dodawaniem, przyporzadkowuje parze elementéw
a,b eR element oznaczany symbolem a+b eR zwany sumq elementéw a

i b. Drugie dzialanie, zwane mnozeniem elementu a przez liczbe o (a € R,
gdzie R jest zbiorem liczb rzeczywistych) przyporzadkowuje parze &, & nowy

element zbioru R, ktory oznaczamy przez ca.

Zbior R, z tak okreslonymi dziataniami, nazywamy przestrzeniq liniowq

(wektorowq), jezeli dla wszystkich elementéw zbioru R (zwanych punktami lub
wektorami) 1 wszystkich liczb « spetnione sa nastgpujace warunki:

L.

Ealb

© N W

a+b=Db+a (prawo przemiennosci dodawania);
(a+b)+c=a+(b+c) (prawo lacznosci dodawania);

istnieje element O zwany zerem, taki ze a+0=a;
istnieje element —a zwany elementem przeciwnym do a taki, ze

a+(-a)=0;

a(pa)=(af)a (prawo tacznosci mnozenia);
dla liczby 1 i dla kazdego & mamy la=a;
(a + Bla=aa+ fa;

a(a+b)=ca+ab.

Elementy a,,...,a, €R nazywamy liniowo niezaleznymi, jezeli z rownosci
aa +...+aa, =0

wynika, ze
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Bazq przestrzeni liniowej R nazywamy kazdy zbidr elementow z tej prze-
strzeni spetniajacej nastgpujace warunki:
- jest liniowo niezalezny,
- zbioér wszystkich kombinacji liniowych tych elementoéw daje calg przestrzen.
Przestrzen, w ktorej baza jest skonczona nazywamy przestrzeniq skonczenie
wymiarowq. Istnieja rowniez przestrzenie z bazq nieskonczong (np. zbioér funkcji
ciagtych y(t) okreslonych w przedziale ¢ € [0,1] ).
Normq w przestrzeni liniowej nazywamy przyporzadkowanie elementowi

a przestrzeni R liczby rzeczywistej Hﬂ

I ld=0sa=0.

2 ed| =lella

3. larbsfal+ib

, spetniajace warunki

, ad€ER,

Przestrzen liniowa, w ktorej wprowadzono norme nazywamy przestrzeniq
unormowanq. W przestrzeni liniowej unormowanej mozna wprowadzi¢ pojecie

zbieznosci. Ciag elementow {an} przestrzeni nazywamy zbieznym do granicy

a‘, jezeli limHan —aZH—>O. Natomiast ciag {an} nazywamy ciggiem

n—>0

CAUCHY’EGO, jezeli lim —0.

m,n—>o0
Przestrzen, w ktorej kazdy ciag CAUCHY EGO jest zbiezny do granicy leza-
cej w tej przestrzeni nazywamy przestrzeniq zupetnq. Przestrzeniq BANACHA
nazywamy przestrzen unormowang i zupetna (STEFAN BANACH — wybitny pol-
ski matematyk). Przestrzenie BANACHA odgrywaja zasadnicza rolg w matematy-
ce, gdzie jedno z podstawowych zagadnien polega na poszukiwaniu okreslonego

am - an

elementu a,, np. elementu spetniajacego pewne rownanie lub realizujacego

ekstremum funkcjonatu, w przestrzeni R. Poszukiwanie takie moze by¢ skutecz-
ne jedynie wtedy, gdy dziatania algebraiczne nie ,,wyprowadzaja” elementu z
przestrzeni R.

Szczegdlng role wsrod przestrzeni odgrywaja przestrzenie, w ktorych okre-
slony jest iloczyn skalarny. Niech R bedzie taka przestrzenia. Jezeli kazdej parze

elementow 8,b € R przyporzadkowana zostanie liczba rzeczywista <a, b> spet-
niajaca nastgpujace warunki:

° (ab)=b.a.

2° (a+b,c)=(ac)+(b,c),

3° <0{a, b> = a<b,a> dla dowolnej liczby a € R,
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4° <a, a> >0, przy czym <a, a> =0 jedynie wtedy, gdy a=0,
to liczbe <a, b> nazywamy iloczynem skalarnym elementow a i b, za$ liczbe

Ha“ = <a, a>% — normq elementu a

Przestrzen liniowa z iloczynem skalarnym, zupelna nazywamy przestrzeniq
HILBERTA.

Przykiad 2.1.

Zbidér wektorow w przestrzeni fizycznej (rys. 2.2)

a

Rys. 2.2

a=aql, +a,l,+al;=al,,

gdzie a; sa skladowymi wektora &, natomiast i, sa wektorami bazy, z iloczy-
nem skalarnym i norma w postaci

(a,b)=ab, +a,b, + a;b, =ap,

[
1

a=(aa)” =@ +a +a?)? =(aa,)"?,

tworzy przestrzen euklidesowa trojwymiarowa FE ’, bedaca przestrzenia
HILBERTA.
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Przykiad 2.2.

Zbior elementdw postaci nieskonczonych ciagdw liczbowych

a={a,a,,a,,...},

Z norma
i iloczynem skalarnym

tworzy przestrzen HILBERTA [° .
Przykiad 2.3.
Zbior funkcji ciagtych na odcinku [a,b] z iloczynem skalarnym
b
(/.8)=[ f(x)g(x)dx

a

1 norma
=[lr G ax.

tworzy przestrzen C [a,b]. Przestrzen ta nie jest zupetna, zatem nie jest prze-
strzenia HILBERTA (rysunek 2.3).
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Przykiad 2.4.

Zbidr funkcji okreslonych na odcinku [a,b] i spetlniajacych warunek

 /(x) $/(x)
: b
Rys. 2.3
ﬂf(x}zdx < o0

a

z iloczynem skalarnym i norma jak w przestrzeni C [a,b], tworzy przestrzen

HILBERTA [*[a,b].
Przykiad 2.5.

Jezeli w przestrzeni C [a,b] (rys. 2.4)

vy =

Rys. 2.4



wprowadzi¢ norme H f H = max ‘ f (x}
zela.b]

to przestrzen ta jest przestrzenig zupeina (lecz nie jest przestrzenia HILBERTA).

2.2. Operator. Funkcjonat. Rozniczka GATEAUX operatora

Niech dane beda dwa zbiory 4 i B o elementach ac 4 i beB
(rys. 2.5).

Rys. 2.5

Jezeli kazdemu elementowi a€ 4 zostanie jednoznacznie przyporzadko-
wany pewien element b e B, to moéwimy, ze na zbiorze 4 zostala okreS$lona
funkcja F:A— B, przyjmujaca wartosci b=F (a) w zbiorze B (albo ze
zostato okre$lone odwzorowanie zbioru A w zbior B). Zbiér A nazywamy
dziedzing funkcji F,a zbior F(A) zbiorem wartosci funkcji F. W dalszym

ciagu wyrazy: funkcja, operacja (operator), odwzorowanie traktowane beda jako
synonimy.

Jezeli zbiér B jest zbiorem liczb rzeczywistych (B ER), to operator
F : A — R nazywac¢ bedziemy funkcjonatem (rys. 2.6).

A R

Rys. 2.6
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Zbidr wartosci funkcjonatu oznacza¢ bedziemy symbolem F' [A] .
Jezeli funkcja I odwzorowuje tylko czes¢ D zbioru A w zbior B (rys. 2.7)

DpcA

Rys. 2.7
to dziedzing funkcji F oznaczamy symbolem D, (D, < A).
Przyklad 2.6.
Jezeli
A=B={f(x)eCla,b}

ijezeli okreslimy zaleznosc¢

Azj:A B, (4: f(x)> 1)),

X

to na zbiorze A okreslilismy operacje rozniczkowania o warto$ciach w zbiorze B .
Przykiad 2.7.

Potencjalna energia deformacji belki wolnopodpartej (rys. 2.8)
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gdzie

jest funkcjonatem /' : D, — R, przy czym
D, ={u(x)e *[01]: u(0)=u(1)=0}

jest zbiorem funkcji majacych pierwsza i druga pochodna, przyjmujacych na
koncach przedzialu warto$ci zerowe.

cee.

Rys. 2.8
Przykiad 2.8.

Praca wykonana przez sit¢ P na przemieszczeniu U, ktora w przypadku
belki utwierdzonej (rys. 2.9) dana jest relacja

L=P-u =‘PHu‘cosa(P-u),

jest takze funkcjonatem.
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Przykiad 2.9.

Funkcjonatem jest takze osiowy moment bezwtadnosci

J,=[yd4
A
oraz moment statyczny
S, = [ yda
A
przekroju ptaskiego (rys. 2.10).
A y
dA
%
A
X
0 P>
Rys. 2.10

Dzial matematyki zajmujacy si¢ metodami poszukiwania ekstremalnych
warto$ci funkcjonalow nazywa si¢ rachunkiem wariacyjnym. Ma on zasadnicze
znaczenie w wielu zagadnieniach wspoélczesnej mechaniki, i to zaréwno
w formutowaniu praw rzadzacych zjawiskami fizycznymi, jak i w uzyskiwaniu
rozwiazan przyblizonych dla wielu problemoéw inzynierskich.

Niech H bedzie przestrzenia HILBERTA, natomiast P operatorem nieli-
niowym P:D, c H — H' (gdzie H' jest inna przestrzeniag HILBERTA). Ope-

rator OP okre$lony zalezno$cia

éP(u,h):jaP(mahja_o, uheD, acR, 2.1)
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nazywamy rdézniczkq GATEAUX operatora P w punkcie U przy przyrocie h.
Jezeli r6zniczke GATEAUX mozna przedstawi¢ w postaci

SP(u,h)=P'(uh, P:D, - H', (2.2)

to operator P' nazywamy pochodnqg GATEAUX operatora P. W przypadku ope-
ratora P(U)= AU +f mamy

SP(u,h)= 4h, (2.3)

gdzie A jest operatorem liniowym (A(au + ﬂ\/) = 0{A(U)+ ,BA(V)) Jezeli ope-
rator P jest funkcjonatem (P :D, —> R), to rdézniczke GATEAUX nazywamy
pierwszq wariacjq funkcjonahu.

Przykiad 2.10.

Rozniczka GATEAUX operatora P(u) =u’, wynosi

éP(u,h)z%P(u+ah)|a=0 :i(u+ah)2|a=0 ~ 2uh

Zatem pochodna GATEAUX tego operatora jest rtowna P'= 2u.
Przykiad 2.11.
W przypadku operatora P(u) = (u')2 , rozniczka GATEAUX wynosi
OP(u,h)=2u'h'.

Jak wida¢, r6zniczka GATEAUX nie jest w tym przypadku liniowa wzgledem
przyrostu /i, zatem nie istnieje pochodna GATEAUX.
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Przykiad 2.12.

W przypadku potencjatu
o 1
F[u] = J(— —u" +ujdx ,
o\ 2

gdzie
D, ={uec?[0.1]: u(0)=u(1)=0},
pierwsza wariacja dana jest relacja

SF [u, h]_d[_;(u +ah)*+(u +ah)}dxa=0 :j(—u'h'+h)dx,

0

skad po scatkowaniu przez czgsci

1
‘[ "
0
i wykorzystaniu wlasciwosci, ze h € D,., otrzymamy

SF [u, k] = [ (u"+1)hdlx .

o t—

2.3. Gradient funkcjonatu. Operator potencjalny
Jezeli pierwsza wariacje funkcjonatu F' mozna przedstawi¢ w postaci

é'F[u,h]:<gradF[u],h>, uheD,, (2.4)

gdzie symbol <,> oznacza iloczyn skalarny w H,to operator grad F' nazy-

wamy gradientem funkcjonatu.
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Operator P: D, € H' nazywamy operatorem potencjalnym, jezeli istnieje
taki funkcjonat F': D, —> R, ze

P(u)= grad F|u] (2.5)

w przypadku dowolnego elementu U € D, . Funkcjonat ten nazywamy potencja-
tem operatora P .

Aby operator P byl potencjalny, musi by¢ symetryczny w nastgpujacym
sensie

(6P(u,h).9) = (6P(u,g).h), uh,geD,cy, (2.6)

przy czym jest to warunek konieczny i dostateczny.
W przypadku operatora liniowego P(u) = Au+f , warunek ten przyjmie
postac

(4h,g)=(4g,h). 2.7)

Zaleznos¢ (2.7) posiada znang w mechanice osrodka ciaglego interpretacie,
gdzie odpowiadaja jej twierdzenia o wzajemnos$ci. Najprostsze z tych twierdzen
mozna sformutowaé nastegpujaco:

Niech na belke wolnopodparta dzialaja dwa ukfady sit P i Q wywotuja-

cych przemieszczenia h i g (rys. 2.11)

a mianowicie

(P=4h,h) w uktadzie pierwszym,
(Q = Ag,g) w uktadzie drugim.
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Woéwczas prawdziwa jest zalezno$¢
(P.g)=(Q.h),

ktora nosi nazwe twierdzenia o wzajemnosci, przy czym < , > jest iloczynem
skalarnym sit i przemieszczen.

Analogiczng interpretacje rownosci (2.7) mozemy uzyskaé przy analizie
zagadnien wymiany ciepla, a takze dyfuzji masy. We wszystkich tych przypad-
kach relacja (2.7) jest przejawem symetrii wystepujacej w zagadnieniach mecha-
niki o$rodka ciaglego, przeptywow ciepta i dyfuzji masy.

Pojecie gradientu funkcjonalu ma zasadnicze znaczenie w poszukiwaniu
wartos$ci stacjonarnej funkcjonatu, gdyz funkcjonatl osiaga ekstremum w punkcie

u,, w ktorym grad F [u0]= 0. Punkt U, nazywamy punktem krytycznym.

Widoczne jest, ze w przypadku operatorow potencjalnych poszukiwanie rozwia-
zania rbwnania operatorowego P(u) =0 mozna zastapi¢ poszukiwaniem punktu
krytycznego odpowiedniego funkcjonatu.

Przykiad 2.13.

Jezeli w przyktadzie 2.12 okresli¢ iloczyn skalarny w postaci

= [N,

to gradient funkcjonatu dany jest zaleznos$cia

grad Flu]=1+u".
Przykiad 2.14.

W przypadku nastepujacego operatora
P(u) =1+u",

gdzie
D,=luec?01]: u(0)=u(l)=0},

funkcjonat z przyktadu 2.12 jest potencjatem. Zatem operator ten jest potencjal-
ny.
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Przykiad 2.15.

Punktem krytycznym funkcjonatlu z przyktadu 2.12 jest funkcja

uo(x)= ;x(l —x),

w przypadku ktorej

grad F[uo] =1+u,'=0.
Funkcja u,, (x) jest jednoczes$nie rozwiazaniem réwnania operatorowego

P(u)=1+u"=0.

2.4. Twierdzenie WAINBERGA

W teorii operatoro6w potencjalnych zasadnicze znaczenie ma nastgpujace
twierdzenie, zwane twierdzeniem WAINBERGA.

Jezeli P jest operatorem potencjalnym w pewnym otoczeniu punktu U”, to
istnieje funkcjonal F (z doktadnoécia do addytywnej statej Fj), gradientem

ktorego jest operator P. Funkcjonat ten dany jest relacja

Flu]= j<P[u +afu-u)]u ~U)da+Fy; UU eD,, aeRr.

0

Czgsto przyjmuje sig, ze U" =0 i F, =0. Wtedy powyzszy funkcjonal przyj-

muje postacé
1
Flu]= I<P(au), u)da .
0

W przypadku liniowych operatorow potencjalnych P(u) = Au+f, funk-
cjonal ten dany jest relacja
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F[u]:;<Au,u>+<f,u>.

Podsumowanie najwazniejszych definicji z zakresu teorii operatoréw po-
tencjalnych zawiera ponizsza tabela

Réwnanie Rdzniczka GATEAUX War(l:.ljgclankozgiten- Funkcjonat
Flu|=
Liniowe <Ah,g> =
Plu)=au+f | MUR=dn - awu iy
d =
7P(U+ah]a=0 = <6P(u,h),g>= F[U]
Nieliniowe P(u) @ L
= 5P(u,h) =(sP(u,g)h) | = [(Plau)u)da
0

Chcac zatem zbudowac funkcjonat wariacyjny w przypadku zadania brze-
gowego, nalezy postapi¢ w nastepujacy sposob:
- okresli¢ posta¢ operatora i iloczynu skalarnego,
- sprawdzié, czy operator jest potencjalny,
- opierajac si¢ na twierdzeniu WAINBERGA, zbudowac¢ funkcjonat bedacy poten-

cjatem danego operatora potencjalnego.

Jezeli operator nie jest potencjalny, to nie istnieje funkcjonal bedacy sfor-

mutowaniem wariacyjnym danego problemu brzegowego.

Przykiad 2.16.
W przypadku zadania brzegowego
2uu'+u” = f, u(0)=u(l)=0,
okre$lamy operator nieliniowy
P(u)z f—2uu"-u",
gdzie

D, ={ueC?[0.1]: u(0)=u(l)=0},
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oraz definiujemy iloczyn skalarny
1
<u,v> = Iuvdx.
0

Nastepnie obliczamy rézniczke GATEAUX operatora P
SP(u,h) = di[f ~2(u +ah)u+ah)'~(u+ah)*],., =
a

= 2u" h+uh"+u'h')
Dalej obliczamy warto$¢ wyrazenia

(6P(u,h), g) - (oP(u, ). h) =

2_[ +ug"h—u'h'g+u'g'h)dx=0,

0

gdzie skorzystano z zaleznosci

I ugh"+ug"h dx ( ugh'+ug h J- u'gh'+u'g )dx =

0 0

=jugh+u x

7 powyzszego wynika, ze operator P jest potencjalny, czyli istnieje funk-
cjonat F, gradientem ktorego jest P.Funkcjonal ten dany jest nastepujaca rela-
cja
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.1[<f - 2(0‘”)(05””)— (au')z,u>da =

)= e
j<f o’ 2uu"+u ), >da =
j[fu -— 2u2u”+uu )}dx = j-(uu'2+fu)dx.

W powyzszych przeksztalceniach wykorzystano wzor na catkowanie przez czgsci

1

Iz"dx uu'

0

2j uu' dx = —Z.I[Ltu'2 dx .
0 0

Jak fatwo sprawdzi¢, w punkcie krytycznym u, (x) funkcjonatu F° zachodzi
gradF[uo] = P(”o) = f = 2uguy"~u," = 0.

Przykiad 2.17.

Problem wyznaczania stacjonarnego rozktadu temperatury w ptycie o gru-
bosci 1 opisany jest nieliniowym réwnaniem rézniczkowym

[Ar)rt=0. 1(0)=70)=0.
gdzie: T (x) jest temperatura, Q(x) — zrodtem ciepla, za§ A oznacza wspoOl-
czynnik przewodnosci cieplnej. Przyjmijmy, ze wspotczynnik ten jest liniowa
funkcja temperatury

MT)= 4,1+ &T),

gdzie ¢ jest parametrem. Okreslajac operator problemu

P(T)= j[ﬂo (1+ gT)‘:ﬂ -0,

X X
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oraz iloczyn skalarny
1
(T,R)=[TR dx,
0

Sprawdzimy, czy operator P jest potencjalny. Obliczamy w tym celu r6zniczke
GATEAUX tego operatora

SP(T,R)= d“;{[ﬂ0 (1+ T + eaR)T + aR)1-0} ,_, =

= 2 [eRT'+(1+ T )R] = A,[¢ R T'+RT") + (1 + £T)R"]
oraz warto$¢ wyrazenia
(6P(T,R).S)—(6P(T,S),R) =

1
= 2o [[26(R'ST'=RS'T)+(1+ eT\R"'S — " R)Jdx =
0
1

= J& [ (R'T'S = RT'S")dx # 0.

0
Z powyzszego wynika, ze operator P nie jest operatorem potencjalnym.
Przykiad 2.18.

Jezeli wspotczynnik przewodnosci cieplnej A jest funkcja miejsca, to ope-
rator problemu sformutowanego w przyktadzie 2.17 ma posta¢ operatora linio-
wego

P(T)= AT + f,

gdzie
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za$ rozniczka GATEAUX okreslona jest zaleznodcia
SP(T,R)= AR=[AR'], ReD,.
Obliczamy warto$é wyrazenia
(AR,S)—(AS,R)=(A'R'+AR",S)—(A'S'+AS",R) =

1
= [(A'R'S + AR"S = A'S'R— AS" R)dx = 0,
0
gdzie wykorzystano zalezno$é¢

1
J.(/%R”S ~A8"R)dx = A(R'S —Rs'jg —|[(A'R'S — A'S'R)dx =
0

[ S——

1
=—[2'(R'S - S'R)dx.

0

Z powyzszego wynika, ze w rozwazanym przypadku operator A jest po-
tencjalny, za$ odpowiedni funkcjonat dany jest relacja
1 1 T
F[T]=5<AT,T>+<f,T> :E<[/1T],T>+<— 0.T)=
1

1 1 e all " 1 12
= ! [2(/1 T'T+ AT T)—QT}dx:— | (2/1T +QTjdx.

0

Skorzystano tu z wzoru na catkowanie przez czesci

jﬂT "y = ATT'|} - j(ﬂ‘T’T + AT ) = —j(/i'T'T + AT Jdx |
0 0

0
Przykiad 2.19.

Zagadnienie zginania belki na podtozu sprezystym (rys. 2.12) opisane jest
roéwnaniem
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£ (o) k(e = g(x).

z warunkami brzegowymi

k(xu(x)

Rys. 2.12

W réwnaniu powyzszym E jest modutlem YOUNGA, J — momentem bez-
wiladnoséci przekroju, u —ugigciem belki, k& — wspdtczynnikiem podatnosci
podtoza, g — intensywnoscia obciazenia.

Zdefiniujmy wielkos$ci

Au =[EJu"'+vhu; [ =—q,
D, =uec'o1]: u(0)=u(0)=u(l)=u(1)=0),

1
<u,v> :Iuvdx
0

oraz obliczmy zaleznos¢

<Au,v> - <Av,u> = <[EJu”]' '+ku,v> — <[EJu"]' '+kv,u> =
EJ.[(Ju")”v — (") "udx.

0
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Poniewaz

o t—_—

1 1
(Ju")'vdx = “(Ju”)'v]'dx - I(Ju”)'v'dx =
0

I Ju")v'dx = —j(Ju”)'v'dx =

0 0

Julll

—j. [(Ju")v']' dx + _[Ju"v'dx =

0

-y

1
= _[Ju"v"dx,
0

zatem <Au,v>—<Av,u> =0, czyli operator A jest potencjalny i korzystajac

z twierdzenia WAINBERGA mozemy zbudowa¢ funkcjonal wariacyjny zadania
zginania belki na podiozu sprezystym. Odpowiedni funkcjonat dany jest w tym
przypadku formuta

1
F[T] = ;<[EJu”]”+ku,u> + <— q,u> = J‘:;(EJM”)"M —ku® — qu}dx =
0
1
= I[;(EJM”Z +ku2)— qu}dx.
0

Zatem zamiast szukaé rozwiazania wyjsciowego réwnania rézniczkowego mo-
zemy poszukiwac¢ punktu krytycznego powyzszego funkcjonatu.

2.5. Rownania teorii sprezystosci i lepkosprezystosci

Niech B oznacza odwzorowanie jednorodnego, anizotropowego ciata spre-
zystego B na obszar trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej E°; OB niech
bedzie brzegiem tego obszaru (l? =BUOB ), natomiast 72, wspotrzedna wekto-

ra normalnego do brzegu.
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Na skutek dziatania sit masowych pF;, obciazenia powierzchniowego p;

oraz zadanych na brzegu przemieszczef u; cialo B doznaje deformacji opisa-

nych przemieszczeniem u, , odksztalceniem & i naprezeniem o, . Pola powyz-

sze sa funkcjami miejsca x € B i przy zatozeniu odpowiedniej regularnosci tych
pol, mozna quasi-statyczny proces deformacji ciata opisa¢ nastgpujacymi row-

naniami tensorowymi:
— rownaniami rownowagi (statyki)

O'y’j+pFl.:0, xeB,

— zwiazkami geometrycznymi

_u(i,_/'):O’ XEB,

&~ ; (”_,-,,- T ) =&y
— zalezno$ciami fizycznymi

o,~E&,=0, xe€B,
lub

& —Juou=0, xeB
oraz warunkami brzegowymi:
— w naprezeniach (statycznymi)

o;n,—p; =p;,—p; =0, xedB,,

— w przemieszczeniach (kinematycznymi)

u—u =0, xe0B,,

2.8)

2.9)

(2.10)

2.11)

(2.12)

(2.13)

gdzie 0B_, OB, sa odpowiednio czg$ciami brzegu ciata na ktorych zadano sily i

przemieszczenia, przy czym zachodzi 0B, 0B, =0B, 0B, "OB, = (U —
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suma zbioréw, M —iloczyn zbioréw, & — zbior pusty). W powyzszych zalez-
nosciach uzyto typowych oznaczen rachunku tensorowego we wspdirzednych
kartezjanskich.

W przypadku, gdy stan ciata w chwili aktualnej zalezy od calej przesztosci
ciata (tak jest np. w betonie czy tez w polimerach), zwiazki fizyczne dane sa
zalezno$ciami

o, —E,, *de, =0, (2.14)

y

g, —Ju*do, =0, (2.15)

)

gdzie symbolem * oznaczono splot (catke) STIELTIESA
t
frdg=[fe-7)dg(z), (2.16)
0

o0 nastgpujacych wiasciwosciach:

Sfxdg=g*df,

[ *(dg=dh)=(f*dg)*dh= [ *dg *dh,
[d(g+h)=f*dg+ [ *dh,
f*dg=0, gdy f=0 lubg=0.

2.17)

Cialo, w przypadku ktorego stuszne sa zwiazki (2.14) i (2.15), nosi nazwe
ciala liniowo lepkosprezystego. Pozostale zalezno$ci (statyczne, geometryczne
oraz warunki brzegowe) sa tu takie same jak dla ciata sprezystego.

W dalszych rozwazaniach zwiazki (2.8-2.10, 2.12, 2.13) przedstawiono w
postaci rownania macierzowego

[Aful+{f}={0}, xeB, (2.18)
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gdzie elementy macierzy kolumnowych

u xeB u xeB
, xeB &; xeB
{u}: ot xeB {f}= o xeB (2.19)
p. | xe0B, u x € 0B,
| u, | xe0B, -p;| xe€0B,

sa odpowiednio funkcjami poszukiwanymi i danymi, natomiast elementy macie-
rzy kwadratowe;j

0 0 —(.); 0 0]
0 Eg646,.) -1 0 0
1
[A]= 5[(...), ; +(5,.j...)’i] -1 0 0 0 (2.20)
0 0 0 -1
I 0 0 0 1 0]

s operatorami liniowymi.

2.6. Funkcjonaly teorii sprezystosci (LAGRANGE'A, REISSNERA,
Hu-WAsHIzU)

Jezeli zdefiniowac iloczyn skalarny w postaci

<{U}T, {V}> = ij.u,v,dV + ju4v4dA + jusvsdA , (2.21)

I=1p 0B 2By,

to zbidr macierzy {u} bedzie tworzyl przestrzen HILBERTA (w zaleznosci (2.21)

u, jest I-tym elementem macierzy kolumnowej {u} ), natomiast rGwnanie opera-
torowe (2.18) jest rGwnaniem w tej przestrzeni. Majac okreslona posta¢ operato-
ra problemu oraz iloczynu skalarnego, sprawdzamy czy operator [A] jest poten-
cjalny. W tym celu obliczamy warto§¢ wyrazenia
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Har }> <{[A]f,{u~}}f,{ur}>:
= ([0t )+ ot )+~ o~ el +
(-

(2.22)
+\-0o) + E klgkl)g (_ o; +E, k15Z1)5; ]dV +
+ [[(pu) = (p) ki + [[(=up)+ (ulp)lda.
0By 0By,
Wykorzystujac nastgpnie symetri¢ funkcji materiatowych
Eyy = Eyy» (2.23)
oraz twierdzenie o dywergencji (GAUSSA-OSTROGRADSKIEGO)
j( oy Ui+ o ju,)dV =
i (2.24)

P;“;’+ pi; dA+I J'u" +c7"u' )dA

otrzymujemy relacje
ATy o = (Aol ),

ktoéra dowodzi potencjalnosci operatora [A] Zatem, zgodnie z twierdzeniem

WEINBERGA, istnieje potencjal (funkcjonal) operatora [A] Funkcjonat ten dany
jest zaleznos$cia

F[{u}]=F[ui,sy,ay]=1<{[A]{u}}f,{u}>+<{f},{u}>:
7” ’”’ ~ % +El/kl€kl)'g +(“(i,j)_‘9ij it

* 1 *
_pEui]dV-i_al}[ [21% —pl)uidA+aZL(—2ui +u, jpidA.

(2.25)
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Dokonujac przeksztatcen analogicznych do (2.24), otrzymujemy

[1, U,O'U] J[ Uklgk,g,-j+0U(u(l-’j)—g,-j)—pFiu[}dV+

_ J'pi udA + I(— u; +u; )p,-dA.
0B, 0B,

(2.26)

Funkcjonat (2.26) jest funkcjonatem wariacyjnym problemu deformacji
jednorodnego i1 anizotropowego ciata sprezystego, i zwany jest funkcjonatem

HU-WASHIZU (F I_u ;>0 J F, ;). Jako zmienne niezalezne wystgpuja tu

ij
trzy sktadowe wektora przemieszczenia u,, szes¢ sktadowych tensora odksztat-
cenia &; oraz sze$¢ sktadowych tensora naprezenia o . Cheac uzyskaé rozwia-

zanie przyblizone zadania brzegowego na drodze minimalizacji funkcjonatu
(2.26), traktujemy funkcje u,,¢;

;»0; Jjako niezalezne od siebie, przy czym nie
musza by¢ spelnione warunki brzegowe (2.12) i (2.13). Zatem mozemy napisac,

Dy =l (x)eC'(B) &;(x)eC’(B) o,(x)eC'(B)} 2.27)

Wykorzystanie funkcjonatu HU-WASHIZU w zastosowaniach inzynierskich
moze by¢ klopotliwe (mimo ze mamy w tym przypadku najwigksza swobode
w poszukiwaniu rozwiazania przyblizonego, gdyz nie musimy stosowa¢ zadnych
ograniczen). Dlatego tez, eliminujac z tego funkcjonatu tensory odksztatcenia i
napre¢zenia, oraz ¢zg$¢ warunkoéw brzegowych, uzyskamy funkcjonal majacy
podstawowe znaczenie w zastosowaniach praktycznych. Zazadajmy zatem, aby
zostaty spetnione zwiazki (2.9), (2.10) i (2.13). Otrzymamy wtedy

&ij Ui, j)

1
o =Ejuén :EE;‘jkl (”k,l +“1,k):Ezjjk1”k,ls (2.28)
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Podstawiajac powyzsze zaleznosci do funkcjonatu (2.26), otrzymujemy
F[”iagtj(” ),Uij (“k )J: F[“t]:

1 *
= j(_EUkl”k,lul,j - pFi”ijdV - in u;dd.

B\2 B,

(2.29)

W funkcjonale (2.29) jako zmienne niezalezne wystepuja trzy sktadowe
wektora przemieszczenia u, 1 nazywamy go funkcjonalem LAGRANGE’A

(F [ul] =r, L) . Obszar okreslonosci tego funkcjonatu stanowi

Dp ={;(x)eC?(B) u;=uf, xeoB,} (2.30)

przy czym

1

Przy dobieraniu funkcji bazowych dla uzyskania rozwiazania przyblizone-
go musimy spetni¢ kinematyczne warunki brzegowe, lecz nie musimy spetnié
statycznych warunkow brzegowych. Po wyznaczeniu sktadowych wektora prze-
mieszczenia U, z zalezno$ci (2.31) wyznaczamy skladowe tensoréow odksztalce-
nia i napre¢zenia. Interesujaca jest posta¢ operatora potencjalnego bedacego gra-
dientem funkcjonalu LAGRANGE’A. Obliczamy zatem pierwsza wariancj¢ funk-
cjonatu (2.29)

dF[{u+au'l]

oFy, = i . :%;E[[%Eijkl (”k,z +auy, )(”i,j +ou; )+
, d . )
— PF;(u; +au)]_ dV - Eai';g i, + ou! )(azo dd=  (2.32)
= _[Eykl (uk,lj - pF; )”de + I (Pi -p; )”'i dA
B OB

Wykorzystano tu twierdzenia o dywergencji oraz warunek brzegowy w prze-
mieszczeniach.
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Jezeli okresli¢ postac iloczynu skalarnego

<{u}T, {v}> = [undV + [uyvyda, (2.33)
B OB

gdzie

{u}{ul} xeB

u; x€oB,’

to gradient funkcjonalu LAGRANGE’A dany bedzie relacja

éF[u,u']=<{gmdFL [u]}”, {u'}>, (2.34)
przy czym
—E.u,  — OF,
{gradr, [ui]}{ ik P } eb o (2.35)
Pi—Pi x€0B,

W punkcie krytycznym, gdzie {gradF . } = {0} , otrzymamy

Eu,+pF=0 xeB
it TP ] . (2.36)
pi=0uu; =p, X€O0B,

Zatem wyznaczenie punktu krytycznego na drodze minimalizacji funkcjo-
nalu LAGRANGE’A, jest rOwnoznaczne z rozwiazaniem rownan przemieszcze-
niowych sprezystosci przy uwzglednieniu statycznych warunkéw brzegowych.

Niekiedy dla opisu problemu brzegowego liniowej teorii sprezystosci ko-
rzysta si¢ z innego zestawu réwnan, a mianowicie (2.8), (2.11) i (2.12) przy
czym zaklada sig, ze spetnione sa zwiazki geometryczne (2.9) i kinematyczne
warunki brzegowe (2.13). Otrzymujemy wowczas rOwnania:

o,,—pPF=0 xeB
ug ;=S =0 xeB . (2.37)

pi_pi*zo-ijnj_p::() xeaBa
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Zapisujac powyzsze zalezno$ci w postaci rdwnania macierzowego, otrzy-
mujemy

0 (), 0
[Al=| 1), +(6,)] =Tpu(608,-) 0], (238),
n, 0 0
u xeB -pF| xeB
{u}= o, xeB fl=< 0 xeB . (2.38),
u x € 0B, -p,| xe0B,

Definiujac iloczyn skalarny w postaci

<{u ¥, {V}> = I(”M +uv, )dV +J.u3v3dA , (2.39)
B 0B

sprawdzamy, czy operator liniowy [A] jest potencjalny. W tym celu obliczamy
warto$¢ wyrazenia

<{[A]T , {u}}T , {u'}> - <{[A]{ur}}T ’ {u}> _

oy b= ot s+ ey~ T Jo'y + (2.40)

Sy —

<

(1))~ ki )GU]+ _[(p,- | — piu;)dA =0.
aB,

Wykorzystano tu zaleznosc¢

_[( ljjul+gl]] t}lV H( 01‘]”])‘ (U J)“]dA"'

B
(2.41)
+I( ’1’] lll])dV
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Poniewaz operator [A] jest potencjalny, zatem istnieje funkcjonat dany za-
lezno$cia

uf]= F[ui’aii]Z l<{[A]{U}}T’ {u}> +<{f - {u}> -

_I( l/klakl ; — Pl )dV IpluldA

0By

(2.42)

Jako zmienne niezalezne wystgpuja tu: trzy sktadowe wektora przemiesz-
czenia u; i sze$¢ sktadowych tensora naprezenia o, . Funkcjonat ten zwany jest

funkcjonalem REISSNERA (F I_ul.,cfi].J: F, ) Dziedzina funkcjonalu REISSNERA

ma postac
DF—{u( )eC( ) O'U(X)ECI(B)i uizu;, xe@Bu}. (2.43)

Po wyznaczeniu, na drodze minimalizacji funkcjonatu £}, przemieszczen

u; 1 naprezen o, odksztalcenia &; wyznaczamy ze zwiazkow geometrycznych.

2.7. Uogolnienie funkcjonatu liniowej sprezystosci na zadania
lepkosprezystosci

Przedstawione funkcjonaly mozna przystosowaé do zagadnien lepkospre-
zystosci, formutujac forme¢ dwuliniowa w postaci

(f®g)=[f*dgav,

gdzie * — oznacza catkg STIELTIESA o wlasciwosciach (2.17), oraz postgpujac
podobnie jak w punkcie 2.2. Wtedy

B (2.44)
- ij * du,dA + I(— u; + u)* dp,d4,

0By B,
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(;Eifkl *du,, *du,  — F * dul.)dV = Ip,* * du, dA, (2.45)

0By

o
Il
& —y

oraz

1
Fp= J(G * i )= EJUkl *doy *do,; — I * dui)dV +
’ (2.46)

Funkcjonaty (2.44) — (2.46) maja podobne zastosowania w poszukiwaniu
rozwiazan przyblizonych liniowe;j teorii lepkosprezystosci jak ich odpowiedniki
(2.26), (2.29) i (2.42) w problemach liniowej sprezystosci.

2.8. Funkcjonat dla problemu wymiany ciepta w osrodku
ciaggtym
Jezeli rozpatrujemy problem przeptywu ciepta w ciele staltym (np.
w zagadnieniach obrobki termicznej elementow betonowych, badz w teorii na-

prezen cieplnych), to korzystamy najczesciej z nastgpujacej postaci rOwnania
przeplywu ciepta (dla zagadnien nieustalonych):

Lln)-Drlur), =0wr).  xeB. 130, @47

przy warunkach brzegowych
T(x,t)=T"(x,t), xe€dBy, >0, (2.48)
T(x,t);n,=q"(x,t), xedB,, (>0, (2.49)
i warunku poczatkowym
T(x,t):ﬂ)(x), xeB, t=0, (2.50)

gdzie: T jest poszukiwang temperatura, Q —zrodlem cieplta, D —
wspOtczynnikiem przeptywu ciepta, 7" —temperaturg na brzegu ciala, ¢* —
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strumieniem ciepta na brzegu ciata, 7, —rozktadem temperatury w chwili po-

czatkowej procesu.

Posta¢ rownania (2.47) (rownanie typu parabolicznego) jest niezbyt dogod-
na do ujgcia wariacyjnego. Dlatego tez, dokonamy na réwnaniach (2.47)—(2.49)
transformacji LAPLACE’A, z wykorzystaniem warunku poczatkowego

pT (x,p)-DT,(x, p)=0(x, p)+ T, (x)=0" (x), (247),
( p)=T"(x.p), (2.48),
T,(x,p)n, =g (x.p), (2.49),
gdzie
T(x,p)= TT(x,t)e_’”dt , (2.51)

0
za$ p jest parametrem przeksztalcenia.

Nastepnie zapiszmy uktad réwnan (2.47), — (2.49), w postaci nastgpujacego
rOwnania macierzowego:

(Alul+fl=fo), xeB, 2.52)

gdzie

[A]= 0o 0 -D|,
0 0
— — (2.53)
T| xeB -0 xeB
{ul=|g| xeB,, {f}=| DT" | xeB,,
T| xeB, -Dg | xeB,

zdefiniujmy iloczyn skalarny w postaci

<{U}T,{V}>EIulvldV+Iu2v2dA+Ju3v3dA, (2.54)
B

T q
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oraz sprawdzmy warto$¢ wyrazenia
(AT . ) - (1Al ) -
—I[PT DT, )7 (pT" - DT, )T hv +

+DH Tq')- ]dA+D”qT )+(g'T )4 =o,

(2.55)

_J.(_ii,+f,f V= f gT' +q'T YA+ (2.56)

Poniewaz z (2.55) wynika, ze operator [A] jest potencjalny, to istnieje po-
tencjal F' tego operatora dany zalezno$cia

FIJ= L (ANl o+ (1))

+I(lp72 —lDJ_"”T—Q*TJdV+ (2.57)
22 27"
+DI [—17+T*j6d J-(——q +q )TdA

0By 2 a8,

ktora po wykorzystaniu twierdzenia o dywergencji
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J;]_"TV [Tn,T da- j( T, fav =

2.58
= j( T.Fav+ [qTda+ [qTaA (239
0B, aB,
mozna przedstawi¢ w nastgpujacej postaci
FlT]= j[ (p72+DT?)- Q*TJdV+
(2.59)

+D [(-T+T")qda- qu TdA.

’IBT

Konstruujac rozwiazania przyblizone zakladamy, ze spetniony jest warunek
brzegowy (2.48),, wowczas funkcjonat (2.59) przyjmuje postac

Flr]= I{ (p7?+DT2)-0 T}W qu TdA. (2.60)

Funkcjonaty (2.59) i (2.60) mozna wykorzysta¢ do wyznaczania przyblizo-
nego rozkltadu pola temperatury jak i koncentracji migrujacego sktadnika (np.
rozktadu wilgotnosci w dojrzewajacych elementach betonowych). W tym dru-
gim przypadku funkcje T (x,t) (temperature) nalezy zastapi¢ funkcja C(x,t)
(koncentracja).
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3. UOGOLNIONE ROZWIAZANIE ROWNAN ROZNICZKOWYCH

W klasycznych ujgciach fizyki matematycznej, rozwiazania zadan brze-
gowych dla rownan LAPLACE'A, przewodnictwa cieplnego czy tez propagacji
fal byly traktowane oddzielnie. Tworzono specjalne metody postepowania przy
ich rozwiazywaniu. Inaczej postgpowano np. z réownaniami eliptycznymi, a
inaczej z parabolicznymi. Sytuacja ta nie zachgcata do powszechnego stosowa-
nia uzyskiwanych w tym zakresie rozwiazanh w zastosowaniach technicznych.
Tymczasem uzycie transformat FOURIERA 1 LAPLACE'A w zakresie dystrybucji
temperowanych pozwala wyszczeg6lnione tu rownania traktowac z jednolitego
punktu widzenia. Na tej drodze uzyskuje si¢ rozwiazania podstawowe dla do-
wolnych liniowych operatorow rozniczkowych, a w tym i dla klasycznych row-
nan fizyki matematycznej. Z rozwigzan tych mozna zbudowac nastgpne, dla
zadan zrodlowych, np. zrodta ciepta, sit masowych itp.

W niniejszym rozdziale podano elementy teorii dystrybucji w ujeciu funk-
cjonalowym oraz transformacji FOURIER'A i LAPLACE'A. Uzyskane w tym za-
kresie wyniki pozwolily poda¢ rozwiazania podstawowe dla rownan przewod-
nosci cieplnej, réwnan falowych oraz rownan liniowej termosprezystosci.

Pewne wielko$ci fizyczne jak np. obciazenie i moment skupiony nie moga
by¢ przedstawione przy uzyciu klasycznych funkcji znanych z podstawowych
kursow matematyki. Tymczasem, z wielkos$ci tych korzystano od dawna w me-
chanice. Podobnie bylo w innych dziatach fizyki, gdzie np. analizowano impul-
sy przyS$pieszen, tadunki skupione itp. W zwiazku z powyzszym, powstala ko-
nieczno$¢ wprowadzenia tworu ogodlniejszego od funkcji, ktory pozwolitby z
tego samego punktu widzenia analizowaé zar6wno zagadnienia opisane kla-
sycznie pojmowanymi funkcjami, jak i nieciaglte rozklady réznych wielkos$ci
fizycznych. Wielko$ciami tymi sa funkcje uogolnione albo dystrybucje. Przy-
ktadem dystrybucji jest tzw. ,,funkcja 6 o nastgpujacych wlasciwosciach (rys.
3.1):

- d%a dowolnej ciaglej funkcji (p(x) zachodzi
—+00

[ 5(x=%)p()dx = p(x,),

0 da x=#0

_5()0:{00 da x=0, G-1)

- T&(x)dx:l.

—0o0
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Rys. 3.1

Zadna klasyczna funkcja nie posiada tych wlasciwosci. Mozna jednak
. . 1 1
utworzy¢ taki ciag funkcji np.: f,,(x) :g dla |X| <— f,(x)=0 dla |x| >—, ze
n n
dla dowolnej funkcji ciagtej (p(x) zachodzi

+00

lim | f, (X)p(x)dx = ¢(0) (3.2)

Ciag taki nazywamy ciagiem tworzacym dla funkcji 0. W wielu zagadnieniach
fizyki matematycznej, np. przy analizie zadan mechaniki dla obciazen sku-
pionych, mozna budowaé ciagi tworzace dla funkcji O, po czym przejs¢ do
granicy. Takie podejscie komplikuje rozwazania tak, jak systematyczne obli-
czanie pochodnych jako granicy ilorazéw réznicowych w miejsce rutynowego
obliczania pochodnych.

Stworzono wigc teori¢ dystrybucji, ktorej elementy w funkcjonatlowym
ujeciu przedstawimy w niniejszym rozdziale. W zagadnieniach fizyki matema-
tycznej teoria dystrybucji sluzy do poszukiwania rozwigzan podstawowych
rownan rézniczkowych. Ogo6lnos¢ tego podejscia pozwolita na uzyskanie no-
wych rozwigzan zadan fizyki.

3.1. Funkcje podstawowe

Dystrybucja nazywaé bedziemy kazdy liniowy i ciagly funkcjonat okreslo-
ny na przestrzeni funkcji nieskonczenie wiele razy rozniczkowalnych. Sprecy-
zowanie pojecia dystrybucji wymaga¢ bedzie wprowadzenia pewnej ogolnej
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klasy funkcji zwanych funkcjami podstawowymi, na ktoérych okreslone beda
funkcjonaty wyznaczajace poszczegolne dystrybucje:

Okreslenie 3.1.

Nosnikiem suppe funkcji ¢ okreslonej na U < R" nazywamy domknig-
ciew U zbioru punktow x €U , dla ktorych ¢(x)# 0.

Okreslenie 3.2.

Zbior nieskonczenie wiele razy rézniczkowalnych funkcji w R" nazywa-
my przestrzenig funkcji podstawowych D (rys. 3. 2), jezeli ciag funkcji ¢, € D
jest zbiezny do funkcji ¢ € D wtedy, gdy spetnione sa warunki:
— istnieje taka liczba R>0, ze suppp; cUg, j=12,...

— dla kazdego ciagu ¢,

D™y (x) — D™p(x) jednostajnie w R"

k—>o0
gdzie:
UR=keRl M<RL
m=(m,M,,...,m,), m =0 —dowolne liczby calkowite,
|n’1= m +m, +...+m,,

)= oM f(xl,xz,...,xn).

D™f(x
OX" OXy> ... OX "
Uktad m nazywamy wielowskaznikiem.
W dalszych rozwazaniach korzysta¢ bedziemy réwniez z pewnej specjal-
nej klasy dystrybucji - dystrybucji temperowanych. Dystrybucje te okreslone sa
na odmiennej przestrzeni funkcji podstawowych.
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v

Rys. 3.2

Okreslenie 3.3.
Zbior nieskonczenie wiele razy rézniczkowalny funkcji w R", malejacych
dla |X| — 00, wraz ze wszystkimi pochodnymi, szybciej niz dowolna potega

|><|7l , nazwiemy zbiorem funkcji podstawowych i oznaczymy symbolem 9,
jezeli ciag {gok} zbudowany z funkcji ¢y €9 jest zbiezny do funkcji ¢ e 9
wtedy, gdy dla dowolnych « i # zachodzi zwiazek

x*D“{p, (X)}k—> X’D“p(x) jednostajnie w R",

gdzie
a=(a;,a,,...,ay), f=B, L, L) sawielowskaznikami,

i xB=xh Xl X

Mamy wigc do czynienia z dwoma rdéznymi przestrzeniami funkcji podstawo-
wych 9 i D, naktérych zostang okreslone dystrybucje.

3.2. Dystrybucje

Oznaczmy symbolem D zbior wszystkich funkcjonatéw liniowych i cia-
glych okres$lonych na przestrzeni funkcji podstawowych D.Kazdy z tych funk-
cjonatéw wyznacza dystrybucje. Wartos¢ funkcjonatu f na funkcji podstawo-

wej @ oznaczymy przez (f ,(p).
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W podobny sposob okreslimy dystrybucje temperowana jako liniowy i cia-
gly funkcjonat okre$lony na przestrzeni funkcji podstawowych $.Ich zbidr
oznaczymy przez 4 .

Minimum wiadomosci o algebrze dystrybucji sprowadza si¢ do okreslenia
rownosci dystrybucji, sumy i iloczynu.

Bedziemy mowili, ze dystrybucja f znika w obszarze G, jesli (f,¢)= 0
dla wszystkich funkcji ¢ nalezacych do D z nos$nikiem w G.Natomiast dys-
trybucje f, i f, nazywamy réwnymi w obszarze G, jesli (f;,¢)=(f,,9) dla
wszystkich ¢ € D.

Suma dystrybucji f; i f, iich iloczynem przez liczby A,,4, € R nazy-
wamy dystrybucje

(A fL+ 25 Fy.0)= 4 (F0)+ 4, (5. 0). (3.3)

Moéwimy, ze ciag dystrybucji {fk}e D jest zbiezny do dystrybucji
f €D, jezeli (fk,qy)—) (f,go) przy k — o dla dowolnej funkcji podstawo-
wej @ € D. Podobnie szereg dystrybucji f, + f, +...+ f, +... nazywamy
szeregiem zbieznym do dystrybucji f € D , jezeli dla dowolnej funkcji podsta-
wowej @ € D szereg liczbowy Z(fk,(o) jest zbiezny do (f,¢).
k=1

Wisrod dystrybucji wydzielamy:
— dystrybucje regularne

(f.0)=[ f()p()dx  peD[R") (3.4)

gdzie f — jest funkcja lokalnie catkowalna w R", oraz
— dystrybucje osobliwe, np. & — Diraca (rys. 3.3),

(6.9)=0(0), fpeD(R”),

( ): (6(x=Xg,0)=0(%), @€ D(R”). 3:5)
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Rys. 3.3.

Iloczynem dystrybucji f € D oraz h(X) eC” (Rn) - funkcji nieskoncze-
nie rozniczkowalnych i ciagtych jest dystrybucja okre§lona nastgpujaco

(hf,¢)=(f.he).
Jezeli f jest dystrybucja regularna, to
(hf ) = [h(x)f (xhp(x)cbx. (3.6)
3.3. Rozniczkowanie dystrybucji

W klasycznym ujgciu rachunku rézniczkowego pochodna oblicza sig jako
granicg ilorazu rézniczkowego. Istnieja wigc przypadki funkcji, ktore w okre-
slonych punktach nie beda posiadaty pochodnych, co przedstawiono np. na rys.
3.4.

A

Rys. 3.4

X
S
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Tymczasem dystrybucyjne podejscie zapewnia istnienie pochodnych dys-
trybucji dowolnie wysokiego rzedu.

Niech f e C'(R). Wowezas analizujac funkcjonat (f',¢)
(f.0)=[ (), peDD'), (3.7)

fatwo zauwazy¢, ze po zastosowaniu wzoru na calkowanie przez czgsci otrzy-
mamy

(f1,0)=[ £ (x)p(x)ax=—[ f (x)p'(x)ax=—~(f,¢").
Jezeli f eCk(Rn), to
(D« F.0)= (1) [ 1(D“p(x)ax=(- 1) (f,D%0)  |o|<k. (3.8)

Powyzsza rowno$¢ daje podstawe do nastepujacego okreslenia pochodnej D f
dystrybucji f .

Okreslenie 3.4.

Pochodng D“f dowolnej dystrybucji f nazywamy funkcjonat

(D“f,p)=(-1)(f, D9}  peD(R") (3.9)

gdzie a dowolny wielowskaznik.
Jezeli f jest dystrybucja regularna, to

[aa f(X"""X”),w(xp--~,Xn)) _ (_I)MI f(xl,...,xn)aa(p(xl""’xn)dx

Q a, a n
OX["... OX, X" ... OX,

W oparciu o definicj¢ (3.4) mozna stwierdzi¢, ze kazda dystrybucja ma
pochodne dowolnego rzedu, bedace dystrybucjami, przy czym roézniczkowanie
jest przemienne. W szczegolnosci kazda funkcja lokalnie sumowalna ma po-
chodne dystrybucyjne dowolnie wysokiego rzedu. Pochodne te na og6t nie sa
funkcjami. W przypadku funkcji ciaglej majacej ciaglte pochodne, pochodne
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dystrybucyjne pokrywaja si¢ z pochodnymi w sensie klasycznym. Podane wzo-
ry stanowia podstawe analizy dystrybucji.

3.4. Splot dystrybucji

Wprowadzenie pojecia iloczynu splotowego dystrybucji poprzedzi okre-
slenie iloczynu kartezjanskiego dystrybucji f(X) i g(y).

Niech f(X) bedzie dystrybucja okreslona na zbiorze funkcji ¢ D(Rm), a

g(y) na zbiorze f € D(Rn). Przez iloczyn prosty dystrybucji f i g rozumiemy
dystrybucj¢ okreslona relacja

(FO)xgly). z(xy))=(f(x). (gy).z(x.y)) (3.10)

gdzie 7(X, y) € D(Rmm).

Okreslimy teraz splot dystrybucji.

Ciag funkcji {nk (X)} nalezacych do D(Rn) nazywamy ciagiem zbieznym
do 1w R", jezeli:
— dla dowolnego U,, U, = {Xe R", |X| < r} istnieje takie N, ze nk(x)zl
dla xeU,,oraz k>N
— ‘D“nk(xj <C,, xeR", k=12,..., a-dowolne.

Niech {nk(x, y)}, bedzie ciagiem funkcji nalezacych do D(Rzn) zbieznym
do 1w R™.

Niech f(X) , g(y) beda dystrybucjami z S(Rn) takimi, ze ciag liczbowy

(f)xaly) m(xy(x+y)) (3.11)

ma granice dla K — o, ktora oznaczamy
(f(x)xgly)o(x+y)).
Splotem f * g nazywamy funkcjonat

(f*g,0)=(F(x)xg(y) o(x+y))=

= lim(f ()x g(y)hm(x Yo (x+y),  ¢eD(R"). (3-12)
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Jezeli f * g istnigje, to istnieje g* f oraz fxg=g=*f.

Zauwazmy, ze jezeli f(x) jest dowolna dystrybucja to & * f = f.Dystry-
bucja o jest wiec jednos$cia iloczynu splotowego dystrybucji. Zachodzi ponadto
5(x—a)*5(x—b)=5(x—a-b).

Natomiast splot dystrybucji f (X) z 5(X - XO) jest rownowazny przesunig-
ciu dystrybucji f(x) o X,

S(x=%p)* f(x)= f(x=x). (3.13)
Przytoczone wzory posiadaja odpowiedniki w klasycznym rachunku splotu

funkcji.
Wzér na rozniczkowanie splotu ma postaé

d df dg
~(f — 2 xg=fx—2
dx( *g) dx*g *dx
a w postaci ogolnej
D“(f xg)=D"f*g=f=*D“g. (3.14)

3.5. Uogdlnione rozwiazania réwnan rozniczkowych
Analizowa¢ bedziemy liniowe réwnanie rézniczkowe m-—tego rzedu o

wspotczynnikach a, (x)e C* (Rn )

L(x D= ¥ a (x)D*u(x)= f (x) (3.15)

|k|=0

oraz f e E(Rn).
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Zauwazmy, ze dla dowolnego ¢ € D(G)

e (Zakauco 3 (0u, ayp)=

k=0 k=0

m

= ZB( 1) (u, D" (a,p)) = {U, Zm: )“D ak¢’)j = (u, ﬁ(X’D)(”)

|k|=0
Okreslenie 3.5.

Rozwiazaniem dystrybucyjnym w obszarze /" R" liniowego réwnania
roézniczkowego

L(x,D)u=f (3.16)

nazywamy kazda dystrybucje U spetniajaca to rownanie w /~ w sensie dystry-
bucyjnym (rys. 3.5), to znaczy dla dowolnej funkcji ¢ € D, ktorej nosnik za-
warty jest w /7 zachodzi rownos¢

(WL D)p)=(t.0). (3.17)
gdzie
L(xD)p= (-1} D¥(ap). (3.18)
k|=0

Rys. 3.5
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Zauwazmy, ze wprowadzone pojgcie rozwiazan dystrybucyjnych pozwala
poszukiwaé, np. w mechanice, rozwiagzan zadan brzegowych wywotanych dzia-
faniem sit skupionych i momentu skupionego. W mechanice znane sg sposoby
wyznaczania przemieszczen wywotanych dziataniem jednostkowej sity skupio-
nej. Nosza one nazwe linii czy tez powierzchni wptywu. Okazuje sig, ze for-
malnie poprawne wyznaczenie tych powierzchni wymaga zastosowania apara-
tu formalnego teorii dystrybucji. Z drugiej strony, umiejg¢tno$¢ poszukiwania
powierzchni wptywu jest konieczne, szczegdlnie przy rozwiazywaniu bardziej
ztozonych zadan brzegowych.

Zadaniom tym w naszym ujeciu zagadnienia odpowiadaja rozwiazania
podstawowe, ktore definiuje:

Okreslenie 3.6.

Rozwigzaniem podstawowym liniowego operatora rézniczkowego
m
L(D)z Zaka o stalych wspotczynnikach &, nazywamy dystrybucjg
|k|=0

E € D(R") spetniajaca rownanie
L(ID)E=5. (3.19)

Okaze si¢ dalej, ze kazdy liniowy operator rézniczkowy posiada rozwiaza-
nie podstawowe w klasie dystrybucji temperowanych. Natomiast dla dystrybu-
cji f €D rozwiazanie U mozna przedstawi¢ w formie splotu rozwiazania pod-

stawowego i dystrybucji f,zgodnie ze wzorem
u=E=x*f. (3.20)
Prawdziwym jest przy tym nastgpujace twierdzenie:

Twierdzenie 3.1. Rownanie L(D)u = f,gdzie L(D)#0, posiada rozwiaza-

nie w klasie dystrybucji temperowanych 9 , dla kazdego f e 3.

Twierdzenie to podat S. LOJASIEWICZ w 1959 1.

Mozna wigc stwierdzi¢, ze kazdy niezerowy liniowy operator rdzniczkowy
ze stalymi wspotczynnikami posiada rozwiazanie podstawowe temperowane.

Rozwiazanie podstawowe L(D)E = §(x) nie jest w ogdlnosci jednoznacz-
ne, jest ono wyznaczone z doktadnos$cia do dystrybucji E, spetniajacej réwna-

nie L(D)E0 = 0. Oczywiscie zachodzi L(D)(E + E, ) =0 (X)
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W nastepnych punktach wykazemy, ze wyznaczenie dystrybucji E jest
réwnoznaczne z rozwiazaniem réwnania L(—iu)F [E]zl, gdzie F[E] jest
transformacja FOURIERA dystrybucji E .

3.6. Transformaty FOURIERA dystrybucji temperowanych

Transformacje FOURIERA wykorzystuje si¢ w teorii rownan rozniczko-
wych do wyznaczania rozwiazan zadan brzegowych. Wiadomo przy tym, ze nie
wszystkie funkcje maja transformaty fourierowskie. Nie ma jej juz np. funkcja
stata. Natomiast w dystrybucyjnym ujeciu problemu kazda dystrybucja tempe-
rowana posiada transformatg FOURIERA, ktora okazuje si¢ by¢ rowniez dystry-
bucje temperowana. Jest to wigc z punktu widzenia réwnan fizyki matematycz-
nej bardzo korzystna sytuacja, ktora pozwala w tej klasie dystrybucji dokonac
algorytmizacji poszukiwan rozwiazan rownan rézniczkowych.

W niniejszym punkcie przedstawimy ogolne wtasciwosci transformat funk-
cji podstawowych, a w nastepnej kolejnosci przedstawimy transformaty dystry-
bucji.

Transformatg FOURIERA F[¢] funkcji podstawowej ¢ € & okreslaja rownosci

Flo] = j(p(x)el(wdx =p(a), gdzie (a,X)=a;X, (3.21)
lub
Flpl=(27) "[p(x) €“’dx,  ped. (3.21),

W zastosowaniach bedziemy stosowali obie postacie transformat
FOURIERA, ktore réznia sie jedynie czynnikiem (v/27)".

Funkcja podstawowa ¢(X) z definicji maleje dla |x| — o szybciej niz do-

wolna potega |)<|_1 , stad tez jej transformate mozna r6ézniczkowaé dowolna ilos¢
razy. Istotnie zachodzi

D* Flpl(a) = szw(x) expi(a, X)dx = I(iX)kw(X)eXpi(a, X)dx =
=F [(iX)" p](@),

(3.22)
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gdzie
ol
D* = , k=1(k,....,k ),
daloay . dal (4 ")
k K K, K,
X< = X" Xy ... Xy
Podobnie

K=k +..+k,,

F[D*pl(a) = [ D*p' expi (a,%) dx = (<ia)* F[p](@).

Z zalezno$ci (3.22) 1 (3.23) wnosimy, ze

a™D* Flpl(a) = a™ F[(ix)*pl(@) =i MFID™(x*p)](a).

(3.23)

(3.24)

Z réwnosci (3.24) wynika, ze dla kazdego mi k wielkosé ™Dk Flol(@)

jest ograniczona i zachodzi nierd6wnos¢

a"™D* Flpl(@)| < [|P™ (pax ,

(3.25)

ktora oznacza, ze F[p]e §, czyli przeksztalcenie FOURIERA funkcji podsta-

wowej ¢ jest przeksztatceniem w obrebie tej samej przestrzeni.

Z ogolnej, klasycznej teorii transformacji FOURIERA wiadomo, ze jesli
transformacja FOURIERA funkcji ¢ € & jest funkcja rézniczkowalng dowolng

iloé¢ razy w R" to funkcje ¢(X) mozna przedstawié¢ przez jej transformaty F i

F! relacja (rys. 3.6)

p(X)=F '[Flpll=F [F '[¢]],

(3.26)
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gdzie
F 710 =
_ 1 [ 7(@)expl-i(a, x)]da = ! F[z](=X) = (3.27)
@mn)" Q2n)"
= (2:[)n Iﬂ(—a) exp i(a,X)da = (2;)n Flz(-a)].
@
Flo]

Rys. 3.6

Z formut (3.26) i1 (3.27) wynika, ze kazda z funkcji ¢ € 9 jest jednoczesnie

przeksztatceniem FOURIERA funkcji 7 = Ffl[qz)] z 9, o= F(ﬂ') Dodatkowo,
dla F[p]=0 =zachodzi, ze ¢ =0. Rezultaty te dowodza, ze transformata
FOURIERA przeksztalca & w 9 i przy tym wzajemnie jednoznacznie. Podob-

nie jest zawsze wykonalna operacja rozniczkowania w zbiorze funkcji podsta-
wowych i ich transformat nalezacych znéw do 9.

Mozemy teraz wprowadzi¢ przeksztalcenie FOURIERA dla dystrybucji tem-
perowanych

Okreslenie 3.7

Przeksztatceniem FOURIERA F[f] dystrybucji temperowanej f
(rys. 3.7) nazywamy dystrybucje okreslona zwiazkiem

(F[fl,o)=(T,F[p]), ped, e (3.28)
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Rys. 3.7
Podobnie jak w relacji (3.27) okreslimy transformacje¢ odwrotna.

1

(27)"

F'[f]= FIf(-x], fed. (3.29)

Okreslimy teraz zwiazki zachodzace migdzy transformata F i F! dys-
trybucji f.

Bedzie
-l 1 B _
(F [F[f]],(p)—(zﬁ)n (FIF[fI(~a)],9)
1 1
= (FLf1(-a), Flo]) = 2 (FIfLFlpl-a) = (330

=(F[fLF'[¢D) =(f,F[F'[p]) = (f.p)=
=(f,F'[Flpl) = (F'[f1.FleD =(F(F[f].0).

Z przytoczonych zaleznosci wynika, ze kazda dystrybucja temperowana
f jest transformata FOURIERA dystrybucji g, czyli f =F[g], oraz

g=F" [f] (rys. 3.8). Jezeli wiec F[f]=0toi f =0.
Podamy z kolei kilka podstawowych relacji okreslajacych najistotniejsze, z

punktu widzenia zastosowan, wlasciwosci transformacji dystrybucji tempero-
wanych.
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Rys. 3.8

Zachodza réwnosci

DXF[f]=F[(ix)*f], F[DXf]=(-ia)*F[f],
FLF(x=%0)]=exp[i(Xy,x)]F[f],

F[f(cx)]=|c|_nF[f](%j, c#0,
FLE(X)-9(y)]=F[fl(«)F[9](B), F[fg] = F[f]F[g].

(3.31)

Przytoczone wzory sa przydatne przy poszukiwaniu rozwigzan podstawo-
wych rownan fizyki matematyczne;.

Mozna wykaza¢, ze transformaty dystrybucji 5(X) i statej 1, (5, 1 3(R™)
maja postac
F[S(X=X,)]=expi(a, %), F[6]=1,
F[11=2n)"6(x), (3.32)
FID“S) = (-ia)*, F[x’1=(n)"(-)”'D’s(a).
Zaleznosci (3.32) wynikaja z wzorow (3.31) po podstawieniu w miejsce
dystrybucji f dystrybucje & i wykorzystaniu jej whasciwosci.
Podamy teraz uzasadnienie wzordéw (3.31):
— roézniczkowanie transformaty dystrybucji

DXF[f]=(D* F[f1.p) = (- (F[f1,D*p) = (- 1) (f, F[D¥p]) =
= ()M (£, % Fle) = (% f. Flol) = (FLi%)* f1.0).
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Rys. 3.9

W szczeg6lnosei, dla f =1 uzyskujemy

FIX“1=(-D"“D*F(1)= 2m)" ()" D*5(a);
— transformata pochodnej dystrybucji

X

(FID*f1,0)=(D*f,F[p]) = (-1 (f,D*F[p]) =

=DM (L FLa) ) =
= DME L) 9) = (i) F[ 1.9);

W szczegdlnoscei, dla f =6 bedzie
FID*5)=(ia) F[5] = (ia)*;
— transformata przesunigtej dystrybucji

(FLf(x=%).@) = (f(x=x, ). Fle]) = (f,F[p)x-x,)) =
= (f , F[qoei(x‘”“)])= (F[ f ],ei(x‘”“)(p)= (ei(“’“)F[ f ],(p);

— transformacja przy zmianie argumentu przez podobienstwo
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(F[ f(cx)], ) = (f(cx), F[(p])=|c|_n[f,|:[¢(§JJ=
=<f,F[(p(cx)]):<F[f1,¢<ca»=|c|-“(p[f(%],(,,}

3.7. Transformacje LAPLACE'A dystrybucji

Podamy z kolei jedno z uogoélnien transformacji LAPLACE’A na dystrybu-
cje. Podobnie jak w przypadku funkcji interesowaé nas beda dystrybucje

f (X), ktore znikaja dla t <0 i takie, ze f(x)exp(-ot)e 9 dlakazdego o >a.
Zbior dystrybucji o tych wlasnosciach oznaczamy symbolem 9, . (a) 1sa
one podzbiorem dystrybucji 5(R1 )
Jezeli f(t) jest lokalnie catkowalna funkcjaw R' i f(t)=0, t <0 oraz
| £(t) < Aexpat przy t— o

to calke
p)= [ f(t)exp(- pt)dt, p=o+io (3.33)
0

nazywamy transformacja LAPLACE’A funkcji f .
Wzér (3.33) w ujeciu przeksztalcenia FOURIERA przyjmuje postac

f(p)=Fltle*]-0) o>a.

Zaleznos¢ ta Dbedzie podstawa do zdefiniowania przeksztalcenia
LAPLACE’A funkcji uogdélnionych.

Okreslenie 3.8.

Jezeli dystrybucja f(x) spemia warunek f(X) exp(— o‘t)e §+ , to dla
o > a istnieje transformacja FOURIERA dystrybucji

f(p)=F[f(t)exp(- ot)- @)= 24F [ (t)exp(- ot)[@) € & (3.34)

ktora okreslamy jako transformacje LAPLACE’A dystrybucji f.
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Zachodza nastepujace relacje:

fm()e>pmf(p) oc>a  m=0,l,.;

)" ft)e> f™(p), o>a m=0l,.;
1ep :
f(kt) <> kf(kj o>ka, k>0
S(t) e 1;
H(t)(—)lp, o >0; (3.35)
1
H (t)expli ot : o>0;
Besliat) o> L
. 1
H(t)exp(-iat) < m, o >0
H (t)cos(wt) < p(p2 +o’ )71, o > 0;
H (t)sin(wt) <> a)(p2 + o’ )_1 , o>0.

3.8. Rozwiazania podstawowe rownan réozniczkowych zwyczaj-
nych

Bedziemy poszukiwali rozwiazan podstawowych dla typowych liniowych
operatoréw rézniczkowych jednej zmiennej. Jak juz podawaliSmy, rozwiaza-
niem dystrybucyjnym w obszarze G — R" linowego réwnania rézniczkowego
L(X, D) = f(x), f € D nazywamy kazda dystrybucje U, spehiajaca to rowna-
nie w sensie dystrybucyjnym, czyli

(Lu,p)=(f.p) L(x,o)zjoanon.

W oparciu o transformacjg LAPLACE’A dystrybucji i wzory (3.35), podamy
rozwiazania podstawowe dla kilku liniowych operatoréw postaci

m aal’]
L=>ay——
n=0 ot
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Przykiad 3.1.

d
Nalezy wyznaczy¢ rozwiazanie podstawowe E dla operatora a +a, czyli

de
— +akE=46(t).
dt
Postugujac si¢ wzorami na transformate LAPLACE’A otrzymamy zaleznoS$ci

PE(p)-+aE(p) =1 E(p) = — E(t)= H{tle™.

Przykiad 3.2.
2

Wyznaczy¢ rozwiazanie podstawowe E dla operatora d_2 +a’, czyli
t

d’E
—+a’E=4lt).
dt* t
Zachodza relacje
= = = 1 1.
p’E(p)+a’E(p)=1— E(p):ﬁ — E(t)= H(t)—sin(at).
p-+a a

Podane w przyktadach 3.1, 3.2 rozwiazania podstawowe wykorzystamy do
poszukiwania rozwigzan rownania przewodnictwa ciepta i rownania falowego.
Przytoczone rozwiazania stana sig czg$cia rozwiazan podstawowych tych row-
nan.

Przykiad 3.3.

Nalezy wyznaczy¢ rozwigzanie podstawowe E dla operatorow

d’ d d’ , dt
—+a—, —-a, —-a'.
dt dt  dt dt
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W wyniku zastosowania transformacji LAPLACE’A uzyskujemy nastgpuja-
ce rozwiazania podstawowe E

d’E dE at
a0 ER=Hl-e)

3 —at
d—3E—a3E:5—>E(t):H—(§) e —e 2 |cos a—\/gt + 3sin a—\/gt ,
dt 3a 2 2

d'E_ = —H(t) in(at ) — sin(al
& —-a’'E=0—> E(t)— e [sm( t) ( t)]

3.9. Rownanie przewodnosci cieplnej

Poszukiwa¢ bedziemy rozwigzania podstawowego dla n—wymiarowego
rownania przewodnosci cieplnej. Zagadnienie w przypadku n=3 dotyczyc
moze niestacjonarnych przeplywoéw cieplnych wywotanych dzialaniem skupio-
nego i impulsowego zrodta ciepta 5(x,t)=5(x)s(t).

Zadanie sprowadza si¢ do wyznaczenia dystrybucji E = E(X,t) spelniaja-
cej rownanie

oE

52
—-—a’V’E=6(xt), V?
ot

- 6Xi aXi ’

i=12,..,n. (3.40)

Poshuzymy si¢ tutaj transformacja FOURIERA dla dystrybucji temperowa-
nych F,[E]= é(a,t). Otrzymamy

F, [%E —a’v? E} = F[5(x.t)]— FX[%E} ~a’F, [v2 E]: F [6(x)s(t)]
=1(a)s(t),
przy czym

F{%} - % F[EL F, [sz]= o FlEl o] = Jaia; -

Uzyskujemy rownanie rézniczkowe zwyczajne
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A

%+a2|a|2é(a,t):l(a)§(t), odzic E=F[E]. (341

analogiczne jak rownanie rozpatrywane w przykladzie 3.1 z poprzedniego

. 2 . . . .
punktu. Po podstawieniach a — a* |a| otrzymujemy jego rozwiazanie

E(a,t) = H(t)exp(-a2|e|’t).

Stosujac do powyzszego réwnania odwrotna transformacj¢ FOURIERA,
uzyskujemy

L
E(xt)=F,° [E(a,t)]= (;SZ Iexp(— a2|a|2t ~i(a, X))da = %e 4a’t
(3.42)

Dystrybucja E(X,t) jest rozwiazaniem podstawowym dla n—-wymiarowego
réwnania przewodnictwa cieplnego. Oczywiscie, jezeli w miejsce punktowego
zrodla o (X,t) podstawimy czasowo-przestrzenny rozktad zrodta ciepta pr(x,t)

to rozwiazanie T(X,t) odpowiadajace temu rozktadowi ma postaé
T(x,t)=E*pr. (3.43)

Wzor ten wynika z wlasnoéci rozwiazania uogdlnionego E. Zachodzi bo-
wiem

= B (3.44)
= L(D)E*pr),

L(D)E* pr =[Zm‘,anD”E]*pr = Zm:anDn(E*pr)z

stad
L(D)E=6 — L(D)E* por = pr czyli L(D)T = pr.

Przytoczony rezultat ma ogoélny charakter, stuszny dla dowolnego liniowe-
go rdwnania rézniczkowego.
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3.10. Rownanie falowe

Analizowane beda rozwiazania podstawowe operatora falowego
2

2
#=a’v? _6_ , gdzie v? = 0 i =1,2,...,n. Bedziemy wigc poszukiwali
ot?

axi X;
rozwigzania rOwnania
#E = 5(x.t). (3.45)
Stosujac obustronnie do réwnania falowego przeksztalcenia FOURIERA

Fy [f ] = f(a,t) uzyskujemy roOwnanie zwyczajne

0*E(a.t)
atZ

+ o) E(a,t) = 1(a)s(t), (3.46)

ktorego rozwiazaniem, na podstawie przyktadu (3.2), jest dystrybucja

E(xt)=F;'[E(a.t) = H (t)F;[Sir;lew, (3.47)

przy czym retransformata F, ! wynosi
—dlan=3

F;{S”;lj‘["t} - 271261 st |2, (3.48)
stad

Hit

E,(xt)= Z—ﬂ(a)é((at)2 ~x’ ); (3.49)

—dlan=2

smala|t 1 (at |><|)
F. — E,(xt)= (3.50)
oo [ A } e f

. l{sn;lfiitrh:l SE (X,t)=iH(at_|X|)' (3.51)
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Przytoczone rozwiazania mozna wykorzysta¢ do szukania rozwigzan pro-
stych, falowych zadan teorii sprezystosci.

3.11. ROwnanie LAPLACE'A

Poszukujemy dystrybucji E(X) spetniajacej rownanie

0? .
V2E(X)=6(x), V%= ,  i=12,...,n. 3.52
(x)=5(x) on (3.52)
Stosujac transformacj¢ FOURIERA, otrzymamy
~ 1 _ _
|’ FIE]I=1 - E:—7 - E=-F[le].
a

W wyniku przeksztalcen uzyskujemy rozwiazania podstawowe

E(x)= iln|x| dla n=2;

|1 . (3.53)
E(x)=——— dla n=3.
4 |X|

Podobne rozwiazania moga zosta¢ wykorzystano do poszukiwania Zro-
dtowych stacjonarnych rozktadow temperatury, koncentracji itp.

3.12. Rozwigzania podstawowe rownan termosprezystosci

Rownania liniowej termosprezystosci stanowia uogolnienie rownan prze-
wodnictwa cieplnego i sprezystosci. Stanowia wigc najogdlniejszy przypadek
rownan rozpatrywanych w tym rozdziale. Przyjmuje si¢ w nich, ze zaré6wno
pole temperatury wpltywa na stan naprezen jak i odwrotnie - pole naprgzen od-
dzialuje na przeptywy ciepta. W przypadku szczegdlnym, po pominigciu tego
drugiego wplywu, otrzymujemy rownania teorii naprezen cieplnych w ciele
sprezystym. W rownaniach tych przyjmuje sig, ze znany rozktad temperatury
wywoluje dystorsyjny stan naprezen w ciele sprezystym. Warto podkresli¢, ze
roOwnania te maja szerokie zastosowanie w praktyce inzynierskie;j.
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Problemy termosprezystosci opisuja rownania:
— bilansu pedu i kretu

2

o tPR=p atzi oy =0y, 1, J,k=123;

— bilansu energii, z uwzglednieniem entropii S

oS
PTE:PV — i

oraz rownania fizyczne okreslajace:
— tensor naprezenia oj;
Gij = 2/15”' + ﬂ’gkk5ij — ]/95” 5

— entropig
0

S=ye, +C, —;
p 7/ 1 & -I—

— strumien ciepta

0 =—ko;;

(3.54)

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

W  powyzszych wzorach symbolami Gij,gij,ui,pFi,qi,H,u,/i,

y=ar (3/1 +2 u) oznaczono kolejno tensory napregzenia i odksztalcenia, wektor

przemieszczenia, sit masowych i strumienia ciepta, przyrost temperatury oraz

stale LAMEGO okre$lajace sprezyste wlasnosci ciala.

Przytoczone rownania nalezy jeszcze uzupetié¢ zwigzkami geometrycz-

nymi
25” =U;; +U;,

laczacymi tensor odksztalcen z polami przemieszczen.

(3.59)
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Po podstawieniu réwnan fizycznych do bilanséw z uwzglednieniem row-
nan geometrycznych uzyskujemy nastepujacy uktad réwnan

o%u
P atzl —(u+ A i — g + 905 = pF, (3.60)

1 - 0
Mij+—0-05 =—,
X X

gdzie

_k Mo g P
X , N k,Q <

&

przy czym K jest wspotczynnikiem przewodnosci cieplnej, C, — cieptem wia-
sciwym przy stalym odksztalceniu, por — zréodtem ciepla jednostki objetosci
ciata.

Roéwnania powyzsze sa klasycznymi réwnaniami liniowej termosprezysto-
sci. Otrzymany uktad 4 réwnan roézniczkowych zapiszemy w postaci macierzo-
wej

L(@,0,) v=F, (3.61)
gdzie
2 2
0,=2, 6,=-2—, 5=2, 5=
OX; OX; 0X, ot ot
5jk(patt_ﬂau)_(/1+ﬂ)ajk 761'
L(aaat): yakat iat _au s (362)
y4

vl = [ul,uz,u3,9], F' :{pFl,sz,pr%}

Bedziemy teraz poszukiwali rozwigzan podstawowych operatora termo-
sprezystosci 1 jego przypadkow szczegolnych, a gtdéwnie operatora teorii napre-
zen cieplnych 1 sprezystosci. Problem formutujemy nastepujaco: nalezy znalez¢



89

dystrybucj¢ E (ET =[E, E;,E5,E4]1=[Ey. E4 ]) spetniajaca rownanie
L(0,0,)E=9, (3.63)

gdzie 87 =[5(x)5(t), S(x)5(t), (X)), (X)) &=5(x)5(t) I,

I — jest macierza jednostkowa. Zauwazmy, ze w odroznieniu od poprzednio
analizowanych réwnan ,,skalarowych” musimy w tym przypadku wyznaczy¢
macierz niezaleznych dystrybucji temperowanych — rozwiazania powyzszego
réwnania.

W pierwszej kolejnosci podamy kilka pomocniczych wzoréow pozwalaja-
cych okresla¢ transformaty FOURIERA w zadaniu, a nastgpnie podamy rozwia-
zania podstawowe dla statycznego przypadku termosprezystosci i teorii sprezy-
sto$ci.

W odréznieniu od poprzednich zadan nie bedziemy tu stosowali prze-
ksztatcen LAPLACE’A, ale transformat¢ FOURIERA zgodnie z zaleznoScia

F[f(x,t)]= f(a,r)=

L[ f(ct)exp(—i (xa, +to)dt, (.64

(27)
gdzie o' =(a,, a, a;).

Transformacje odwrotng okresla wyrazenie

f(xt)=F[f(a 7)|=

L[ f(a. r)expli(xa, +te))dadz.  (3:65)

(27)

Pozostaja prawdziwe wyrazenia na transformacje pochodnych
F[D, f]=ie, f(a.7)), F[D f]=irf(a,7) (3.66)
oraz splotu

fxg= I f(x—x,t—t)g(x,t')dx dt'%(%r)z f(a,r)@(a, 7).
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Postugiwa¢ si¢ bedziemy réwniez nastepujacymi wzorami

1
2.[ |X| ( (Xa +tz') th—”az,

2 “)(Ié‘(t) exp( (X a; +tz') xdt = — %, (3.67)

la

(27 ) (]042 +i a)r),

zjf xt) exp( (X a; +tr) xdt =
7

(27)

gdzie|x|=J‘xjx-i, a|= ajaj), w:§+%
0 dla t<O0,
| ekl
exp—(4ﬂ—j dla t>0.
4t w

Funkcje /I~ oraz (47[|x|)_l sa przy tym rozwiazaniami podstawowymi réw-

nania LAPLACE’A oraz réwnania przewodnictwa. Spetnia¢ wigc musza réwna-

%_évz r(xt) = 5(5(t)

Przystapimy teraz do wyznaczenia rozwigzania podstawowego dla sta-
tycznych rownan sprzgzonej termosprezystosci
_(/1 + :u)uj,ji —uu;; +y0, = pk,
. l . Q (3.68)
nu;+—0-0; =—,
x X

ktére w zapisie macierzowym dla rozwiazania podstawowego ma postac

A(0,0,)E(x,t) = 8(x,t)I, (3.69)
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gdzie

_5jkﬂA_(/1+,U)ajk 70,

= 1 .
A nakt _6t _AZ » (3 70)
X
0 o
0 ik , Ojk delta KRONECKERA.

= s akt = —
anan 8Xk8t

Po wykonaniu transformacji FOURIERA na réwnaniu (3.69) zgodnie z wzo-
rem (3.64) otrzymamy

~ ~ 1
Ala;,7)Ela;,7)= I,
(2 Bl )=
gdzie I jest macierza jednostkowa, a A(ai , T) wynosi
R J; u|0¢|2 + (/1 + u)aiaj iy,
Ala;,7)= > i (3.71)
-no;t |a| +;T

Wyznacznik macierzy A(ai , r) przyjmie warto$¢

det(A(ai ,r)): wr(A+ 2/1)|a|6 Qa|2 +i ra)),

gdzie w=l+ n__
¥y A+2u

Mozemy z kolei wyznaczy¢ macierz ﬁl(ai , T) , ktorej postac jest nastgpujaca:

(@0) Eular)
E

E(ai ,T):l: (a’,‘[) 44 (a’,r):|,

E,
E,;
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gdzie

é“ , = )
i(er) 47z2|oe|2 (A + 2u)([a|2 +iT0)J0£|2

1 {5 - (4 +,u)00¢|2 +i7w, )aiaj ]

-1 Iye,

4n’ ((ﬂ + 2;1)042(]042 +1 TO))}
()= (

Iéi4(0"z') =

na;
(1+ 2#10{2‘(‘642 +1i 2'0)) ’

17
A+ u

~ 1 1 1
E = -
ulen) 47* |05|2 titw @ X

Wykorzystujac z kolei wzér na retransformacje¢ (3.65) oraz relacje (3.66) i
(3.67) uzyskujemy macierz rozwiazan podstawowych

E;(xt) E,(xt)
E(x.t)= {Eﬂ (x1) E. (X’t)} (3.72)

gdzie:

5('[)5U (2+ )0)05()
S (X’t)_ 47r,u|xl - Sﬁya)lt(l/1+2y) | |+

+u)1- a)j
a”J‘| y,

4iz,ua)(/1+2,u
E,(xt)=—— 7 (Tt .
'4(X’t) 47[&)(/1+2y)a J.|x—y| Y, (373)
n S(t) 4z
E,. -—T
4’(X’t) 472+ 2u) 9 [ |X| ) (x t)]

1
E,(xt)= ;F(x,t).
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Okreslona wzorami (3.72) i (3.73) macierz rozwiazan podstawowych za-
wiera 16 niezaleznych dystrybucji i moze postuzy¢ do rozwiazywania zrodto-
wych (zrodlo ciepta, sily masowe) zagadnien w sprzezonej termosprgzystosci,
zgodnie z relacja

v=E(xt)*F, (3.74)
gdzie v' =[ui,6?], F' =[pFi,9}.
X

Przypadkiem szczegblnym réwnan termosprezystosci sa rOwnania przemiesz-
czeniowe teorii sprezystosci. Maja one postaé

Pl = (A + g ji = pliy = PRy (3.75)

1 opisuja dynamiczne problemy mechaniki cial sprezystych. Rozwiazania pod-
stawowe uzyskamy w tym przypadku z rownania macierzowego

H(0,,0)E(x,t)= 5(x)5(t)T, (3.76)

ktore otrzymujemy z rownania (3.75) po dokonaniu podstawienia pF =6 (X)é' (t )I .
Macierz Hj; ma postac

H; :5ij(p6n_ﬂakk)_(/1+ﬂ)5ij- (3.77)
Po wykonaniu na réwnaniu (3.75) transformacji FOURIERA, zgodnie z

wzorem (3.64), okresleniu transformaty H , wyznacznika det H i wyznaczeniu
z rdwnania

H(e.7)E(.7)=

(27)

transformaty macierzy rozwigzan fundamentalnych ]:](ai ,7), dokonujemy re-
transformacji, otrzymujac



(3.78)

gdzie

Wzory te okreslaja macierz rozwigzan podstawowych dla dynamicznych
réwnan teorii Sprezystosci.
Na podstawie macierzy E; (x,t) mozna znalezé rozwiazanie dla dowolne-

go rozkladu czasowo-przestrzennego sity masowej pF zgodnie z relacja

u=ExpF lub u(xt)=[E;(x—x,t—t)oF;(x,t)axdt’,  (3.79)
R4

gdzie * jest symbolem iloczynu splotowego w R*,a  dx'= dx,'dx,"'dx,".

Wzér (3.79) jest podobny do relacji (3.43) i (3.44) z punktu 9 i wynika z
ogolnych wilasnosci rozwiazan podstawowych rownan rézniczkowych fizyki
matematyczne;j.

Zalezno$¢ (3.79) moze by¢ réwniez wykorzystywana do poszukiwania
rozwiazan rownan teorii naprezen cieplnych w ciele sprezystym. Wystarczy w
tym celu wykorzysta¢ analogic DUHAMELA-NEUMANNA i wprowadzi¢ uogo6l-
niong site masowa pFi' = pF — 70, . Otrzymamy wtedy rozwiazanie

u(xt)= [E, (x=x,t=t)[oF; (x,t) 0 (., t) e di
R4

dla dowolnego rozktadu pola przyrostu temperatur € w ciele sprezystym.
Oczywiscie pole @ musi spelnia¢ rownanie przewodnictwa cieplnego.
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W nieco bardziej ztozony sposoéb poszukuje si¢ rozwiazan podstawowych
w analogicznych zagadnieniach lepkosprezystosci. Podane w ostatnich czterech
punktach rozwiazania podstawowe dla typowych rownan fizyki matematycznej
mozna dalej uogolni¢ podajac takie same rozwiazania dla zagadnien potprze-
strzeni, czy tez zadania CAUCHY'EGO. We wszystkich tych przypadkach aparat
formalny transformat FOURIERA i LAPLACE’A dystrybucji temperowanych po-
zwala na algorytmizacje poszukiwania rozwiazan podstawowych i to niezalez-
nie od stopnia wymiaru przestrzeni, w ktorej szuka si¢ tego rozwiazania. Jest to
jedna z najwigkszych zalet tego sposobu postgpowania. Uzyskuje si¢ wigc wy-
niki, ktére moga shuzy¢ do jakosciowego badania rozwiazan rownan fizyki ma-
tematycznej. Natomiast uwzglednienie ztozonych warunkow poczatkowo-
brzegowych, typowych dla zastosowan technicznych omawianych roéwnan,
wymaga uzycia metod numerycznych. Tym niemniej, wyniki uzyskane dla pot-
przestrzeni pozwalaja juz na jakoSciowa oceng wigkszosci zadan technicznych
wynikajacych z rozwiazywania zadan brzegowych réwnan fizyki matematycz-
nej.
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PROBLEMY FIZYKI MATEMATYCZNEJ

W monografii zaprezentowano wybrane zagadnienia wspotczesnej fizyki
matematycznej przy uwzglednieniu ich aplikacyjnego charakteru. Przedstawio-
no sposoby formutowania zadan brzegowych w przypadku takich problemow
technicznych jak: dyfuzja masy, przewodzenie ciepta, przewodzenie pradu elek-
trycznego, stan naprezen i odksztalcen ciat sprezystych. Oméwiono wariacyjne
problemy mechaniki i termomechaniki cial sprezystych i lepkosprezystych przy
wykorzystaniu podstawowych definicji i poje¢ z zakresu analizy funkcjonalne;j,
a w szczegoblnosci teorii operatorow potencjalnych (twierdzenie WAINBERGA).
Zaprezentowano sposdb wyznaczania rozwiazan fundamentalnych w przypadku
eliptycznych (sprezystosc), parabolicznych (przewodzenie ciepta) i hiperbolicz-
nych (dynamiczna termosprgzysto$¢) rownan rozniczkowych fizyki.

PROBLEMS OF MATHEMATICAL PHYSICS

In the monograph one discussed the problems of present-day mathematical
physics also in aspects of its applications. One presented formulations of
boundary problems employed in a description of such technical problems like:
mass diffusion, heat conduction, electric conduction and state of stress and
strain in an elastic body. The authors discussed the variational problems of me-
chanics and thermomechanics for elastic and viscoelastic bodies using basic
definitions and concepts of functional analysis, especially theory of potential
operators (WAINBERG’S theorem). They presented a way of determination of
fundamental solutions with a use of theory of distribution in the elliptical (elas-
ticity), parabolic (heat conduction) and hyperbolic (dynamic thermoelasticity)
cases of differential equations of physics.
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