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Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu

NIESTACJONARNOSC AKTYWNOSCI
TRANSAKCYJNEJ NA GIELDZIE
PAPIEROW WARTOSCIOWYCH W WARSZAWIE

Streszczenie: W artykule zajmujemy si¢ analizg danych transakcyjnych (fick-by-tick) dla wy-
branych akcji notowanych na Gieldzie Papierow Warto§ciowych w Warszawie. Dane trans-
akcyjne probujemy modelowac procesem Skellama oraz procesem ANB-Levy’ego. Szacuje-
my aktywnos¢ procesu przy roéznych zalozeniach dotyczacych okresowosci i stacjonarnosci.
Wyniki pokazuja, ze w aktywnosci gieldy istnieje zasadniczy czynnik niestacjonarny, ktorego
nie mozna wyjasni¢ sezonowoscig i ktory w danych jest widoczny jako efekt dtugiej pamigci.
Slowa kluczowe: notowania wysokiej czestotliwosci, dane transakcyjne cen akcji, proces
Skellama, proces ANB-Lévy’ego.

1. Charakterystyka danych transakcyjnych

W artykule rozwazamy ceny akcji obserwowane w bardzo wysokiej czgstotliwo-
$ci — interesujg nas ceny w kolejnych transakcjach na rynku. Pomigdzy kolejnymi
transakcjami cena akcji jest stata i moze si¢ zmienia¢ dopiero przy zawarciu kolejne;j
transakcji. W literaturze dotyczacej danych wysokiej czestotliwosci zaktada sig, ze
momenty transakcji tworzg pewien punktowy proces losowy na osi czasu. Dhugosci
okres6w pomiedzy kolejnymi transakcjami (lub pomigdzy kolejnymi zmianami cen)
okresla si¢ jako czasy trwania (duration). Jednym ze stylizowanych faktow doty-
czacych danych gietdowych wysokiej czgstotliwosci jest to, ze kolejne czasy trwania
sg ze sobg znacznie skorelowane. Co wigcej — wykazujg tzw. efekt dlugiej pamieci.
Autokorelacje zanikajg znacznie wolniej, nizby to wynikato ze zwyktych liniowych
zaleznosci pomiegdzy kolejnymi obserwacjami, a funkcja gestosci spektralnej przyj-
muje wysokie wartosci dla czestotliwosci bliskich 0, co oznacza istnienie dtugookre-
sowych zalezno$ci. Rysunek 1 ilustruje oba te zjawiska dla akcji Agory SA.

W standardowym podej$ciu do modelowania danych transakcyjnych, wywodzg-
cym si¢ z artykutu [Engle, Russel 1998], czasy trwania modeluje si¢ za pomoca
modelu warunkowego czasu trwania ACD (Autoregressive Conditional Duration),
ktory uwzglednia korelacje warunkowych czasow trwania migdzy kolejnymi obser-
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Rys. 1. Autokorelogram (gora) i ggstos¢ spektralna (dot) czasow trwania dla akcji Agory SA

Zrodto: opracowanie wiasne.

wacjami. W tym artykule przyjmiemy inne podejscie, dla ktoérego punktem wyjscia
jest nastepujaca obserwacja. Zatdézmy, ze proces generujacy dane jest procesem nie-
stacjonarnym, w ktorym nie wystepuja dlugoterminowe zaleznosci ani nawet krotko-
okresowe korelacje pomigdzy kolejnymi obserwacjami, ale w zamian za to zawiera
czynnik cykliczny o dtugim okresie. Funkcja autokorelacji oraz gestos¢ spektralna
takiego procesu moze by¢ wowczas podobna do przedstawionych na rys. 1. Innymi
stowy: niestacjonarno$¢ procesu moze prowadzi¢ do takich samych zjawisk obser-
wacyjnych jak dtuga pamig¢. W artykule pokazujemy na przyktadzie 5 akcji z GPW
w Warszawie, ze w rzeczywistosci proces generujacy aktywnos$¢ transakcyjnag gietdy
jest niestacjonarny. Postuzymy si¢ w tym celu podejsciem zaproponowanym przez
Bardorffa-Nielsena, Pollarda i Shepharda.

2. Modele oparte na dyskretnych procesach Lévy’ego

W artykule [Bardorff-Nielsen, Pollard, Shephard 2010] zauwazono, ze znaczna czg$¢
zmian cen akcji miedzy kolejnymi transakcjami to zmiany o wielkosci pojedynczego
,kroku” (tick — najmniejszej dozwolonej zmiany ceny). Zaproponowano zatem, aby
zmiany cen modelowaé za pomocg procesu Skellama S, zdefiniowanego jako:

S,=N/-N/, )
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gdzie N* i N~ to dwa niezalezne procesy Poissona o parametrach intensywnosci,
odpowiednio, A* i A”. Cena akcji (wyrazona w ,.krokach” i relatywnie do poczat-
kowej ceny, tj. przyjmujac, ze S, =0) w dowolnym momencie ¢ ma rozktad Skel-
lama:

. . k/2
P(S, =k)=e¢"'" +“[j—_] qkl(zt\/1+z‘), k=..,-2,-1,0,1,2,.., (2

gdzie: I to zmodyfikowana funkcja Bessela pierwszego rodzaju (zob. [Abramowitz,
Stegun 1972]).

Model taki jest prosty do oszacowania, poniewaz intensywnos¢ kazdego z pro-
cesow N i N~ mozna estymowaé osobno. Druga zaleta modelu jest mozliwosé
uwzglednienia asymetrii rozktadéw zmian cen dzigki osobnemu modelowaniu wzro-
stow i1 spadkow cen. Wadg modelu jest to, ze mozliwe s3 w nim zmiany cen jedynie
o pojedynczy ,.krok” (tick).

Ograniczenie to mozna jednak tatwo poming¢, zastgpujac zwykte procesy Po-
issona w definicji (1) ztozonymi procesami Poissona, w ktorych wielkosci skokow
sa pewnymi zmiennymi losowymi przyjmujacymi warto$ci naturalne. Na przyktad
mozna przyjaé, ze L i L™ to dwa zlozone procesy Poissona, w ktorych wielko$ci
skokow maja ujemne rozktady dwumianowe, tj.:

N/
L=>Ct,
i=1
gdzie ae{"+","="}, N" i N~ to procesy Poissona, C/ i C; za$ to niezalezne

zmienne losowe o ujemnym rozkladzie dwumianowym, tj.

P(C =k) =(k ’ 2 _1](1—19“)’“ »"),

gdzie p*, p~ to parametry rozkladow, za$ r* = -1 /In(1- p*) dla a e {"+","-"}.
Proces S, zdefiniowany jako

S=L-L, 3)
nazywa si¢ procesem Lévy’ego ANB (ANB Lévy process). W modelu takim cena

akcji w chwili ¢ (wyrazona w liczbie ,,krokow” od ceny poczatkowej) ma rozktad
ANB:

P(St Zk)z(l_pf)tr’ (l_er)tr* (") (plz+ !(Iir!)P (l‘l’i)kf y .

><F(tr+ +kN vk kT vk +1,p*p’),
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gdzie k" =max{0,k}, k- =max{0,—k}, F to funkcja hipergeometryczna (zob.
[Abramowitz, Stegun 1972 lub Graham, Knuth, Patashnik 1998]), a zapis (9),
oznacza potege przyrastajaca (zob. [Graham, Knuth, Patashnik 1998]):

(0), =55 +1)- (5 +k—1).

Proces taki z sukcesem zastosowano w pracy [Bardorff-Nielsen, Pollard, She-
phard 2010] do opisu zmian cen pomiedzy kolejnymi transakcjami.

Estymacja parametrow procesu Skellama (1) oraz procesu ANB jest stosunkowo
prosta. Osobno szacuje si¢ intensywno$¢ procesu i parametry rozktadéow skokow
C“. W przypadku ztozonego procesu Poissona za oszacowanie intensywno$ci pro-
cesu przyjmuje si¢

i liczba transakcji

dhugosé okresu obserwacji- ®)

W przypadku procesu Skellama estymatory parametréw A" 1 A~ wygladaja podob-
nie, tylko ze zamiast catkowitej liczby transakcji nalezy wzigc liczbe transakcji, w
ktorych cena wzrosta (dla 4%) lub spadta (dla 27). W przypadku procesu ANB oszaco-
wania rozktadu zmiany ceny w kolejnych transakcjach dokonuje si¢ oddzielnie, np.
metodg najwigkszej wiarygodnosci.

3. Badanie niestacjonarnosci szeregow

Przyjmujemy dalej modele przedstawione w poprzednim punkcie, zakladamy zatem,
ze zmiany cen akcji w kolejnych transakcjach mozna opisa¢ procesem Skellama lub
ANB. W przeciwienstwie do oryginalnej wersji modelu nie zakladamy stacjonar-
nosci procesu. Intensywno$¢ A(¢) moze si¢ zmienia¢. Przyjmujemy trzy wersje
modelu. W modelu cyklicznosci dziennej zaktadamy, Ze intensywnos¢ zalezy jedy-
nie od dziennego cyklu aktywnosci gietdy. Intensywnos$¢ w tych samych godzinach
réznych dni jest zatem taka sama. W modelu cyklicznosci tygodniowej zaktadamy,
ze intensywno$¢ zmienia si¢ w rytmie tygodniowym. Intensywno$¢ ksztaltuje si¢
zatem zgodnie z takim samym wzorcem w kazdy poniedzialek, w kazdy wtorek
itd. W modelu niestacjonarnym przyjmujemy, ze intensywno$¢ w badanym okresie
zmieniata si¢ dowolnie: jej zmiany wynikaly z pewnych zjawisk egzogenicznych.
Intensywnos$¢ byla szacowana zgodnie ze wzorem (5). W przypadku procesu
Skellama (1) lub procesu Lévy’ego ANB spadki i wzrosty cen moga mie¢ r6zna
intensywnos$¢. PrzeprowadziliSmy osobne estymacje intensywnosci wzrostow
(4%) 1 intensywnosci spadkéw (47), jednak réznice pomigdzy A" 1 A~ okazaty si¢ nie-
wielkie, dlatego dalej prezentowane sg wyniki dla ,tacznej” intensywnosci
A=A"+A". Intensywnos¢ byta szacowana dla poszczegdlnych godzin — zatem
jednostka czasu w mianowniku wzoru (5) jest godzina, a wartosci w liczniku odpo-
wiada liczba transakcji, jakie zaszly w trakcie godziny. Intensywnos$ci szacowano na
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podstawie wszystkich danych transakcyjnych w latach 2009-2010. Probka obejmo-
wata 5 akcji z GPW w Warszawie (Agora, KGHM, PKN Orlen, PKO, Telekomuni-
kacja Polska).

Rysunek 2 przedstawia oszacowania intensywnosci w modelu niestacjonarnym
dla akcji TP SA. Wykresy dla pozostatych badanych akcji wygladaja podobnie. Jak
fatwo mozna zauwazy¢ na wykresie, istnieje kilka obserwacji, w ktdrych intensyw-
nos¢ gwattownie wzrasta ponad zwykty poziom. Wzrost ten jest nawet dziesigcio-
krotny. Najwyzszy wzrost intensywnos$ci mial miejsce w piatek, 19 marca 2010 r.
Inne dni, w ktorych intensywno$¢ byla wyjatkowo duza, to: 2009-04-28 (wtorek),
2009-06-19 (piatek), 2009-08-10 (poniedziatek), 2009-08-11 (wtorek), 2009-09-18
(piatek), 2009-12-18 (piatek), 2010-06-18 (piatek), 2010-09-17 (piatek). Daty,
ktoére pogrubiono, przypadaja w dni wykonania kontraktow terminowych na akcje.
Takze dzien najwickszej aktywnosci, 2010-03-19, przypadat na moment wykonania
kontraktow terminowych.
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Rys. 2. Intensywno$¢ procesu transakcji dla TP SA

Zrbdto: opracowanie wiasne.

Oszacowania intensywnosci procesu transakcji w modelu cykliczno$ci dzienne;j
zostaly przedstawione na rys. 3. Linie kropkowane reprezentuja konce przedziatu
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ufnosci o wspotczynniku ufnosci 0,95. Na wykresie wyraznie widoczny jest dzienny
wzorzec aktywnosci gieldy. Jest on zgodny z wzorcami opisywanymi w literatu-
rze (zob. np. [Russel, Engle 2010])!. Aktywno$¢ jest najwicksza na poczatku i pod
koniec dnia. W $rodku dnia aktywnos$¢ si¢ obniza, przy czym najstabsza jest w go-
dzinach wczesnego popotudnia). Przedzialy ufnos$ci sg stosunkowo waskie — zatem
wykres powinien poprawnie oddawac¢ prawdziwy wzorzec aktywnosci.

80

70

60

50

Rys. 3. Intensywno$¢ w modelu cykliczno$ci dziennej — akcje TP SA

Zrodto: opracowanie wlasne.

Rysunek 4 przedstawia szacunki intensywnosci procesu w modelu cyklicznosci
tygodniowej. Podobnie jak na poprzednim wykresie liniami kropkowanymi ozna-
czono konce przedziatu ufnosci. Pionowe kreskowane linie oddzielaja kolejne dni
sesyjne. Ksztalt wykresu w duzym stopniu zdeterminowany jest przez cykliczno$é¢
dzienng.

Trzy przedstawione modele (cyklicznos¢ dzienna, tygodniowa i model niesta-
cjonarny) sg modelami zagniezdzonymi. Najbardziej ogoélny jest model niestacjo-
narny. Przejscie do modelu cykliczno$ci tygodniowej polega na narzuceniu ogra-

! Opis cykliczno$ci dziennej dla polskiego rynku mozna znalez¢ np. w: [Biefi 2010].
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Rys. 4. Intensywno$¢ w modelu cyklicznosci tygodniowej — akcje TP SA

Zrbdto: opracowanie wiasne.

niczen réwnosciowych (wspotczynniki intensywnos$ci 4 dla tych samych godzin
w tygodniu sesyjnym powinny by¢ sobie rowne). W naszym przypadku liczba ogra-
niczen wynosita 3486. Natomiast przejscie z modelu cyklicznosci tygodniowej do
modelu cyklicznosci dziennej polega na narzuceniu dodatkowych 28 ograniczen
(réwne powinny by¢ wspotczynniki intensywnosci dla tych samych godzin sesji we
wszystkich dniach). Istotnos¢ ograniczen, a zatem poprawnos$¢ modelu cyklicznosci
dziennej lub tygodniowej, mozna badac¢ testem ilorazu wiarygodnosci. Statystyka
testowa ma postac

2(lnLu —lnLr), (6)

gdzie L, to wiarygodno$¢ modelu bez ograniczen, a L, to wiarygodno$¢ mode-
lu z ograniczeniami. Wartoscig graniczng jest kwantyl rzedu 1 — a (gdzie a to po-
ziom istotnosci) rozktadu ;(2 z liczba stopni swobody réwna liczbie narzuconych
restrykcji. Jezeli przyja¢ poziom istotnosci @ = 0,01, to wartos¢ krytyczna dla 3514
ograniczen (odpowiadajacych przej$ciu z modelu niestacjonarnego do modelu cy-
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kliczno$ci dziennej) wyniesie 3711,96, dla 3486 ograniczen (przej$cie od modelu
niestacjonarnego do modelu cykliczno$ci tygodniowej) bedzie to 3683,18, zas dla 28
ograniczen (przejscie od modelu cyklicznosci tygodniowej do modelu cyklicznosci
dziennej) bedzie to 48,28. Hipoteze zerowg o istotnosci ograniczen nalezy odrzu-
ci¢, gdy statystyka testowa jest wigksza od wartoSci krytycznej. Tabela 1 zawiera
logarytmy wiarygodno$ci dla wszystkich modeli 1 wszystkich badanych akcji. Jak
fatwo mozna sprawdzi¢, w kazdym przypadku (tj. zard6wno poréwnujac model cy-
klicznosci, dziennej lub tygodniowej z modelem niestacjonarnym, jak i poréwnujac
model cykliczno$ci dziennej z modelem cyklicznosci tygodniowej) nalezy odrzucic¢
hipotezg o istotnosci ograniczen. Uwzglednienie jedynie cyklicznosci dziennej lub
tygodniowej nie pozwala na poprawne opisanie zmian intensywnosci zawierania
transakcji.

Tabela 1. Logarytmy wiarygodnosci dla réznych modeli intensywnosci

AGO KGH PKN PKO TPS
Niestacjonarny -10793,9 —18620,2 —171422 —-19231,1 -16732,0
Tygodniowy —32849,5 —78568,5 -59821,7 -91009,2 —52562,1
Dzienny —33757,8 —79608,1 —61024.,4 -92194,4 —53489.,9

Zrodto: obliczenia wlasne.

Tabela 2. Srednie i odchylenia standardowe znormalizowanych czaséw oczekiwan migdzy transakcjami

Srednie

Model AGO KGH PKN PKO TPS
Dzienny 1,18648 1,21480 1,29651 1,31234 1,16630
Tygodniowy 1,18772 1,21491 1,29654 1,31239 1,16657
Niestacjonarny 1,22707 1,21697 1,29955 1,31457 1,16923

Odchylenia standardowe

Model AGO KGH PKN PKO TPS
Dzienny 2,21458 1,89469 1,94506 1,93794 1,84544
Tygodniowy 2,25138 1,89334 1,94653 1,93649 1,84952
Niestacjonarny 1,61181 1,60282 1,69892 1,63059 1,61007

Zrodto: obliczenia wlasne.

Dodatkowe informacje na temat oszacowanych modeli mozemy otrzymac, ba-
dajac ich reszty. Jezeli poprawnie oszacowano intensywnos¢ procesu, to czasy ocze-
kiwan migdzy kolejnymi transakcjami powinny mie¢ rozktad wyktadniczy Ex(4,),
gdzie A, jest lokalna intensywnoscia procesu. Zatem ustandaryzowane czasy ocze-
kiwania u, = A,d, (gdzie d, jest czasem oczekiwania miedzy transakcjami, a A, to
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lokalna intensywnos$¢ procesu) beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkta-
dzie Ex(1). Zarowno ich wartos¢ oczekiwana, jak i odchylenie standardowe powinny
by¢ zatem rowne 1. Tabela 2 przedstawia $rednie i odchylenia standardowe ustan-
daryzowanych czaséw oczekiwania dla wszystkich modeli. We wszystkich przypad-
kach otrzymane wartosci sg wigksze od 1, jednak najblizsze jedno$ci sa w przypadku
modelu niestacjonarnego.

4. Whnioski

Rozdziat ten pokazuje, ze modele oparte na dyskretnych procesach Lévy’ego, np. na
modelu Skellama, moga stanowi¢ interesujaca alternatywe w modelowaniu danych
transakcyjnych. Estymacja takich modeli odbywa si¢ wzglednie prosto, a zaleta jest
osobne szacowanie intensywnosci procesu zmian oraz rozktadéw wielkos$ci zmian
ceny. Osobne badania (nieprzedstawione tutaj z powodu braku miejsca, zob. [Kliber
2011]) pokazuja takze, ze rozktady Skellama (2) i ANB (4) na og6ét do$¢ poprawnie
opisuja rozktady zmian cen akcji w kolejnych transakcjach.

Oszacowania intensywno$ci procesu zmian ceny wyraznie wskazuja na jego
niestacjonarno$¢. Pokazuje to, ze aktywnos¢ gietdy, nawet mierzona na najnizszym
mozliwym poziomie pojedynczych transakcji, nie moze by¢ w peini wyjasniona
czynnikami endogenicznymi ani prosta sezonowoscig (dzienng lub tygodniow3a). Se-
zonowos$¢, zwlaszcza dzienna, stanowi istotny czynnik aktywnosci gietdy, ale nawet
jej uwzglednienie nie eliminuje symptoméw ,,dlugiej pamieci” z obserwowanych
danych. Dopiero uwzglednienie niestacjonarnosci pozwala na eliminacj¢ tego efek-
tu. Zrédta zmian aktywnosci gieldy sa wigc egzogeniczne.
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NON-STATIONARITY IN TRANSACTION ACTIVITY
ON THE WARSAW STOCK EXCHANGE

Summary: In the paper we analyze high-frequency data for few instruments from the Warsaw
Stock Exchange. We use Skellam processes and ANB-Lévy processes to model tick-by-tick
data. Having tried different assumptions considering periodicity and stationarity of the data
generating process, we conclude that there exists a non-stationary factor which cannot be
explained by periodicity of trading. This non-stationary component is the reason why tick-by-
tick data reveals some statistical properties that are characteristics for long-memory processes.

Keywords: high-frequency data, tick-by-tick data, Skellama process, ANB-Levy process.



