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PRZYKŁAD ZASTOSOWANIA METOD 
ANALIZY WIELOWYMIAROWEJ 
W ANALIZIE ZARAŻANIA RYNKÓW FINANSOWYCH 

Streszczenie: Kryzysy finansowe są ważnym zjawiskiem dla całej gospodarki, ponieważ 
podczas kryzysu zwiększają się koszty pośrednictwa oraz koszty kredytów, trudniejszy jest 
również dostęp do kredytów. Powoduje to ograniczenia działalności sektora realnego, co 
może prowadzić do kryzysu również w tym sektorze. Najczęściej przyjmuje się, że zaraża-
nie na rynkach finansowych (contagion in financial markets) występuje wtedy, kiedy pod-
czas kryzysu obserwuje się znacznie zwiększoną zależność między ruchami cen na różnych 
rynkach finansowych. W tym artykule autor podejmie próbę odpowiedzi na pytanie, czy 
wybrane giełdy światowe zarażają się od siebie w rozumieniu podanej definicji. Jako narzę-
dzie wykorzystane będą warunkowe funkcje powiązań i warunkowy współczynnik korelacji 
rho Spearmana. 

Słowa kluczowe: kryzys finansowy, zarażanie rynków finansowych, warunkowy współ-
czynnik korelacji. 

1. Wstęp 

Kryzysy finansowe są ważnym zjawiskiem dla całej gospodarki, ponieważ podczas 
kryzysu zwiększają się koszty pośrednictwa oraz koszty kredytów, trudniejszy jest 
również dostęp do kredytów. Powoduje to ograniczenia działalności sektora realne-
go, co może prowadzić do kryzysu także w tym sektorze. 

Dosyć duża częstość występowania kryzysów finansowych może prowadzić do 
wniosku, że sektor finansowy jest szczególnie wrażliwy na różnego rodzaju zaburze-
nia. Zwłaszcza kryzys z ostatnich lat pokazał, jak gospodarka światowa jest wrażliwa 
na zaburzenia w epoce globalizacji. Aby zbadać uwarunkowania rozprzestrzeniania 
się kryzysów finansowych, wykorzystano w tym artykule metody analizy powiązań 
między światowymi rynkami kapitałowymi, takie jak wielowymiarowe rozkłady 
warunkowe, funkcje powiązań czy też dynamiczne modele warunkowej korelacji. 
Powinny one dać odpowiedź na pytanie, czy podczas kryzysu występuje istotna 
zmiana w zależnościach między rynkami, co w części tłumaczyłoby tak szybkie roz-
przestrzenianie się kryzysu. 
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Najczęściej przyjmuje się, że zarażanie na rynkach finansowych (contagion in fi-
nancial markets) występuje wtedy, kiedy podczas kryzysu obserwuje się znacznie 
zwiększoną zależność między ruchami cen na różnych rynkach finansowych. W tym 
artykule autor podejmie próbę odpowiedzi na pytanie, czy wybrane giełdy światowe 
zarażają się od siebie w rozumieniu podanej definicji. Jako narzędzie wykorzystane 
będą warunkowe funkcje powiązań i warunkowy współczynnik korelacji rho Spear-
mana. 

2. Przegląd literatury 

Jednym ze zjawisk związanych z kryzysami finansowymi, które nastąpiły w ciągu 
ostatnich kilkudziesięciu lat, była tendencja zwiększenia zależności między rynkami 
finansowymi w okresie kryzysu w porównaniu z zależnościami poza kryzysem. Jak 
już wspomniano, ta właściwość nazywana jest zarażaniem i ze względu na swoje 
dosyć poważne efekty zwróciła uwagę wielu teoretyków i praktyków zajmujących 
się finansami. Szybko zaproponowano kilka metod pozwalających sprawdzić wystę-
powanie zarażania. Większość z tych metod skupia się na poszukiwaniu zmian wie-
lowymiarowego rozkładu stóp zwrotu w okresach kryzysu i poza tymi okresami.  
W pracach [Forbes, Rigobon 2002; Bae, Karolyi, Stulz 2003; Pericoli, Sbracia 2003; 
Dungey i in. 2005; Rodrýguez 2007] zawarte są podstawy takiego podejścia i dalsza 
literatura na ten temat. 

Inne podejście zostało wprowadzone kilka lat temu w pracach [Bradley, Taqqu 
2004; 2005a; 2005b]. Intuicyjnie rozumując, należy stwierdzić, że autorzy ci założy-
li, że zarażanie rynku Y przez rynek X występuje wtedy, jeżeli zależność między 
rynkiem X a rynkiem Y jest większa, kiedy na rynku X występują ponadprzeciętne 
spadki, niż kiedy sytuacja na rynku X jest normalna. Oznacza to, że zależność jest 
większa dla wartości stóp zwrotu rynku X znajdujących się w lewym ogonie rozkła-
du brzegowego niż w jego centralnej części. Autorzy ci mierzyli zmiany zależności, 
wykorzystując pewne lokalne współczynniki korelacji. W jednym z artykułów 
[Bradley, Taqqu 2004] napisali, że ich podejście „nie wymaga definicji kryzysu i 
okresu normalnego i nie ma natury czasowej”. Ponieważ w tej definicji nie skupia się 
uwagi na okresie, w którym występuje kryzys, lecz na tym, w jakim „miejscu” roz-
kładu się znajdujemy, zarażanie tak zdefiniowane określa się mianem zarażania 
miejscowego (przestrzennego, spatialcontagion). 

3. Metodologia badań empirycznych 

Definicja funkcji powiązań wygląda następująco: k-wymiarową funkcję C: [0,1]𝑘 →
[0,1] określa się mianem funkcji powiązań (copula), jeśli spełnia następujące warunki: 

a) C(u1, u2, ..., uk) jest funkcją k-rosnącą, 
b) C(u1, u2, ..., ui–1, 0, ui+1, ..., uk) = 0,  
c) C(1, ..., 1, ui, 1, ..., 1) = ui. 
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Znaczenie funkcji powiązań w analizie zależności wielowymiarowych wynika  
z twierdzenia Sklara: 

Niech H będzie dystrybuantą łączną rozkładu wielowymiarowego, którego roz-
kłady brzegowe oznaczymy odpowiednio przez Fi. Wtedy istnieje funkcja powiązań 
C taka, że 

H(x1, x2, ..., xk) = C(F1(x1), F2(x2), ..., Fk(xk)). 

Jeśli Fi są ciągłe, to C jest jednoznacznie określona. Ponadto jeśli Fi są dystrybu-
antami, to funkcja H określona powyższym równaniem jest dystrybuantą łączną roz-
kładu wielowymiarowego. 

Innymi słowy, funkcja powiązań oddaje pełną strukturę zależności między roz-
kładami brzegowymi, tworząc wraz z nimi rozkład wielowymiarowy, oczywiście 
przy spełnieniu podanych powyżej założeń. 

Niech C(U,V)|S(u,v) oznacza dwuwymiarową funkcję powiązań, rozpiętą na pew-
nym podzbiorze S zbioru [0, 1] × [0,1], gdzie u i v są dystrybuantami rozkładu stóp 
zwrotu dwóch indeksów giełdowych: 𝑢 = 𝐹(𝑋), 𝑣 = 𝐹(𝑌). X jest rozkładem stóp 
zwrotu indeksu pierwszego rynku, Y – rynku drugiego. W dalszej części pracy X i Y 
będą również oznaczały pierwszy i drugi rynek.  

Aby zbadać koncepcję zarażania, można rozpatrzyć następujące podzbiory S 
[Durante, Jaworski 2008]:  

𝑆𝐿 = [0,𝛼] × [0,1], 

𝑆𝑃 = [1 − 𝛼, 1] × [0,1], 

𝑆𝐷 = [0,1] × [0,𝛼], 

𝑆𝐺 = [0,1] × [1 − 𝛼, 1], 

𝑆𝐿𝐷 = [0,𝛼] × [0,𝛼], 

𝑆𝑃𝐺 = [1 − 𝛼, 1] × [1 − 𝛼, 1], 

𝑆𝑃𝑖𝑜𝑛 = [𝛽, 1 − 𝛽] × [0,1], 

𝑆𝑃𝑜𝑧𝑖𝑜𝑚 = [0,1] × [𝛽, 1 − 𝛽], 

𝑆𝑆𝑟𝑜𝑑𝑒𝑘 = [𝛽, 1 − 𝛽] × [𝛽, 1 − 𝛽]. 

Zbiory SL, SP, SD, SG, SLD i SPG nazywane są zbiorami krańcowymi, zaś zbiory 
SPion, SPoziom i SSrodek to zbiory centralne. Warunkowe funkcje powiązań tworzone są 
przez uwarunkowanie ze względu na dziedzinę, która jest w tym przypadku jednym  
z powyższych zbiorów, i oznaczane są np. jako 𝐶𝑆𝐿 . 

 Porównując w określony sposób warunkową funkcję powiązań opartą na jed-
nym ze zbiorów krańcowych z funkcją opartą na jednym ze zbiorów centralnych, 
można zbadać, czy między dwiema badanymi zmiennymi, czyli w tym przypadku 
między stopami zwrotu badanych indeksów, występuje zjawisko zarażania.  
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W niniejszym artykule do porównania dwu funkcji powiązań wykorzystano tzw. 
dodatnią zależność monotoniczną PQD (Positive Quadrant Dependence) [Durante, 
Jaworski 2008]. Definiuje się, że 𝐶1 ≪𝑃𝑄𝐷 𝐶2, jeżeli dla wszystkich par (u, v) 
∈  [0,1]𝐶1(𝑢, 𝑣) ≤ 𝐶2(𝑢, 𝑣), innymi słowy C2 przeważa pod względem PQD nad C1, 
jeżeli dla każdej pary (u, v) C2 przyjmuje większe wartości niż C1. Oznacza to, że 
zależność między u i v jest silniejsza w przypadku funkcji C2 niż C1. Wykorzystując 
ten fakt, konstrukcję zbiorów S oraz pojęcie zarażania, można zdefiniować takie 
przypadki: 

Rynek X zaraża rynek Y, jeżeli𝐶𝑆𝑃𝑜𝑧𝑖𝑜𝑚 ≪𝑃𝑄𝐷 𝐶𝑆𝐿 . 
Rynek Y zaraża rynek X, jeżeli𝐶𝑆𝑃𝑖𝑜𝑛 ≪𝑃𝑄𝐷 𝐶𝑆𝐷 . 
Jeżeli 𝐶𝑆𝑆𝑟𝑜𝑑𝑒𝑘 ≪𝑃𝑄𝐷 𝐶𝑆𝐿𝐷 , to mamy do czynienia z zarażaniem symetrycznym. 
Zarażanie definiowane jest tu jako zwiększenie zależności w lewym dolnym 

ogonie rozkładu łącznego w porównaniu z regionem centralnym tego rozkładu. De-
finicja ta nie wymaga określenia wprost, kiedy mamy do czynienia z okresem kryzy-
su, a kiedy z okresem normalnym, pośrednio jednak zakłada się, że kryzys występuje 
wtedy, kiedy dystrybuanta rozkładu brzegowego stóp zwrotu na jednym lub na obu 
rynkach mniejsza jest od zadanego poziomu α. 

Istnieją co najmniej dwa sposoby sprawdzenia podanych zależności między 
warunkowymi funkcjami powiązań dla danych empirycznych. Pierwszy to próba 
znalezienia postaci funkcji powiązań łączącej dane i estymacja jej parametrów. Na 
tej podstawie można spróbować wyznaczyć warunkowe funkcje powiązań i w ten 
sposób sprawdzić, czy spełnione są warunki zarażania. Podejście to wiąże się jednak  
z dwoma poważnymi problemami. Po pierwsze, dopasowywanie funkcji powiązań 
do danych rzeczywistych skutkuje z reguły wystąpieniem błędów estymacji, które 
mogą zostać zwielokrotnione w procesie wyznaczania warunkowych funkcji 
powiązań. Po drugie, wyznaczenie tych funkcji warunkowych może być trudne, 
zwłaszcza jeżeli nie uda się uzyskać jawnego wzoru takiej funkcji [Durante, Jaworski 
2008]. 

Dlatego w tej pracy zastosowano za pracą [Durante, Jaworski 2008] inne, niepa-
rametryczne podejście. Podstawą definicji zarażania podanych powyżej jest porów-
nywanie warunkowych funkcji powiązań za pomocą dodatniej zależności monoto-
nicznej PQD. Zależność ta jest równoznaczna z miarami zależności monotonicznej, 
takimi jak τ Kendalla lub ρ Spearmana, co można wyrazić w ten sposób: jeżeli 
𝐶 ≪𝑃𝑄𝐷 𝐷, to 𝜅(𝐶) ≤ 𝜅(𝐷), gdzie κ to jakaś miara zależności monotonicznej [Nel-
sen 2006, Scarsini 1984]. Wykorzystując ten fakt, można badać  występowanie zara-
żania, sprawdzając występowanie następujących zależności: 

Rynek X zaraża rynek Y, jeżeli 𝜅�𝐶𝑆𝑃𝑜𝑧𝑖𝑜𝑚� ≤ 𝜅�𝐶𝑆𝐿�. 
Rynek Y zaraża rynek X, jeżeli 𝜅�𝐶𝑆𝑃𝑖𝑜𝑛� ≤ 𝜅�𝐶𝑆𝐷�. 
Jeżeli 𝜅�𝐶𝑆𝑆𝑟𝑜𝑑𝑒𝑘� ≤ 𝜅�𝐶𝑆𝐿𝐷�, to mamy do czynienia z zarażaniem symetrycz-

nym. 
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W dalszej części artykułu jako miarę zależności wykorzystano współczynnik ko-
relacji rang Spearmana ρ. Ponieważ w tym przypadku współczynnik ten obliczany 
jest dla warunkowych funkcji powiązań, to określany jest jako warunkowy współ-
czynnik korelacji [Dobric, Frahm, Schmid 2007].  

𝜌𝑆 =
12
𝑛𝑆

�
𝑟𝑆(𝑢𝑖)
𝑛𝑆

𝑟𝑆(𝑣𝑖)
𝑛𝑆𝑖∈𝐼𝑆

− 3, 

gdzie: 𝜌𝑆 – warunkowy współczynnik korelacji rang Spearmana, 
 nS – liczba obserwacji w zbiorze S, 
 IS – indeksy obserwacji należących do zbioru S, 
 rS – ranga obserwacji w zbiorze S. 

W celu określenia istotności otrzymanych wyników wykorzystano metodę boot-
strapową [Schmid, Schmidt 2006; 2007]. 

4. Wyniki badań empirycznych 

W badaniu wykorzystano stopy zwrotu z dziewięciu (BUENOS, CAC40, DAX, 
DJIA, FT_SE100, HANGSENG, NIKKEI, SP500, WIG20) indeksów giełd świato-
wych, z okresu 1995-2011. Po uzgodnieniu dat szeregi miały długość 3148 obserwa-
cji (dane dzienne). 

Obliczenia składały się z następujących kroków: 
• wybór pary indeksów, 
• obliczenie dystrybuant empirycznych dla poszczególnych indeksów, 
• wyznaczenie podzbiorów S dla α = 0,05 i β = 0,1, 
• obliczenie ρS dla wyznaczonych podzbiorów S, 
• wyznaczenie metodą bootstrapową przedziałów ufności ρS  dla poziomu ufności 

0,05, liczba powtórzeń 1000. 

Tabela 1. Wyniki zbiorcze (36 par indeksów) 

Sytuacja, kiedy pierwszy rynek 
zarażał drugi 

Sytuacja, kiedy drugi rynek 
zarażał pierwszy 

Zarażanie 
symetryczne 

14 26 27 

Źródło: opracowanie własne. 

W tabeli 1 są podane liczby przypadków, kiedy różnica między warunkowym 
współczynnikiem korelacji określonym na zbiorze krańcowym a określonym na 
zbiorze centralnym była istotnie większa od 0. Ze względu na alfabetyczne uszere-
gowanie par indeksów wykorzystanych w badaniu występuje większa liczba sytuacji, 
kiedy rynek Y zarażał rynek X, ze względu na fakt, że największy wpływ na sytuację 
innych indeksów zdają się mieć takie indeksy, jak HANGSENG, NIKKEI iSP500, 
które częściej zarażają, niż same są zarażane. 
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W tabelach 2-4 podano przykładowe wartości poszczególnych warunkowych 
współczynników korelacji dla wybranych par indeksów. Pogrubiono te wartości 
współczynników dla zbiorów krańcowych, które są istotnie większe od współczyn-
ników dla zbiorów centralnych. 

Tabela 2. Wyniki przykładowe: zależność między badanymi indeksami a WIG20 

 𝜌𝑆𝐿 𝜌𝑆𝐷 𝜌𝑆𝐿𝐷 𝜌𝑆𝑃𝑖𝑜𝑛 𝜌𝑆𝑃𝑜𝑧𝑖𝑜𝑚 𝜌𝑆𝑆𝑟𝑜𝑑𝑒𝑘  

BUENOS WIG20 0,1939 0,3586 0,3786 0,1393 0,1421 0,1091 
CAC40 WIG20 0,2846 0,3020 0,4188 0,3473 0,3431 0,3059 
DAX WIG20 0,2359 0,3261 0,3326 0,3587 0,3419 0,3216 
DJIA WIG20 0,3260 0,3078 0,5865 0,1686 0,1978 0,1298 
FT_SE100 WIG20 0,2739 0,2947 0,3949 0,3312 0,3566 0,2954 
HANGSENG WIG20 0,3585 0,4653 0,3944 0,2219 0,2083 0,2002 
NIKKEI WIG20 0,2298 0,1959 0,2424 0,1695 0,1413 0,1370 
SP500 WIG20 0,3772 0,2929 0,3945 0,1897 0,2080 0,1481 

Źródło: opracowanie własne. 

Jak widać z tab. 2, nasz rynek jest mocniej związany z rynkami światowymi w 
okresach kryzysu. Wytłumaczenia wymaga fakt znacznego zarażania między naszą 
giełdą a giełdą w Buenos Aires. Jest to zjawisko związane z faktem, że oba te rynki 
są stosunkowo mocno skorelowane z rynkiem amerykańskim, czyli zarażanie jest tu 
„pośrednie”. Ciekawe jest, że nasza giełda jest równie silnie skorelowana z giełdą 
niemiecką w okresie kryzysu jak  poza nim. Ogólnie WIG20 wykazuje najsilniejszą 
korelację poza kryzysem z indeksami giełd europejskich. 

Tabela 3. Wyniki przykładowe: zależność między badanymi indeksami a SP500 

 𝜌𝑆𝐿 𝜌𝑆𝐷 𝜌𝑆𝐿𝐷 𝜌𝑆𝑃𝑖𝑜𝑛 𝜌𝑆𝑃𝑜𝑧𝑖𝑜𝑚 𝜌𝑆𝑆𝑟𝑜𝑑𝑒𝑘  

BUENOS SP500 0,1451 0,4655 0,4241 0,3795 0,3414 0,3426 
CAC40 SP500 0,3625 0,5458 0,3556 0,3987 0,3625 0,3525 
DAX SP500 0,2826 0,4784 0,2716 0,3822 0,3677 0,3357 
FT_SE100 SP500 0,2782 0,4720 0,4000 0,3630 0,3335 0,3215 
HANGSENG SP500 0,2520 0,1975 0,5172 0,1345 0,1212 0,0934 
NIKKEI SP500 0,1842 0,2180 0,4839 0,1151 0,1131 0,0913 
SP500 WIG20 0,3772 0,2929 0,3945 0,1897 0,2080 0,1481 

Źródło: opracowanie własne. 

Indeks SP500 jest indeksem, który zaraża wszystkie pozostałe indeksy, jednakże 
brak jest w części przypadków zarażania odwrotnego i symetrycznego. Wciąż jesz-
cze giełda amerykańska zdaje się  rynkiem najważniejszym i wskazującym, jaka jest 
globalna koniunktura, choć należy zauważyć, że indeksy HANGSENG i NIKKEI 
mają również duży wpływ na pozostałe, przynajmniej w kontekście przedstawionych 
tu badań. 
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Tabela 4. Wyniki przykładowe: wszystkie trzy współczynniki istotnie większe 

 𝜌𝑆𝐿 𝜌𝑆𝐷 𝜌𝑆𝐿𝐷 𝜌𝑆𝑃𝑖𝑜𝑛 𝜌𝑆𝑃𝑜𝑧𝑖𝑜𝑚 𝜌𝑆𝑆𝑟𝑜𝑑𝑒𝑘 

BUENOS HANGSENG 0,2593 0,1925 0,3725 0,1380 0,1291 0,1036 
BUENOS NIKKEI 0,2014 0,1697 0,2663 0,0846 0,0853 0,0654 
DJIA HANGSENG 0,2302 0,2484 0,5621 0,1363 0,1286 0,1193 
DJIA NIKKEI 0,2307 0,1711 0,4853 0,1129 0,1159 0,1037 
DJIA WIG20 0,3260 0,3078 0,5865 0,1686 0,1978 0,1298 
FT_SE100 HANGSENG 0,3110 0,3201 0,4926 0,2549 0,2346 0,2099 
FT_SE100 NIKKEI 0,2502 0,3324 0,4725 0,2031 0,2089 0,1531 
HANGSENG SP500 0,2520 0,1975 0,5172 0,1345 0,1212 0,0934 
HANGSENG WIG20 0,3585 0,4653 0,3944 0,2219 0,2083 0,2002 
NIKKEI SP500 0,1842 0,2180 0,4839 0,1151 0,1131 0,0913 
NIKKEI WIG20 0,2298 0,1959 0,2424 0,1695 0,1413 0,1370 
SP500 WIG20 0,3772 0,2929 0,3945 0,1897 0,2080 0,1481 

Źródło: opracowanie własne. 

Tabela 4 przedstawia wszystkie pary, dla których stwierdzono zarażanie w obie 
strony, jak również zarażanie symetryczne. Jak widać, we wszystkich tych parach 
występują indeksy HANGSENG, NIKKEI i SP500, co potwierdza ich wpływ na 
pozostałe indeksy, zwłaszcza w momentach kryzysowych. 

Rysunki 1-3 przedstawiają różnicę między wartością warunkowego współczyn-
nika korelacji dla zbioru krańcowego a odpowiadającą mu wartością współczynnika 
dla zbioru centralnego, dla wszystkich 36 par. 

 

Rys. 1. Rynek pierwszy zaraża rynek drugi 

Źródło: opracowanie własne. 
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Rys. 2. Rynek drugi zaraża rynek pierwszy  

Źródło: opracowanie własne. 

 

Rys. 3. Zarażanie symetryczne 

Źródło: opracowanie własne. 

 
Z wyników badań przedstawionych w tym artykule wynika, że zjawisko zaraża-

nia miejscowego występuje dosyć często, zarażanie symetryczne zaś w ponad 3/4 
przypadków. Dlatego zdaniem autora uzasadnione jest dalsze badanie tego zjawiska, 
zwłaszcza z uwzględnieniem jego wpływu na działanie rynków finansowych. Ważna 
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będzie również tu tylko zasygnalizowana w przypadku giełdy polskiej, argentyńskiej 
i amerykańskiej analiza wzajemnych zależności między więcej niż dwoma rynkami. 
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EXAMPLE OF USING MULTIDIMENSIONAL METHODS 
IN ANALYZING THE CONTAGION 
ON THE FINANCIAL MARKETS 

Summary: As for now there is no generally accepted definition of contagion on the financial 
markets, but for the purpose of this paper one can define contagion as a significantly greater 
dependency between price movements on different financial markets in time of crisis. To better 
understand this phenomenon this article presents a method for defining and investigating con-
tagion between two financial markets X and Y by using the information about their depend-
ence. There is also presented empirical research which utilizes this method. 

Keywords: financial crisis, contagion on the financial markets, conditional correlation coef-
ficient. 


