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Wykaz wa�niejszych oznacze� stosowanych w pracy 
 
Oznaczenia �aci�skie: 
 
A  – pole przekroju poprzecznego �uku, pocz�tkowy przekrój poprzeczny kszta�tki, 

powierzchnia 	ciskana, 
a – wysoko	� przekroju, 
AFRP – materia�y z �ywicy syntetycznej zbrojone w�óknem aramidowym (Aramid Fiber 

Reinforced Polymers), 
Afrp – powierzchnia styku (wzmocnienie FRP), 
Ai – pole przekroju poprzecznego elementu w p�aszczy�nie równoleg�ej do spoin 

wspornych, 
Am  – wspó�pracuj�ca powierzchnia przekroju muru, 
As – pole powierzchni 	cinanej spoiny, 
AS – powierzchnia przekroju pr
ta, powierzchnia przekroju zbrojenia rozci�ganego, 
At – pole powierzchni przekroju poprzecznego (np. ta	my FRP), 
b  – szeroko	� ceg�y równa grubo	ci wysklepki, szeroko	� przekroju, 
CFRP – materia�y z �ywicy syntetycznej zbrojone w�óknem w
glowym (Carbon Fiber 

Reinforced Polymers), 
cn – pr
dko	� fazowa fali w o	rodku (cn = 1 / � ��0 ��0), 
D – 	rednica próbki, 
d – u�yteczna wysoko	� przekroju, 
dp  – 	rednica pr
ta, 
�  – sprz
�enie funkcji zespolonej E, 
E – modu� spr
�ysto	ci Younga, 
E0 – amplituda zespolona wektora E (E0 = m exp [-i	0]), 
Eb – modu� s spr
�ysto	ci Younga elementu murowego, 
Eb

i – 	redni modu� spr
�ysto	ci Younga elementu murowego, 
Efrp – modu� spr
�ysto	ci Younga dla wzmocnienia FRP, 
Ek – modu� spr
�ysto	ci Younga materia�u konstrukcji, 
Em – modu� spr
�ysto	ci Younga zaprawy, 
Em

i – 	redni modu� spr
�ysto	ci Younga zaprawy, 
Es – modu� spr
�ysto	ci Younga dla stali, 
E�r

i – 	redni modu� spr
�ysto	ci Younga muru, 
Ew – modu� spr
�ysto	ci Younga warstwy powierzchniowej, 
F  – si�a, 
f �r  – 	rednia wytrzyma�o	�, 
f – strza�ka �uku. 
fb – wytrzyma�o	� elementu murowego na 	ciskanie, 
Fc – si�a 	ciskaj�ca, 
fc – wytrzyma�o	� na 	ciskanie, 
fd – wytrzyma�o	� obliczeniowa muru na 	ciskanie, 
Fh – si�a odrywaj�ca, 
fh – wytrzyma�o	� na odrywanie, 
fk – wytrzyma�o	� charakterystyczna muru na 	ciskanie, 
Fm – si�a zginaj�ca, 
fm – wytrzyma�o	� na zginanie, 
fm – wytrzyma�o	� zaprawy na 	ciskanie, 
fM,k – si�a 	ciskaj�ca mur, 
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FRCM – materia�y z w�ókien osadzone w zaprawie mineralnej (Fiber Reinforced 
Cementitious Matrix), 

FRP – materia�y z �ywicy syntetycznej zbrojone w�óknem (Fiber Reinforced Polymer), 
Ft – si�a rozci�gaj�ca, 
ft – wytrzyma�o	� na rozci�ganie, 
Fv – si�a 	cinaj�ca, 
fvoi – wytrzyma�o	� na 	cinanie uzyskana z badania pojedynczego elementu 

próbnego, 
fyd – obliczeniowa granica plastyczno	ci stali (zbrojenia), 
f� – odkszta�ceniowa warto	� rz
du izochromy, 
f
 – napr
�eniowa warto	� rz
du izochromy, 
GFRP – materia�y z �ywicy syntetycznej zbrojone w�óknem szklanym (Glass Fibre 

Reinforced Polymers), 
h – grubo	� przekroju, 
Imax – maksymalne nat
�enie 	wiat�a obserwowane dla � � 12/sin2sin 22 �� �� , 
Ki – i–ty wspó�czynnik korekcyjny okre	laj�cy ilo	ciowy wp�yw danego czynnika na 

mierzon� ró�nic
 odkszta�ce�, 
l – odleg�o	� pomi
dzy podporami, szeroko	� przekroju, 
L0 – d�ugo	� odcinka pomiarowego, 
lz  – d�ugo	� zakotwienia, 
m  – rzeczywista amplituda wektora E, 
MES – metoda elementów sko�czonych (FEM – Finite Element Method), 
MRd – projektowany moment zginaj�cy dzia�aj�cy w przekroju sklepienia, 
n – liczba próbek, 
N – rz
dna izochromy, 
NRd  – projektowana si�a osiowa dzia�aj�ca w przekroju sklepienia, 
p – liczba wi�za� pierwotnych pomi
dzy poszczególnymi ceg�ami (sekcjami), 
PBO  – poliparafenilenbenzobisoxazol – surowiec do produkcji w�ókien chemicznych, 
R1 – wytrzyma�o	� kohezyjna kleju, 
R2, R2’ – wytrzyma�o	� adhezyjna kleju, 
R3, R3’ –wytrzyma�o	� materia�u, odpowiednio: elementu wzmacniaj�cego i 

wzmacnianego w strefie przyskleinowej, 
R4, R4’ – wytrzyma�o	� materia�u, odpowiednio: wzmacnianego i wzmacniaj�cego – poza 

stref� skleiny (wytrzyma�o	� kohezyjna), 
s – odchylenie standardowe, 
S – rozpi
to	� �uku, 
sr – b��d 	redni, 
t  – czas, wysoko	� przekroju, 
tw – grubo	� warstwy powierzchniowej, 
W  – wska�nik zginania przekroju, 
x – odleg�o	� od osi oboj
tnej, 
z – kierunek propagacji fali (wspó�rz
dna czo�a fali), liczba wi�za� zniszczonych 

pomi
dzy poszczególnymi ceg�ami (sekcjami) w ca�ym �uku, 
 

Oznaczenia greckie: 
 
�   – kierunek wektora w�asnego fali szybszej w o	rodku dwój�omnym, 

2�  – operator Laplace'a, 
	1

k, 	2
k – odkszta�cenia g�ówne na powierzchni konstrukcji, 
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	1
w, 	2

w – odkszta�cenia g�ówne (na kierunkach g�ównych) w warstwie powierzchniowej, 

k(x)  – napr
�enia 	cinaj�ce w spoinie klejowej, 
�s(x)  – napr
�enia normalne w pr
cie stalowym, 
� – parametr izokliny, k�t nachylenia jednego z kierunków g�ównych wzgl
dem 

uk�adu odniesienia (osi z), 
 �c – cecha spr
�ysto	ci muru, 
� – wspó�. modu� spr
�ysto	ci elementu murowego do modu�u spr
�ysto	ci 

zaprawy, 
�M  – cz
	ciowy wspó�czynnik bezpiecze�stwa dla muru, 
� – przyrost warto	ci (np. �L0 – przyrost d�ugo	ci elementu mierzonego), 
� – odkszta�cenie (np. w stali lub ta	mie CFRP), 
�(�0)  – wzgl
dna przenikalno	� elektryczna o	rodka  (pró�ni), 
�frp,u  – najwi
ksze odkszta�cenia dla wzmocnienia FRP, 
�M,u – najwi
ksze odkszta�cenia dla muru, 
� (�0)  – wzgl
dna przenikalno	� magnetyczna o	rodka (pró�ni), 
 – wspó�czynnik zmienno	ci, 
w – wspó�czynnik Poissona warstwy powierzchniowej, 
� – wspó�. wysoko	ci elementu murowego do grubo	ci zaprawy, 

 – napr
�enia normalne, 

1, 
2 – g�ówne napr
�enia normalne, 

c’ – wytrzyma�o	� muru na 	ciskanie. 

i-1 – napr
�enie normalne w punkcie i-1, 

i� – napr
�enie normalne w punkcie i, 
�M,�r – maksymalne napr
�enie rozci�gaj�ce muru, 
�v  – napr
�enia równikowe, 
�z – napr
�enia równole�nikowe, 
� – napr
�enia styczne, 
�0  – faza pocz�tkowa, 
�  – cz
sto	� ko�owa, znormalizowany u�amek pola wzmocnienia FRP. 
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1. Wst�p 

1. WST�P 
 

W ostatnich latach obserwuje si
 rosn�ce zainteresowanie nowymi technologiami i 
technikami przydatnymi w konserwacji zabytków. Utrzymanie w stanie przydatno	ci 
u�ytkowej konstrukcji zabytkowych, a zw�aszcza �uków i sklepie�, które uleg�y cz
	ciowej 
lub znacznej destrukcji to zadanie, przed którym coraz cz
	ciej staj� osoby zajmuj�ce si
 
wzmacnianiem konstrukcji. 

Skuteczne rozwi�zywanie tego zadania wymaga wszechstronnej wiedzy o �ród�ach 
zjawisk powoduj�cych obni�enie u�ytkowych cech konstrukcji, poznania dawnych technik 
budowlanych oraz znajomo	ci nowoczesnych metod, które umo�liwi� zarówno 
przeciwdzia�anie tym zjawiskom, jak i przywracanie obiektom ich pierwotnych w�asno	ci w 
zakresie no	no	ci i sztywno	ci. 

Stosowanie nowoczesnych metod naprawy i wzmacniania konstrukcji ceglanych czy 
te� ich poszczególnych elementów (np. �uków, sklepie�, kopu�) prowadzi do znacznych 
oszcz
dno	ci, a niejednokrotnie pozwala na ocalenie obiektów wa�nych kulturowo. 

Wzmacnianie i naprawa ceglanych konstrukcji �uków i sklepie� to zagadnienia trudne, 
wymagaj�ce najcz
	ciej indywidualnego podej	cia do ka�dego przypadku.  

Analiza konstrukcji murowych (zw�aszcza zabytkowych �uków, sklepie� i kopu�), 
nastr
cza wielu problemów w opisie i modelowaniu tego typu konstrukcji. Zazwyczaj 
trudno	� polega na niekompletnych informacjach o w�asno	ciach mechanicznych materia�ów 
i na z�o�ono	ci geometrycznej konstrukcji. 

Wyst
puje bardzo wiele czynników, które nale�y rozwa�y� w ocenie stanu 
technicznego ceglanej budowli zabytkowej oraz przy doborze w�a	ciwej metody ingerencji 
konserwatorskiej. Kluczem wydaje si
 by� szczegó�owe rozpoznanie przyczyn powstania 
zarysowa� i sp
ka�. O ile w przypadku murów ceglanych (z wyj�tkiem murów warstwowych, 
[227]) mechanizm ich powstawania jest stosunkowo czytelny i dobrze opisany [171], [32], 
[31], [161], o tyle w przypadku �uków, sklepie� i kopu� uk�ad rys mo�e powstawa� w wyniku 
wielu przyczyn stowarzyszonych. Zw�aszcza w sklepieniach, jakkolwiek w�a	nie poprzez 
zarysowania sygnalizuj� one zagro�enie, to jednak propagacja zarysowa� i sp
ka� mo�e 
nast
powa� bardzo szybko i prowadzi� do awarii.  

W celu w�a	ciwej oceny wp�ywu uk�adu zarysowa� i sp
ka� sklepie� na 
bezpiecze�stwo konstrukcji nale�y bardzo dok�adnie zbada� stan wszystkich pozosta�ych 
elementów konstrukcyjnych budowli i dokona� szczegó�owych pomiarów wyst
puj�cych 
deformacji. Przyczyny zarysowania sklepie� mog� by� bardzo ró�ne, m.in.: 
� nierównomierne osiadanie, po	lizgi i obroty podpór,  
� zmiana stosunków gruntowo – wodnych, 
� dzia�anie si� poziomych, uwolnionych w konstrukcjach dachowych wskutek 

niew�a	ciwych prac konserwatorskich, np. przeci
cie dolnych belek wi�zarowych 
(tramów), 

� wp�yw czynników atmosferycznych, 
� zmiany wilgotno	ci, 
� niew�a	ciwa geometria i przekroje, 
� starzenie materia�ów i zjawiska opó�nione (reologia), [117]. 

W my	l zapisów zawartych w „Karcie Weneckiej” [128], dzia�anie na zabytku ma na 
celu zachowanie i ujawnienie historycznej, estetycznej warto	ci obiektu oraz polega na 
poszanowaniu dawnej substancji i elementów stanowi�cych autentyczne dokumenty 
przesz�o	ci. Dopuszcza si
 jednak wzmacnianie obiektów zabytkowych przy zastosowaniu 
nowoczesnych technik konserwatorskich, budowlanych i in�ynierskich, przy zachowaniu 
zasad doktryny konserwatorskiej w chwili, gdy techniki tradycyjne okazuj� si
 niewydolne, a 
nowoczesne techniki poparte s� badaniami naukowymi oraz do	wiadczeniem  [28], [220]. 
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Ka�de planowanie konserwacji konstrukcji wymaga danych jako	ciowych opartych na 
bezpo	rednich obserwacjach procesu niszczenia materia�u i uszkodze� konstrukcji, badaniach 
historycznych itp., jak i danych ilo	ciowych opartych na konkretnych testach i modelach 
matematycznych, jakich u�ywa si
 w nowoczesnej technice, [110]. 

Budowla zabytkowa ma swoj� specyfik
, dlatego dobór metod konserwacji 
konstrukcyjnej musi j� uwzgl
dni� oraz bra� pod uwag
 bezpiecze�stwo konstrukcji, a tym 
samym jej u�ytkowników i pozostawa� w zgodzie z doktrynami konserwatorskimi. Wa�nym 
elementem jest te� zrozumienie, �e obiekt zabytkowy powinien przetrwa�, a mo�liwo	� 
kompleksowej konserwacji nie zdarza si
 cz
sto. St�d, przyj
te rozwi�zania powinny 
uwzgl
dnia� dzia�ania zjawisk opó�nionych (reologia materia�ów). Mo�liwe jest zatem np.: 
przewymiarowanie przekrojów konstrukcyjnych, które mia�o równie� miejsce w fazie 
wznoszenia obiektów, [117]. 

Nale�y podkre	li�, �e w praktyce na ogó� wykorzystuje si
 jednocze	nie kilka 
sposobów naprawy i wzmocnienia. Przy ich wyborze du�� rol
 odgrywa ekonomiczna 
efektywno	� oraz techniczne mo�liwo	ci wykonania. Nieprawid�owo wykonana naprawa 
konstrukcji mo�e pogarsza� stan techniczny obiektu, a nawet doprowadzi� do awarii.  

W pracy starano si
 po��czy� za�o�enia doktryny konserwatorskiej z nowoczesnymi 
technologiami stosowanymi w budownictwie. Praca sk�ada si
 z 7 rozdzia�ów.  

Rozdzia� 1 stanowi wst
p i wprowadzenie w problematyk
 pracy. 
W rozdziale 2 podano cele i zakres, jaki obejmuje rozprawa oraz sformu�owano tezy. 
Rozdzia� 3 zawiera analiz
 literatury przedmiotu. Omówiono w nim, mi
dzy innymi, 

metody obliczeniowe stosowane w analizie statycznej konstrukcji murowych. Opisano 
materia�y stosowane do wzmocnie� zakrzywionych konstrukcji murowych. Zwrócono uwag
 
na materia�y nowoczesne, których udzia� i znaczenie w konserwacji i wzmacnianiu 
konstrukcji wzrasta. Zamieszczono równie� informacje dotycz�ce metod badawczych i 
badanych rodzajów wzmocnie�. 

W kluczowym dla rozprawy rozdziale 4 opisano do	wiadczalne badania w�asne, ich 
analiz
 i wyniki. W ramach programu badawczego zrealizowano mi
dzy innymi: 
� badania w�a	ciwo	ci materia�ów wykorzystanych do budowy modeli laboratoryjnych, 
� badania materia�ów stosowanych do wzmocnie�, 
� badania wspó�pracy materia�ów wzmacniaj�cych z pod�o�em ceglanym, 
� badania modeli wzmocnionych �uków ceglanych, wykonanych w skali technicznej, 
� analizy elastooptyczne wybranych modeli. 

W rozdziale 5 przedstawiono wyniki analiz numerycznych opartych na liniowym 
modelu pracy statycznej badanych �uków, opisanych w rozdziale 4. 

W rozdziale 6 podano model teoretyczny powstawania przegubów w konstrukcjach 
�uków. Przedstawiono tak�e propozycj
 teoretycznego modelu obliczeniowego, 
uwzgl
dniaj�c rodzaj i zakres stosowanego wzmocnienia. Uzyskane na bazie modelu 
teoretycznego wyniki, wskazuj�ce na przydatno	� tego modelu dla praktyki budowlanej, 
porównano z wynikami bada� w�asnych. 

Rozdzia� 7 obejmuje wnioski i uwagi ko�cowe, w tym proponowane kierunki dalszych 
bada� naukowych. Rozpraw
 ko�czy wykaz literatury. 

Rozpatrywany problem jest w bardzo ma�ym stopniu opisany w literaturze polskiej i 
obcej, szczególnie je	li chodzi o metody wzmocnie� przy zastosowaniu nowoczesnych 
materia�ów – takich jak np. siatki z w�ókien w
glowych, ta	my CFRP, ale tak�e w przypadku 
metody pr
tów wklejanych oraz wytworzenia konstrukcji zespolonej „�uk z drewna klejonego 
warstwowo – sklepienie ceglane”.  

Badania opisane w rozprawie dofinansowane by�y ze 	rodków przyznawanych przez 
Komitet Bada� Naukowych w latach 2005-2007 na realizacj
 projektu badawczego nr 4 T07E 
071 28, pod tytu�em: „Praca statyczna zabytkowych, zakrzywionych konstrukcji ceglanych 
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poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania”. Badania zosta�y zrealizowane w 
Laboratorium Instytutu Budownictwa Politechniki Wroc�awskiej oraz Laboratorium 
Elastooptyki na Wydziale Mechanicznym Politechniki Wroc�awskiej. 
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2.  CEL I ZAKRES, TEZY PRACY 
 
2.1.  Cel pracy 
 

G�ównym celem rozprawy jest analiza pracy statycznej zabytkowych zakrzywionych 
konstrukcji ceglanych przed– i po wzmocnieniu oraz wykazanie mo�liwo	ci wykorzystania 
ró�nych technologii do naprawy i wzmacniania takich konstrukcji ze wskazaniem najbardziej 
przydatnych ze wzgl
dów konstrukcyjnych i konserwatorskich. 

Celami stowarzyszonymi s�: opracowanie modelu analitycznego i numerycznego 
pracy konstrukcji oraz modelu opisuj�cego zachowanie konstrukcji wzmocnionych w oparciu 
o analiz
 mechanizmów zniszczenia. 
 
2.2.  Zakres pracy 
 

Rozprawa zawiera: 
1) Krytyczny przegl�d literatury obejmuj�cy: 
� prac
 statyczn� konstrukcji ceglanych, w szczególno	ci zakrzywionych (�uki, 

sklepienia i kopu�y), 
� analiz
 rezultatów wcze	niejszych bada� w zakresie naprawy i wzmacniania tego typu 

konstrukcji, 
� przegl�d stosowanych do wzmocnie� materia�ów, 
� analiz
 metod szacowania no	no	ci tego typu konstrukcji ceglanych (np.: metod
 

Piepera, metod
 Heymana), 
� analiz
 metod szacowania no	no	ci tego typu konstrukcji ceglanych wykonan� na 

podstawie metod numerycznych, 
� opis metody elastooptycznej stosowanej w badaniach modeli konstrukcji ceglanych. 

2) Badania materia�owe elementów wzmacniaj�cych. 
3) Badanie no	no	ci �uków ceglanych wykonanych w skali technicznej, wzmocnionych przy 

u�yciu siatek z w�ókien w
glowych i ta	m CFRP, wklejanych pr
tów stalowych, 
d�wigarów z drewna klejonego ��czonych z �ukami ceglanymi za pomoc� wklejanych 
��czników stalowych. 

4) Elastooptyczne badania wybranych modeli. 
5) Analiz
 numeryczn� (MES) w zakresie pracy liniowej badanych modeli laboratoryjnych. 
6) Opracowanie modelu analitycznego pracy statycznej po wzmocnieniu oraz modelu 

powstawania przegubów (mechanizmu zniszczenia). 
7) Analiz
 wyników uzyskanych w badaniach do	wiadczalnych i teoretycznych. 
8) Podsumowanie, wnioski o charakterze naukowym i praktycznym oraz kierunki dalszych 

bada�. 
 
2.3.  Tezy pracy 
 

W oparciu o dotychczasowe do	wiadczenia, przeprowadzone studia w�asne oraz 
analiz
 wyników bada� i studiów teoretycznych innych autorów dotycz�cych pracy statycznej 
zabytkowych sklepie� i �uków ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmocnienia 
sformu�owano nast
puj�ce tezy: 
 

1) �uki i sklepienia ceglane wzmocnione przy u�yciu materia�ów i technologii FRP, 
FRCM oraz technologii pr
tów wklejanych wykazuj� znacz�cy wzrost no	no	ci i 
sztywno	ci a mechanizm (model) zniszczenia przekrojów wzmocnionych ulega 
zmianie. 
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2) �ukowe konstrukcje wzmacniaj�ce z drewna klejonego warstwowo, tworz�ce z 
pierwotnym sklepieniem ceglanym konstrukcj
 zespolon� w wyniku po��czenia 
poprzez stalowe kotwy wklejane, korzystnie wp�ywaj� na rozk�ad odkszta�ce� i 
napr
�e� we wzmacnianym sklepieniu. 

 
3) Liniowe modele numeryczne s� przydatne w analizie pracy statycznej �uków i 

sklepie� ceglanych wzmocnionych przy u�yciu technologii FRP, FRCM oraz 
technologii pr
tów wklejanych, do poziomu wyt
�enia konstrukcji odpowiadaj�cego 
po�owie warto	ci obci��enia niszcz�cego i maja charakter jedynie jako	ciowy. 

 
4) Metody wzmacniania �uków i sklepie� ceglanych przy u�yciu FRP, FRCM oraz 

pr
tów wklejanych s� akceptowalne z punktu widzenia doktryny konserwatorskiej, 
natomiast wprowadzenie �uków z drewna klejonego warstwowo ka�dorazowo 
wymaga przeprowadzenia szczegó�owej analizy przypadku. 
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3. MODELOWANIE I ANALIZA PRACY STATYCZNEJ ZAKRZYWIONYCH, 
HISTORYCZNYCH KONSTRUKCJI CEGLANYCH W �WIETLE 
LITERATURY 

 
3.1. Wprowadzenie 
 

Analiza konstrukcji murowych (zw�aszcza zabytkowych �uków, sklepie� i kopu�) jest 
bardzo trudnym tematem z powodu wielu problemów w opisie i modelowaniu tego typu 
konstrukcji. Skomplikowane jest tak�e podej	cie numeryczne (modelowanie materia�u – 
zachowuj�cego si
 w rzeczywisto	ci w sposób nieliniowy). Trudno	� polega równie� na tym, 
i� informacje o w�asno	ciach mechanicznych materia�ów s� niekompletne oraz na z�o�ono	ci 
geometrycznej konstrukcji. 

W rozdziale przeprowadzono krytyczny przegl�d ró�nych metod stosowanych w 
analizie zakrzywionych konstrukcji murowych, zajmuj�c si
 modelowaniem konstrukcji, 
modelowaniem materia�u oraz przegl�dem metod opisu zachowania konstrukcji. 

Ceg�a jest jednym z najstarszych materia�ów budowlanych znanych cz�owiekowi, 
który nadal jest u�ywany w budownictwie. Elementy ceglane po��czone zapraw� murarsk� 
okaza�y si
 doskona�ym materia�em, g�ównie dzi
ki swojej prostocie i trwa�o	ci wykonanych 
z nich konstrukcji. Ten najstarszy, sztuczny materia� budowlany zosta� wymy	lony prawie 10 
tys. lat temu. Dowodz� tego badania archeologiczne przeprowadzone w miejscu staro�ytnego 
Jerycha, w Mykenach, Egipcie, Peru, Indiach oraz dolinie Eufratu i Tygrysu, gdzie 
odnaleziono pierwsze suszone na s�o�cu ceg�y (rys. 3.1) [74], [18]. Dopiero ok. 3000 lat p.n.e. 
zacz
to produkowa� w Mezopotamii ceg�
 wypalan�, a technologia ta, ze zmianami 
przetrwa�a do dzi	. Szersze u�ycie ceg�y palonej zapocz�tkowano w pa�stwie rzymskim od I 
wieku n.e. Ceg�a rzymska by�a kwadratowa, stosunkowo p�aska i mia�a znaczne rozmiary 
(najwi
ksze: 58 x 58 x 4 cm). Kiedy w budownictwie rzymskim zacz
to szeroko u�ywa� 
zapraw spajaj�cych rumosz kamienny, ceg�
 stosowano bardzo cz
sto jako licówk
 murów 
b
d�c� jednocze	nie ich deskowaniem. Po upadku Cesarstwa Zachodniego w Europie 
stosowanie ceg�y zanik�o. Dopiero w XI wieku produkcja cegie� rozpowszechni�a si
: z 
pocz�tku w maureta�skiej Hiszpanii, pó�niej w po�udniowej Francji i do XIII wieku obj
�a 
prawie ca�� Europ
. Ceg�a sta�a si
 podstawowym materia�em budowlanym na obszarze od 
Niderlandów po kraje ba�tyckie. �redniowieczna cywilizacja Zachodu doprowadzi�a w tym 
czasie do powstania ceglanych zamków i katedr, których architektura zadziwia do dzi	. Pod 
koniec pierwszej po�owy XIX wieku w USA i Wielkiej Brytanii zacz
to maszynow� 
produkcj
 cegie�. 
 

Rys. 3.1. R�cznie formowana ceg�a suszona na s�o�cu (ok. 8000 lat p.n.e.), [18]. 
 

Pomimo up�ywu wieków, wojen i naturalnych katastrof, 	lady ludzkiego rozwoju 
potwierdzaj�, �e prostota ceg�y, wytrzyma�o	� i trwa�o	� doprowadzi�a do jej powszechnego 
u�ycia i da�a jej naczelne miejsce w historii budownictwa obok kamienia i drewna. Historia 
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Sklepienie wachlarzowe (lejkowe – rys. 3.35) – jego powierzchni
 wyznacza �uk obracaj�cy 
si
 woko�o osi pionowej. Zasadniczo sklepienie takie stosuje si
 z widocznymi �ebrami, które 
podobnie jak przy sklepieniach gwia�dzistych i siatkowych stanowi� szkielet d�wigaj�cy 
wype�nienie. Je�eli do przesklepienia przestrzeni kwadratowej zastosuje si
 �uk, którego 
rozpi
to	� jest równa po�owie boku kwadratu, to sklepienie nakryje tylko cz
	� przestrzeni, 
stanowi�c� w planie cztery �wiartki ko�a w naro�nikach; pozostanie natomiast 	rodek wolny 
od nakrycia (podobnie jak przy sklepieniu zwierciadlanym) sklepieniem p�askim uj
tym w 
pier	cie� wykonany z kamienia lub ceg�y. 
 
Sklepienie stalaktytowe – powstaje, gdy w pomieszczeniu wieloprz
s�owym nakrytym 
sklepieniem wachlarzowym zamiast podpiera� lejki kolumnami, podwiesi si
 je do specjalnej 
konstrukcji no	nej umieszczonej nad nim. 
 
3.3. Podstawy analizy pracy konstrukcji 
 

W analizie konstrukcji murowych dominuj� analizy statyczne, które mo�na podzieli� 
na trzy g�ówne grupy: analiz
 liniow�, analiz
 nieliniow� oraz analiz
 przeprowadzon� w 
oparciu o no	no	� graniczn�. Nale�y równie� nadmieni� [149], �e ró�ne metody prowadzenia 
analizy prowadz� do otrzymania ró�nych wspó�czynników bezpiecze�stwa i cz
sto 
ró�ni�cych si
 wyników. W istniej�cym pi	miennictwie nie ma wiarygodnych, kompletnych 
opracowa�, w których zestawiono by wyniki analizy statycznej okre	lonych typów sklepie� 
pracuj�cych pod takim samym obci��eniem zewn
trznym. 
 
3.3.1. Analiza liniowa 
 

Analiza liniowa jest analiz�, w której materia� podporz�dkowany jest za�o�eniom 
prawa Hooke’a. 

Analiza liniowa wspomaga rozumienie zachowania konstrukcji w odniesieniu do 
no	no	ci, kiedy materia� nadal wykazuje zachowanie spr
�yste. Z drugiej strony, analiza ta 
nie jest przydatna do opisania mechanizmu zniszczenia. Model liniowy jest przydatny przy 
identyfikacji globalnej tendencji zachowania konstrukcji i wyznaczaniu przekrojów, w 
których konstrukcja poddana jest napr
�eniom zdolnym do naruszenia jej ci�g�o	ci. 
 
3.3.2. Analiza nieliniowa 
 

Wi
kszo	� problemów w analizie konstrukcji wi��e si
 z efektami nieliniowymi. W 
analizie nieliniowej mo�na podda� opisowi kompletn� prac
 konstrukcji: od momentu 
uplastycznienia, przez p
kanie, do ca�kowitego zniszczenia. Wyró�nia si
 nast
puj�ce rodzaje 
nieliniowego zachowania: mechaniczny (��czony z nieliniowo	ci� materia�u), geometryczny 
(po��czony z faktem, �e zmiana punktu przy�o�enia obci��enia zmienia schemat zniszczenia) 
i kontaktu (po��czonego z wzajemnym oddzia�ywaniem na siebie dwóch s�siednich 
elementów). Mo�liwe jest przeprowadzenie analizy nieliniowej z modelami zniszczenia 
przydatnymi do szacowania utraty sztywno	ci i stateczno	ci na poziomie globalnym i 
lokalnym. Ten typ analizy wymaga podania informacji w obszarze cech spr
�ystych i 
plastycznych materia�ów sk�adowych. Dost
pne jest zatem uzyskanie rozk�adów odkszta�ce� i 
napr
�e� w konstrukcji powi�zanych z poziomami wyt
�enia co pozwala na opisanie 
analityczne mechanizmu zniszczenia konstrukcji. 
 Literatura dotycz�ca zastosowania tego typu analizy w konstrukcjach murowych, w 
tym w sklepieniach i �ukach jest stosunkowo bogata [142], [50] i inne. Wielu autorów skupia 
si
 na zastosowaniu analizy nieliniowej w metodach numerycznych [138], [215]. 
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3.3.3. Analiza metod
 no�no�ci granicznej 
 

Ten typ analizy jest ukierunkowany na szacowanie obci��enia granicznego. 
Teoretyczne podstawy, które rz�dz� tym rodzajem analizy s� poj
ciowo proste, ale wskutek 
z�o�ono	ci zagadnienia analiza ta nie jest przydatna do interpretacji przyczyn, zasi
gu 
zarysowa� i p
kni
�, odkszta�ce� jak równie� innych uszkodze� nie bezpo	rednio 
odnosz�cych si
 przyczyn ewentualnej awarii. Ponadto u�ycie tej metody jest do	� trudne w 
z�o�onych wieloelementowych konstrukcjach. 

Powsta�y dwie teorie opisuj�ce analiz
 no	no	ci granicznej, teoria statyczna oraz  
teoria kinematyczna opisane, niestety niekompletnie, mi
dzy innymi w [91], [70]. 

Teoria statyczna, mówi�ca o tym, �e czynnik prowadz�cy do plastycznego zniszczenia 
jest najwa�niejszym z wszystkich czynników nale��cych do statycznie dopuszczalnego 
zbioru. Si�y wewn
trzne s� w równowadze z si�ami zewn
trznymi i w �adnym punkcie nie 
narusza si
 warunków równowagi plastycznej. 

Teoria kinematyczna, mówi�ca o tym, �e czynnik prowadz�cy do plastycznego 
zniszczenia jest co do wagi najmniej istotnym z wszystkich czynników powi�zanych z 
mo�liwymi mechanizmami zniszczenia. Dla kinematycznie dopuszczalnego zbioru 
rozwi�za�, dystrybucja szybko	ci przyrostu plastycznych deformacji odnosi si
 tu do 
rozk�adu przegubów plastycznych. 

Teorie te przyczyni�y si
 do powstania dwóch metod obliczania „wspó�czynnika 
zniszczenia”. 

Metoda statyczna – zak�ada przyjmowanie rozk�adu statycznie dopuszczalnych 
napr
�e� i poszukiwania ich a� do momentu, w którym, odpowiedni „wspó�czynnik no	no	ci” 
osi�gnie warto	� maksymaln�. 

Metoda kinematyczna – polega na wytworzeniu mechanizmu zniszczenia zale�nego 
od parametrów geometrycznych, a nast
pnie na zmniejszaniu tych wspó�czynników, a� do 
otrzymania poszukiwanego mechanizmu zapocz�tkowuj�cego zniszczenie. 

Model konstytutywny materia�u w konstrukcjach murowych jest typu kruchego ze 
znaczn� przewag� wytrzyma�o	ci na 	ciskanie nad wytrzyma�o	ci� na rozci�ganie. 
Wytrzyma�o	� na rozci�ganie jest nie tylko ma�a, ale równie� trudna do okre	lenia z powodu 
znacznego rozproszenia wyników bada� do	wiadczalnych. Analiza konstrukcji murowych z 
zastosowaniem metody „no	no	ci granicznej” bada istotne aspekty zachowania si
 
konstrukcji w momencie awarii, jak równie� próbuje po��czy� nowoczesne techniki analizy 
numerycznej z prawami wykorzystywanymi w tradycyjnych teoriach. 

Przydatno	� metody „no	no	ci granicznej” w analizie konstrukcji murowych 
przedstawi� Heyman [104], [102], [103], który potwierdzaj�c za�o�enia przedstawione po raz 
pierwszy w [56], wysun�� kilka przyjmowanych w analizie za�o�e� dotycz�cych zachowania 
si
 muru, a jego wk�ad w t
 dziedzin
 nauki jest nieoceniony. 

W ostatnich latach pojawi�o si
 wiele opracowa� dotycz�cych wykorzystania tego 
rodzaju analizy w opisie zachowania murów, �uków i sklepie�, [53], [55], [4], [2], [3], [201], 
[178], [65], [238]. 
 
3.4. Konstrukcje �uków, sklepie� i kopu� – analityczne modele obliczeniowe 
 

Analiza matematyczna zakrzywionych konstrukcji ceglanych zajmowa�a przez d�ugi 
czas wa�ne miejsce w rozwa�aniach matematyków i teoretyków konstrukcji. Powsta�o te� 
wiele wytycznych bazuj�cych w du�ej mierze na praktyce in�ynierskiej, jak na przyk�ad 
modele pracy ([167] rys. 3.36) lub zniszczenia �uku (rys. 3.37) proponowane w [166]. 
Dopiero po��czenie wiedzy praktycznej z rozwa�aniami teoretycznymi doprowadzi�o do 
lepszego zrozumienia problemu pracy statycznej �uków, sklepie� i kopu�. 
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Rys. 3.36. Model pracy �uku, [167]. Rys. 3.37. Model zniszczenia �uku (widoczne 
przeguby), [166]. 

Analizuj�c dotychczasowy stan wiedzy o szacowaniu no	no	ci �uków, sklepie� i kopu� 
zauwa�a si
, �e jednym z podstawowych problemów pojawiaj�cych si
 na etapie oceny 
no	no	ci jest: przyj
cie schematu statycznego zakrzywionej konstrukcji ceglanej i 
zastosowanie odpowiedniej metody obliczania si� wewn
trznych w elementach 
konstrukcyjnych. 

Aby konstruktywnie prowadzi� rozwa�ania nad statyk� zakrzywionych konstrukcji 
murowych, celowe wydaje si
 ich usystematyzowanie. Systematyka ta powinna by� jednak 
inna od systematyki dominuj�cej w uj
ciach historycznych tematu przedstawionej w rozdz. 
3.2. Uzasadniony jest tu podzia� konstrukcji na grupy, ze wzgl
du na schemat statyczny ich 
pracy. Znajomo	� schematu statycznego pozwala na obliczenie si� wewn
trznych panuj�cych 
w elementach �uków, sklepie� i kopu� oraz na przeprowadzenie analizy ich pracy ze wzgl
du 
na bezpiecze�stwo konstrukcji oraz – w razie zaistnienia przyczyn mog�cych skutkowa� 
awari� –  na przyj
cie w�a	ciwej metody wzmacniania. 

Nale�y jednak pami
ta�, �e obliczenia statyczne opieraj� si
 na ró�nych za�o�eniach 
upraszczaj�cych, mniej lub bardziej odbiegaj�cych od rzeczywisto	ci. Obliczenia te mo�na 
wykonywa� tylko z pewn� ograniczon� dok�adno	ci�. Niepewno	� oblicze� statycznych 
wyra�nie wychodzi na jaw przy uwzgl
dnianiu obci��enia. Ci
�ar w�asny konstrukcji 
(szczególnie je	li chodzi o obiekty zabytkowe),wp�yw obci��enia 	niegiem i wiatrem s� w 
znacznym stopniu nieznane i zale�� od licznych czynników, których nie mo�na oceni� z 
wystarczaj�c� dok�adno	ci�. Równie� do	wiadczenia modelowe nie mog� usun�� ca�kowicie 
tej niepewno	ci, [61]. Obliczenia statyczne �uków, sklepie� i kopu� uszkodzonych powinny 
ponadto uwzgl
dnia� analityczn� odpowied� na pytanie jak uszkodzenia ró�nego typu (np. 
odspojenie wysklepki od �ebra, zmiana geometrii konstrukcji) wp�ywaj� na redystrybucj
 si� 
wewn
trznych w zakrzywionych konstrukcjach ceglanych oraz na bezpiecze�stwo pracy 
konstrukcji. Modelowanie analityczne i numeryczne musi by� zatem oparte na dok�adnej 
inwentaryzacji aktualnej geometrii konstrukcji i jego destrukcji. Jest to ju� dzisiaj mo�liwe w 
oparciu o skanowanie laserowe wysokiej g
sto	ci (3D HDS). 

Pomimo, �e nie wszystkie rozwa�ania matematyczne nadaj� si
 do �atwego 
zastosowania w praktyce, mo�na wymieni� kilka, które umo�liwiaj� wykonanie rzetelnej 
analizy zachowania zakrzywionych konstrukcji murowanych. Nale�y równie� zaznaczy�, �e 
kolejne rozwi�zania nie odnosz� si
 tylko i wy��cznie do jednego, opisanego typu konstrukcji 
(np. do �uków), a wr
cz przeciwnie – wiele z rozwi�za� dopracowano i rozwini
to na 
pozosta�e typy zakrzywionych konstrukcji ceglanych. 
 
3.4.1. Wzory empiryczne w obliczeniach �uków 
 

Pierwszym krokiem w projektowaniu zakrzywionych konstrukcji murowych, a co za 
tym idzie i w analizie tych konstrukcji, jest wybór (opis) geometrii �uku (rozpi
to	�, 
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wysoko	�, grubo	�, kszta�t). Mi
dzy innymi w pracach [63], [199] mo�na spotka� empiryczne 
wzory (podane poni�ej) na wyznaczenie grubo	ci �uków opracowane (na podstawie 
do	wiadcze� w�asnych i prostych testów) przez in�ynierów ery wiktoria�skiej. 
 

–   Rankine Sh � 36650 (3.1)

  –   Troutwine fSh ���
2

18282  (3.2)

–   Depuit – �uki pó�okr�g�e Sh � 40000 (3.3)

–   Depuit – wycinek �uku Sh � 20000  (3.4)

–   Sejourne – �uki pó�okr�g�e )1(150 Sh �� (3.5)

–   Hurst fh 220�  (3.6)

 
gdzie: 
 
� h – grubo	� przekroju, 
� S – rozpi
to	� �uku, 
� f – strza�ka �uku. 
 
3.4.2. Metoda �a�cuchowa 
 

Metoda ta zosta�a przedstawiona przez angielskiego in�yniera Roberta Hooke’a ju� w 
XVII wieku, [107]. Autor zauwa�y� korelacj
 pomi
dzy rozk�adem napr
�e� w powieszonym 
�a�cuchu a przebiegiem linii ci	nie� w �ukach ceglanych. 

Metoda, która jest bardzo prosta, zak�ada, �e �uk/sklepienie jest w stanie uwolnionym. 
Oczywi	cie posiada jaki	 kszta�t, grubo	� lub rozpi
to	�, ale jest badany bez �adnego 
obci��enia w stanie pierwotnym (rys. 3.38 i rys. 3.39).  
 

Rys. 3.38. Swobodnie powieszony �a�cuch. Rys.3.39. Po dodaniu kolejnych ogniw linia �a�cucha 
pokrywa si� z osi� oboj�tn� w �uku. 

 
Jedn� z wielu osób korzystaj�cych ze zmodyfikowanej i ulepszonej metody 

�a�cuchowej, który wykorzystywa� paraboliczne �uki i regu�
 równowagi krzywej 
�a�cuchowej, tworz�c model przestrzenny budynku (rys. 3.40 i 3.41) i badaj�c w nim si�y 
grawitacji by� katalo�ski architekt Antonio Gaudi, twórca miedzy innymi bazyliki La Sagrada 
Familia (rys. 3.42) czy Casa Milà (rys. 3.43) w Barcelonie. 
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3.4.7. Metoda �uków trójprzegubowych 
 

Analityczne rozwi�zywanie �uków trójprzegubowych zosta�o przedstawione na 
podstawie �uku o podporach umiejscowionych na ró�nych wysoko	ciach. Umiej
tno	� 
rozwi�zania tego rodzaju �uku jest jednoznaczna z umiej
tno	ci� rozwi�zania �uku o 
podporach umieszczonych na jednym poziomie. Analiz
 przeprowadzono opieraj�c si
 
mi
dzy innymi na [132], [71], [214]. 
 
Reakcje podporowe - w �uku wyst
puj� reakcje uko	ne styczne do osi �uku zawieraj�ce 
sk�adowe pionowe VA’ i VB’ na sk�adowe le��ce na prostej, ��cz�cej punkty A i B (rys. 3.49). 
 

� Wyznaczenie sk�adowej pionowej VA’: 
 
� � 0BM  (3.7) 

VA’·l - P1’·b1 - P2’·b2- ... - Pn·bn = 0 (3.8) 

l
bPbPbPV nn

A
���

�
...' 2211  (3.9) 

l

bP
V

nk

i
ii

A

�
�

�


� 1'  

(3.10) 

l
MV B

A �'
 

(3.11) 

 
Sk�adow� pionow� w �uku oblicza si
 jak belk
 swobodnie podpart�, obci��on� analogicznie 
jak �uk, (rys. 3.49). 

� Podobnie mo�na otrzyma� drug� sk�adow� pionow� VB’: 
 

� � 0AM  (3.12) 

VB’·l - P1’·a1 - P2’·a2- ... - Pn·an = 0 (3.13) 

l
aPaPaPV nn

B
���

�
...' 2211  (3.14) 

l

aP
V

nk

i
ii

B

�
�

�


� 1'  

(3.15) 

l
MV A

B �'
 

(3.16) 

 
� Reakcj
 HA’ wyznacz si
 korzystaj�c z warunku, �e suma momentów zginaj�cych (z 

lewej lub z prawej strony) w przegubie jest równa zeru: 
 
� � 0l

CM  (3.17) 

� � � � 0''...' 2211 ������� fHaLPaLPlV AAAAA  (3.18) 
� � � �

'
...'' 2211

f
aLPaLPlVH AAAA

A
�����

�  (3.19)

Licznik powy�szego równania przedstawia moment zginaj�cy w przekroju C odpowiedniej 
belki prostej, swobodnie podpartej, zatem: 
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'
'

f
MH

o
C

A �  gdzie �cos' � ff  (3.20) 

sk�d: 

�cos
'


�

f
MH

o
C

A  (3.21)

 

 

Rys. 3.49. Schemat statyczny �uku 
trójprzegubowego. Metoda analityczna. Obliczenie 

reakcji podporowych, [132]. 

Rys. 3.50. Schemat statyczny �uku trójprzegubowego. 
Metoda analityczna. Obliczenie si� wewn�trznych w 

�uku, [132]. 
 
Przy obci��eniach wy��cznie pionowych, gdy� � 0X , otrzymuje si
: 

'' BA HH �  (3.22)

Rozk�adaj�c sk�adow� na kierunki x i y, warto	� poziomej reakcji podporowej �uku czyli tzw. 
Rozpór opisuje wyra�enie: 

�cos'� AA HH           (3.23) 

Podstawiaj�c do (3.23) wyra�enie (3.21) otrzymuje si
: 

f
MH

o
C

A �            (3.24) 

Mo�na zapisa�: 

HHH BA ��            (3.25) 

st�d: 

f
MH

o
C�            (3.26) 

Poniewa� reakcje HA’ i HB’ daj� równie� sk�adowe reakcje pionowe VA” i VB”: 

�tgHV AA �"   oraz  �tgHV BB �" ,   (3.27) 

zatem nale�y je doda� do sk�adowych rekcji pionowych VA’ i VB’. St�d: 
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"' AAA VVV ��   oraz  "' BBB VVV �� ,    (3.28) 

�tgH
l

MV A
B

A ��    oraz  �tgH
l

MV B
A

B �� ,   (3.29) 

�tg
f

M
l

MV
o
CB

A ��    oraz  �tg
f

M
l

MV
o
CA

B ��
   

(3.30) 

Kiedy podpory �uku znajduj� si
 na jednym poziomie: 
 

0�� , 
 
zatem: 
 

0��tg , 
 
st�d: 

l
MV B

A �     oraz  
l

MV A
B � .     (3.31) 

Momenty zginaj
ce - po wyznaczeniu reakcji podporowych mo�na przyst�pi� do obliczania 
momentów zginaj�cych w dowolnym przekroju k. Oblicza si
 je jako sum
 momentów 
wszystkich si� dzia�aj�cych z lewej lub z prawej strony danego przekroju, (rys. 3.50): 

)()()( 2211 �tgxyHaxPaxPxVM kkkkkAk �������      (3.32) 

Podstawiaj�c wyliczone wcze	niej reakcje VA i H, otrzymuje si
: 

)()()()'( 2211 �� tgxyHaxPaxPxtgHVM kkkkkAk ��������    (3.33) 

kkkkAk yHaxPaxPxVM ������ )]()('[ 2211       (3.34) 

kkkkAk yHaxPaxPxVM ������ )]()('[ 2211       (3.35) 

Identyczne wzory otrzymuj
 si
 dla �uku o podporach na jednym poziomie. 
 
Si�y poprzeczne – oblicza si
 jako sumy rzutów wszystkich si� dzia�aj�cych z jednej strony 
danego przekroju na kierunek prostopad�y do osi �uku w tym przekroju. 
Znakowanie si�y poprzecznej, (rys. 3.50): 
� za dodatni� uwa�a si
 si�
 poprzeczn�, która usi�uje obróci� dany fragment 

rozpatrywanego przekroju zgodnie ze wskazówkami zegara, tj. w praw� stron
, a tym 
samym rozci�ga w�ókna w dolnej cz
	ci przekroju, 

� za ujemn� uwa�a si
 si�
 poprzeczn�, która usi�uje obróci� dany fragment 
rozpatrywanego przekroju w lew� stron
. 

Dla okre	lenia si�y poprzecznej Tk w dowolnym przekroju k �uku prowadzimy styczn� mk do 
osi �uku w punkcie k i normaln� nk le��c� w p�aszczy�nie poprzecznego przekroju �uku 
(rys. 3.51). Rzutuj�c wszystkie si�y dzia�aj�ce po lewej stronie przekroju na normaln� nk 
otrzymamy: 

kkkkA
l

k HPPVT ���� sincoscoscos 21 ����       (3.36) 

kkA
l

k HPPVT �� sincos)( 21 ����        (3.37) 



 35 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

3. Modelowanie i analiza pracy statycznej zakrzywionych, historycznych konstrukcji ceglanych w 	wietle literatury 

 
Rys. 3.51. Znakowanie si� przekrojowych (poprzecznej i pod�u�nej) w �uku, [132]. 

 
Dla odpowiadaj�cej belki swobodnie podpartej, 	k = 0, st�d si�y poprzeczne w belkach 
prostych osi�gaj� wi
ksze warto	ci ani�eli w �ukach. 
 
Si�y pod�u�ne (osiowe) – oblicza si
 jako sumy rzutów wszystkich si� dzia�aj�cych z jednej 
strony danego przekroju na kierunek stycznej do osi �uku w tym przekroju. 
Znakowanie si�y poprzecznej (rys. 3.52): 
� za dodatni� uwa�a si
 si�
 pod�u�n� 	ciskaj�c�, 
� za ujemn� uwa�a si
 si�
 pod�u�n� rozci�gaj�c�. 

Rzutuj�c wszystkie si�y dzia�aj�ce po lewej stronie przekroju na kierunek stycznej mk 
otrzymuje si
 : 

kkkkA
l
k HPPVN ���� cossinsinsin 21 ����      (3.38) 

kkA
l
k HPPVN �� cossin)( 21 ����         (3.39) 

 

 
Rys. 3.52. Schemat statyczny �uku trójprzegubowego. Obliczanie si� poprzecznych i pod�u�nych. Metoda 

analityczna, [132]. 
 
Linia ci�nie� – oddzia�ywanie jednej cz
	ci �uku na drug� mo�na zast�pi� si�a wypadkow� W 
wszystkich si� dzia�aj�cych z jednej strony przekroju. Si�
 wypadkow� W mo�na dalej 
roz�o�y� na jej sk�adowe: si�
 osiow� N oraz tn�c� T, (rys. 3.53). Przeniesienie sk�adowej N 
dzia�aj�cej na mimo	rodzie e do osi �uku rekompensuje moment M = N·e. Je�eli dokona si
 
podzia�u �uk przekrojami poprzecznymi na szereg odcinków i w ka�dym odcinku okre	li si
 
mimo	ród e dla si�y 	ciskaj�cej N to wyniesie on: 
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N
Me �

           
(3.40) 

                       
Rys. 3.53. Po�o�enie si�y wypadkowej w wycinku �uku, [132]. 

 
 Je�eli odk�adaj�c jego warto	ci dodatnie nad osi�, a ujemne pod osi� �uku i po��czy si
 
ko�ce, to ��cz�ca je linia przedstawia przebieg wypadkowych si� W dzia�aj�cych na kolejne 
przekroje �uku. Linia ta nosi nazw
 linii ci	nie�. Obrazuje ona przebieg si� 	ciskaj�cych. W 
przypadku obci��enia q równomiernie roz�o�onego (ci�g�ego), linia ta jest krzyw� ci�g��. Gdy 
obci��enie stanowi� si�y skupione P – jest lini� �aman�. Jej za�amania maj� miejsce na liniach 
dzia�ania tych si�. Na podporach, linia ci	nie� przechodzi przez przeguby podporowe i ma 
kierunek reakcji podporowych (RA i RB). 
 W �uku trójprzegubowym linia ci	nie� przechodzi przez wszystkie trzy przeguby, a 
gdy obci��enie jest symetryczne – w zworniku (kluczu) przebiega poziomo. 

Linia ci	nie� obrazuje prac
 �uku. Im bli�ej osi �uku przechodzi linia ci	nie�, tym 
mniejsze s� momenty zginaj�ce i bardziej równomierny rozk�ad napr
�e�. 
 
Napr��enia normalne – na podstawie momentów zginaj�cych i si� pod�u�nych (si�y 
poprzeczne maj� na tyle ma�y wp�yw, �e s� pomijane) oblicza si
 napr
�enia we w�óknach 
skrajnych w dowolnym przekroju �uku ze wzoru: 

W
M

A
N
�� ��            (3.41) 

Dla przekroju prostok�tnego o wysoko	ci h wzór ten przyjmuje posta�: 

�
�
�

�
�
� 
��

h
e

A
N 61��           (3.42) 

Analizuj�c powy�sze wyra�enie, �atwo zauwa�y�, �e dla e < 1/6 h, tj. gdy wypadkowa nie 
wychodzi ze 	rodkowej 1/3 cz
	ci przekroju czyli z tzw. rdzenia przekroju, w �uku wyst
puj� 
tylko napr
�enia 	ciskaj�ce. Przy e = 1/6 h mamy napr
�enia dodatnie (jednakowego znaku), 
przy e > 1/6 h wykres napr
�e� zmienia znak. Im linia ci	nie� jest bli�ej �uku, tym 
równomierniejszy, a tym samym korzystniejszy jest rozk�ad napr
�e� normalnych. 
W przekrojach poprzecznych, w których linia ci	nie� pokrywa si
 z osi� �uku (e = 0), 
napr
�enie jest sta�e, 
 = P/A = const. 
 
3.4.8. Metody obliczania sklepie� kolebkowych 
 

W pracy [132] zaproponowano traktowanie sklepienia kolebkowe jako szereg 
przylegaj�cych do siebie �uków bezprzegubowych o szeroko	ci 1 metra, (rys. 3.54) Dalszym 
uproszczeniem  proponowanym w cytowanej pracy jest obliczanie konstrukcji jako 
symetrycznie obci��onych �uków trójprzegubowych z przegubami w zworniku i u wezg�owi, 
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(rys. 3.55). Przy obci��eniu niesymetrycznym przyj
cie schematu statycznego pokazano na 
rys. 3.56, [161]. 
 

 

Rys. 3.54. Sklepienie kolebkowe jako przylegaj�ce do 
siebie pasma �uków o szeroko�ci 1 m, [161].

Rys. 3.55. Schemat sklepienia kolebkowego 
równomiernie obci��onego, [161]. 

 
Analiz
 statyczn� takich �uków przeprowadza si
 np. graficznie, wyznaczaj�c lini
 

ci	nie�, która nie powinna wyj	� z obszaru rdzenia przekroju. Najwi
ksz� si�� obci��aj�c� �uk 
jest reakcja R. Je�eli jest ona przy�o�ona w punkcie rdzennym przekroju, to najwi
ksze 
napr
�enie 	ciskaj�ce wyznacza si
 ze wzoru, [161]. 

A
R2

max ��            (3.43) 

Rys. 3.56. Schemat sklepienia kolebkowego obci��onego niesymetrycznie, [161]. 
 

Równie� w rozwa�aniach nad no	no	ci� graniczn� sklepie� prowadzonych w pracy 
[111] zaproponowano, jak w [132], aby traktowa� tego typu sklepienia jako szereg pasm 
�ukowych o jednostkowej szeroko	ci. Stwierdzono tu równocze	nie, �e nale�y je oblicza� 
jako �uki bezprzegubowe. Konieczno	� traktowania pasm �ukowych jako zamocowanych w 
wezg�owiach wynika wg. autora [111] z faktu, �e mimo	rodowo zaczepione reakcje 
podporowe daj� momenty utwierdzenia. Proponuje on równie� zastosowanie schematu pasm 
�ukowych w przypadku sklepie� kolebkowych z �ebrami, o ile nie zachodzi 
niebezpiecze�stwo lokalnego zniszczenia pól mi
dzy�ukowych. Uk�ady takie mo�na oblicza� 
jako pasma �ukowe o przekroju teowym pod warunkiem, �e sklepienie ma znaczn� d�ugo	� 
wzd�u� tworz�cej lub gdy jego podparcie zabezpiecza go przed przemieszczeniem w tym 
kierunku. Przy niezmiennym obci��eniu roz�o�onym wzd�u� sklepienia, no	no	� i 
odkszta�calno	� ka�dego �uku s� takie same. Na rys. 3.57a  pokazano wykres si� rozporowych. 

Je�eli sklepienie obci��one jest w sposób skokowo zmienny lub gdy wyst
puj� 
pogrubienia poprzeczne tworz�ce �ebra lub �uki poprzeczne, to ka�de pasmo sklepienia 
traktowane jest jako odr
bnie odkszta�calny blok (rys. 3.57b), [161]. 
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        a) 

 
 b) 

Rys. 3.57. Sklepienie kolebkowe: a) zwyk�e, b) obci��one w 
zworniku obci��eniem skupionym, [161].

 
Jeszcze inny sposób podej	cia do obliczania sklepie� kolebkowych zawarto w [61], 

[163]. Propozycja ta bazuje na rozwi�zaniu takich konstrukcji jako cienkich pow�ok 
walcowych o rzucie prostok�tnym, (rys. 3.58). Za�o�ono, �e pow�oka zako�czona jest dwiema 
belkami brzegowymi i dwoma �ukami brzegowymi, którymi mog� by� przepony lub 	ciany 
poprzeczne. P�aszczyzny te s� prostopad�e do p�aszczyzny, w której le�� osie d�wigarów 
brzegowych. Konstrukcje pracuj� tu w stanie b�onowym, wielko	� si� przekrojowych zale�y 
tylko od obci��aj�cych pow�ok
 si� pionowych, nie ma na nie natomiast wp�ywu sposób 
podparcia. 
 

Rys. 3.58. Model sklepienia kolebkowego w stanie b�onowym wraz z si�ami przekrojowymi. 
 
Dla si� stycznych zachodzi oczywista równo	� N	x= Nx	. Si�y przekrojowe N	, Nx i N	x s� 
funkcjami dwóch zmiennych x, 	. 
Równania równowagi wycinka pow�oki walcowej maj� posta�: 
 �� � ��� � 	           (3.44) 
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– Reakcje pionowe pasm �uku (rys. 3.63) oblicza si
 wg. wzoru (3.47): 
 
�� � ��

� � � � � � ���� ,          (3.47) 
 
dla i = 1,2, … , n 
 
Wprowadzaj�c si�y zast
pcze ��Vi (3.48) za pomoc� (3.49) mo�na otrzyma� reakcje poziome 
pasm: 
 

� 

�� � �
���

�� � �
�� � 
����,         (3.48) 

 
dla i = 2,3,  … , n 
 

� 
�� � �	
���
�� � � ���� ��! ""�#�$#�#%&��� '()��

 ,        (3.49) 

 
dla i = 2,3,  … , n 
 
– Si�y obci��aj�ce �ebro oblicza si
 ze wzorów: 

 
�*� � +"��,           (3.50) 
 
,*� � -+",�,          (3.51) 
 
– Reakcje podporowe sklepiania: 

 � � ! "�*�.�/�  ,          (3.52) 
 

, � �! "�0�� 0�1�%& 2! "30��40�51�%& 2��-��
�67�� ,       (3.53) 

 
– Si�
 Ho w zworniku oblicza si
 ze wzorów: 
 ,8 � , � ! ",*�.�/� ,          (3.54) 
 
a si�y w poszczególnych  przekrojach �ebra wynosz�: 
 

9 �*� � �,8����*� � �,8 � ! ",*����:/� ,         (3.55) 

 
dla i = 2,3,  … , /n+1/ 
 

9 ;*� � �	
���;*� � �! "�*����:/� ,          (3.56) 

 
dla i = 2,3,  … , /n+1/ 
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modyfikacji si� obci��aj�cych �ebro sklepienia, dalsze obliczenia sklepienia nale�y prowadzi� 
(bez zmian) wg. wzorów 3.47 – 3.59. 

W przypadku zaistnienia innego zjawiska – deformacji �ebra – proponuje si
 
przyjmowa� nast
puj�cy tok rozumowania. W zwi�zku z tym, �e zmiana geometrii wysklepek 
i �ebra, zwi�zana z deformacj� �ebra, jest niewielka, celowym wydaje si
 obliczenia statyczne 
takiego sklepienia przeprowadza� bez jej uwzgl
dnienia. Dopiero po obliczeniu warto	ci 
mimo	rodów ei (3.59), na których dzia�aj� si�y VEi oraz HEi w i-tym przekroju, a przed 
wymiarowaniem �ebra, nale�y do warto	ci tych mimo	rodów doda� warto	ci mimo	rodów 
wynikaj�cych z deformacji �ebra ei

d . Warto	� mimo	rodów ei
d  nale�y zmierzy� na obiekcie. 

Dla deformacji �ebra po��czonej z odspojeniem wysklepki nale�y przedstawione 
metody post
powania stosowa� ��cznie, [116]. 
 

Jedn� z najbardziej przydatnych analitycznych metod analizy ceglanych konstrukcji 
�ukowych i sklepie� jest metoda zaproponowana przez Heymana [106], [100].  

Autor zak�ada, �e kopu�y i sklepienia s� membranami (b�onami – rys. 3.66), które 
mo�na opisa� matematycznie za pomoc� krzywych tworz�cych �uki z ich powierzchni, co 
w du�ym stopniu u�atwia analiz
 statyczn� zakrzywionych konstrukcji. Teoria opiera si
 na 
za�o�eniu, �e konstrukcje takie pracuj� pierwotnie w stanie bezmomentowym, (rys. 3.67). 

Geometria sklepienia wp�ywa w decyduj�cy sposób na rozk�ad si� wewn
trznych. 
Podstawowe znaczenie ma warunek, aby sklepienie (pow�oka) w mo�liwie ma�ym stopniu 
nara�one by�o na wp�yw czynników powoduj�cych jej zginanie. St�d, niekorzystne s� 
wszelkie punkty osobliwe powierzchni 	rodkowej pow�oki. Wa�ne jest, aby k�t nachylenia i 
krzywizna by�y, w miar
 mo�liwo	ci, ci�g�e. Równie� wysoko	� przekroju nie powinna si
 
zmienia� skokowo. Je	li warunki te nie s� spe�nione, to – zwykle w s�siedztwie punktów 
osobliwych – powstaj� niepo��dane si�y zginaj�ce. 

Za�o�enia obliczeniowe w obliczaniu zakrzywionych konstrukcji ceglanych 
wprowadzaj� wiele niedok�adno	ci. Wprawdzie teoria b�onowa wyja	nia rozk�ad si� 
wewn
trznych, ale obliczone na jej podstawie warto	ci mo�na uwa�a� za pewne co najwy�ej 
w punktach odleg�ych od brzegu pow�oki. Zachowanie si
 brzegów pow�oki i wielko	� 
dzia�aj�cych tu si� zginaj�cych mo�na zwykle oceni� jedynie na podstawie pó�empirycznych 
wzorów przybli�onych. 

�ród�em znacznych b�
dów mo�e by� fakt, i� w obliczeniach nie uwzgl
dnia si
 
zwykle ani wp�ywu niedok�adno	ci wykonania, ani waha� temperatury, skurczu czy te� 
pe�zania materia�ów, z których wykonano konstrukcj
. Wszystkie te czynniki mog� mie� 
znacz�cy wp�yw na rozk�ad si� wewn
trznych. 
 

Rys. 3.66. Model sklepienia �ebrowego, [100]. Rys. 3.67. Rozk�ad si� w pow�oce, [117]. 
 

Rozpatrywane w modelu obliczeniowym s� najcz
	ciej stosowane sklepienia 
krzy�owo-�ebrowe rozpi
te na rzucie kwadratu o boku 2r z�o�one z pow�ok walcowych 
ko�owych o promieniu r. Model rozwa�anych sklepie� pokazany jest na rys. 3.66. Po�o�enie 
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punktu na powierzchni walcowej sklepienia okre	lone jest  przez wspó�rz
dne x oraz 	. 
Zak�ada si
, �e na sklepienie dzia�a obci��enie pionowe w równomiernie roz�o�one na jego 
powierzchni. St�d na elementarny wycinek sklepienia o bokach dx, rd	 dzia�a wypadkowe 
obci��enie pionowe wrdxd	 (rys. 3.67), [117]. 

Rozwi�zanie sklepienia krzy�owo – �ebrowego polega na wyznaczeniu si� 
przekrojowych N	, Nx i N	x w pow�okach walcowych oraz si�y F w �ebrach sklepienia. Na 
podstawie [100], [117], [124] starano si
 przybli�y� tok oblicze�.  
 Równania równowagi si� przekrojowych w pow�okach walcowych maj� posta� (3.44) 
– (3.46), a rozwi�zania ogólne tych równa� okre	lone s� wzorami (3.60) – (3.62): 
 

rp	N r	 ��)(            (3.60) 
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 (3.62) 
 
Obci��enia normalne rp  oraz styczne 	p  do pow�oki walcowej okre	lone s� wzorami: 
 

	w	p	w	p 	r cos)(,sin)( ��         (3.63) 
 
Po wstawieniu wzorów (3.63) do (3.60 – 3.62) otrzymuje si
: 
 

	wr	N 	 cos)( �� ,          (3.64) 
 

)(sin2),( 1 	f	wx	xN 	x ��� ,        (3.65) 
 

)()(cos),( 2
1

2

	f
	d
	df

r
x	

r
wx	xN x ��� .       (3.66) 

 
 Zadanie wyznaczenia si� przekrojowych w pow�okach  walcowych sprowadza si
 wi
c 
do okre	lenia funkcji )(),( 21 	f	f  wyst
puj�cych we wzorach (3.65) i (3.66) stosownie do 
warunków brzegowych w sklepieniu krzy�owo-�ebrowym.  
 W celu wyznaczenia funkcji f1 zak�ada si
, �e rozpatrywane sklepienie stanowi 
segment wyst
puj�cy w ci�gu identycznych sklepie� usytuowanych wzd�u� osi x, zgodnie z 
rys. 3.66. Wtedy p�aszczyzna 0AD jest p�aszczyzn� symetrii. Wobec braku obci��e� 
skupionych dzia�aj�cych na sklepienie, si�y styczne na �uku AD musz� by� równe zeru. 
Zachodzi zatem równo	� 0),0( �	N 	x . St�d i ze wzoru (3.65) wynika, �e 0)(1 �	f . Wobec 
tej równo	ci, ze wzoru (3.66) wynika, �e funkcja f2 zdefiniowana jest wzorem: 
 

)(),0( 2 	f	N x � .          (3.67) 
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 Dla okre	lenia funkcji f2 niezb
dna jest znajomo	� si�y F(	) dzia�aj�cej w �ebrach 
sklepienia.   
 Si�
 F(	) w �ebrach wyznacza si
 rozpatruj�c równowag
 górnej cz
	ci sklepienia 
odci
tej p�aszczyzn� poziom�. Wypadkow� wszystkich si� pionowych dzia�aj�cych na górna 
odci
t� cz
	� sklepienia oznacza si
 przez R. Ponadto, przyjmuje si
 za�o�enia, �e w 
segmencie sklepienia pokazanym na rys. 3.66 stan napr
�e� jest symetryczny. Rzuty na 
kierunek pionowy si� dzia�aj�cych na górn� odci
t� cz
	� sklepienia s� równe: 
 

)1cos(8)sin1(8 2

0

2 ����� � 		wr�d�wrR
	

,      (3.68) 

 
			wr		NrN 	Y cossin)sin1(8sin)sin1(8 2 ����� ,     (3.69) 

 
�	FFY sin)(4� ,          (3.70) 

 
gdzie: 
 

	� tantan2 �           (3.71) 
 

Suma rzutów na kierunek pionowy si� dzia�aj�cych na odci
ta górn� cz
	� sklepienia 
jest równa zeru, zatem: 

 
0��� YY FNR           (3.72) 

 
Z równania (3.72) po wstawieniu wyra�e� (3.68) – (3.70) i uwzgl
dnieniu (3.71) 

wyznacza si
 si�
 F w �ebrach sklepienia 

 
)()( 2 	�wr	F � ,          (3.73) 

 
gdzie: 
 

									� cot)1coscossincos(sintan22)( 22 ������ .   (3.74) 
 

Rozk�ad si� przekrojowych Nx(0,	) na kraw
dzi pow�oki walcowej mo�na wyznaczy� 
rozpatruj�c równowag
 naro�a sklepienia, zgodnie z rys. 3.70. 

Rzutuj�c si�y dzia�aj�ce na naro�e sklepienia na poziomy kierunek przek�tny 
wyznaczony przez �ebro otrzymuje si
 warunek równowagi: 
 

�� ����
� 2/)sin1(

0

0),0(2))(),((2cos)(
�

	
x

	r

		x �d�Nrdu	N	uN�	F    (3.75) 

 
Pierwsz� ca�k
 w równaniu (3.75) mo�na obliczy� po podstawieniu wzorów (3.64) i 

(3.65). Po wykonaniu oblicze� równanie (3.75) przyjmuje posta�: 
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� ����
2/

22 0),0(2)sin1(2cos)(
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x �d�Nr	wr�	F .     (3.76) 

Ró�niczkuj�c to równanie wzgl
dem 	 otrzymuje si
: 
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gdzie funkcja F(	) jest okre	lona wzorem (3.73). Po wykonaniu oblicze�: 
 

)()(),0( 2 	�wr	f	Nx ��� ,        (3.78) 
 
gdzie: 
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Tak wi
c, do okre	lenia si� powstaj�cych w sklepieniu pos�u�ono si
 nast
puj�cymi 

zale�no	ciami: 

��<=> � �?� @AB=          (3.80) 

CDE<F6 G> � �+HF BIJG         (3.81) 

CD<F6 G> � KDL
M @ABG � HN � O<G>        (3.82) 

P<G> � HNQ<G>          (3.83) 

gdzie: 0 � x � 1, 0 � � � 90° 
 

Warto	ci funkcji �(�), (rys. 3.68), oraz �(�), (rys. 3.69), mo�na przyj�� za [117]. 
Podane wykresy funkcji �(�) oraz �(�) zosta�y sporz�dzone dla oblicze� statyczno – 
wytrzyma�o	ciowych uszkodzonego sklepienia ko	cio�a Przemienienia Pa�skiego w 
Poznaniu, przedstawionych w [117], [124]. Sklepienie to rozpi
te jest na rzucie prostok�ta o 
szeroko	ci 9,0 m i d�ugo	ci 21,7 m. Zbudowane jest z trzech równych segmentów sklepie� 
krzy�owych z�o�onych z pó�kolistych kolebek walcowych. Sklepienie wykonane jest z ceg�y 
pe�nej na zaprawie wapiennej. Grubo	� pow�ok sklepienia wynosi ok. 14 cm. 
 

Rys. 3.68. Wykres funkcji 
(�), [117]. Rys. 3.69. Wykres funkcji �(�), [117]. 
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Rys. 3.70. Naro�e sklepienia, [117]. Rys. 2.71. Optymalny rozk�ad si� w sklepieniu, [100]. 
 

Korzystaj�c z warunków równowagi momentów (2wr2h=2,28wr2·0,468r) dla po�owy 
sklepienia mo�na stwierdzi�, �e wypadkowa si� rozporowych jest zlokalizowana na poziomie 
h=0,534r od góry sklepienia (rys. 3.71). Na tym poziomie, je	li zachodzi taka potrzeba, 
powinny by� usytuowane 	ci�gi przejmuj�ce rozpór, zabezpieczaj�ce sklepienie przed 
poziomymi przemieszczeniami [117]. 

Metod
 bezmomentow� (b�onow�) w obliczeniach statycznych wykorzystano w 
analizie stanu statycznego sklepienia ko	cio�a Przemienienia Pa�skiego w Poznaniu, [124]. 
Sklepienie znajdowa�o si
 w z�ym stanie i grozi�o zawaleniem. Obserwowane uszkodzenia 
wskazywa�y na obni�enie si
 	rodkowego pasma sklepienia powsta�e prawdopodobnie na 
skutek poziomego przesuni
cia podpór, starzenia materia�u lub przeci��enia oraz znacznego 
odkszta�cenia �eber na granicy obni�onego pasma. W prawid�owo ukszta�towanym sklepieniu 
wyst
puj� wy��cznie napr
�enia 	ciskaj�ce. W przypadku analizowanego sklepienia, w 
	rodkowej cz
	ci pojawi�y si
 napr
�enia rozci�gaj�ce, co prowadzi�o do zarysowania 
przekroju, a ostatecznie mog�o doprowadzi� do jego awarii. 
 
3.4.10. Metody obliczania kopu� obrotowych 
 

Kszta�t kopu�y tworzy krzywa obrócona wokó� centralnej osi.  Powierzchnia ta ma 
tworzy� pewnego rodzaju strop. Krzywa tworz�ca mo�e przyj�� nieograniczon� liczb
 
geometrii. Pod wzgl
dem konstrukcyjnym, kopu�a musi spe�nia� trzy podstawowe kryteria: 
wytrzyma�o	�, sztywno	� i stabilno	�. Musi by� te� zdolna do przej
cia obci��e� 
zewn
trznych z uwzgl
dnieniem ci
�aru w�asnego, bez nadmiernego ugi
cia i bez 
przemieszczania, [99]. 

Podobnie jak w �ukach, przy�o�one do kopu�y obci��enia przenosz� si
 po�udnikowo 
w dó� do podstawy i oddzia�ywuj� na stref
 podparcia. Linia ci	nie� lub trajektoria, na której 
dzia�aj� si�y jest idealnym kszta�tem �uku, który utrzymuje te obci��enia [103]. W 
przeciwie�stwie do �uku, kopu�a poza p�aszczyzn� po�udnikow� mo�e oprze� si
 równie�, na 
dzia�aj�cych w kierunku równoleg�ym sztywnych pier	cieniach – obr
czach 	ciskaj�cych 
(rys. 3.72), [139], [25]. 

Kopu�y s� przekryciami, których obliczenia statyczne s� do tej pory najlepiej 
opracowane [20], [105], [131], [184] i inni. Autorzy ograniczaj� si
 niestety tylko do oblicze� 
statycznych, pozwalaj�cych okre	li� wielko	� si� statycznych w danym przekroju. Wy��cznie 
w [184] mo�na odnale�� obja	nienie, w jaki sposób si�y te przenoszone s� przez ceg�y i 
zapraw
, z których wykonane s� kopu�y, najcz
	ciej maj�ce charakter zabytkowy i du�� 
warto	� historyczn� (rys. 3.73). 
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Rys. 3.72. Rozk�ad si� w kopule, [139]. 

 

Rys. 3.73. Rozk�ad si� w murze kopu�y, [184]. 
 
Na rys. 3.73 pokazano nast
puj�ce si�y i napr
�enia: 
 
ph, pv – si�y równole�nikowa i równikowa z rozwi�zania statycznego kopu�y, 
 
si�y poziome   
 

hpZ h2�            (3.84) 

2
ZT �             (3.85) 

napr��enia    
 

b
pv

v ��            (3.86) 

bh
Z

z ��            (3.87) 
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Lb

T

2
1�
            (3.88) 

 

Rys. 3.74. Napr��enia w pow�oce kopu�y. 
 
3.4.11. Metody obliczania kopu� wielo�ciennych 
 

Konstrukcje z�o�one ze sk�adkowych pow�ok, które wzajemnie przystaj� do siebie w 
naro�ach nazywamy kopu�ami wielo	ciennymi. Najcz
	ciej s� to uk�ady cyklicznie 
symetryczne, których przekroje poziome s� wielok�tami foremnymi o parzystej liczbie 
boków. Uk�ad taki tworzy si
 z „n” pow�ok translacyjnych maj�cych tylko jedn� krzywizn
 – 
po�udnikow�. Kszta�t po�udników mo�e by� kolisty, cykloidalny, paraboliczny, etc., [89]. 

Twórc� teorii kopu� wielobocznych by� Dischinger, [68]. W [78], [89], [117], [131] 
podano analityczne zasady wyznaczania si� wewn
trznych w pow�okach wed�ug teorii 
b�onowej.  

Na rys. 3.75 pokazano dwa przyk�ady kopu� wielo	ciennych utworzonych przez trzy 
oraz przez cztery pow�oki translacyjne. 
 

 
a)    b) 

Rys. 3.75. Kopu�y wielo�cienne utworzone przez: a) trzy pow�oki translacyjne, b) 
cztery pow�oki translacyjne. 1 – po�udnik jednej ze sk�adowych pow�ok, [89]. 

 
U podstawy takiej kopu�y tworzy si
 wieloboczny wieniec o kszta�cie i wymiarach 

odpowiadaj�cych poziomemu rzutowi uk�adu, [131]. 
Obliczanie kopu�y wielo	ciennej o po�udnikach kolistych polega na wyznaczeniu 

nast
puj�cych warto	ci si� przekrojowych: 
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Dla obci��enia ci
�arem w�asnym: 
 
Si�y po�udnikowe: 

�� cosgrN ��           (3.89) 

Si�y styczne: 

�� sin2gN x ��           (3.90) 

Si�y poziome równole�nikowe: 
 

� �
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(3.91) 

 

gdzie: 

�

!
l
x

�
   

         (3.92) 

Si�y poziome równole�nikowe dla linii 	rodkowej sk�adowych pow�ok (x=0): 

�� 
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Si�y pod�u�ne w elementach naro�nych: 

� �" #
 
��� � 2

2
22

cos
11cossin12 ctgtggrS ����       (3.94) 

Rys. 3.76. Oznaczenia do oblicze� si� wewn�trznych [89]. 
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3.5. Metody naprawy i wzmacniania zakrzywionych ceglanych konstrukcji 
historycznych – badania laboratoryjne, przyk�ady 
 
Historyczne obiekty murowanie z ceg�y pod wp�ywem dzia�ania ró�nego rodzaju 

czynników (dodatkowe obci��enia, destrukcja konstrukcji, osiadanie pod�o�a, zmiana 
eksploatacji, zmiana stosunków wodno–gruntowych, zjawiska opó�nione) cz
sto przestaj� 
spe�nia� role nadane im pierwotnie. Bywa, �e dawne rozwi�zania i za�o�enia trac� aktualno	�, 
a konstrukcje przyjmuj� nowe schematy statyczne. Aby zapobiec niszczeniu obiektów 
zabytkowych, nale�y stosowa� 	rodki zapobiegawcze poprawiaj�ce statyk
 i wzmacniaj�ce 
budowle. 

Uszkodzone i sp
kane �uki, sklepienia i kopu�y ko	cio�ów, pa�aców, budynków 
bramnych, mostów i budynków mieszkalnych mo�na ratowa� na wiele sposobów opisanych 
np. w [184], [13], [30], [155], [204], [32], [161], [117], [118], [123], [124], i inni. Poni�ej 
zestawiono metody wzmacniania zakrzywionych konstrukcji ceglanych. Do najcz
	ciej 
spotykanych i stosowanych nale��: 
� 	ci�gi, 
� pow�oki �elbetowe, 
� blachy i pr
ty stalowe doklejane i wklejane, 
� konstrukcje drewniane umo�liwiaj�ce podwieszenie �eber i pow�ok sklepie� 

ceglanych, 
� maty, ta	my i siatki z materia�ów FRP, 
� inne (iniekcje, impregnacje, przemurowanie). 

Praca statyczna konstrukcji zabytkowych po wzmocnieniu jest uzale�niona od 
wielop�aszczyznowego procesu zjawisk wyst
puj�cych w konstrukcji wzmocnionej. Z tego 
wzgl
du, w odró�nieniu od konstrukcji nowowznoszonych, analiza pracy statycznej zwi�zana 
jest ze sprawdzeniem jakby trzech stanów granicznych: 
� stanu granicznego no	no	ci konstrukcji po wzmocnieniu, 
� stanu granicznego u�ytkowania konstrukcji po wzmocnieniu, 
� stanu granicznego no	no	ci po��czenia elementu wzmacnianego z wzmacnianym. 

 
3.5.1. �ci
gi 
 

W zakrzywionych konstrukcjach ceglanych wa�nym sposobem wzmocnienia jest 
zastosowanie dodatkowych elementów usztywniaj�cych uk�ad murów. Wp�ywaj� one na: 
� zmniejszenie przemieszcze� murów, 
� ograniczenie rozwoju zarysowania w pow�okach i �ebrach, 
� mog� przyczyni� si
 do przenoszenia dodatkowych si� rozci�gaj�cych pojawiaj�cych 

si
 przy uszkodzeniu. 
Jedn� z powszechnie stosowanych metod równowa�enia niekorzystnych uk�adów si� 

wyst
puj�cych w istniej�cych budowlach, pochodz�cych przede wszystkim od rozporu 
sklepie� i �uków oraz otwartych uk�adów wi
�b dachowych, jest wprowadzanie 	ci�gów 
�elaznych i stalowych zwanych powszechnie ankrami. 

Poprawne dzia�anie 	ci�gu stalowego w konstrukcjach zabytkowych uzale�nione jest 
od wprowadzenia i utrzymania odpowiedniej si�y w 	ci�gu. Stabilizacja i wzmocnienie 
konstrukcji wymaga wst
pnego ich napr
�enia. Napi
cie pr
tów stalowych mo�liwe jest do 
si�y odpowiadaj�cej mo�liwo	ciom wytrzyma�o	ciowym muru na 	ciskanie oraz uzale�niona 
jest od przyj
tego przekroju 	ci�gu. Wprowadzenie odpowiedniej si�y napr
�aj�cej powinno 
wywo�a� w murze taki stan napr
�e� wewn
trznych, który skutecznie przeciwstawi si
 
wp�ywowi dzia�ania si� zewn
trznych i zwi
kszy ogóln� sztywno	� konstrukcji, [154], [117]. 
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Niew�a	ciwe przekazanie si�y ze 	ci�gu na mur mo�e powodowa� powstawanie nowych rys. 
Wp�yw na prawid�ow� prac
 stalowych 	ci�gów maj�: sposób zakotwienia, odkszta�cenia 
termiczne 	ci�gu i muru oraz pe�zanie muru i relaksacja stali, [170], [117]. 

�ci�gi typu tradycyjnego wyró�niaj� si
 zastosowaniem jako zakotwienia 	ci�gu 
elementu oporowego, np. blachy, rozety, p�askownika lub pr
ta. Element ten jest zazwyczaj 
na elewacji widoczny, czasem bywa ukryty pod warstw� maskuj�c� w postaci tynku, 
przemurowa� lub elementu dekoracji fasady. Na rys. 3.78 przedstawiono ró�ne przyk�ady 
takich elementów. 

Przed przyst�pieniem do wzmacniania zakrzywionych konstrukcji murowych 
metodami wykorzystuj�cymi 	ci�gi stalowe nale�y wykona� szereg bada� i oblicze�, których 
celem jest wyznaczenie rzeczywistych charakterystyk wzmacnianej konstrukcji murowej. 
Nale�y okre	li�: 
� wytrzyma�o	� muru na 	ciskanie, 
� struktur
 muru i stopie� jego niejednorodno	ci, 
� modu� spr
�ysto	ci, 
� oszacowa� zjawiska opó�nione. 

 

 
Rys. 3.78. Ró�nego rodzaju elementy oporowe zakotwie� �ci�gów stalowych, [117]. 

 
Analizuj�c obliczeniowo wzmocnienie konstrukcji murowej 	ci�gami nale�y 

rozwi�za� nast
puj�ce zagadnienia: 
� szacowanie parametrów mechanicznych muru, 
� przyj
cie okre	lonego rodzaju stali oraz technologii kotwienia i wst
pnego napr
�ania, 
� okre	lenie wielko	ci si�y napr
�aj�cej z uwzgl
dnieniem strat dora�nych i 

reologicznych, 
� zapewnienie w�a	ciwego przeniesienia si� od napr
�enia 	ci�gu na mur poprzez 

odpowiednio ukszta�towane i powi�zane z konstrukcj� murow� elementy. 
Bezpieczne przenoszenie si�y ze 	ci�gu na konstrukcj
 murow� zwi�zane jest przede 

wszystkim z prawid�owym rozmieszczeniem 	ci�gów i odpowiednim przygotowaniem muru. 
Zasad� przy st
�aniu istniej�cych konstrukcji murowych jest przekazanie si� od 	ci�gu na 
mo�liwie du�� powierzchni
 muru. Zwi�zane jest to z nisk� punktow� wytrzyma�o	ci� muru 
ceglanego na 	ciskanie. Istotne jest to zw�aszcza w obiektach zabytkowych, w których mury 
charakteryzuj� si
 cz
sto niewielk� wytrzyma�o	ci� i znaczn� niejednorodno	ci�. 

Klasycznym sposobem zamocowania 	ci�gu stalowego jest zakotwienie go poprzez 
element dociskowy w murze, (rys. 3.79). Ostatnie lata przynios�y równie� inne rozwi�zanie, 
kotwienie stalowych 	ci�gów poprzez ich wklejanie (rys. 3.80), [117], [123], [158], [155]. 
Jest to sposób o tyle interesuj�cy, �e pozwala omin�� ograniczenia zwi�zane z ingerencj� w 
bogato dekorowan� fasad
 obiektu zabytkowego, umo�liwia swobodny dost
p do ró�nych 
miejsc obiektu od jego wn
trza oraz skrócenie czasu monta�u i obni�enie kosztów. 
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Rys. 3.79. Zakotwienie �ci�gu stalowego poprzez 
zastosowanie elementu dociskowego. 

Rys. 3.80. ci�g stalowy wklejony w mur. 

 

Na podstawie bada� przeprowadzonych w Instytucie Budownictwa Politechniki 
Wroc�awskiej oraz prób wdro�eniowych na wybranych obiektach zabytkowych (klasztor 
Cystersów w Lubi��u) mo�na stwierdzi�, �e wklejane 	ci�gi stalowe s� przydatne do 
wzmacniania i usztywniania murów konstrukcyjnych obiektów zabytkowych z bogato 
dekorowanymi fasadami. 

W pracach [158], [123] przedstawiono badania do	wiadczalne po��czenia klejowego 
„mur ceglany – pr
t stalowy”, badania uzupe�niaj�ce kompozycji klejowych oraz porównanie 
wyników bada� do	wiadczalnych po��cze� klejowych „pr
t stalowy – mur ceglany” z 
wybranymi teoriami pracy tych po��cze�. 
Celem bada� by�o okre	lenie mo�liwo	ci przenoszenia si� przez pr
ty stalowe wklejone w 
mur ceglany oraz rozpoznanie pracy po��czenia klejowego tego typu. Starano si
 ustali� 
wp�yw rodzaju kompozycji klejowej na no	no	� po��czenia. 
U�yte kompozycje klejowe: 
� kompozycja epoksydowa Epidian 5 – kompozycja E – sk�ad: �ywica epoksydowa 

Epidian 5, utwardzacz Z-1, cement portlandzki 350, 
� Ombran EH 20 – kompozycja O, 
� HIT C50 – kompozycja H, 
� Cerinol-VM 1 – kompozycja D. 

Stworzono stanowisko pomiarowe do wyrywania pr
tów stalowych z muru. Do 
uzyskania wymaganego poziomu si�y wyrywaj�cej u�yto si�ownika hydraulicznego. Kontrol
 
wielko	ci si�y wyci�gaj�cej dokonywano za pomoc� si�omierza elektronicznego. Proces 
obci��e� oraz odczyt wyników kierowany by� bezpo	rednio przez komputerowy 
wielopunktowy system pomiarowy sprz
�ony z si�omierzami, tensometrami 
elektrooporowymi oraz czujnikami przemieszcze�. Wyd�u�enie pr
ta rejestrowane by�o przez 
tensometry naklejone na jego d�ugo	ci, odkszta�cenie po��czenia „mur – klej – pr
t stalowy” 
oraz si�
 wyci�gaj�c� mierzy�y czujniki indukcyjne. Szczegó�owo analizowano odkszta�cenia 
w po��czeniu, a na ich podstawie obliczono napr
�enia normalne w pr
cie stalowym oraz 
napr
�enia styczne w spoinie klejowej. Na modelach realizowano prób
 rozci�gania, 
ró�nicuj�c d�ugo	� zakotwienia (wklejenia) lZ w celu uzyskania ró�nych obrazów zniszczenia 
po��cze�. 
 

Rys. 3.81. Schemat badania. O� „x” pokrywa si� z osi� kotwionego pr�ta, [123]. 
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Rys. 3.91. Zniszczenie po��czenia – kompozycj� H – HIT C50, 
[123]. 

Rys. 3.92. Zniszczenie po��czenia, 
kompozycj� E – Epidian 5, [123]. 

 
Przedstawione powy�ej wzory na rozk�ad napr
�e� normalnych �s w pr
cie stalowym 

oraz napr
�e� 	cinaj�cych 
k w spoinie potwierdzaj� przyj
ty podzia� na dwa modele 
zniszczenia. Pozwalaj� te� na szacunkowe okre	lenie dwóch modeli zniszczenia modelu w 
stosunku do warto	ci si�y wyrywaj�cej. Mo�liwe do osi�gni
cia modele zniszczenia to: 

– wykorzystanie no	no	ci pr
ta (zerwanie), 
– wykorzystanie no	no	ci spoiny klejowej lub no	no	ci na 	cinanie muru. 

Badania i przyj
te formu�y analityczne wskazuj� na model zniszczenia po��czenia 
przez zerwanie pr
ta jako model w�a	ciwy i mo�liwy do uzyskania w rzeczywisto	ci przy 
prawid�owym dobraniu zakotwienia klejowego „lZ”. 

 
W ramach programu badawczego przeprowadzono dodatkowe badania na 

kompozycjach klejowych opartych na �ywicach epoksydowych (kompozycji E, kompozycji 
O i kompozycji H). Celem tych bada� by�o okre	lenie wp�ywu zawilgocenia na no	no	� 
po��czenia „stal-ceg�a”, na podstawie wytrzyma�o	ci na odrywanie przy ró�nych stanach 
wilgotno	ci ceg�y. 
 

Rys. 3.93. Wytrzyma�o�� na odrywanie po��cze� „stal 
– ceg�a” wykonanych w stanie powietrzna-suchym w 

zale�no�ci od wilgotno�ci ceg�y. Kompozycja E, 
[123]. 

Rys. 3.94. Wytrzyma�o�� na odrywanie po��cze� „stal 
– ceg�a” wykonanych w stanie powietrzna-suchym w 
zale�no�ci od wilgotno�ci ceg�y. Kompozycja O, [123]. 
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Rys. 3.95. Wytrzyma�o�� na odrywanie po��cze� „stal – 
ceg�a” wykonanych w stanie powietrzna-suchym w 

zale�no�ci od wilgotno�ci ceg�y. Kompozycja H, [123]. 
 

Na wykresach (Rys. 3.93 – 3.95) pokazano, �e wp�yw zawilgocenia próbek na no	no	� 
po��czenia klejowego „stal-ceg�a” jest znacz�cy. Efekt ten jest widoczny we wszystkich 
badanych próbkach. Spadek wytrzyma�o	ci na odrywanie w funkcji wilgotno	ci ceg�y ma w 
przybli�eniu charakter liniowy. Przy wilgotno	ci ceg�y 15 % wytrzyma�o	� po��czenia 
zmniejsza si
 do ok. 60 % wytrzyma�o	ci po��czenia dla ceg�y w stanie suchym. 

Prezentowane badania potwierdzaj� spadek wytrzyma�o	ci po��czenia wykonanego na 
bazie �ywic epoksydowych wraz ze wzrostem zawilgocenia ��czonych materia�ów. Fakt ten 
determinuje niemo�no	� stosowania tych �ywic w warunkach murów o podwy�szonej 
wilgotno	ci. Kompozycje klejowe z wype�niaczami cementowymi (np. kompozycja D) w 
mniejszym stopniu s� podatne na tego typu czynniki. 

Uzyskane wyniki w pe�ni potwierdzi�y mo�liwo	� zastosowania klejowych 
kompozycji epoksydowych do wklejania 	ci�gów stalowych. Zaproponowana technologia 
stalowych pr
tów wklejanych mo�e by� przydatna w usztywnianiu murów konstrukcyjnych 
obiektów zabytkowych z bogato dekorowanymi fasadami. Z powodzeniem mo�e by� 
wykorzystana równie� do zespalania sp
kanych cz
	ci np. nadpro�y �ukowych (w po��czeniu 
z iniekcj� sp
ka�), czy realizacj
 po��cze� pomi
dzy wzmacnian� pow�ok� sklepienia 
(�ebrem) a now� konstrukcj� wzmacniaj�c�. 

Innym ciekawym rodzajem stosowanych 	ci�gów s� 	ci�gi z materia�ów 
kompozytowych. Przyk�ady bada� i realizacji tego typu wzmocnie� przedstawiono w [234]. 
 
3.5.2. Pow�oki �elbetowe 
 

W przypadku konstrukcji sklepie� ceglanych o du�ej rozpi
to	ci, posiadaj�cych 
znacz�c� warto	� historyczn�, korzystna mo�e si
 okaza� metoda polegaj�ca na wykonaniu 
nad os�abionym sklepieniem ceglanym o znacznych deformacjach nowego sklepienia 
�elbetowego odci��aj�cego [226], kotwionego w 	cianach obwodowych. 

Ze wzgl
du na wyst
puj�ce cz
sto w konstrukcjach zabytkowych polichromie, 
wzmocnienie sklepienia nast
puje przez jego podwieszenie i zespolenie z pow�ok� �elbetow�, 
opart� na 	cianach obiektu najcz
	ciej za po	rednictwem wie�ca obwodowego. 

Ta technologia wzmacniania, jakkolwiek dyskusyjna z punktu widzenia 
konserwatorskiego, jest w�a	ciwie w chwili obecnej tak naprawd
 jedn� z niewielu 
skutecznych, dla sklepie� o znacznych rozpi
to	ciach b
d�cych w stanie przedawaryjnym. Do 
dyspozycji pozostaj� jeszcze technologie zwi�zane z podwieszaniem sklepie� pierwotnych do 
projektowanych nowych konstrukcji no	nych z drewna klejonego lub przestrzennych 
konstrukcji stalowych. 
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Przy znacznych imperfekcjach wysklepek i �eber powstaje tu jednak problem 
w�a	ciwego zakotwienia wieszaków w trudnych do rozpoznania przekrojach 
zdeformowanych sklepie�. Podwieszenia maja ponadto charakter punktowy, a w wyniku 
zjawisk opó�nionych w przekrojach wokó� podwiesze� mo�na si
 spodziewa� znacznych 
koncentracji napr
�e� 	cinaj�cych [117]. St�d, korzystniejsze jest wprowadzenie poza 
kotwami wklejanymi powierzchniowej warstwy szczepnej. 

Zbrojenie pow�oki nale�y wykona� stosuj�c u�ebrowanie zgodnie z zasadami 
projektowania konstrukcji pow�okowych �elbetowych, z uwzgl
dnieniem wyst
puj�cych si� 
przekrojowych. 

Najszybszym sposobem wykonania pow�oki �elbetowej nad sklepieniem jest 
zastosowanie betonu natryskowego (torkretu). 

Poj
cie torkretu jest aktualnie definiowane jako „zaprawa lub beton dynamicznie 
umieszczany w miejscu wbudowania”. Istniej� dwie ró�ne metody torkretowania:  
� metoda mokra (torkret mokry),  
� metoda sucha (torkret suchy).  

Najogólniej ujmuj�c zasadnicza ró�nica mi
dzy obiema metodami sprowadza si
 do 
miejsca podania wody do suchych sk�adników mieszanki betonowej (lub zaprawy).  

Metoda mokra - jest procesem sprowadzaj�cym si
 do tradycyjnego wykonania 
mieszanki (zaprawy) betonowej (ewentualnie z dodatkami), a nast
pnie hydraulicznego jej 
przetransportowania do dyszy wylotowej, sk�d pneumatycznie w sposób ci�g�y jest 
wyrzucana (natryskiwana). 

Metoda sucha - to technologia, w której sucha mieszanka cementu i kruszywa 
(ewentualnie sproszkowanych dodatków) jest podawana do specjalnego urz�dzenia, tzw. 
torkretnicy, sk�d strumieniem spr
�onego powietrza jest przesy�ana przewodem elastycznym 
do dyszy natryskowej (wylotowej). Do dyszy doprowadza si
 wod
 oraz ewentualnie 
domieszki ciek�e w postaci rozpylonej w celu nawil�enia mieszanki, która jest wyrzucana 
(natryskiwana). 

Wybór metody torkretowania nie jest jednoznaczny, a tym bardziej uznanie, która z 
metod ma przewag
 nad drug�. Praktyka wykaza�a, �e wybór metody nie mo�e by� 
przypadkowy. Wynika on z mo�liwo	ci technologicznych i warunków prowadzenia robót (np. 
metoda sucha jest wskazana z uwagi na polichromie oraz zjawiska dyfuzyjne). Niezale�nie od 
tego ka�da z metod ma indywidualne, w�a	ciwe tylko sobie cechy charakterystyczne [219], 
[42], [118]. 

Aby zapewni� odpowiedni� wspó�prac
 konstrukcji istniej�cej ze wzmocnieniem 
nale�y opracowa� odpowiedni system po��cze�. Ciekawym rozwi�zaniem jest zespolenie 
historycznego sklepienia ceglanego z pow�ok� �elbetow� za po	rednictwem stalowych 
��czników (strzemion, wieszaków) wklejonych w spoiny pionowe mi
dzy ceg�ami sklepienia 
przy u�yciu kleju epoksydowego, [124]. 

Dla lepszego zespolenia pow�oki wzmacniaj�cej z istniej�cym sklepieniem nale�y 
starannie oczy	ci� grzbietow� powierzchni
 sklepienia z zaprawy, lu�nych fragmentów 
zasypki, usun�� zapraw
 ze spoin na g�
boko	� nie wi
ksz� ni� 10 mm i zastosowa� tzw. 
warstw
 szczepn�. 

Aby poprawnie zastosowa� tak� form� wzmocnienia nale�y wykona� niezb
dne 
obliczenia statyczno – wytrzyma�o	ciowe konstrukcji oraz opracowa� technologi
 
dopasowan� do indywidualnego przypadku. 

Pow�oki �elbetowe zbrojone s� zazwyczaj siatkami. Je	li pow�oka pracuje w stanie 
b�onowym, to zbrojenie nale�y umie	ci� w osi ci
�ko	ci jej przekroju. Zbrojenie nale�y 
uk�ada� w miar
 mo�liwo	ci zgodnie z kierunkiem napr
�e� g�ównych. Odpowiednie 
zbrojenie dodatkowe nale�y u�o�y� dla przej
cia si� zginaj�cych na kraw
dziach, [61]. 
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Dzia�ania maj�ce na celu podwieszenie konstrukcji sklepienia do nowej konstrukcji 
�elbetowej podejmowano w Polsce ju� w latach 50, [135]. Na rys. 3.96 widoczne s� pr
ty  
zakotwione w murze dla utworzenia �elbetowej konstrukcji wzmacniaj�cej odbudowywane 
sklepienie absydy roma�skiego ko	cio�a pw. 	w. Miko�aja i Wniebowzi
cia NMP w Gieczu. 
 

Rys. 3.96. Sklepienie apsydy roma�skiego ko�cio�a pw. 
�w. Miko�aja i Wniebowzi�cia NMP w Gieczu w trakcie 
rekonstrukcji. Widoczne pr�ty w murze dla zakotwienia 

�elbetowej konstrukcji wzmacniaj�cej, [135]. 
 

W [248] przedstawiono, rozwini
te pó�niej jeszcze w [247], wyniki bada� nad 
zabytkowymi sklepieniami wzmocnionymi metod� natryskowych pow�ok �elbetowych. Jak 
mo�na zauwa�y� na zestawionych na rys. 3.97 wynikach pracy sklepie� niewzmocnionych i 
wzmocnionych, zastosowana metoda okaza�a si
 bardzo skuteczna. 
 

 

 

Rys. 3.97. Schemat zniszczenia sklepie� obci��anych pionowym i poziomym obci��eniem wzmacnianych i 
pierwotnych, [247]. 
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Badania potwierdzaj�, �e prawid�owo zaprojektowane i wykonane wzmocnienie 
wklejanymi elementami stalowymi przyczynia si
 do znacznego zmniejszenia ugi
� badanych 
konstrukcji i spadku ich odkszta�ce�. Zalet� tej metody jest to, �e nieznacznie zwi
kszaj�c 
ci
�ar zakrzywionego elementu murowego mo�na wyra�nie zwi
kszy� jego no	no	� oraz 
ograniczy� deformacje. 

Mimo bardzo rzadkiego obecnie stosowania klejenia jako metody scalania elementów 
stalowych i murowych nale�y pami
ta�, �e metoda ta ma wiele zalet w porównaniu z 
metodami konwencjonalnymi. Podstawowe cechy po��cze� klejowych i p�yn�cych st�d zalet 
to: 
� struktura ��czonych elementów nie ulega zmianie, 
� nie wprowadza si
 do konstrukcji dodatkowych napr
�e�, 
� nie os�abia si
 konstrukcji przez nawiercanie dodatkowych otworów, 
� przez klejenie mo�na ��czy� ze sob� ró�ne materia�y.  

Wad� doklejanego zbrojenia stalowego jest podatno	� na korozj
 oraz du�y 
wspó�czynnik rozszerzalno	ci termicznej. Szczególnie wa�ny to problem, gdy wzmacniane 
elementy wystawione s� na dzia�anie promieniowania UV. 

Pomimo rozwoju materia�ów epoksydowych, do niedawna klejenie by�o metod� 
stosunkowo rzadko stosowan� w ��czeniu elementów stalowych i murowych. Bez w�tpienia 
przyczyn� jest to, �e po��czenia mechaniczne charakteryzuj� si
 w�a	ciw� no	no	ci�, 
bezpiecze�stwem i s� mniej podatne na dzia�anie zjawisk opó�nionych (pe�zanie) a przede 
wszystkim s� w pe�ni rozpoznane. Stosowanie po��cze� klejowych we wzmacnianiu 
konstrukcji w ogóle, w tym zabytkowych w ostatnim okresie staje si
 coraz bardziej 
doceniane. Du�y wp�yw ma tu równie� rozwój materia�ów kompozytowych wzmocnionych 
w�óknami, które mog� by� ��czone prawie tylko poprzez klejenie i s� coraz powszechniej 
stosowane w praktyce. 

Mo�liwo	ci stosowania �ywic syntetycznych do wzmacniania konstrukcji 
budowlanych pojawi�y si
 wraz z rozwojem in�ynierii materia�owej i chemii. Uzyskanie w 
latach 60 �ywic syntetycznych o wysokich cechach wytrzyma�o	ciowych spowodowa�o próby 
ich zastosowania we wzmacnianiu konstrukcji. Chodzi tu, przede wszystkim, o �ywice 
epoksydowe. Od tego momentu zainteresowanie �ywicami syntetycznymi jako znacz�cym 
materia�em o charakterze konstrukcyjnym, stale wzrasta.  

Trzeba jednak wyra�nie podkre	li�, �e stosowanie �ywic epoksydowych nale�y 
ograniczy� do wytwarzania spoin konstrukcyjnych pomi
dzy elementem wzmacnianym a 
wzmacniaj�cym oraz do iniekcji wg�
bnych, eliminuj�c je z konserwacji ceg�y czy kamienia 
ze wzgl
du na cechy fizyko-chemiczne i przebarwienia zachodz�ce w czasie. 

Z szeroko prowadzonych bada� wynika, �e dla wielu �ywic epoksydowych pozornie 
bezbarwnych, s�abo widoczne za�ó�cenie mo�e wyst�pi� ju� po up�ywie od 6 do 12 miesi
cy 
od momentu utwardzenia, natomiast trudne do zaakceptowania – po up�ywie 2–3 lat, [48]. 

Zagadnienie po��cze� (spoin klejowych) zespalaj�cych element wzmacniany z 
elementem wzmacniaj�cym jest o tyle wa�ne, �e kompleksowe rozwi�zanie go mog�oby, 
prowadzi� do wyeliminowania b�d� znacznego ograniczenia przy wzmocnieniu konstrukcji 
ró�nych ��czników mechanicznych, a wprowadzenie w ich miejsce, wy��cznie lub prawie 
wy��cznie, po��cze� klejowych. 

Zespolenie klejowe polega na adhezji spoiwa do ��czonych elementów. Jego 
wytrzyma�o	� zale�e� b
dzie zarówno od wielko	ci si� adhezji stwardnia�ego kleju do 
powierzchni elementów ��czonych, jak i od si� kohezji materia�u kleju i materia�u elementów 
��czonych. 

Wprowadzenie po��cze� klejowych do wzmacniania konstrukcji wymusza 
przeprowadzenie konkretnych bada� maj�cych na celu oszacowanie wielko	ci adhezji 
stosowanych kompozycji �ywicznych do materia�u wzmacnianego i wzmacniaj�cego. Celem 
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tych bada� jest ustalenie wytrzyma�o	ci okre	lonych po��cze� klejowych i kwalifikacji 
sposobu niszczenia konstrukcji wzmocnionych, w których ��cznikiem by�yby spoiny klejowe. 
O wytrzyma�o	ci po��czenia klejowego decyduje najs�absze ogniwo w szeregu: element 
wzmacniany – spoina klejowa – element wzmacniaj�cy, [121]. Opisany szereg przy 
wzmocnieniu konstrukcji przybiera nast
puj�c� posta�: 
 
R4 – R3 – R2 – R1 – R2’ – R3’ – R4’                  (3.101) 
 

Miarodajn� cech� oceny no	no	ci po��czenia klejowego jest ta spo	ród warto	ci 
granicznych wytrzyma�o	ci Ri, która decyduje o zniszczeniu po��czenia przy zadanym 
sposobie obci��enia i odpowiadaj�cemu mu napr
�eniu. Wp�yw na wielko	� warto	ci 
granicznych Ri (zw�aszcza R2, R2’, R1) posiada bardzo wiele czynników: stan powierzchni 
��czonych elementów, sposób przygotowania ich powierzchni do klejenia, wymiary 
geometryczne ��czonych elementów, ich parametry techniczno-wytrzyma�o	ciowe, rodzaj 
kleju i grubo	� spoiny, wilgotno	� powierzchni ��czonych, parametry otoczenia oraz rodzaj i 
sposób przy�o�enia obci��e�. S� to czynniki maj�ce równie� zasadniczy wp�yw na trwa�o	� 
po��cze�. 

Po��czenie klejowe cia� sta�ych polega z regu�y na zastosowaniu okresowo ciek�ej 
warstwy po	redniej - kleju. Na skutek stwardnienia kleju, po��czenie adhezyjne „cia�o sta�e – 
ciecz” przechodzi w stan „cia�o sta�e – cia�o sta�e” (konstrukcja wzmacniana – spoina klejowa 
– materia� lub materia�y wzmacniaj�ce np. kompozytowe). Rodzaj si� zespalaj�cych nie ulega 
jednak zmianie. Najwa�niejsz� rol
 przy kszta�towaniu zespolenia klejowego pe�ni� si�y 
powierzchniowe typu fizycznego. 

Przenoszenie si� w stwardnia�ym po��czeniu rozdzielone jest na dwie warstwy 
adhezyjne i kohezj
 obu ��czonych elementów (materia�ów) oraz warstwy klejowej. Praca 
adhezji jest z regu�y wi
ksza ni� praca kohezji s�abszego z partnerów. Wg. [26] zale�no	ci 
pomi
dzy prac� adhezji – W12 i kohezji – W11 i W22 wygl�daj� nast
puj�co: 
 
je�eli  W11 > W22, to W11 > W12 > W22                (3.102) 
 

Wynika z niej, �e zniszczenie po��czenia nast
puje albo w s�abszym z ��czonych 
elementów, albo w kleju (spoinie), a nie na powierzchniach granicznych ��czonych 
elementów. Zniszczenia adhezyjnego nale�y spodziewa� si
 wsz
dzie tam, gdzie nast�pi�o 
zanieczyszczenie lub zat�uszczenie pod�o�a powoduj�ce jego niepe�ne zwil�enie przez klej. 
Projektuj�c wzmocnienie, którego ��cznikiem b
dzie spoina klejowa nale�y uwzgl
dni� takie 
aspekty jak: wp�yw wilgoci, temperatury, wytrzyma�o	ci klejonych elementów, geometrii 
��czonych elementów, wp�yw rodzajów obci��enia, wp�yw grubo	ci warstwy klejowej, 
wp�yw przygotowania powierzchni ��czonych elementów oraz wp�yw rodzaju kleju. 
Rozwa�ania nad powy�szymi zagadnieniami zawarto w [120].  

W [5] autorzy przeprowadzili badania ró�nych typów po��cze� tych samych 
elementów, tak dobieraj�c d�ugo	ci, na których nast
powa�o ��czenie, a tak�e uk�ad 	rub i ich 
	rednice, aby wszystkie po��czenia mia�y tak� sam� no	no	�. Okaza�o si
, �e najmniejsz� 
d�ugo	� po��czenia dawa�a metoda klejenia. Dzi
ki tej metodzie uzyskuje si
 po��czenia 
najmniejsze gabarytowo, a zatem i najl�ejsze (tym bardziej, �e ci
�ar kleju w stosunku do 
ci
�aru 	rub lub innych ��czników jest znikomy). Rezultaty podane w [5] dostarczaj� cennej 
informacji o du�ej efektywno	ci metody klejenia. Ma ona równie� swoje wady. Kleje 
stosowane do po��cze� musz� mie� wysok� wytrzyma�o	�, doskona�� przyczepno	� do 
powierzchni ��czonych, gwarantuj�c� wysok� wytrzyma�o	� po��czenia na granicy 
elementów, jak równie� by� odpowiednio wyprofilowane. Po��czenia klejone nara�one s� na 
wyst
powanie w nich licznych defektów, takich jak wewn
trzne pory i nieci�g�o	ci kleju, 
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lokalne braki kleju lub jego przyczepno	ci na granicach ��czonych elementów etc. Innym 
�ród�em potencjalnych wad po��czenia jest niew�a	ciwy sposób przygotowania kleju.  

Analiza pracy po��cze� klejowych jest skomplikowanym zagadnieniem teoretycznym, 
nale��cym do tzw. zagadnie� kontaktowych i daleko wykracza poza zakres niniejszej 
rozprawy. Nale�y nadmieni�, �e teoretyczne modele rozk�adu napr
�e� znacznie ró�ni� si
 
mi
dzy sob� przyj
t� zale�no	ci� „napr
�enia – odkszta�cenia” w warstwie klejowej. 
Wyst
puj� modele: liniowo – spr
�yste [202], nieliniowo – spr
�yste, spr
�ysto – plastyczne 
[95], liniowo – lepkospr
�yste. 

Przedstawiony przyk�adowo model analityczny takiego po��czenia, tzw. model 
Volkersena zaczerpni
ty z prac [109], [85], zak�ada liniowo – spr
�yst� prac
 po��czonych 
materia�ów. 

Dwie warstwy oznaczone jako "1" i "2" po��czone s� warstw� kleju oznaczon� jako 
"3". Do powierzchni przekrojów warstw przy�o�ona jest si�a rozci�gaj�ca P, powoduj�ca 
	cinanie warstwy kleju. Zak�ada si
, �e warstwa kleju ulega odkszta�ceniom jedynie w 
wyniku 	cinania (odkszta�cenie k�towe), a warstwy ��czone - jedynie w wyniku rozci�gania 
(odkszta�cenia liniowe). Po��czenie (na tzw. zak�adk
), si�y wewn
trzne dzia�aj�ce na 
poszczególne cz
	ci po��czenia w elemencie o d�ugo	ci dx oraz si�y zewn
trzne pokazano na 
rys. 3.102. Szeroko	� warstw wynosi W, a ich grubo	ci t1, t2 i t3. 
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Rys. 3.102. Model mechaniczny Volkersena, zak�adkowego po��czenia klejonego [85]. 

 
Warunki równowagi si� dla elementów dx warstw, odpowiednio 1 i 2, maj� posta�: 

0xdWtWd 11 �� 
�                    (3.103) 

0xdWtWd 22 �� 
�                    (3.104) 

W wyniku podzielenia pierwszego równania przez modu� spr
�ysto	ci pod�u�nej E1 warstwy 
1, a drugiego przez modu� spr
�ysto	ci pod�u�nej E2 warstwy 2 i po elementarnych 
przekszta�ceniach, równania (3.103) i (3.104) mo�na zapisa� w postaci nast
puj�cej:  
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Korzystaj�c z definicji odkszta�ce� liniowych w odniesieniu do warstw 1 i 2 oraz 
odkszta�cenia k�towego dla warstwy kleju "3" - równania fizyczne dla warstw, odpowiednio 
1, 2, 3, przyjmuj� posta�:  
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gdzie G3 oznacza modu� 	cinania warstwy kleju, za	 u1 i u2 przemieszczenia przekroju 
warstw 1 i 2 okre	lonego bie��c� wspó�rz
dn� x. Po zró�niczkowaniu (3.106) i wykorzystaniu 
(3.107) i (3.108) otrzymano: 
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Po zró�niczkowaniu (3.105) i wstawieniu (3.109) uzyskano równanie ró�niczkowe 
jednorodne, II rz
du o sta�ych wspó�czynnikach w postaci: 
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gdzie 
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Ca�ka ogólna (3.110) ma posta�: 

xsinhBxcoshA
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Warunki brzegowe dla równania (3.110) s� nast
puj�ce: 

� � 001 ��   � �
1

1 tW
PL ��                      (3.113) 

� �
2

2 tW
P0 ��   � � 0L2 ��                      (3.114) 

Po wykorzystaniu warunków brzegowych i wyznaczeniu sta�ych A i B , z (3.105) wyznacza 
si
 funkcj
 okre	laj�c� rozk�ad napr
�enia stycznego wzd�u� odcinka L kontaktu warstw. 
Wyra�a si
 ona równaniem: 
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Schematyczny rozk�ad napr
�enia stycznego pokazano na rys. 3.103. 
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Rys. 3.103. Rozk�ad napr��enia stycznego wzd�u� granicy kontaktu sklejonych warstw, [85]. 

 
Maksymalne napr
�enia wyst
puj� na ko�cach odcinka kontaktowego, przy czym to, na 
którym z nich zale�y od relacji mi
dzy iloczynami E1t1 i E2t2. W przypadku gdy E1t1 < 
E2t2 to napr
�enia spe�niaj� relacj
 
 (0) <
 (L), w przeciwnym wypadku - odwrotn�. 
Rozk�ad jest symetryczny, je�eli t1=t2=t oraz E1=E2=E. Korzystaj�c z (3.115) i (3.111) oraz 
dokonuj�c przekszta�ce� trygonometrycznych, maksymalne napr
�enie mo�na wyrazi� 
nast
puj�co:  
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Z zale�no	ci tej mo�na wyznaczy� np. d�ugo	� zak�adki L konieczn� do przeniesienia 

obci��enia P (pod warunkiem, �e znane s� pozosta�e parametry, w tym dopuszczalne 
napr
�enie 	cinaj�ce dla kleju) lub dopuszczalne obci��enie po��czenia o d�ugo	ci L. 

Istniej� modele bardziej z�o�one, uwzgl
dniaj�ce w ��czonych warstwach nie tylko 
odkszta�cenia liniowe, ale tak�e postaciowe, jak równie� uwzgl
dniaj�ce napr
�enia normalne 
do kierunku dzia�aj�cego obci��enia. Daj� one rezultaty jako	ciowo nie odbiegaj�ce od 
wyników uzyskanych z modelu Volkersena, tzn. wszystkie te modele wskazuj�, �e 
maksymalne napr
�enia wyst
puj� na ko�cach po��czenia klejowego i szybko zmniejszaj� si
 
wraz z oddalaniem si
 od nich. Tak wi
c droga do wykonywania po��cze� mocnych, ale 
jednocze	nie niezbyt d�ugich musi prowadzi� poprzez redukcj
 napr
�e� stycznych w 
strefach ko�cowych po��cze�. Uzyskuje si
 to poprzez odpowiednie kszta�towanie geometrii 
tych stref. Badania wykaza�y, �e szczególnie godne polecenia jest wykonywanie skosów na 
ko�cach warstwy kleju i elementów wzmacniaj�cych. Znacz�cy wk�ad w analiz
 pracy 
po��cze� klejowych przydatnych we wzmacnianiu konstrukcji wnios�y tak�e modele: Althofa 
[8], Bressona [36], Jasie�ki [122], Golanda-Reissnera [88], Hart-Smitha [95], Braiga [33]. 

Wykonywanie wzmocnie� przy u�yciu kompozycji epoksydowych wymaga 
zachowania re�imu technologicznego oraz ochrony po��cze� przed wp�ywem temperatury 
(powy�ej +60�C nast
puje spadek wytrzyma�o	ci �ywic epoksydowych), [119]. Prac 
wzmacniaj�cych z zastosowaniem po��cze� klejowych nie nale�y prowadzi� poni�ej +5ºC i 
wilgotno	ciach wy�szych ni� 70 %. Ze wzgl
du na sieciowanie �ywic epoksydowych przy 
stosowaniu utwardzacza (aminowego) Z-1, wilgotno	� elementów sklejanych nie powinna 
by� wy�sza ni� 3 – 5%. W przypadku gdy wilgotno	� ta jest wy�sza 5 – 10% i wyst
puj� 
trudno	ci z jej obni�eniem, mo�liwe jest zastosowanie w kompozycji utwardzacza Akwanil. 
Za optymaln� grubo	� skleiny w po��czeniach stosowanych przy wzmacnianiu konstrukcji 
nale�y uzna� ts = 1–2 mm, [121]. Nale�y równie� pami
ta�, �e reakcja utwardzania mieszanin 
na bazie �ywic epoksydowych ma charakter egzotermiczny, st�d przygotowanie ilo	ci kleju 
musi uwzgl
dnia� tzw. „czas �ycia”, który wynosi ok. 40 min. 
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odpowiedzialnych przypadkach, jest jednak obarczony mniejsz� pewno	ci� co do jako	ci a 
tym samym bezpiecze�stwa konstrukcji. W obydwu wariantach mo�liwe jest zbrojenie 
d�wigarów klejonych przy u�yciu materia�ów FRP w celu zwi
kszenia ich no	no	ci i 
ograniczenia gabarytów. 

Podstawowym problemem pojawiaj�cym si
 w tego typu rozwi�zaniach jest 
zapewnienie rozbudowanej powierzchni klejenia i rozwi�zanie problemów zwi�zanych z 
napr
�eniami stycznymi pojawiaj�cymi si
 na styku uszkodzonej zakrzywionej konstrukcji 
murowej z pasmami doklejanych d�wigarów drewnianych oraz ewentualnych wklejanych 
��czników stalowych. W tym rozwi�zaniu równie� si�a rozwarstwiaj�ca, powstaj�ca przez 
wzrost napr
�e� stycznych pomi
dzy konstrukcj� murow� a elementem doklejanym, mo�e 
prowadzi� do niezachowania trzeciego, umownego stanu granicznego no	no	ci po��czenia 
elementu wzmacnianego z elementem wzmacnianym. 

Mo�liwe wydaje si
 w tej filozofii wzmacniania zastosowanie lekkich, kratowych, 
przestrzennych konstrukcji stalowych, [133], [134]. 
 
3.5.5. Maty, ta�my i siatki z materia�ów FRP 

 
Specyfika konstrukcji murowych sprawia, �e zakrzywione konstrukcje ceglane 

reprezentuj�ce kulturowe dziedzictwo spotykane s� w bardzo wielu budynkach historycznych, 
a ich konserwacja jest bardzo aktualnym tematem. Niestety, szeroko poj
te budownictwo jest 
do	� konserwatywne je	li chodzi o wykorzystywanie nowoczesnych, zaawansowanych 
technologicznie materia�ów.  

 
3.5.5.1. Ogólne informacje o materia�ach kompozytowych FRP 
 

Obok tradycyjnych technik naprawy, u�ycie materia�ów kompozytowych FRP (Fiber 
Reinforced Polymer) oraz FRCM (Fiber Reinforced Cementitious Matrix) jest coraz cz
	ciej 
rozwa�ane na ca�ym 	wiecie. Badania dowiod�y, �e doskonale nadaj� si
 one od naprawy 
istniej�cych konstrukcji, tak�e murowych i zapewnienia im w�a	ciwego poziomu 
bezpiecze�stwa, zw�aszcza gdy na konstrukcje oddzia�ywaj� asymetryczne obci��enia, [212]. 

Poj
cie materia� kompozytowy (�ac. compositus = z�o�ony) oznacza materia�, który 
jest zbudowany z co najmniej dwóch ró�nych sk�adników, przy czym ich po��czenie zachodzi 
na poziomie makroskopowym. 

Wi
kszo	� materia�ów kompozytowych jest zbudowana z dwóch faz - fazy ci�g�ej, 
zwanej osnow� (matryc�) oraz fazy drugiej, tzw. fazy rozproszonej, zwanej tak�e zbrojeniem 
(rys. 3.112). Wypadkowe w�asno	ci kompozytu s� zale�ne od w�asno	ci faz sk�adowych, ich 
ilo	ci w ogólnej obj
to	ci kompozytu, sposobu rozmieszczenia fazy rozproszonej w osnowie, 
a tak�e cech geometrycznych fazy rozproszonej. 

W zale�no	ci od rodzaju fazy rozproszonej, materia�y kompozytowe mo�na podzieli� 
na kompozyty zbrojone cz�stkami, zbrojone dyspersyjnie oraz zbrojone w�óknami. 
Najpopularniejszym kompozytem zbrojonym cz�stkami jest beton. Kompozyty zbrojone 
dyspersyjnie ró�ni� si
 od kompozytów zbrojonych cz�stkami tym, �e wzmocnienie zachodzi 
na poziomie mikroskopowym (atomowym lub molekularnym), [84]. 

Kompozyty zbrojone w�óknami (rys. 3.113 – 3.115), czyli te, które maj� najwi
ksze 
zastosowanie we wzmacnianiu konstrukcji (tak�e murowych), to kompozyty, w których w 
charakterze fazy wzmacniaj�cej wykorzystywane s� ró�nego rodzaju w�ókna. Stanowi� one 
element no	ny, natomiast osnowa s�u�y jako spoiwo ��cz�ce w�ókna. Osnowa zapewnia 
rozdzia� obci��enia zewn
trznego pomi
dzy w�ókna, a tak�e chroni je przed czynnikami 
zewn
trznymi. W niewielkim stopniu uczestniczy w przenoszeniu obci��e� zewn
trznych. 
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osnowa (matryca) zbrojenie

Materia�y kompozytowe

polimerowa 
(systemy FRP)

mineralna 
(systemy FRCM) w�ókna

uk�ad w�ókien:
- jednokierunkowy,
- dwukierunkowy,
- wielokierunkowy

rodzaj w�ókien:
- metalowe (stalowe),
- nieorganiczne (w�glowe, szklane i inne),
- organiczne (aramidowe, PBO i inne)

cz�stki

dyspersje

Rys. 3.112. Materia�y kompozytowe. 
 

Kompozyty w�ókniste s� najbardziej efektywnymi spo	ród materia�ów 
kompozytowych w tym sensie, �e wykazuj� najlepsze w�asno	ci mechaniczne i 
wytrzyma�o	ciowe przy najmniejszym ci
�arze w�a	ciwym. W kompozytach w�óknistych 
jako osnowy stosuje si
 metale i �ywice polimerowe, [175]. 

 

 
Rys. 3.113. Kompozyt z w�óknami 

u�o�onymi w jednym kierunku. 
Rys. 3.114. Kompozyt z w�óknami w 

dwóch kierunkach. 
Rys. 3.115. Kompozyt 

wielow�óknowy. 
 

Podstawowe znaczenie praktyczne maj� kompozyty w�ókniste FRP o osnowach 
polimerowych (�ywice termoplastyczne i termoutwardzalne) oraz w osnowach mineralnych 
FRCM, zbrojonych w�óknami g�ównie w
glowymi, grafitowymi, szklanymi, borowymi i 
aramidowymi, zdarzaj� si
 równie� zbrojone stal�, (rys. 3.116). Decyduj� o tym ich bardzo 
dobre parametry techniczne, ale równie� stosunkowo proste metody wytwarzania i wzgl
dnie 
niska cena. 
 

 
Rys. 3.116. Ró�nego rodzaju stalowe zbrojenie materia�ów kompozytowych, [29]. 
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Makroskopowe zachowanie si
 kompozytu zale�y w wyra�ny sposób od jego budowy 
mikroskopowej, a w szczególno	ci od orientacji w�ókien, ich rozmieszczenia w przekroju 
kompozytu i jednorodno	ci w�asno	ci w�ókna. Budowa mikroskopowa zale�y z kolei 
bezpo	rednio od procesu technologicznego. Jednak naj	ci	lejsze nawet zachowanie tych 
rygorów nie jest w stanie wyeliminowa� takich niepo��danych efektów, jak nadmierne 
zag
szczenie w�ókien w pewnych rejonach i ich brak w innych, czy zmiany przekroju w�ókna. 
Makroskopowo mierzalnym skutkiem tych – w zasadzie nieuniknionych – defektów jest du�y 
rozrzut warto	ci tak modu�ów spr
�ysto	ci, jak i charakterystyk wytrzyma�o	ciowych 
uzyskanych dla tego samego kompozytu. Ka�dy in�ynier – konstruktor musi zatem przy 
projektowaniu elementów kompozytowych podchodzi� z du�� rezerw� do podanych w 
specyfikacjach charakterystyk materia�owych, [84]. 

Nale�y pami
ta�, aby szczegó�owo przeanalizowa� sposób aplikacji i rodzaj 
zastosowanych kompozytów. Niew�a	ciwe u�ycie, nieuwzgl
dnienie praw statyki i fizyki 
budowli, mo�e wi�za� si
 ze zniszczeniem obiektu o znacznych walorach architektonicznych 
i kulturowych. 

Podstawowy powód stosowania w�ókien wynika z ich du�ej sztywno	ci i 
wytrzyma�o	ci, wielokrotnie wi
kszych od warto	ci odpowiednich charakterystyk dla 
materia�u w�ókna, ale wyznaczonych na podstawie bada� materia�u w postaci masowej. Dla 
przyk�adu - wytrzyma�o	� na rozci�ganie stali konstrukcyjnych jest rz
du 0,2-0,7 GPa, 
tymczasem wytrzyma�o	� cienkich w�ókien stalowych wynosi ok. 4 GPa. Ta wyra�na ró�nica 
na korzy	� w�ókien wynika st�d, �e struktura krystaliczna w�ókna jest znacznie doskonalsza, a 
tak�e – statystyczna liczba defektów sieci krystalicznej we w�óknie o znikomo ma�ej obj
to	ci 
jest znacznie mniejsza ni� w du�ej obj
to	ci tego samego materia�u. 

Istotnym wska�nikiem efektywno	ci w�ókna s� tzw. wytrzyma�o	� w�a	ciwa i modu� 
w�a	ciwy (wyra�aj�ce si
 w jednostkach d�ugo	ci), tzn. odpowiednio stosunki wytrzyma�o	ci 
na rozci�ganie i modu�u spr
�ysto	ci do ci
�aru w�a	ciwego materia�u w�ókna. Im warto	ci 
tych wska�ników s� wi
ksze, tym w�ókno jest bardziej efektywne. 

Najcz
	ciej stosowanymi w kompozytach w�óknami s� w�ókna szklane, grafitowe 
(w
glowe) i organiczne, a w mniejszym zakresie ceramiczne i boronowe. Porównanie 
parametrów poszczególnych rodzajów w�ókien zawarto w tab. 3.1. 
 
Tab. 3.1. W�asno�ci wybranych w�ókien, [84] 

PARAMETR RODZAJ W�ÓKNA 
szklane E szklane S grafitowe Kevlar 49 boron 

�rednica [+m] 16 16 7 - 8 12 100 - 200
Ci��ar w�a�ciwy ,)[kN/m3] 25.0 – 25.5 24.5 13.8 – 18.6 14.1 25.5 
Wytrzyma�o�	 na rozci�ganie S [GPa] 1.7 - 3.5 2.5 - 4.8 1.7 - 2.8 2.3 - 3.6 3.5 
Wytrzyma�o�	 w�a�ciwa S/, [km] 68 - 136 103 - 197 123 - 163 161- 257 135 
Modu� Younga E [GPa] 72 86 230 - 250 120 - 125 400 - 410
Modu� w�a�ciwy E/, [km - 103] 2.8 3.5 12.4 - 18.1 8.5 16.0 

 
W�ókna szklane s� najstarszymi, najta�szymi i najcz
	ciej stosowanymi w�óknami 

u�ywanymi do zbrojenia kompozytów. Istniej� dwa podstawowe typy w�ókien szklanych: E   
i S. Pierwszy z nich ma gorsze w�asno	ci mechaniczne (spr
�yste, wytrzyma�o	ciowe, 
zm
czeniowe, udarno	ciowe, termiczne, reologiczne), ale znacznie ni�sz� cen
 ni� typ S, 
stworzony z przeznaczeniem dla zastosowa� militarnych. W chwili obecnej nadal znacznie 
cz
	ciej stosuje si
 w�ókna typu E. 

W�ókna grafitowe pojawi�y si
 w latach 50. Wi
kszo	ci� parametrów przewy�szaj� 
w�ókna szklane, s� jednak od nich znacznie dro�sze. Mo�na wyró�ni� trzy grupy tych 
w�ókien, a mianowicie w�ókna wysokowytrzyma�e, wysokomodu�owe i 
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ultrawysokomodu�owe. Najcz
	ciej stosowane w�ókna grafitowe znane s� pod nazwami 
handlowymi Toray T300 i AS. 

W�ókna w�glowe s� równie� w�óknami grafitowymi, ale o mniej uporz�dkowanej 
strukturze. Obok obszarów o strukturze w�a	ciwej dla krystalicznego grafitu, wyst
puj� 
obszary o zaburzonej sieci krystalicznej, a nawet obszary ca�kowicie jej pozbawione. 
Produkowane przemys�owo w�ókna w
glowe znane s� w handlu pod nazwami firmowymi: 
Modmor, Grafil, Hyfil, Torayca. G�ównymi producentami w�ókien w
glowych s�: Japonia, 
USA, Anglia, Francja, Niemcy, [23]. 

W�ókna organiczne – takie jak bawe�na, juta i sizal – wykorzystywane s� do zbrojenia 
kompozytów od dawna. Zakres ich stosowania by� jednak bardzo ograniczony ze wzgl
du na 
bardzo niskie parametry mechaniczne. Dopiero pojawienie si
 w�ókien aramidowych czy 
PBO spowodowa�o ich szerokie wykorzystywanie w produkcji lotniczej, samochodowej, a 
przede wszystkim w produkcji sprz
tu sportowego (narty, �odzie wyczynowe, sprz
t golfowy, 
liny). Nazwy handlowe tych w�ókien to Nomex, Kevlar, Kevlar 29 i Kevlar 49. W�ókna 
aramidowe s� generalnie rzecz bior�c najlepsze pod wzgl
dem w�asno	ci mechanicznych, ale 
jednocze	nie najdro�sze. Z tego powodu s� one cz
sto u�ywane ��cznie z w�óknami 
grafitowymi lub szklanymi typu E, tak, aby uzyska� kompromis mi
dzy parametrami 
mechanicznymi i rozs�dn� cen�, [84]. 
 

Rozwój w�ókien kompozytowych zacz�� si
 od zastosowa� w technice militarnej i 
lotnictwie w pierwszej po�owie XX wieku [108] z powodu ich niezmiernie niskiej wagi w 
stosunku do wytrzyma�o	ci, odporno	ci na korozj
 i �atwo	ci stosowania,. Z jednoczesn� 
kombinacj� tych cech mamy do czynienia w zasadzie tylko w przypadku kompozytów, st�d 
gwa�townie materia�y te sta�y si
 interesuj�ce dla budownictwa. Do	wiadczenia laboratoryjne 
pokaza�y, �e w wielu sytuacjach mog� zosta� u�yte do wzmacniania elementów 
konstrukcyjnych uszkodzonych obiektów np. znajduj�cych si
 na terenach sejsmicznych. 
Przydatno	� materia�ów FRP potwierdza rys. 3.117 pokazuj�cy zale�no	� odkszta�cenia od 
napr
�enia dla w�ókien szklanych (GFRP) , w�ókien w
glowych (CFRP) i stali. 

Materia�y kompozytowe typu FRP od wielu lat stosowane s� z sukcesami do 
wzmacniania konstrukcji �elbetowych [165], [208], [45], [11], [232] (tak�e w Polsce [216], 
[217], [218]) oraz drewnianych. Pierwsze badania z zastosowaniem ta	m w
glowych do 
wzmacniania elementów drewnianych przeprowadzono na 	wiecie w latach 
dziewi
�dziesi�tych [228], [19], [24], [27], [58], [90]. Równie� w Polsce zosta�y podj
te 
podobne próby [122], [39], [40], [143], [197]. 

Materia�y typu FRCM dopiero pojawi�y si
 w publikacjach dotycz�cych wzmacniania 
elementów �elbetowych [38], [14], [156], [67], jak równie� murowych [157], [15]. 

Przydatno	� i mo�liwo	� zaadaptowania kompozytów FRP dla wzmacniania 
konstrukcji murowych w pocz�tkach swojego rozwoju zosta�a zbadana i przedstawiona w 
opracowaniach [96], [210]. Jedn� z pierwszych by�a praca [59]. Autorzy przedstawili wyniki 
do	wiadcze� prowadzony na 	cianie murowej wzmocnionej przez naklejone pionowo lub pod 
k�tem materia�y FRP. Inne badania opisano, mi
dzy innymi, w pracach [229], [150], [172], 
[93]. 

Do	wiadczenia te rozwini
to i jako jedne z pierwszych bada� nad u�yciem 
kompozytów do wzmacnianie 	cian murowych opisano w [211], [212]. Skuteczno	� tej 
techniki zosta�a zademonstrowana na modelach testowych w naturalnej skali, w 
podstawowych stanach napr
�e�, uzyskanych pod statycznym, cyklicznym obci��eniem. 
Zbadano równie� wp�yw zastosowania wzmocnienia z jednej albo obu stron muru. 
Dowiedziono, �e 	ciany wzmocnione z jednej strony wykazywa�y tylko nieznacznie wi
ksze 
deformacje od 	cian wzmocnionych po obu stronach. 
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Rys. 3.117. Zale�no�� odkszta�cenia od napr��enia dla ró�nych w�ókien FRP i stali, [73]. 

 
Kolejne do	wiadczenia po	wi
cone badaniu zachowania murów wzmocnionych 

kompozytami FRP zosta�y przedstawione w [208], [73]. Cykliczne testy na modelach 	cian 
murowych w du�ej skali, wzmocnionych przez u�ycie materia�ów kompozytowych CFRP o 
jednokierunkowo u�o�onych w�óknach w
glowych, zosta�y opisane w [140]. Wzmocniony za 
pomoc� materia�ów FRP budynek murowany, w skali naturalnej, poddany symulowanemu 
dzia�aniu sejsmicznemu zosta� zbadany i opisany w [213]. Zademonstrowano tu skuteczno	� 
wzmocnienia w przenoszeniu si� wewn
trznych w konstrukcji, zmniejszaniu deformacji, 
wp�ywu 	cinania i poprawie pracy konstrukcji. W [231] opisano skuteczno	� u�ycia 
materia�ów FRP do wytworzenia  spr
�onego 	ci�gu obwodowego dla wzmacniania 
historycznych obiektów murowanych. W [232] zasugerowano prosty model projektowania 
zgodny z EC6 dla wszystkich przypadków napr
�e�. Skuteczno	� tego modelu zosta�a 
potwierdzona w [160], [235] w badaniach konstrukcji wzmocnionych pracuj�cych pod 
statycznym, cyklicznie-statycznym, pseudo-dynamicznym i dynamicznym obci��eniem. 

Aby potwierdzi� wcze	niejsze przewidywania skupiono si
 nad tym, by ulepszy� 
zachowanie konstrukcji w podstawowych stanach napr
�e�. W [239] przedstawiono wyniki 
obszernego do	wiadczalnego programu badania 	cian murowych w du�ej skali, 
wzmocnionych pasami ta	m z w�ókien kompozytowych. Wzmocnione 	ciany opar�y si
 
obci��eniu od pi
ciu do dwudziestu czterech razy wi
kszemu od ci
�aru 	ciany i odchyli�y si
 
tylko o ok. 5% od pionu. Skuteczno	� tego rodzaju wzmocnie� (FRP) w podstawowych 
stanach napr
�e� zosta�a tak�e opisana w [6], [92], [93]. We wszystkich przypadkach 
wzmocnienie przy u�yciu materia�ów kompozytowych FRP dowiod�o swojej skuteczno	ci. 

Obecnie najcz
	ciej stosuje si
: ta	my jako g�ówny element wzmacniaj�cy, 
kompozytowe kszta�tki przeznaczone do wzmacniania stref 	cinania oraz maty w�ókniste, 
którymi mo�na wzmacnia� kolumny, s�upy, konstrukcje murowane, wykonywa� 
wzmocnienia powierzchniowe. Mo�na ich tak�e u�y� we wszystkich tych sytuacjach, gdzie 
zastosowanie ta	m jest niemo�liwe lub znacznie utrudnione. 

W literaturze przedmiotu mo�na znale�� o wiele wi
cej informacji dotycz�cych 
wzmacniania 	cian ceglanych materia�ami FRP poza tu podanymi. Pod wzgl
dem 
podstawowej koncepcji metoda ta odpowiada znanej i stosowanej tak�e w Polsce metodzie 
wzmacniania polegaj�cej na przyklejaniu stalowych p�askowników do elementów konstrukcji. 
Zastosowanie materia�ów kompozytowych ma jednak wiele przewag. Odpowiednie 
porównanie obu tych metod przedstawiono w tab. 3.2. 
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Rys. 3.118. Jedna z pierwszych prób wzmocnienia �ciany ceglanej ta�mami FRP – Zurich 1995 r., [212]. 
 

Wydaje si
, �e jedyn� powa�n� wad� systemu wzmacniania konstrukcji budowlanych 
materia�ami kompozytowymi jest s�aba odporno	� ogniowa po��czenia – kleju, w którym ju� 
przy temperaturze 60°C rozpoczyna si
 proces mienienia i wzrasta odkszta�calno	� liniowa i 
postaciowa. Jest to do	� powa�ny problem wszystkich po��cze� klejowych, który z pewno	ci� 
rozwi�zywany b
dzie jeszcze w przysz�o	ci. Z tego powodu po��czenia klejowe powinny by� 
chronione przed ewentualnym dzia�aniem ognia. 

W trakcie wykonywania takiego rodzaju wzmocnie� nale�y pami
ta�, �e – jak 
dowodz� badania – do	� cz
stym przypadkiem niewykorzystania w pe�ni w�a	ciwo	ci ta	m 
FRP jest ich odspojenie od wzmacnianej konstrukcji. Z tego w�a	nie powodu zaleca si
 
stosowanie wklejanych w konstrukcj
 kotew (rys. 3.119), np. aramidowych (rys. 3.120).  
 

Rys. 3.119. Kotwa z w�ókien aramidowych. Rys. 3.120. Ta�my CFRP kotwione za pomoc� 
wklejanych kotew z w�ókien aramidowych. 
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Tab. 3.2. Porównanie cech ogólnych w metodzie wzmacniania przez doklejanie stalowych p�askowników i 
materia�ów kompozytowych, [216] 

Klejenie stalowych kszta�towników Klejenie materia�ów kompozytowych  
ZALETY 

. stosunkowo niski koszt materia�u, 

. liczne zastosowania, 

. wystarczaj�ca wytrzyma�o�	, tak�e 
zm�czeniowa, 

WADY 
. podatno�	 na korozj�, 
. stosunkowo du�y ci��ar p�askowników, 
. du�e trudno�ci w manewrowaniu 
d�u�szymi, ci��kimi elementami w 
ograniczonej przestrzeni, 
. du�y koszt robocizny, 
. du�e koszty konserwacji, 
. potrzeba budowy rusztowa
 i pomostów 
roboczych, 
. ograniczone wymiary (problem po��cze
), 
. po��czenie ze wzmacnianym elementem 
zwykle klejowo-mechaniczne (tj. klej + 
ró�nego rodzaju zakotwienia mechaniczne), 

ZALETY
. niepodatno�	 na korozj�, 
. ponad dziesi�ciokrotnie wi�ksza 
wytrzyma�o�	 na rozci�ganie, 
. lekko�	 i �atwo�	 manewrowania, 
. niski koszt robocizny, 
. krótki czas realizacji, 
. mo�liwo�	 unikni�cia budowy rusztowa
 
(np. u�ycie tylko podno�ników 
samochodowych z koszem), 
. brak ogranicze
 wymiarowych, 
. ekstremalnie wysoka wytrzyma�o�	 
zm�czeniowa, 
. nie wymaga konserwacji, 
. po��czenia ta�my ze wzmacnianym 
elementem tylko za pomoc� warstwy kleju, 
WADY 
. stosunkowo wysoki koszt materia�u, 
. brak pe�nej powszechno�ci stosowania, 
. s�aba odporno�	 ogniowa ze wzgl�du na 
po��czenie (klej), 

 

Przydatno	ci materia�ów kompozytowych do wzmacniania konstrukcji zobrazowano 
zestawieniem podanym w tab. 3.3, na podstawie [155].    
 
Tab. 3.3. Zestawienie wybranych cech muru ceglanego i materia�ów stosowanych w naprawach i 

wzmocnieniach, [155] 

 

Nowo	ci� s� materia�y FRCM (Fiber Reinforced Cementitious Matrix) sk�adaj�ce si
 
z siatki z w�ókien np.: w
glowych (rys. 3.121) lub PBO (poliparafenilenbenzobisoxazol) (rys. 
3.122), która stanowi wzmocnienie (matryc
) oraz z zaprawy mineralnej, która ��czy siatk
 z 
pod�o�em, np.; ceglanym. 

Obecnie materia�y FRP (w�ókna w
glowe, Kevlar, szklane, itd.) w przypadku 
wzmacniania elementów konstrukcyjnych ��czone s� ze wzmacnianym pod�o�em przy 
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pomocy �ywic (�ywica epoksydowa lub poliestrowa). W systemach FRCM (np.; RUREDIL 
X MESH C10/M25, [127]), w odró�nieniu od FRP, stosuje si
 nieorganiczn� zapraw
 
sk�adaj�c� si
 z hydraulicznego spoiwa oraz dodatków, które s� chemicznie, fizycznie i 
mechanicznie kompatybilne z pod�o�em, a szczególnie z murem ceglanym. 

Zastosowanie w systemach FRCM zaprawy mineralnej jako matrycy ��cz�cej 
wzmocnienie z w�ókien z elementem konstrukcyjnym  posiada nast
puj�ce przewagi nad 
systemami FRP wykorzystuj�cymi �ywice epoksydowe lub poliestrowe: 
� wytrzyma�o	� na dzia�anie wysokiej temperatury identyczna jak wytrzyma�o	� 

pod�o�a ceglanego, 
� mo�liwo	� na�o�enia na wilgotne pod�o�e – systemy FRP mog� by� zwykle 

nak�adane, gdy pod�o�e jest suche, poniewa� �ywice (poliestrowe i epoksydowe) nie 
wi��� w obecno	ci wody; wymogu tego nie stawia si
 w systemach FRCM, 

� �atwe nak�adanie nawet na nierównych i nieregularnych pod�o�ach – warstwa 
mineralnej zaprawy wyrównuje nierówno	ci pod�o�a; nie ma wi
c potrzeby 
wst
pnego wyg�adzania pod�o�a, tak jak to ma miejsce w przypadku aplikacji 
systemów FRP, 

� �atwe wykonanie – materia� jest mieszany z wod�, a otrzyman� zapraw
 nak�ada si
 
jak zwyk�� zapraw
, po czym osadza si
 (zatapia) w niej siatk
, 

� ubrabialno	� – nie ma wi
kszych ró�nic w stosowaniu systemu w zakresie temperatur 
od +5°C do +40°C; w systemach FRP, z uwagi na stosowanie �ywic syntetycznych, 
zakres temperatury jest ograniczony, 

� jest to bezpieczniejszy system w odró�nieniu od systemów FRP z zastosowaniem 
�ywic; nak�adaj�c zapraw
 wystarczy przestrzega� zwyk�ych instrukcji dotycz�cych 
stosowania zapraw mineralnych, 

� narz
dzia u�yte przy nak�adaniu mo�na umy� wod� – systemy FRP wymagaj� u�ycia 
specjalnych rozpuszczalników, a w wielu przypadkach narz
dzia nie mog� by� u�yte 
ponownie. 
Zgodnie z [127], wzmocnienie systemami FRCM (np.: RUREDIL X MESH 

C10/M25) umo�liwia wzrost no	no	ci konstrukcji murowej przez roz�o�enie napr
�e� 
rozci�gaj�cych na wi
ksz� powierzchni
. Dodatkowo, cz
	� obci��enia jest przejmowana 
przez wzmocnienie dzi
ki efektowi skutecznego po��czenia wzmocnienia wykonanego z 
mineralnej zaprawy z wtopion� jedn� lub dwiema warstwami siatki z w�ókna w
glowego z 
powierzchni� wzmacnianej konstrukcji murowej. 
 

 
Rys. 3.121. Siatka z w�ókien w�glowych. Rys. 3.122. Siatka z w�ókien PBO. 
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Zalety wzmocnie� materia�ami kompozytowymi FRP i FRCM uwidaczniaj� si
 
zw�aszcza w konserwacji zabytków. G�ównie chodzi o stosunek wagi i wymiarów do 
wytrzyma�o	ci. Ponadto materia�y te mo�na bardzo �atwo „ukry�” tak, �e zachowany jest 
pierwotny wygl�d obiektu. 

Pomocnym w projektowaniu wzmocnie� konstrukcji murowych przy u�yciu 
materia�ów FRCM (w tym przypadku X-Mesh C10/M25) jest program Xmesh Designer 1.8 
firmy Ruredil.  
 Na rys. 3.123 pokazano przyk�adowe zastosowanie tego oprogramowania do 
wyznaczania ilo	ci wzmocnienia FRCM po stronie grzbietowej �uku ceglanego. 
 

 
Rys. 3.123. Wzmocnienie po stronie grzbietowej �uku – przyk�ad z programu Xmesh Designer 1.8 

 

Program jest nadal doskonalony i w przysz�o	ci mo�e w pe�ni zaspokoi� oczekiwania i 
potrzeby u�ytkowników jako narz
dzie informatyczne do sprawnego projektowania 
wzmocnie� przy u�yciu materia�ów FRCM. 
 
3.5.5.2. Materia�y kompozytowe FRP we wzmacnianiu zakrzywionych konstrukcji 

ceglanych 
 

W ostatnich kilku latach wyst�pi� wyra�ny wzrost zainteresowania u�yciem 
materia�ów kompozytowych FRP do wzmacniania zakrzywionych konstrukcji murowych.  

Jedn� za pierwszych realizacji by�o wzmocnienie kopu�y w Grecji (rys. 3.124, 
zastosowanie ta	m kompozytowych u�o�onych równole�nikowo, dla powstrzymania 
deformacji narastaj�cych wskutek rozci�gania), oraz sklepienia we W�oszech, jak na rys. 
3.125. 
 

Rys. 3.124. Jedno z pierwszych zastosowa� 
kompozytów we wzmacnianiu kopu� – Grecja. 

Rys. 3.125. Wzmocnienie sklepienia matami z 
w�ókien w�glowych CFRP. 

 
Kompozytów z w�ókien aramidowych u�yto do wzmocnienia i przywrócenia no	no	ci 

sklepie� w bazylice �w. Franciszka w Asy�u (rys. 3.126 i 3.127) [60], po tym jak zosta�y 
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zniszczone w wyniku trz
sienia ziemi i wymaga�y natychmiastowej interwencji z uwagi na 
stan pozosta�ych zachowanych sklepie�. 
 

Rys. 3.126. Wzmacnianie sklepie� ceglanych w 
bazylice �w. Franciszka w Asy�u przy pomocy mat z 

w�ókien w�glowych, [60]. 

Rys. 3.127. Wzmacnianie �eber sklepie� ceglanych w 
bazylice �w. Franciszka w Asy�u przy pomocy 

w�ókien aramidowych, [60]. 
 

W kolejnych latach coraz cz
	ciej zacz
to stosowa� kompozyty do wzmacniania 
�uków, sklepie� i kopu�. Powsta�y realizacje g�ównie we W�oszech (rys. 3.128 i 3.129), ale 
równie� i w Polsce – Ko	ció� 	w. Piotra i Paw�a w Krakowie – wzmocnienie sklepienia 
kolebkowego; wzmocnienie kopu�y Katedry w Lublinie; wzmocnienie �uków i sklepie� 
Muzeum Archeologicznego w Krakowie, rys. 3.130 i 3.131. 
 

 

Rys. 3.128. Wzmocnienie matami CFRP – W�ochy 1999 r. Rys. 3.129. Wzmocnienie sklepienia ta�mami 
CFRP – W�ochy 2001 r.  

Rys. 3.130. Wzmocnienie sklepienia w Krakowie. Rys. 3.131. Wzmocnienie sklepienia w Krakowie. 



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

3. Modelowanie i analiza pracy statycznej zakrzywionych, historycznych konstrukcji ceglanych w 	wietle literatury 
80 

 

Badania nad statyk� zakrzywionych konstrukcji wzmocnionych przedstawiono w [54]. 
Testowano obci��ane statycznie �uki ceglane wzmocnione ta	mami FRP. W [17] 
zaproponowano zastosowanie ta	m CFRP we wzmacnianiu 3 �uków ceglanych (�uk n1 – 
niewzmocniony, n2 - wzmocniony ta	m� CFRP po stronie podniebienia – rys. 3.132, n3 – 
wzmocniony ta	m� CFRP po stronie grzbietowej – rys. 3.133). Badania, pomiar si� i 
przemieszcze� prowadzono a� do wyst�pienia widocznych przegubów (Rys. 3.134). Modele 
badawcze wykonano w skali 1:2 (rozpi
to	� �uków – 150 cm, wysoko	� �uków – 43,25 cm, 
wysoko	� i szeroko	� przekroju – 10 cm). Do wzmocnienia zastosowano ta	m
 CFRP o 
szeroko	ci 1,25 cm.  
 

 
Rys. 3.132.  �uk n2 wzmocniony ta�m� CFRP po 

stronie podniebienia, [17]. 
Rys. 3.133. �uk n3 wzmocniony ta�m� CFRP po 

stronie grzbietowej, [17]. 

Rys. 3.134. �uk n3 w fazie zniszczenia, [17].
 

Prezentowane w [17] wyniki bada� do	� jednoznacznie wskazuj� na przydatno	� 
zastosowania tego rodzaju wzmocnie� przy naprawie zakrzywionych elementów murowych. 
Zauwa�y� nale�y równie� sygnalizowan� przez autorów ró�nic
 w jako	ci wzmocnienia, 
zale�nie od umieszczenia ta	my CFRP (rys. 3.135).  

W [76] starano si
 równie� udowodni� przydatno	� wzmocnienia z materia�ów FRP 
we wzmacnianiu �uków ceglanych. Autorzy s�usznie twierdz�, �e praca statyczna sklepienia 
jest uzale�niona od wagi konstrukcji i obci��enia zadanego w punkcie przy�o�enia P. 
Wysoko	� przekroju sklepienia, na jakim dokonywano do	wiadcze� wynosi�a 130 mm, a 
rozpi
to	ci – 2000 mm. Zastosowane wzmocnienie to trzy ta	my FRP doklejone wzd�u�nie po 
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Porównuj�c wyniki analiz numerycznych z badaniami do	wiadczalnymi wykazano 
skuteczno	� stosowania materia�ów FRP do wzmacniania sklepie� ceglanych. Autorzy 
przewiduj� stosowanie wyników swoich bada� w analizie du�ych, zabytkowych konstrukcji 
sklepionych. 
   

 
Rys. 3.137. Odspojenie ta�my FRP, [76]. 

 
Podobne badania nad zachowaniem sklepie� ceglanych wzmocnionych przy u�yciu 

FRP przedstawiono w [236]. Wp�yw ró�nego rodzaju w�ókien (w
glowe, szklane) zbroj�cych 
oraz umiejscowienie materia�ów FRP (po stronie wewn
trznej i zewn
trznej sklepienia) 
zbadano do	wiadczalne. Uzyskane wyniki pozwoli�y okre	li� mechanizm zniszczenia 
wzmocnionych sklepie� i zdefiniowa� modele analityczne. 

Pomimo coraz cz
stszego u�ywania materia�ów FRP do wzmacniania konstrukcji 
murowych, brak jest dost
pnych modeli stosowanych w projektowaniu i potrzebne s� dalsze 
wiarygodne programy badawcze. Aby wyja	ni� zachowanie sklepie� ceglanych 
wzmocnionych FRP, podj
to badania na Uniwersytecie w Padwie. 

Badano sze	� modeli pod sta�ym obci��eniem. Obci��enie pionowe realizowano w 
najbardziej niekorzystnym po�o�eniu dla �uku by mog�o ono zosta� rozwa�one w 
symulowaniu obci��e� sejsmicznych. 
Celami badania by�o: 
� porównanie zachowania ró�nych rodzajów kompozytów (ta	my w
glowe – CFRP i 

maty szklane – GFRP) umieszczanych po ró�nych stronach sklepienia, 
� opracowanie modelu analitycznego przydatnego do szacowania si�y niszcz�cej, zgodnie 

z obserwowanymi mechanizmami zniszczenia. 
 

 
Rys. 3.138. Zachowanie si� �uku pod niekorzystnym obci��eniem w punkcie B przed (a) i po (b) osi�gni�ciu 

obci��enia krytycznego wg. [101]. 
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lt
A

f
E frp

kM

frpuM

,

,	
/ �                      (3.119) 

gdzie: 
– MRd, NRd – projektowany moment zginaj�cy i projektowana si�a osiowe dzia�aj�ce w przekroju 

sklepienia (�M = 2,5 jest cz
	ciowym wspó�czynnikiem bezpiecze�stwa dla muru), 
– x  – odleg�o	� od osi oboj
tnej, 
– t, l – wysoko	� i szeroko	� przekroju, 
– �  – znormalizowany u�amek pola wzmocnienia FRP, 
– Afrp  – powierzchnia styku wzmocnienia FRP, 
– Efrp  – modu� Young’a dla wzmocnienia FRP, 
– �frp,u , �M,u – najwi
ksze napr
�enia dla wzmocnienia FRP i muru, 
– fM,k  – si�a 	ciskaj�ca mur. 
 

Badania laboratoryjne (rys. 3.141) przynios�y obiecuj�ce wyniki w odniesieniu do 
proponowanego modelu analitycznego . 
 

Rys. 3.141. Wymiary modelu i schemat obci��enia, [237]. 
 

W [57] przedstawiono tak�e analiz
 statyczn� sklepie� ceglanych wzmocnionych 
materia�ami FRP wykonan� w oparciu o MES, weryfikowan� za pomoc� modeli 
do	wiadczalnych. 

W [176] przedstawiono badania  wykonane na 8 modelach �uków ceglanych o 
wymiarach i schemacie obci��enia jak na rys. 3.142. Wzmocnienie materia�ami  GFRP 
wykonano w ró�nych konfiguracjach (wzmocnienie po stronie podniebienia �uku, 
wzmocnienie po stronie grzbietowej, wzmocnienie ci�g�e, wzmocnienie fragmentaryczne). 
Wykazano zale�no	� pomi
dzy ró�nymi rodzajami wzmocnie�, a schematami zniszczenia 
�uku - odbiegaj�cymi od klasycznego czteroprzegubowego mechanizmu zniszczenia (rys. 
3.143) prezentowanego przez Heymana, [101]. 
 

Rys. 3.142. Model badawczy �uku w badaniach, [176]. Rys. 3.143. Klasyczny czteroprzegubowy model 
zniszczenia �uku wg. Heymana, [101]. 
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Modele zniszczenia wraz z powsta�ymi przegubami (rys. 3.144) oraz wyniki 
przeprowadzonych bada� przedstawione w tab. 3.4 	wiadcz� o przydatno	ci stosowania tego 
typu wzmocnie� w ceglanych konstrukcjach �ukowych. 
 
Tab. 3.4. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej w �ukach wzmocnionych GFRP, [176]. 

Rodzaj wzmocnienia Si�a niszcz�ca 
[kN] 

�rednia si�a niszcz�ca 
[kN] 

Wzrost si�y niszcz�cej 
[%] 

�uk bez wzmocnienia 1,44 
1,84 1,64 - 

- 

�uk wzmocniony lokalnie 2,72 
3,06 2,89 +89 

+66 
�uk wzmocniony ci�gle po 

stronie grzbietowej 
4,62 
4,24 4,43 +170 

�uk wzmocniony ci�gle po 
stronie podniebienia 

2,35 
3,78 3,78 +130 

 

a) �uk niewzmocniony. 

b) �uk wzmocniony lokalnie 
(wzmocnienie w miejscach i po 

stronach wyst�powania przegubów w 
�uku niewzmocnionym). 

c) �uk wzmocniony od strony 
podniebienia (widoczne odspojenie 

materia�u FRP na d�ugo�ci ¼ 
przyklejenia.) 

d) �uk wzmocniony po stronie 
grzbietowej. 

Rys. 3.144. Modele zniszczenia wraz z powsta�ymi przegubami w �ukach wzmocnionych GFRP, [176]. 
 

Odspojenie na ¼ 
d�ugo�ci  wewn�trznego 
obwodu �uku 
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Powa�nym problemem (opisanym ju� wcze	niej) jest zapewnienie zakotwienia  
materia�ów FRP u�ywanych do wzmacniania zakrzywionych konstrukcji ceglanych od strony 
podniebienia. Je	li brak jest takiego zakotwienia, nast
puje odspojenie materia�u 
wzmacniaj�cego od konstrukcji, co prowadzi do niewykorzystania jego przekroju, rys. 
3.144c. 

Próby modelowania analitycznego �uków i sklepie� ceglanych podj
to tak�e w [79], 
[77], [52]. 

Ciekaw� i przydatn�, je	li chodzi o projektowanie wzmocnie� przy u�yciu materia�ów 
kompozytowych  wydaje si
 by� w�oska instrukcja CNR, [51]. 

Jedne z pierwszych prób zastosowania siatek z materia�ów kompozytowych 
przedstawiono w [221], [230], [86] i odwo�ywa�y si
 one do wzmacniania konstrukcji 
poddanych obci��eniom sejsmicznym. 

Jak mo�na zauwa�y� na rys. 3.145, sprowadza�y si
 one do umieszczania siatek 
kompozytowych pomi
dzy poszczególnymi warstwami muru lub – jak na rys. 3.146 – do 
wzmacniania ca�ej konstrukcji czy nara�onej na zarysowania jej cz
	ci.  

Idea zastosowania siatek z materia�ów kompozytowych nie jest nowa i nawi�zuje do 
stosowanych od dawna siatek stalowych, czy mat z w�ókien szklanych.  

Nowe materia�y FRCM badano do tej pory prawie wy��cznie przy wzmacnianiu belek 
�elbetowych (rys. 3.147) i murów ceglanych (rys. 3.148).  

Pomimo kilku realizacji (sklepienia dawnej przetwórni tu�czyka na Sycylii – rys. 
3.149 i 3.149 czy sklepie� katedry w Noto – rys. 3.151 i 3.151), brak jest w literaturze 
wyników bada� wzmocnionych �uków, sklepie� czy kopu� ceglanych przy u�yciu siatek 
w
glowych. 
 

Rys. 3.145. Siatki GFRP stosowane pomi�dzy 
warstwami muru, [173]. 

Rys. 3.146. Nadpro�e �ukowe wzmocnione siatkami 
GFRP, [173]. 

 

 
Rys. 3.147. Belka �elbetowa wzmocniona FRCM. Rys. 3.148. Fragment muru ceglanego 

wzmocnionego FRCM. 
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Rys. 3.149. Wzmacnianie sklepie� w dawnej 
przetwórni tu�czyka na Sycylii. 

Rys. 3.150. Wzmacnianie sklepie� w dawnej 
przetwórni tu�czyka na Sycylii. 

 

Rys. 3.151. Widok ogólny odtwarzanych sklepie� 
katedry Noto. 

Rys. 3.152. Wzmocnienie FRCM w katedrze w 
Noto- Sycylia. 

 
3.5.6. Iniekcje, impregnacje, przemurowania 
 

Regeneracja i wzmacnianie uszkodzonych elementów konstrukcyjnych zabytku jest 
cz
	ci� ogólnego programu konserwatorskiego prac technicznych wi���cych si
 	ci	le z 
zagadnieniami wchodz�cymi w zakres stabilizacji i konsolidacji konstrukcji. Prace te 
stanowi� najcz
	ciej jedno z wa�niejszych i najbardziej istotnych przedsi
wzi
� w dziedzinie 
utrwalania zabytku. Wzmacnianie i regeneracja maj� na celu przywrócenie uk�adom 
konstrukcyjnym zdolno	ci do spe�niania okre	lonych funkcji u�ytkowych, podniesienie ich 
cech statyczno – wytrzyma�o	ciowych i uodpornienie na procesy niszcz�ce, [21]. Drobne 
uszkodzenia w �ukach i sklepieniach murowanych naprawia si
 w podobny sposób jak 
uszkodzenia 	cian stosuj�c iniekcje, impregnacje, przemurowania. Nale�y równie� zauwa�y�, 
�e dzia�ania, z regu�y, powinny wyst
powa� jako dzia�ania towarzysz�ce w�a	ciwym 
zabiegom wzmacniania konstrukcji. 
 
3.5.6.1. Iniekcje i impregnacje 
 
 Metoda iniekcji zwi
ksza wytrzyma�o	� materia�ów sk�adowych, no	no	�, uszczelnia i 
zamyka dost
p szkodliwych czynników, zw�aszcza wilgoci i agresywnych gazów do wn
trza 
murów. Regeneracja uk�adów sklepie� murowych za pomoc� iniekcji stanowi zabieg bardzo 
delikatny i wymaga przeprowadzenia szeregu czynno	ci wst
pnych, z których dobór 
sk�adników iniektu i jego konsystencji jest najistotniejszy. 
 Na rys. 3.153 pokazany zosta� schemat przyk�adowo wzmocnionego �uku przy 
pomocy wklejonych pr
tów i iniekcji. 
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We wspó�czesnej praktyce mo�liwe jest zastosowanie trzech metod wzmacniania 
zakrzywionych konstrukcji murowych przy u�yciu iniekcji: 

� iniekcji grawitacyjnej, polegaj�cej na tym, �e iniekt wprowadza si
 do rys i sp
ka� 
grawitacyjnie ze zbiornika po�o�onego wy�ej ni� miejsce wzmacniane, 

� ci	nieniowej, przy której iniekt jest wt�aczany w mur za pomoc� specjalnego agregatu, 
� pró�niowej, wprowadzaj�cej iniekt w konstrukcj
 murow� przy wykorzystaniu 

podci	nienia wytworzonego przez agregat pró�niowy. 
 

 
Rys. 3.153. Schemat wzmocnienia ��ku przy pomocy wklejanych pr�tów i iniekcji: 1 – odtworzona zewn�trzna 

warstwa sklepienia, 2 – sp�kania wi�zania, 3 – pr�ty stalowe, 4 – pr�t zakotwienia, 5 – warstwa tynku, 6 – 
paker iniekcyjny, [161]. 

 

Iniekt wprowadzony w konstrukcj
 murow� ma zapewni� uszczelnienie i scalenie 
rozseparowanych cz
	ci muru ceglanego. Cho� na ogó� iniekcje powinny by� stosowane jako 
uzupe�nienie g�ównego wzmocnienia i uci�glenie, to w wyj�tkowych przypadkach s� 
stosowane jako samodzielne wzmocnienie przenosz�ce g�ównie napr
�enia styczne i 
rozci�gaj�ce w rysie lub sp
kaniu. Iniekcje nie eliminuj� przyczyn uszkodzenia konstrukcji i 
powinny by� stosowane wtedy, gdy proces destrukcji zosta� ustabilizowany. 

W zale�no	ci od typu konstrukcji, jej wieku oraz stopnia uszkodzenia stosuje si
 
ró�nego rodzaju mieszanki iniekcyjne. Musz� one mie� dostateczny „czas �ycia”, 
odpowiedni� lepko	�, niski skurcz, wi�za� w okre	lonym zakresie temperatur, zapewni� 
odpowiedni� przyczepno	� do ��czonych elementów murowych oraz mie� odpowiedni� 
wytrzyma�o	�. 
 Istotne wyniki bada� w zakresie iniekcji strukturalnych, impregnacji oraz konserwacji 
powierzchni konstrukcji ceglanych zawarto w [154], [60]. Na rys. 3.154 przedstawiono prace 
nad wzmocnieniem sklepienia bazyliki 	w. Franciszka w Asy�u. 

Na rys. 3.151 mo�na zobaczy� schemat wype�niania szczelin po zaprawie nowa 
zapraw� polimerow�. 

Aby zachowa� ceg�y i zaprawy w �ukach i sklepieniach, nale�y poddawa� je zabiegom 
profilaktycznym (impregnacji), a w przypadku ich niszczenia wykonywa� zabiegi 
konserwatorskie. Zalicza si
 do nich przede wszystkim wzmocnienia strukturalne cegie� i 
zapraw oraz uzupe�nianie ubytków w ceg�ach i zaprawach. Aby stosowane zabiegi uchroni�y 
obiekt przed zniszczeniem, a nie przy	piesza�y go, do wzmacniania i uzupe�niania ubytków 
powinny by� stosowane preparaty o w�a	ciwo	ciach hydrofilnych i zbli�onych parametrach 
fizycznych (w�a	ciwo	ci kapilarne, nasi�kliwo	�, wspó�czynnik rozszerzalno	ci cieplnej) oraz 
mechanicznych do cegie�. W przypadku zapraw do spoinowania zdolno	ci kapilarnego 
przemieszczania si
 wody powinny by� wi
ksze, a wytrzyma�o	� mechaniczna ni�sza. Chodzi 
o to, aby zaprawy, podci�gaj�c �atwiej wod
 i kumuluj�c sole rozpuszczalne w wodzie, 
stanowi�y 	rodowisko, w którym zachodzi� b
d� procesy niszczenia i tym samym chroni� 
b
d� ceg�y przed rozk�adem. Stosowanie preparatów hydrofobowych do wzmacniania oraz 
zapraw do uzupe�niania ubytków jest dopuszczalne wówczas, gdy ca�y mur lub jego 
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wydzielony element jest poddawany zabiegom konserwatorskim. Nie mo�na natomiast ich 
stosowa� w przypadku pojedynczych cegie� lub niewielkich fragmentów muru. 

 

 
Rys. 3.154. Iniekcja strukturalna sklepienia bazyliki �w. Franciszka w Asy�u, [60]. 

 
Do impregnacji i strukturalnego wzmacniania cegie� i zapraw stosuje si
 zwi�zki 

krzemoorganiczne (pochodne czteroetoksysilanu), daj�ce po reakcji hydrolizy i 
polikondensacji efekt hydrofilny oraz hydrozole kwasu ortokrzemowego, [153]. Stosuje si
 
czasem równie� polimery organiczne maj�ce w�a	ciwo	ci hydrofobowe np. �ywice 
epoksydowe. Nie zaleca si
 stosowania substancji nieorganicznych, poniewa� maj� ma�� 
zdolno	� wzmacniania cegie� (np. wodorotlenek wapnia i baru) b�d� stosowanie ich jest 
zwi�zane z wprowadzeniem do obiektu soli rozpuszczalnych w wodzie (np. szk�o wodne).   

Technologia zapraw do spoinowania murów i uzupe�niania ubytków w ceg�ach 
wymaga stosowania spoiwa mineralnego, tj. wapno i cement portlandzki, [69].  
 
3.5.6.2. Przemurowanie sp�kanych fragmentów �uków i sklepie� 
 

Jest to metoda, która mo�e by� zastosowana zarówno do murów, jak i sklepie� 
ceglanych, [226]. Idea tej metody polega na ponownym zespoleniu przez przemurowanie 
zarysowanej lub sp
kanej konstrukcji i zapewnieniu jej w ten sposób pierwotnych warunków 
pracy.  

Metoda ta jest bardziej napraw� uszkodzonej konstrukcji ni� wzmocnieniem. Wa�nym 
elementem przed wykonaniem naprawy tego typu jest wyeliminowanie przyczyny 
powoduj�cych zarysowania czy sp
kania. Zasady wykonywania przemurowania opisano w 
wielu publikacjach [226], [113]: 
� przed przyst�pieniem do prac remontowych nale�y wykona� konstrukcj
 

zabezpieczaj�c�, aby w ka�dym momencie remontu zachowana by�a statyka uk�adu, 
� oczyszczenie powierzchni sklepie� z tynków wzd�u� rys, na odcinku co najmniej 3 do 

5 cegie� powy�ej i poni�ej rysy, 
� na szeroko	ci co najmniej 70 do 80 cm, z ka�dej strony nale�y rozebra� uszkodzon� 

cz
	� sklepienia, 
� nale�y tak�e usun�� 2 do 3 warstw cegie� powy�ej i poni�ej wierzcho�ka rysy, 
� dok�adnie oczy	ci� powsta�e powierzchnie, 
� przemurowa� z zachowaniem wi�zania co najmniej na ½ ceg�y, 



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

3. Modelowanie i analiza pracy statycznej zakrzywionych, historycznych konstrukcji ceglanych w 	wietle literatury 
90 

� po zwi�zaniu zaprawy mo�na rozebra� konstrukcj
 zabezpieczaj�c�. 
Przy tej metodzie istniej� jednak znaczne rozbie�no	ci w pogl�dach na to, jaki 

materia� wi���cy zastosowa�. Na podstawie przeprowadzonych bada� stwierdzono 
jednoznacznie, �e stosowanie zapraw cementowych przy wykonywaniu przemurowa� jest, z 
wielu wzgl
dów na (ró�nice w odkszta�calno	ci zapraw cementowych i zapraw na bazie 
wapna stosowanych we wznoszeniu budynków historycznych, starzenia, etc.), niew�a	ciwe i 
mo�e prowadzi� do uszkodze�. Rodzaj zapraw stosowanych do celów konserwatorskich jest 
osobnym problemem wymagaj�cym dok�adnej analizy. Badania nad zaprawami i wnioski z 
nich podano w [183]. Zbadano zaprawy na bazie ciasta wapiennego, wapna hydratyzowanego 
i wapna palonego. Okre	lono ich podstawowe w�a	ciwo	ci fizyko – mechaniczne, jak: 
wytrzyma�o	�, nasi�kliwo	�, mrozoodporno	� i przepuszczalno	�. Wyniki bada� 
doprowadzi�y do wysuni
cia nast
puj�cych wniosków: 
� nale�y dok�adnie dobiera� zaprawy do warunków, w których pracuje konstrukcja, 
� zaprawy z ciasta wapiennego nie powinny by� zast
powane zaprawami z wapna 

palonego lub hydratyzowanego. 
 

Przedstawione powy�ej metody wzmacniania i naprawy zakrzywionych konstrukcji 
ceglanych z regu�y wyst
puj� ��cznie. Cz
sto dopiero po��czenie ich daje oczekiwane efekty. 
Nale�y pami
ta�, �e ka�da z metod wymaga szczegó�owej analizy zastosowania do danego 
rodzaju konstrukcji, zarówno ze wzgl
du na rozwi�zanie materia�owe, jak ze wzgl
du na 
dost
pn� przestrze� nad konstrukcj� wzmacnian�. Zasadnicz� spraw� jest dobór metody 	ci	le 
uwzgl
dniaj�cy zak�adane parametry pracy statycznej konstrukcji po wzmocnieniu oraz 
defekty konstrukcji przed wzmocnieniem. 

Program rewaloryzacji zabytkowych budowli stwarza niejednokrotnie konieczno	� 
wykonania oblicze� statycznych poszczególnych elementów konstrukcyjnych. W przypadku 
sklepie� walcowych, obliczenia te sprowadzaj� si
 zazwyczaj do rozpatrzenia p�askiego �uku 
zamocowanego lub przegubowo podpartego na podporach. Inne elementy sklepienia, przede 
wszystkim zasypka, traktowane s� zwykle jako obci��enie. Problem uwzgl
dnienia w 
obliczeniach zasypki w sklepieniach jest zagadnieniem z�o�onym, [114].  

W [242] podano informacje o przeprowadzonych obliczeniach statycznych 
uwzgl
dniaj�cych wspó�prac
 ceglanej cz
	ci sklepienia z zasypk� oraz porównano uzyskane 
wyniki z obliczeniami nie uwzgl
dniaj�cymi wspó�pracy obydwu materia�ów. 

Jako przedmiot analizy przyj
to sklepienie walcowe o przekroju ko�owym i 
rozpi
to	ci 6 m równej 	rednicy ko�a (rys. 3.155). Grubo	� sklepienia wynosi�a 15 cm.  
Obliczenia sklepie� z uwzgl
dnieniem wspó�pracy z zasypk� przeprowadzono metod� 
elementów sko�czonych, a w obliczeniach ograniczono si
 do rozpatrzenia tylko obci��enia 
ci
�arem w�asnym muru ceglanego i zasypki gruzowej. 

W wynikach oblicze� porównawczych uwzgl
dniaj�cych wspó�prac
 sklepienia z 
zasypk� i bez uwzgl
dnienia wspó�pracy obu materia�ów zaobserwowano, �e rozk�ad si� 
pod�u�nych N(x) (rys. 3.156) wykazuje pewne prawdopodobie�stwa. Taki rozk�ad si�y N(x) 
wynika ze wspó�pracy zasypki na skutek wyst
powania si� tarcia na styku obydwu 
materia�ów. Wp�yw ten jest wi
kszy przy wi
kszych grubo	ciach zasypki. Obserwuj�c 
wykresy momentów zginaj�cych M(x) (rys. 3.157) stwierdzono, �e w obu przypadkach 
zasadniczo si
 ró�ni�, a zwi
kszenie grubo	ci zasypki ma ma�y wp�yw na charakter wykresu 
momentów M(x), a tak�e na bezwzgl
dne warto	ci tych momentów. Reakcje poziome R(x) w 
w
zg�owiach sklepie�, w przypadku z uwzgl
dnieniem wspó�pracy zasypki, nie jest równa 
sile pod�u�nej N(x) w zworniku sklepienia, lecz jest od niej znacznie mniejsza, poniewa� 
pewna cze	� tej si�y przenosi si
 na zasypk
.  
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Na podstawie przeprowadzonych bada� stwierdzono równie�, �e wp�yw 
wspó�czynnika kohezji zasypki c wyst
puje w przekroju zwornikowym i w 1/4 rozpi
to	ci 
sklepienia. W miejscu tym, przy du�ej warto	ci wspó�czynnika kohezji napr
�enia malej�, 
szczególnie w przypadku wi
kszej grubo	ci zasypki, nawet do 1/3 w stosunku do przypadku 
braku kohezji. Warto	� wspó�czynnika kohezji c decyduje o przej	ciu materia�u zasypki do 
plastycznej fazy pracy, a przy du�ym wspó�czynniku c obszary plastycznej pracy zasypki 
zupe�nie znikaj�. 

Za autork� pracy [242] mo�na przytoczy� nast
puj�ce wnioski: 
� redukcja si� wewn
trznych w sklepieniu, a przede wszystkim redukcja momentów 

zginaj�cych, jest bardzo silna (praktycznie momenty zginaj�ce znikaj�) i prawie 
niezale�na od sztywno	ci zasypki w zakresie jej pracy spr
�ystej oraz od warto	ci 
wspó�czynnika kohezji c, 

� o efekcie dzia�ania zasypki decyduje jej k�t tarcia wewn
trznego 	. 
 

Nale�y równie� pami
ta�, �e po wykonaniu niezb
dnych interwencji w zakresie 
wzmocnie� i napraw nale�y prowadzi� sta�y monitoring zmian w g�ównych elementach 
konstrukcyjnych obiektu, tak jak zaproponowano w pracach [162]. Mo�e to pomóc w 
dok�adnej analizie efektywno	ci zaproponowanego wzmocnienia, a tak�e ostrzec przed 
ewentualnymi niekorzystnymi zmianami. 
 
3.6. Studia i badania oparte na analizie numerycznej 
 

W przeciwie�stwie do powszechno	ci zastosowania konstrukcji murowych, analiza 
ich pracy i obliczenia s� bardzo z�o�onymi zagadnieniami. Spowodowane to jest 
dwumateria�ow� (mur jest ró�norodnym materia�em otrzymanym przez regularne roz�o�enie 
cegie� po��czonych cienk� warstw� zaprawy), kompozytow� budow� materia�u i wynikaj�c� z 
niej anizotropi� i nieliniow� charakterystyk� zachowania. W praktyce in�ynierskiej stosuje si
 
na co dzie� bardzo uproszczone metody obliczeniowe, a wi
kszo	� z nich opiera si
 na 
prowadzonych od wielu lat w ró�nych o	rodkach badaniach eksperymentalnych na 
rzeczywistych lub uproszczonych modelach konstrukcji murowych. Jednak w sytuacji, gdy 
zachodzi konieczno	� dok�adnej analizy zachowania si
 zarówno samego materia�u, jak i 
wykonanej z niego konstrukcji, podej	cie takie okazuje si
 niewystarczaj�co dok�adne. 
Szczególnego znaczenia nabiera to w przypadku analizy obiektów historycznych, 
zabytkowych. W przypadku konieczno	ci renowacji, a cz
sto wzmocnienia takich obiektów, 
które z regu�y charakteryzuj� si
 skomplikowanym uk�adem statycznym, du�ym ci
�arem 
w�asnym, i – co bardzo wa�ne – praktycznie bezcenn� warto	ci�, nieodzowne staje si
 
zastosowanie bardziej skomplikowanych metod obliczeniowych. W takich sytuacjach 
przydatna jest metoda elementów sko�czonych (MES). 

Metoda elementów sko�czonych (MES) jest jedn� z wielu metod przybli�onych, które 
mog� by� stosowane w rozwi�zywaniu zagadnie� brzegowo – pocz�tkowych. Sama MES nie 
powsta�a niezale�nie od innych istniej�cych metod, a raczej jest kolejn� modyfikacj�. 

Sukcesem tej metody jest to, �e jest ukszta�towan�, uniwersaln� metod� badawcz� 
stosowan� na szerok� skal
 od lat w szerokim zakresie tematycznym, w odniesieniu do 
zagadnie� liniowych i nieliniowych. Dzi
ki dogodnym algorytmom MES sta�a si
 podstaw� 
wielu 	wiatowych systemów obliczeniowych. 

Nale�y podkre	li�, �e MES jest metod� konsekwentnego poszukiwania przybli�onych 
rozwi�za� problemów brzegowych. Cech� zasadnicz� metod przybli�onych jest zast
powanie 
uk�adu o niesko�czonej liczbie stopni swobody – uk�adem o liczbie sko�czonej. Opiera si
 na 
przyj
ciu aproksymacji pola przemieszcze� lub pola napr
�e� czy te� na po��czeniu tych 
przybli�e� w ka�dym elemencie, [152]. Element sko�czony jest prost� figur� geometryczn� 
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(p�ask� lub przestrzenn� – rys. 3.158), dla której okre	lone zosta�y wyró�nione punkty zwane 
w
z�ami oraz pewne funkcje interpolacyjne s�u��ce do opisu rozk�adu analizowanej wielko	ci 
w jego wn
trzu i na jego bokach. 
 

Rys. 3.158. Ró�ne rodzaje elementów sko�czonych. 
 

Funkcje te nazywa si
 funkcjami w
z�owymi b�d� funkcjami kszta�tu. W
z�y znajduj� 
si
 w wierzcho�kach elementu sko�czonego, ale mog� by� równie� umieszczone na jego 
bokach i w jego wn
trzu. Je�eli w
z�y znajduj� si
 tylko w wierzcho�kach, to element 
sko�czony jest nazywany elementem liniowym (poniewa� funkcje interpolacyjne s� wtedy 
liniowe). W pozosta�ych przypadkach mamy do czynienia z elementami wy�szych rz
dów. 
Rz�d elementu jest zawsze równy rz
dowi funkcji interpolacyjnych (funkcji kszta�tu). Liczba 
funkcji kszta�tu w pojedynczym elemencie sko�czonym jest równa liczbie jego w
z�ów. 
Funkcje kszta�tu s� zawsze tak zbudowane, aby w w
z�ach, których dotycz� ich warto	ci 
wynosi�y jeden, a pozosta�ych w
z�ach przyjmowa�y warto	� zero. 

Przy modelu uk�adu rzeczywistego bardzo wa�nym etapem jest przej	cie od modelu 
fizycznego do dyskretnego tak, aby model dyskretny dostatecznie dok�adnie odzwierciedla� 
zjawiska zachodz�ce w modelu fizycznym [206]. 

Przej	cie od modelu fizycznego do modelu numerycznego odbywa si
 przez budow
 
modeli matematycznych opisuj�cych poszczególne problemy zagadnie� brzegowo-
pocz�tkowych [129], [207]. 

Koncepcja MES zak�ada, �e ka�d� wielko	� (np. odkszta�cenie, przemieszczenie, 
napr
�enie) opisan� za pomoc� funkcji ci�g�ej w danym obszarze aproksymuje si
 modelem 
dyskretnym. Model ten z�o�ony jest  ze zbioru funkcji ci�g�ych w sko�czonej liczbie 
podobszarów (zwanych elementami) na jakie podzielono rozpatrywany obszar. Poszczególne 
funkcje ci�g�e z podobszarów definiujemy przez warto	ci funkcji ci�g�ej w sko�czonej liczbie 
punktów z wn
trza rozwa�anego obszaru, zwanych w
z�ami. Budowa uk�adu równa� 
ró�niczkowych dla stopni swobody w w
z�ach przebiega po elementach. Niezb
dnym 
warunkiem otrzymania ��danej dok�adno	ci jest przyj
cie funkcji kszta�tu dostatecznie 
dok�adnie odwzorowuj�cych rzeczywiste wielko	ci fizyczne w elemencie. Przy spe�nieniu 
tego warunku i coraz g
stszym podziale obszaru na elementy, otrzymane warto	ci wyników 
mog� zbli�a� si
 do rozwi�zania dok�adnego [205], [196]. 

O ile trudno o bardziej dok�adne okre	lenie parametrów materia�owych ni� dane 
uzyskane w trakcie bada� eksperymentalnych na rzeczywistych modelach konstrukcji lub ich 
fragmentach, to jednak ze wzgl
du na koszt i problematyczno	�, a czasami wr
cz niemo�no	� 
ich przeprowadzenia, jedyn� alternatyw� pozostaje si
gni
cie po narz
dzia analizy elementów 
sko�czonych. Wzgl
dna �atwo	� oblicze� numerycznych, w porównaniu do kosztownych i 
skomplikowanych bada� do	wiadczalnych na rzeczywistych obiektach powoduje, �e MES 
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jest od lat wykorzystywana jako powszechnie stosowane narz
dzie wspomagaj�ce 
in�ynierskie obliczenia konstrukcji murowych, pozwalaj�ce uwzgl
dni� równie� ich 
anizotropowe i nieliniowe charakterystyki. 

Rozwój metody elementów sko�czonych przebiega� i nadal przebiega równolegle z 
rozwojem techniki komputerowej, której rozwój w MES umo�liwi� korzystanie z równa� 
konstytutywnych muru, a nie ograniczenie si
 tylko do spe�niania warunków równowagi 
(pomijaj�c charakterystyki materia�ów tworz�cych konstrukcj
) proponowanych w modelach 
statycznych wyst
puj�cych w tradycyjnych metodach analizy �uków, sklepie� i kopu� [214]. 

Pierwsze prace stosuj�ce metod
 elementów sko�czonych zosta�y opublikowane w 
latach czterdziestych ubieg�ego wieku. Pocz�tkowo obliczenia przeprowadzane za pomoc� 
metody elementów sko�czonych dotyczy�y obiektów o bardzo prostych geometriach 
(najcz
	ciej modelowanych jako jednowymiarowe) i sta�ych w�asno	ciach materia�owych 
oraz zjawisk opisanych liniowymi równaniami ró�niczkowymi. Od lat siedemdziesi�tych 
metod
 elementów sko�czonych zacz
to stopniowo stosowa� do rozwi�zywania problemów 
nieliniowych, ale dalej dla obiektów o stosunkowo prostych geometriach, modelowanych jako 
1D lub 2D. Gwa�towny rozwój techniki komputerowej w latach osiemdziesi�tych, zwi�zany z 
coraz wi
ksz� moc� obliczeniow� komputerów oraz mo�liwo	ci� operowania i 
przechowywania bardzo du�ych zbiorów informacji, umo�liwi� zastosowanie metody 
elementów sko�czonych do oblicze� problemów nieliniowych dla obiektów o dowolnie 
z�o�onych geometriach, szczególnie 3D. Bardzo du�y wk�ad w powstanie, rozwój i 
popularyzacj
 MES wniós� swoj� prac� [245] profesor Zienkiewicz. 

Rozwi�zanie problemu za pomoc� metody elementów sko�czonych mo�na podzieli� 
na nast
puj�ce etapy:  

1) Analizowany obszar dzieli si
 my	lowo na pewn� sko�czon� liczb
 geometrycznie 
prostych elementów, tzw. elementów sko�czonych. 

2) Zak�ada si
, �e te po��czone s� ze sob� w sko�czonej liczbie punktów znajduj�cych 
si
 na obwodach. Najcz
	ciej s� to punkty naro�ne, które nosz� nazw
 w
z�ów. 
Poszukiwane warto	ci wielko	ci fizycznych stanowi� podstawowy uk�ad 
niewiadomych.  

3) Obiera si
 pewne funkcje jednoznacznie okre	laj�ce rozk�ad analizowanej wielko	ci 
fizycznej wewn�trz elementów sko�czonych, w zale�no	ci od warto	ci tych wielko	ci 
fizycznych w w
z�ach. Funkcje te nosz� nazw
 funkcji w
z�owych lub funkcji 
kszta�tu.  

4) Równania ró�niczkowe opisuj�ce badane zjawisko przekszta�ca si
, poprzez 
zastosowanie tzw. funkcji wagowych, do równa� metody elementów sko�czonych. S� 
to równania algebraiczne.  

5) Na podstawie równa� metody elementów sko�czonych przeprowadza si
 asemblacj
 
uk�adu równa�, tzn. oblicza si
 warto	ci wspó�czynników stoj�cych przy 
niewiadomych oraz odpowiadaj�ce im warto	ci prawych stron. Je�eli rozwi�zywane 
zadanie jest niestacjonarne, to w obliczaniu warto	ci prawych stron wykorzystuje si
 
dodatkowo warunki pocz�tkowe. Liczba równa� w uk�adzie jest równa liczbie w
z�ów 
przemno�onych przez liczb
 stopni swobody w
z�ów, tzn. liczb
 niewiadomych 
wyst
puj�cych w pojedynczym w
�le.  

6) Do tak utworzonego uk�adu równa� wprowadza si
 warunki brzegowe. 
Wprowadzenie tych warunków nast
puje poprzez wykonanie odpowiednich 
modyfikacji macierzy wspó�czynników uk�adu równa� oraz wektora prawych stron.  

7) Rozwi�zuje si
 uk�ad równa�, otrzymuj�c warto	ci poszukiwanych wielko	ci 
fizycznych w w
z�ach.  

8) W zale�no	ci od typu rozwi�zywanego problemu lub potrzeb, oblicza si
 dodatkowe 
wielko	ci. 
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9) Je�eli zadanie jest niestacjonarne, to czynno	ci opisane w pkt. 5, 6, 7 i 8 powtarza si
 
a� do momentu spe�nienia warunku zako�czenia oblicze�. Mo�e to by� np. okre	lona 
warto	� wielko	ci fizycznej w którym	 z w
z�ów, czas przebiegu zjawiska lub jaki	 
inny parametr. 
 
Analiza numeryczna nie dotyczy tylko samych konstrukcji murowych, ale równie� 

konstrukcji (poddanych zabiegom wzmacniania) wraz z elementami wzmacniaj�cymi. 
Przyk�ady ukazuj�ce zastosowanie MES w prostych konstrukcjach murowych mo�na spotka� 
w [75], [82]. 

Metody komputerowe stwarzaj� du�e mo�liwo	ci analizy statycznej sklepie� o 
dowolnych kszta�tach, daj� mo�liwo	ci uwzgl
dniania wszystkich parametrów wp�ywaj�cych 
na ich zachowanie si
 pod dowolnym obci��eniem. Analizy komputerowe z�o�onych 
konstrukcji murowych przeprowadzono mi
dzy innymi dla Barbakanu w Krakowie, Krzywej 
Wie�y w Pizie, sklepie� Bazyliki 	w. Marka w Wenecji, jednego z czterech najstarszych 
akweduktów w Segowii i wielu innych obiektów zabytkowych, [115]. 
 
3.6.1. Modelowanie materia�u 
 

Wszystkie analizy numeryczne obiektów zabytkowych dotycz�ce analizy statycznej 
obarczone s� podstawowym b�
dem polegaj�cym na trudno	ci czy wr
cz niemo�liwo	ci 
opisania wytrzyma�o	ci i odkszta�calno	ci materia�ów istniej�cych konstrukcji murowych, co 
pozwoli�oby przyj�� poprawny model obliczeniowy, [115]. 

G�ównym problemem, z jakim nale�y si
 zmierzy� przy takim podej	ciu jest przyj
cie 
jak najbardziej dok�adnego i efektywnego modelu materia�u.  

Mówi�c o konstrukcjach murowych mamy na my	li konstrukcje wykonane z 
elementów naturalnych (kamieni) lub elementów sztucznych, zazwyczaj glinianych (cegie�) 
��czonych ze sob� za pomoc� zaprawy (rzadziej bez niej) u�atwiaj�cej przekazywanie 
napr
�e� na kolejne elementy. 

Trudno	� w modelowania konstrukcji murowych zale�y od nast
puj�cych czynników: 
� mur jest materia�em dyskretnym (ceg�y i zaprawa), w którym wymiar pojedynczego 

elementu jest ma�y w porównaniu z wymiarami ca�ej konstrukcji; 
� geometria, pochodzenie i ustawienie cegie� mog� ró�ni� si
 od siebie w sposób 

znaczny; 
� ceg�y s� sztywniejsze ni� zaprawa murarska; 
� grubo	� zaprawy murarskiej jest ograniczona w porównaniu z wymiarami ceg�y; 
� sztywno	� spoin pionowych jest znacznie mniejsza ni� spoin poziomych. 

Bardziej szczegó�owo fizyko – chemiczne i mechaniczne parametry bior�ce udzia� w 
oddzia�ywaniu mi
dzy elementami murowymi i po��czeniami z zaprawy murarskiej mo�na 
przedstawi� jako zbiór daj�cych si
 powi�za� w�asno	ci takich jak: 
� dla elementów murowych - wytrzyma�o	� na 	ciskanie i wytrzyma�o	� na rozci�ganie 

w stanie jednoosiowego i wieloosiowego napr
�enia; modu� spr
�ysto	ci; 
wspó�czynnik Poissona: skurcz i pe�zanie; wodoszczelno	�; porowato	�; waga; kszta�t 

� dla zaprawy murarskiej - wytrzyma�o	� na 	ciskanie w stanie wieloosiowego 
napr
�enia; modu� spr
�ysto	ci; wspó�czynnik Poissona; skurcz i pe�zanie; 
wytrzyma�o	� na odrywanie; plastyczno	�; pojemno	� przetrzymywania wody. 
Nale�y wi
c traktowa� materia� murowy jako materia� zhomogenizowany 

(jednorodny) i izotropowy (maj�cy te same w�asno	ci fizyczne we wszystkich kierunkach), 
[154], [145]. 
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W zale�no	ci od wymaganego poziomu dok�adno	ci mo�na wskaza�, cytuj�c za [147], 
zasadniczo dwie koncepcje modelowania numerycznego muru przydatne do wykorzystania w 
metodzie elementów sko�czonych (MES): 
� dok�adny model mikroelementowy (rys. 3.159), 
� uproszczony model mikroelementowy (rys. 3.160), skupiaj�cy si
 nad tym, by 

otrzyma� opis dyskretyzacji konstrukcji za pomoc� mikrostrukturalnego podej	cia do 
modelowania [9], [44], [141], [151] zwanego „mikromodelowaniem" lub „modelem 
dwumateria�owym" (metoda szerzej omówiona w rozdz. 3.6.1.1), 

� model makroelementowy (rys. 3.161), czyli druga metoda okre	lana jako 
„makromodelowanie" lub „model ekwiwalentnego materia�u" [43], [147], omówiona 
w rozdz. 3.6.1.2. 

 

Rys. 3.159. Dok�adny model mikroelementowy. Rys. 3.160. Uproszczony model mikroelementowy. 
 

Rys. 3.161. Model makroelementowy. 
 

W literaturze [66], [224] mo�na równie� znale�� inne podej	cia do modelowania, np.: 
MES z elementami nieci�g�ymi (FEMDE) lub metoda elementów dyskretnych (DEM). 

W dalszej cz
	ci podj
to si
 zadania przybli�enia dwóch typów modeli materia�u, 
mikro–  i makromodelu, bez rozró�niania poszczególnych ich rodzajów. 
 
3.6.1.1. Mikromodel 
 

Je�eli spojrzymy na mur przez pryzmat Metody Elementów Sko�czonych (MES), 
�atwo mo�na zauwa�y�, �e uk�ad drobnowymiarowych elementów, z regu�y 
prostopad�o	ciennych – cegie�, jest czym	 w rodzaju naturalnej dyskretyzacji. Metoda 
modelowania muru okre	lana mianem „mikromodelowania" lub zwana inaczej „modelem 
dwumateria�owym" zak�ada taki podzia� na elementy sko�czone, który b
dzie w prosty 
sposób odpowiada� tej istniej�cej dyskretyzacji (rys. 3.159 i 3.160). Bardzo wa�ne jest w 
takim przypadku tak�e w�a	ciwe zamodelowanie interfejsu pomi
dzy elementami 
reprezentuj�cymi zapraw
 i elementami tworz�cymi jednostki murowe. Metoda ta stosowana 
jest w przypadku ró�nego rodzaju szczegó�owych analiz zachowania si
 muru. Pozwala ona 
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na obserwacj
 i modelowanie specyficznych dla tego materia�u zachowa�, z uwzgl
dnieniem 
jego anizotropii i ró�nych mechanizmów zniszczenia. Jednak prócz wielu zalet ma ona te� 
swoje wady. Jednym z podstawowych problemów jest w�a	ciwe okre	lenie parametrów 
opisuj�cych wspomniany przed chwil� kontakt pomi
dzy jednostkami murowymi a zapraw�. 
Zagadnienia kontaktowe s� z zasady trudne i skomplikowane obliczeniowo i bardzo 
rozbudowuj� zadanie. Podobnie sama metoda podzia�u na elementy sko�czone powoduje 
szybki wzrost liczby tych elementów wraz ze stopniem z�o�ono	ci modelowanego obiektu. 
Cz
sto tak�e napotykamy na du�o bardziej prozaiczny problem ju� na etapie samego 
podzia�u na elementy sko�czone, kiedy to mo�emy nie by� w stanie odtworzy� 
rzeczywistego uk�adu cegie� w konstrukcji. 

W praktyce taki sposób modelowania stosujemy w celu obserwacji zachowania si
 
tylko fragmentów konstrukcji, takich jak nadpro�a, filarki, fragmenty sklepie� czy 	cian, 
których no	no	� decyduje o bezpiecze�stwie ca�ej konstrukcji, [154], [214], [240]. 
 
3.6.1.2. Makromodel 
 

Dla du�ych modeli numerycznych, jak np.: ca�y budynek czy jego znaczna cz
	�, w 
przypadku których z wymienionych wy�ej powodów nie mo�na stosowa� tak drobnej i 
dok�adnej dyskretyzacji jaka jest wymagana dla mikromodelowania, stosuje si
 analiz
 na 
poziomie bardziej ogólnym, okre	lan� jako „makromodelowanie" lub „model 
ekwiwalentnego materia�u". Podej	cie to wymaga przyj
cia ujednoliconego, 
zhomogenizowanego o	rodka zast
pczego, b
d�cego uproszczeniem rzeczywistego uk�adu 
kompozytowego (rys. 3.161). Jego parametry musz� jednak odpowiada� w jak najlepszym 
stopniu parametrom rzeczywistego materia�u, co jest podstaw� skuteczno	ci stosowania MES. 
Z tego te� powodu niebagateln� rol
 w tym przypadku odgrywaj� przyj
te techniki 
homogenizacji i modele konstytutywne, pozwalaj�ce tak opisa� zast
pczy materia�, aby 
uwzgl
dnia� on w skuteczny sposób anizotropi
 i nieliniow� charakterystyk
 muru. Takie 
podej	cie jest wi
c swojego rodzaju kompromisem pomi
dzy dok�adno	ci� a efektywno	ci� 
oblicze�. Metoda ta jednak posiada tak�e wyra�ne ograniczenia wynikaj�ce z u	redniania w 
procesie homogenizacji warto	ci napr
�e� i odkszta�ce� w obszarze relatywnie du�ego 
elementu sko�czonego, co ogranicza jej zastosowanie do przypadków o raczej jednorodnym 
stanie napr
�e�, w których nie wyst
puj� gwa�towne zmiany na odcinkach mniejszych od 
wymiaru dyskretyzacji. Ze wzgl
du na to, �e dla takiego modelu zdecydowanie �atwiej 
uzyska� satysfakcjonuj�c� siatk
 elementów sko�czonych o dowolnym kszta�cie i rozs�dnej –  
z punktu widzenia wielko	ci zadania – liczbie, nadaje si
 on do modelowania ca�ych 
konstrukcji i jest niezwykle atrakcyjny z punku widzenia praktyki in�ynierskiej, [154], 
[145]. 
 
3.6.1.3. Homogenizacja 
 

Okre	laj�c parametry mechaniczne muru oraz omawiaj�c ró�ne kryteria 
wytrzyma�o	ciowe, traktowano mur jako materia� izotropowy, co jest du�ym, aczkolwiek 
czasami przydatnym lub koniecznym uproszczeniem. W pewnych sytuacjach celowe mo�e 
by� okre	lenie tylko anizotropii spr
�ysto	ci albo – gdy decyduj�ce s� kryteria wytrzyma�o	ci 
– jedynie anizotropii konturu powierzchni granicznej. Nie wolno zapomina�, �e dla pe�nego 
opisu muru nale�y tak�e uwzgl
dni� jego nieliniow� charakterystyk
 zachowania. Analiza 
o	rodka murowego z uwzgl
dnieniem jego anizotropii w pe�nym jej zakresie jest na tyle 
skomplikowanym i trudnym zagadnieniem, �e w literaturze nie wyst
puj� modele 
uwzgl
dniaj�ce wszystkie aspekty tego zagadnienia. Podejmowane s� nieliczne próby 
numerycznego modelowania muru ��cz�cego anizotropi
 spr
�ysto	ci z anizotropi� 
zachowania niespr
�ystego. Cz
sto jednak praktyczne implementacje okre	lonych na 
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podstawie takich modeli sformu�owa� wymagaj� modyfikacji tak samych procedur 
elementowych, jak i globalnych algorytmów sterowa� w systemach metody elementów 
sko�czonych. Na co dzie� próbuje si
 osi�gn�� kompromis pomi
dzy efektywno	ci�, 
prostot� i �atwo	ci� praktycznej implementacji a dok�adno	ci�, maksymalnie precyzyjnym 
opisem zwi�zków konstytutywnych stosowanych modeli homogenizacji, [240]. 

Zaproponowany w pracy [145] zhomogenizowany model konstytutywny dla o	rodka 
murowego, oparty jest na zaproponowanym wcze	niej w publikacji [177] 
zhomogenizowanym, anizotropowym modelu spr
�ysto – plastycznym. W celu 
uwzgl
dniania anizotropii pos�u�ono si
 fikcyjnymi, izotropowymi przestrzeniami napr
�e� i 
odkszta�ce�. Nast
pnie odwzorowano w�a	ciwo	ci materia�u z tych fikcyjnych, izotropowych 
przestrzeni do docelowych przestrzeni anizotropowych. 
Podstawowe z�o�enia to: 
� wysoko	� i szeroko	� podstawowego elementu (jednostki murowej) jest du�a w 

porównaniu do jego grubo	ci, co pozwala za�o�y� p�aski stan napr
�e� dla 
obci��enia w ich p�aszczy�nie, 

� uk�ad jednostek murowych i spoin mo�e by� traktowany jako ortotropowy. 
Model ten bazuje na za�o�eniach zgodno	ci odkszta�ce� i warunkach równowagi 

„modelowej komórki" o	rodka murowego dla ró�nych przypadków obci��enia (np. 	ciskania 
i rozci�gania w kierunku X – rys. 3.162 i rys. 3.163). Zwi�zek konstytutywny sformu�owany 
jest na bazie równa� równowagi i zgodno	ci odkszta�ce�. Równania te okre	la si
 dla 
ka�dego przypadku deformacji modelowej komórki i nast
pnie, korzystaj�c z równa� 
konstytutywnych ka�dego ze sk�adowych modelowej komórki muru, otrzymujemy 
wyra�enia pozwalaj�ce opisa� zale�no	ci pomi
dzy napr
�eniami i odkszta�ceniami ju� jako 
zhomogenizowane parametry mechaniczne. Poni�sze wzory odpowiadaj� tylko omawianemu 
przypadkowi. 
 
Równania równowagi:  
 R ST � R USU � R VLSVL � R V&SV& � R VLSVL                 (3.120) 
 SVL � SU W R U X R V&                    (3.121) 
 
R � R U � YZY[ � R V&

Y\&Y[                                 (3.122) 

 
R � R V& �Y\&Y[ � R VL

Y\LY[                                 (3.123) 
 
 

 

Rys. 3.162. Modelowa komórka o�rodka murowego 
[145], [240]. 

Rys. 3.163. Modelowa komórka murowa w 
przypadku �ciskania w kierunku X [240]. 
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Warunki zgodno	ci odkszta�ce�: 
 ] T^T � ] VL^VL                     (3.124) 
 ] T^T � ] U^U � ] V&^V&                     (3.125) 
 
Równania konstytutywne dla warstwy materia�u: 
 R � � _ �<`�>a] � � ] �b c                    (3.126) 
 ] � � de�*e�<f�> � ] �b                      (3.127) 
 

Bazuj�c na powy�szych równaniach mo�na wyznaczy� modu� spr
�ysto	ci pod�u�nej 
dla kierunku X – ExG. Po wykonaniu wszystkich przypadków obci��e� mo�na wyznaczy� 
modu�y spr
�ysto	ci E w pozosta�ych kierunkach, jak równie� modu�y odkszta�calno	ci 
postaciowej G i wspó�czynniki Poissona. 

Bazuj�c� na podobnych za�o�eniach metod
 mo�na znale�� w [137]. 
 

Rys. 3.164. Modelowa komórka muru w ró�nych stanach obci��e�, [137]. 
 
Parametry materia�owe zhomogenizowanego muru wyznaczono na podstawie formu� [137]: 
 gh4 � Ri <>jRi4<>                    (3.128) 
 gh � Ri4<�>jRi <�>                    (3.129) 
 _i � Ri <�><k � gh gh4>jlh <�>                   (3.130) 
 _i4 � Ri4<><k � gh gh4>jlh4<>                   (3.131) 
 mh � nh 4<o>jph 4<o>                     (3.132) 
 
gdzie:  
 
–  (i) – identyfikuje rozpatrywany przypadek przemieszczenia: 
–  (1) – 	ciskanie – rozci�ganie w kierunku x, 
–  (2) – 	ciskanie – rozci�ganie w kierunku y, 
–  (3) – 	cinanie w p�aszczy�nie xy. 
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Oczywi	cie w literaturze [187], [49], [136], [97], [240], [137], [35] mo�na znale�� wiele 
warto	ci E, G i  dla materia�u murowego, wyznaczonych empirycznie oraz do	wiadczalnie, 
ale jak mo�na si
 przekona� porównuj�c zawarte w tab. 3.5 modu�y spr
�ysto	ci Younga E, 
znacznie si
 one od siebie ró�ni� i bezwzgl
dnie zaleca si
 wykonanie bada� elementów 
murowych w ramach prac nad modelowaniem numerycznym konstrukcji murowych. 
 
Tab. 3.5. Modu�y spr��ysto�ci dla muru ceglanego. 

Autor Wzór 

Wspó�czynnik spr��ysto�ci 
Younga 

E 
[MPa] 

Brencich - 2000 
Wierszycki - 5500 

PN-B-03002:1999 
_ � qrs: s: � t su�67vsw�6v 6087 

Ciesielski _x�� � k6+	 _u� _w�	6+	 _u� � _w�  6600 

Matysek _ � k6+yz � kk6+yz � { _u 6776 

Hendry _ � |		Rr} 7000 

Brooks 
k_ � 	6~�_u � 	6k�_w  7051 

Kuczma - 6193 – 7164  
(w zale�no�ci od rozpatrywanego modelu) 

 
gdzie: 
� E – modu� spr
�ysto	ci muru, 
� �c – cecha spr
�ysto	ci muru, 
� fk – wytrzyma�o	� charakterystyczna muru na 	ciskanie, 
� fb – wytrzyma�o	� elementu murowego na 	ciskanie, 
� fm – wytrzyma�o	� zaprawy na 	ciskanie, 
� E�r

i – 	redni modu� spr
�ysto	ci muru, 
� Eb

i – 	redni modu� spr
�ysto	ci elementu murowego, 
� Em

i – 	redni modu� spr
�ysto	ci zaprawy, 
� Eb – modu� spr
�ysto	ci elementu murowego, 
� Em – modu� spr
�ysto	ci zaprawy, 
� � – wspó�. wysoko	ci elementu murowego do grubo	ci zaprawy, 
� � – wspó�. modu� spr
�ysto	ci elementu murowego do modu�u spr
�ysto	ci zaprawy, 
� 
c’ – wytrzyma�o	� muru na 	ciskanie. 
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3.6.2. Modelowanie numeryczne murowych konstrukcji zakrzywionych 
 

W [57] przedstawiono analiz
 statyczn� murowanych sklepie� wzmocnionych 
materia�ami FRP przeprowadzon� za pomoc� modeli do	wiadczalnych i numerycznych dwu i 
trójwymiarowych (2D, 3D) (rys. 3.165). Mur zosta� potraktowany jako materia� 
zhomogenizowany, czyli zastosowano makromodelowanie. 
 

Rys. 3.165. Model numeryczny dwu- i trójwymiarowy sklepienia kolebkowego, [57]. 

 

 
Rys. 3.166. Numeryczny model deformacji sklepienia kolebkowego, [57]. 

 
Autorzy powy�szego opracowania twierdz�, �e proponowany model deformacji (rys. 

3.166) i zniszczenia pozwala na analizowanie konstrukcji murowych wzmocnionych 
materia�ami FRP – porównanie wyników na rys. 3.167. Bior�c pod uwag
, �e proponowane 
podej	cie do modelowania �uków wzmocnionych materia�ami FRP jest bardzo uproszczone, 
autorzy zapowiadaj� dalsze badania nad rozwojem odpowiedniej teorii, by lepiej symulowa� 
wspó�prac
 muru i wzmocnienia za pomoc� FRP. Jednak�e autorzy dostrzegaj�, �e 
poczynione rozwa�ania niewystarczaj�co dok�adnie opisuj� globalne zachowanie 
wzmocnionych zakrzywionych konstrukcji murowych, szczególnie zmiany mechanizmu 
zniszczenia i wzrostu no	no	ci spowodowany przez wprowadzenie materia�ów FRP. 
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Rys. 3.167. Zale�no�� przemieszczania od obci��enia dla modelu rzeczywistego sklepienia kolebkowego i 

modeli numerycznych dwu- i trzywymiarowych [57]. 
 

W pracy [16] zestawiono wyniki bada� numerycznych wykonanych na �ukach 
prostych  o wymiarach jak na rys. 3.168a  (szeroko	ci 90 cm) wzmacnianych materia�ami 
CFRP (ta	mami) w ró�nych konfiguracjach. Zaproponowany nieliniowy model  numeryczny 
muru bazowa� na mikromodelowaniu. Modeluj�c zagadnienia wspó�pracy styku (rys. 3.168b) 
ceg�y i zaprawy oraz muru i materia�u CFRP wykorzystano prace [237], [146]. 
 

Rys. 3.168. Model �uku (a), model po��czenia poszczególnych elementów (b, [16].  
 

W trakcie analiz numerycznych zauwa�ono, �e mechanizm zniszczenia jest 	ci	le 
zwi�zany z zaproponowan� opcj� wzmocnienia. Mo�na to zaobserwowa� na rys. 3.170. 

Powy�sze badania numeryczne potwierdzi�y równie� badania na modelach 
laboratoryjnych prezentowane w rozdz. 3.5. 

 
W pracy [012] porównano wyniki analizy wykonanej w 	rodowisku COSMOS/M. 

Pokazano przydatno	� stosowania ró�nych typów elementów sko�czonych dla ró�nych 
materia�ów. Ceg�y modelowano za pomoc� elementów PLANE2D oraz SHELL4T, a zapraw
 

Detal A 

element 

zaprawa 

CFRP– element 
��cz�cy ta�m� i 
mur 



 103 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

3. Modelowanie i analiza pracy statycznej zakrzywionych, historycznych konstrukcji ceglanych w 	wietle literatury 

elementami GAP oraz TRUSS2D. Uwidoczni�o to powstawanie rozwarstwie� w warstwie 
zaprawy lub pomi
dzy ceg�� a zapraw� (Rys. 3.169). 
 

Rys. 3.169. Model �uku z u�yciem standardowych elementów (wy�ej) metody zaproponowanej przez Haiman i 
Žagar – widoczne rozwarstwienia (ni�ej), [225].  

 
 
 

�uk bez wzmocnienia. 

�uk wzmocniony ci�gle po stronie grzbietowej. 

�uk wzmocniony ci�gle po stronie podniebienia. 

�uk wzmocniony cz��ciowo po stronie grzbietowej. 
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�uk wzmocniony cz��ciowo po stronie podniebienia. 

�uk wzmocniony cz��ciowo po stronie grzbietowej i 
po stronie podniebienia. 

Rys. 3.170. Mechanizmy zniszczenia przy ró�nym rozk�adzie wzmocnienia ta�mami CFRP, [16]. 
 

W pracy [149] porównano ró�nego rodzaju metody analizy �uków ceglanych o 
rozpi
to	ci 5 m, szeroko	ci 1 m, grubo	ci 0,3 m i geometrii oraz obci��eniu jak na (rys. 
3.171).  

Modele numeryczne poddano ró�nym rodzajom analiz: analizie liniowej, analizie 
metod� no	no	ci granicznej i analizie nieliniowej (rys. 3.172 – 3.174). Autor dochodzi do 
nast
puj�cych wniosków: 
� znacznie lepsze odwzorowanie rzeczywisto	ci mo�na uzyska� modeluj�c poszczególne 

elementy konstrukcji ni� ca�o	�, 
� nale�y unika� modeli 3D (trójwymiarowych) je	li nie s� one konieczne, 
� nale�y unika� analizy liniowo – spr
�ystej przy obliczeniach numerycznych konstrukcji 

historycznych. 
 

Rys. 3.171. Model �uku wraz z wymiarami i zadanym obci��eniem, [149]. 
 

Nale�y jednak zauwa�y�, �e w innym miejscu autor stwierdza, i� nie mo�na 
jednoznacznie wykluczy� �adnego z typów analizy i dokona� wyboru jednej, najlepszej. 
 

Rys. 3.172. Analiza liniowa, [149]. 
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Elastooptyka umo�liwia równie� badania konstrukcji rzeczywistych (za pomoc� 
techniki elastooptycznej warstwy powierzchniowej lub tensometrów elastooptycznych), 
modelowanie zagadnie� plastyczno	ci, termospr
�ysto	ci, a nawet przep�ywu cieczy. Poni�ej 
przedstawiono podstawy elastooptyki dwu- i trójwymiarowej oraz techniki elastooptycznej 
warstwy powierzchniowej. 
 
3.7.1. Podstawy elastooptyki 
 

Istot� elastooptyki jest wykorzystywanie 	wiat�a jako no	nika informacji oraz zwi�zku 
mi
dzy w�a	ciwo	ciami optycznymi niektórych materia�ów a polem odkszta�ce� (napr
�e�). 
W celu opisu podstawowych zjawisk towarzysz�cych pomiarom elastooptycznym 
wykorzystywany jest model falowy 	wiat�a, który opisuj� równania Maxwella. Wi��� one 
pole elektryczne i magnetyczne z w�a	ciwo	ciami o	rodka, przez który biegnie 	wiat�o.   
Zak�adaj�c propagacj
 fali elektromagnetycznej w izotropowym dielektryku, równania 
Maxwella mo�na przedstawi� w postaci: 
 

- równania falowego sk�adowej elektrycznej 
 

2� E - ��0 ��0 Ë = 0                    (3.133) 
 

- równania falowego sk�adowej magnetycznej 
 

2� H - ��0 ��0 H = 0                    (3.134) 
 
Z analizy tych równa� (np. dla sk�adowej elektrycznej) wynika, �e fale 

elektromagnetyczne s� poprzeczne, p�askie, a wektory E i H s� wzajemnie prostopad�e i 
drgaj� w zgodnej fazie.  
 

Rys. 3.187. Sk�adowe fali elektromagnetycznej.
 

To sprz
�enie obu wektorów umo�liwia analizowanie, np. tylko wektora E (sk�adowej 
elektrycznej), co jest zasadne m.in. dlatego, �e odbierane przez zmys� wzroku nat
�enie 
	wiat�a jest wprost proporcjonalne do kwadratu rzeczywistej amplitudy nat
�enia pola 
elektrycznego. W postaci zespolonej sk�adowe wektora E maj� posta�: 
 
Ex = E0x exp [ i� (t - z/cn)];        Ey = E0y exp [ i� (t - z/cn)]                                 (3.135) 
 
Nat
�enie 	wiat�a mo�na wyrazi� jako: 
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I = E � = m2                                                                       (3.136) 
 

Z analizy wzorów (3.135), po wyeliminowaniu fazy pocz�tkowej i wprowadzeniu 
przesuni
cia fazowego zdefiniowanego jako ró�nica faz obu sk�adowych (� = �x - �y) 
wynika, �e w ogólnym przypadku dla constz �  jest spe�nione równanie: 
 
[Ex / mx]2 - 2·Ex·Ey·cos � / mx·my + [Ey / my]2 = sin2�                                   (3.137) 

 
Tak wi
c koniec wektora E propaguj�cego wzd�u� wspó�rz
dnej z  zatacza w 

przestrzeni krzyw� spiraln� (helis
), której "przekrój" p�aszczyzn� constz �  jest elips�. Ten 
stan fali 	wietlnej jest okre	lany mianem polaryzacji eliptycznej. 

Obok polaryzacji 	wiat�a, w elastooptyce wykorzystywana jest anizotropia optyczna. 
W ogólnym przypadku, w o	rodku anizotropowym mo�na zidentyfikowa� ró�ne zwi�zki 
mi
dzy poszczególnymi wielko	ciami fizycznymi charakteryzuj�cymi jego w�a	ciwo	ci, co 
pokazano na poni�szym schemacie. 
 

Rys. 3.188. Wybrane w�a�ciwo�ci o�rodka anizotropowego. 
 

W odró�nieniu od o	rodków charakteryzuj�cych si
 naturaln� anizotropi� 
w�a	ciwo	ci, istniej� o	rodki izotropowe, które zmieniaj� swoje w�a	ciwo	ci na anizotropowe 
pod wp�ywem np. pola elektrycznego lub pola napr
�e�. Rozpatrzmy to zjawisko zwane 
dwój�omno�ci� wymuszon�, w przypadku o	rodka liniowo dwój�omnego, który najcz
	ciej 
jest spotykany w elastooptyce. Fala 	wietlna wchodz�c do takiego o	rodka, np. w postaci 
p�asko-równoleg�ej p�ytki, ulega podzieleniu na dwie fale spolaryzowane liniowo. Ich 
p�aszczyzny drga�, prostopad�e wzgl
dem siebie, s� 	ci	le zorientowane wzgl
dem o	rodka. 
Podzia� fali wchodz�cej ma charakter wektorowy, a powsta�e fale: szybsza (nadzwyczajna) i 
wolniejsza (zwyczajna), nie s� sk�adowymi fali wypadkowej propaguj�cej w o	rodku, lecz 
jego falami w�asnymi. Wychodz�c z o	rodka fale te, zgodnie z zasad� superpozycji, tworz� 
fal
 o innym (w ogólnym przypadku) stanie polaryzacji ni� fala wchodz�ca. Wyst
puj�ce 
przesuni
cie faz fal w�asnych wywo�ane ró�nic� dróg optycznych wskazuje, �e w o	rodku 
liniowo dwój�omnym na kierunku propagacji obu fal wyst
puj� dwie ró�ne warto	ci 
wspó�czynnika za�amania 1n  i 2n  (odpowiednio dla fali szybszej i wolniejszej). Ró�nica dróg 
optycznych wynosi:          

   
21 nnt ��3                                                                            (3.138) 
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a ró�nica 21 nn �  jest miar� dwój�omno	ci. Ró�nicy dróg odpowiada wzgl
dne przesuni
cie 
faz obu fal:            

 
(%� /2 3�                                                                                           (3.139) 

  
Po��dany stan polaryzacji 	wiat�a, umo�liwiaj�cy 	ledzenie efektu dwój�omno	ci, 

uzyskuje si
 w tzw. polaryskopach. S� one wyposa�one w elementy optyczne umo�liwiaj�ce 
uzyskanie 	wiat�a o okre	lonej polaryzacji oraz analiz
 zmian wywo�anych anizotropi� 
optyczn� badanego o	rodka. Typowy schemat polaryskopu z transmisyjn� wi�zk� 	wiat�a 
pokazano na rys. 3.189. 
 

 
Rys. 3.189. Schemat polaryskopu transmisyjnego: 1 - 	ród�o �wiat�a (bia�ego lub/i                    

monochromatycznego), 2 - uk�ad optyczny formuj�cy wi�zk� �wiat�a (po��dana wi�zka równoleg�a), 3 - filtr 
polaryzacyjny, 4 - p�ytka fazowa, 5 - p�ytka dwój�omna. 

 
Przestrze� pomiarowa polaryskopu pokazanego na schemacie znajduje si
 mi
dzy 

zespo�ami polaryzator (filtr polaryzacyjny, najcz
	ciej foliowy) - p�ytka fazowa (tzw. 
�wier�falówka). Cz
sto nosz� one nazwy: polaryzator (3 - 4) i analizator (4 - 3), przy czym 
konstrukcja polaryskopu umo�liwia sprz
�ony obrót tych zespo�ów, zmian
 ich wzajemnego 
ustawienia, a tak�e zmian
 po�o�enia �wier�falówek wzgl
dem "swoich" filtrów. Filtr 
polaryzacyjny (liniowy) charakteryzuje si
 wyró�nionym kierunkiem przepuszczania 	wiat�a, 
przy czym stosunek nat
�enia 	wiat�a przepuszczanego w kierunku do� prostopad�ym do 
nat
�enia 	wiat�a przechodz�cego równolegle jest rz
du 1:200, a nawet osi�ga 1:300 
000.Obecnie najcz
	ciej s� stosowane filtry foliowe na bazie polialkoholu winylowego. 
Warto podkre	li�, �e wektor E fali padaj�cej na filtr ma dwie sk�adowe: prostopad�� do 
kierunku �a�cuchów cz�steczek polialkoholu E� i równoleg�� E�. Sk�adowa E� jest 
przepuszczana z niewielkimi stratami, natomiast sk�adowa E� jest wygaszana. 

Zadaniem p�ytki fazowej wspó�pracuj�cej z filtrem polaryzacyjnym jest uzyskanie 
mo�liwo	ci zmiany stanu polaryzacji z liniowej na ko�ow� (i odwrotnie). W polaryskopach 
elastooptycznych stosuje si
 p�ytki fazowe zwane �wier�falówkami, których cech� 
charakterystyczn� jest to, �e 	wiat�o propaguje w nich z dwoma ró�nymi pr
dko	ciami, a wi
c 
s� one dwój�omne. Tym samym wektory elektryczne tych dwóch fal w�asnych s� do siebie 
prostopad�e, a p�aszczyzny w których one le�� wyznaczaj� tzw. o	 szybk� i woln�. 
Przesuni
cie fazowe jest w tych p�ytkach 	ci	le okre	lone i wynosi  4/(   (dla danej d�ugo	ci 
fali 	wiat�a). W przypadku, gdy o	 szybka �wier�falówki jest równoleg�a do kierunku 
przepuszczania filtra polaryzacyjnego, stan polaryzacji nie ulega zmianie - 	wiat�o jest nadal 
spolaryzowane liniowo. Gdy o	 szybka tworzy k�t 4/%  z kierunkiem wektora elektrycznego 
fali opuszczaj�cej filtr, stan polaryzacji zmienia si
 i uzyskujemy 	wiat�o spolaryzowane 
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ko�owo. Nale�y podkre	li�, �e usytuowanie osi szybkiej �wier�falówki pod innym k�tem ni� 
4/%  generuje polaryzacj
 eliptyczn�.  

Z punktu widzenia realizacji pomiarów, stan polaryzacji 	wiat�a wychodz�cego z 
polaryskopu jest w elastooptyce analizowany przede wszystkim amplitudowo, tzn. istotne s� 
informacje o nat
�eniu 	wiat�a za analizatorem. W polaryskopie liniowym, ze skrzy�owanymi 
osiami filtrów polaryzacyjnych (czyli w polaryskopie "z ciemnym polem widzenia" 
najcz
	ciej stosowanym w pomiarach elastooptycznych), nat
�enie 	wiat�a jest opisane 
równaniem: 
 

� � � �(%��� /sin2sin2/sin2sin 22
max

22
max 3�� III                                                   (3.140) 

 
W przypadku polaryskopu ko�owego (skrzy�owane filtry polaryzacyjne, osie szybsze 

�wier�falówek ustawione pod k�tem 4/%  wzgl
dem kierunku przepuszczania 	wiat�a przez 
filtr i pod k�tem 2/%  wzgl
dem siebie) rozk�ad nat
�enia 	wiat�a jest opisany równaniem: 
 

� � � �(%� /sin2/sin 2
max

2
max 3�� III                                                                           (3.141) 

 
Z analizy wzorów (3.140) i (3.141) wynika, �e zmiany nat
�enia 	wiat�a za 

analizatorem s� modulowane przez argumenty funkcji sinus, przy czym 0�I  uzyskuje si
 
dla: 
� 0��   lub   2/%� � , tj. wówczas, gdy kierunek jednego z wektorów w�asnych    

o	rodka dwój�omnego pokrywa si
 z kierunkiem przepuszczania filtra polaryzatora, a 
drugi - z kierunkiem przepuszczania analizatora, 

� %(%� �3� N/2/       (N = 1, 2, 3, ...),    tj. wówczas, gdy ró�nica dróg optycznych 
fal w�asnych o	rodka dwój�omnego 3  jest wielokrotno	ci� d�ugo	ci fali 	wiat�a (

(N�3 ), przy czym N jest nazywane rz
dem pr��ka. 
Zmiany nat
�enia 	wiat�a za analizatorem s� widoczne w postaci linii (pr��ków), dla których 
spe�nione s� warunki: 
 

const�3     ( const�� )                                                                             (3.142) 
 

const��                                                                                                      (3.143) 
 

Porównuj�c warunki (3.142) i (3.143) ze wzorami (3.140) i (3.141) �atwo zauwa�y�, 
�e w polaryskopie liniowym obserwowane s� dwie rodziny linii charakteryzuj�ce zmiany 
dwój�omno	ci w p�ytce, natomiast w polaryskopie ko�owym - tylko jedna. Linie (pr��ki) 
spe�niaj�ce warunek (3.142) s� nazywane izochromami, a spe�niaj�ce warunek (3.143) - 
izoklinami. Dalsza analiza powy�szych zale�no	ci prowadzi do nast
puj�cych wniosków: 
� s�siaduj�ce ze sob� izochromy mog� mie� rz
dy jednakowe lub ró�ni�ce si
 o jeden 

(czyli ró�nica dróg optycznych  wynosi 0�3   lub  (�3 ), 
� pr��ki izochrom i izoklin s� od siebie niezale�ne i mog� "przecina� si
" w obrazie 

obserwowanym za analizatorem, 
� w 	wietle monochromatycznym wygaszenie 	wiat�a zwi�zane z warunkiem (3.109) 

nast
puje dla d�ugo	ci fali propaguj�cej przez o	rodek dwój�omny, a wi
c obserwowane 
s� czarne pr��ki izochrom na tle obszarów o barwie odpowiadaj�cej danej d�ugo	ci fali 
	wiat�a; w przypadku 	wiat�a polichromatycznego (najcz
	ciej bia�ego) wygaszenie 
nast
puje dla wielu d�ugo	ci fal z zakresu widzialnego, gdy spe�niony jest warunek 

Ni �3 (/ , tak wi
c pr��ki izochrom obserwowane s� jako pasma barwne, którym 
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odpowiada okre	lona ró�nica dróg optycznych;  wyj�tkiem jest izochroma 0�N  
obserwowana w postaci czarnego pr��ka, 

� poniewa� cz�on �2sin2 równania (3.140) nie zale�y od ( , izokliny obserwowane w 
	wietle monochromatycznym i bia�ym s� zawsze pr��kami czarnymi. 

 
Cz
sto w pomiarach elastooptycznych jest wykorzystywany stan polaryzacji ko�owej, 

w którym kierunki przepuszczania 	wiat�a przez filtry polaryzacyjne s� do siebie równoleg�e. 
Wówczas rozk�ad nat
�enia 	wiat�a opisuje funkcja: 
 

� � � �(%� /cos2/cos 2
max

2
max 3�� III                                                                         (3.144) 

 
a wygaszenie 	wiat�a nast
puje dla � � %� �� 12N . Obserwowana rodzina izochrom ma 
rz
dy ...5.2,5.1,5.0�N  i jest nazywana rodzin� izochrom po�ówkowych. W praktyce 
pomiarowej wyst
puje równie� potrzeba okre	lania N i �  w 	ci	le okre	lonych punktach, w 
których z regu�y rz�d izochromy jest ró�ny od rz
du ca�kowitego lub po�ówkowego. W takim 
przypadku stosowane s� tzw. kompensatory goniometryczne (azymutalne) lub bezpo	rednie. 
W pierwszym przypadku kompensacja rz
du izochromy (czyli pomiar ró�nicy dróg 
optycznych lub cz
	ciej opó�nienia wzgl
dnego faz) dokonywana jest za pomoc� elementu 
uk�adu optycznego polaryskopu obracanego wokó� osi optycznej tego uk�adu. W drugim, 
u�ywane s� specjalne przyrz�dy, w których generowany jest dodatkowy efekt dwój�omno	ci 
(równy co do warto	ci, lecz o przeciwnym "znaku"), który po dodaniu do � �iii yxN ,  zeruje 
ró�nic
 dróg optycznych. Znana warto	� opó�nienia wygenerowana w kompensatorze 
odpowiada poszukiwanej warto	ci rz
du izochromy w danym punkcie. W elastooptyce 
najcz
	ciej stosowane s� goniometryczne kompensatory Senarmonte'a i Tardy'ego oraz 
kompensatory bezpo	rednie Soleila i Babineta. 

Pomiar parametru izokliny � �iii yx ,�  jest mniej k�opotliwy, gdy� ustalenie jego 
warto	ci w dowolnym punkcie badanego obszaru polega na 	ledzeniu stopnia wygaszenia 
	wiat�a w tym punkcie podczas obrotu p�aszczyzny polaryzacji w polaryskopie liniowym. 
Pozorny ruch pr��ków izoklin pozwala odró�ni� t
 rodzin
 linii od izochrom, które nie 
zmieniaj� swojego po�o�enia. 

Materia�y stosowane w elastooptyce, poza oczywistym wykazywaniem efektu 
dwój�omno	ci wymuszonej, powinny spe�nia� wiele ró�nych wymogów, cz
sto 
szczegó�owych, ze wzgl
du na modelowanie ró�nych obiektów rzeczywistych. Jednak kilka 
cech i w�a	ciwo	ci powinno bezwzgl
dnie charakteryzowa� takie materia�y. Nale�� do nich: 
przezroczysto	� (a 	ci	lej transmisyjno	� umo�liwiaj�ca obserwacj
 izoklin i izochrom), du�a 
czu�o	� objawiaj�ca si
 nisk� warto	ci� �f , liniowo	� zale�no	ci 	� �  oraz � � N�� 21 ��  w 
badanym zakresie odkszta�ce� modelu, niski efekt pe�zania mechanicznego i optycznego, 
odpowiedni (dla danego zadania) modu� spr
�ysto	ci pod�u�nej , niski efekt brzegowy (tj. 
pojawianie si
 pr��ków izochrom w okolicach brzegu nieobci��onego modelu wraz z 
czasem), a tak�e dobra obrabialno	� w przypadku stosowania obróbki mechanicznej do 
wykonania modelu (alternatyw� jest technika odlewania "na gotowo"). W celu porównania 
podstawowych w�a	ciwo	ci ró�nych materia�ów stosowanych w elastooptyce, stosuje si
 
charakterystyki ilo	ciowe. Jedn� z nich jest wspó�czynnik jako	ci: 
 

4f
EQ �

                
                         (3.145) 

natomiast drug� - wspó�czynnik czu�o	ci:     
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�

�
f

S prop.�                                                                                                        (3.146) 

 
W tab. 3.7 podano orientacyjne warto	ci niektórych wielko	ci charakteryzuj�cych 

materia�y elastooptyczne stosowane w elastooptyce dwuwymiarowej. 
Najcz
	ciej stosowanym materia�em w elastooptyce s� kompozycje �ywic 

epoksydowych sieciowanych (utwardzanych) w temperaturze pokojowej lub temperaturach 
podwy�szonych (tzw. utwardzanie na gor�co). W przypadku elastooptyki dwuwymiarowej, 
pos�uguj�cej si
 p�askimi modelami obiektów rzeczywistych, najcz
	ciej stosowane s� 
kompozycje utwardzane w temperaturze pokojowej, a modele s� wykonywane na drodze 
obróbki mechanicznej odlanej uprzednio p�yty o ��danej grubo	ci. 
 
Tab. 3.7. Orientacyjne warto�ci wybranych wielko�ci charakteryzuj�cych materia�y na modele elastooptyczne 

 
Materia� 

 

 
E  

[MN/m2] 

 
5  
[-] 

 

prop�  
[MN/m2] 

 

�f  
[MN/m·rz.iz.] 

 
310-Q  

[1/m] 
 

szk�o 
 

�ywice epoksydowe 
Araldit D 
Epidian 5 

 
�ywice allylowe 

 
�ywice poliestrowe 

 
polimetakrylan metylu 

 
poliw�glan 

 
elastomer uretanowy 

 
�elatyna 

 
68 300 

 
 

3 600 
3 200 

 
1 960 

 
4 000 

 
3 400 

 
2 500 

 
3 
 

0.02 

 
0.22 

 
 

0.36 
0.36 

 
- 
 

0.36 
 

0.36 
 

0.38 
 

0.46 
 
- 

 
29.4 

 
 

20.6 
20.0 

 
20.6 

 
- 
 

19.6 
 

34.5 
 

0.14 
 
- 

 
0.2 - 0.3 

 
 

0.013 
0.0125 

 
0.015 

 
0.025 

 
0.260 

 
0.0073 

 
0.00018 

 
0.0029 

233 - 350 
 
 

250 - 300 
230 - 270 

 
~ 130 

 
~ 155 

 
~ 13 

 
~ 350 

 
0.017 

 
0.007 

 
 
Uwagi: prop�  - granica proporcjonalno	ci; �elatyna jest materia�em u�ywanym niekiedy do 
modelowania ci
�aru w�asnego konstrukcji, natomiast szk�o jest historycznie pierwszym 
materia�em u�ytym do budowy modelu elastooptycznego mostu.  
 

Nale�y zaznaczy�, �e zjawisko dwój�omno	ci wymuszonej w tworzywach 
polimerowych jest zwi�zane z odkszta�ceniami sieci �a�cuchów polimeru powsta�ej w trakcie 
procesu polimeryzacji. Dobór odpowiedniego materia�u umo�liwia modelowanie ró�nych 
obiektów i zjawisk. Przyk�adowo, zastosowanie elastomerów uretanowych daje mo�liwo	� 
modelowania obiektów o du�ej odkszta�calno	ci, a odpowiednia modyfikacja kompozycji 
epoksydowych umo�liwia modelowanie o	rodków uwarstwionych [223], [179], [198]. 
 
3.7.2. Metoda elastooptycznej warstwy powierzchniowej 
 

Zastosowanie metody elastooptycznej jest mo�liwe w badaniach obiektów 
rzeczywistych wykonanych z materia�ów nie wykazuj�cych efektu dwój�omno	ci 
wymuszonej. Technika pomiaru, polegaj�ca na naniesieniu na powierzchni
 badanego obiektu 
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cienkiej warstwy materia�u dwój�omnego (tzw. elastooptycznej warstwy powierzchniowej), a 
nast
pnie obserwacji w 	wietle odbitym efektów optycznych wywo�anych odkszta�ceniami 
badanej powierzchni, nosi nazw
 techniki (metody) elastooptycznej warstwy 
powierzchniowej (TEWP). Zalet� TEWP jest mo�liwo	� pomiaru odkszta�ce� na powierzchni 
obiektu wykonanego z rodzimego materia�u (bez konieczno	ci budowy modelu fizycznego) 
[7], [64], [22], [98], [112], [125]. 

Podstawowe zwi�zki mi
dzy napr
�eniami i odkszta�ceniami a efektami optycznymi 
w warstwie powierzchniowej opieraj� si
 na za�o�eniu, �e odkszta�cenia wyst
puj�ce na 
powierzchni konstrukcji przekazywane s� wprost na warstw
 naklejon� na t
 powierzchni
, 
co wyra�aj� równania:  

 
k
1

w
1 		 � ,   k

2
w
2 		 � ,     przy 03 ��  (3.147)

 
st�d: 
� � � �kw

2121 				 ���  (3.148)

 
a po uwzgl
dnieniu podstawowego równania elastooptyki (4.5):  
 

��� fN �� 21  (3.149) 

 
Z faktu prowadzenia obserwacji w 	wietle odbitym, otrzymuje si
 zale�no	� mi
dzy ró�nic� 
odkszta�ce� g�ównych a efektem optycznym (rz
dem izochromy) w warstwie: 
 

� � � �
www

w
w

t
fN

Et
fN




�


�
��

22
1

21
	�5		  (3.150)

 
Bezpo	rednio z danych elastooptycznych (N i �) mo�na wyznaczy� tak�e odkszta�cenie 
postaciowe: 
 

� � w
ww

xy
k

xy t
sinfNsin



����
2

2221
��		'' 	  (3.151)

 
W zakresie liniowo-spr
�ystych odkszta�ce�, napr
�enia na powierzchni badanego obiektu 
okre	laj� wzory: 

� � � �kw

k
k

t
fNE
5

�� 	

�


��
1221  (3.152)

 

� �kw

k
k

xy t
sinfNE



�
 	

�


�
14

2
 (3.153)

 
Powy�sze zale�no	ci s� prawdziwe dla cienkich warstw, rz
du dziesi�tych cz
	ci 

milimetra. W praktyce jedynie w badaniach niektórych zjawisk (np. uplastycznienia metali) 
stosuje si
 warstwy o tak ma�ej grubo	ci. W ogólnym przypadku, m.in. ze wzgl
du na 
stosowanie grubszych warstw, równanie (3.149) jest modyfikowane wspó�czynnikami 
korekcyjnymi uwzgl
dniaj�cymi wp�yw danego czynnika na warto	� mierzonych 
odkszta�ce�, co mo�na ogólnie zapisa� w postaci: 
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� � � �wi
k K 2121 				 ���  (3.154)

 
Na podstawie efektów optycznych uzyskanych podczas pomiarów technik� EWP 

mo�na bezpo	rednio wyznaczy� ró�nic
 odkszta�ce� g�ównych  (�1 – �2) ~ N oraz kierunek 
odkszta�ce� g�ównych �. W ogólnym przypadku poszczególne sk�adowe stanu odkszta�cenia 
s� okre	lane analitycznie lub do	wiadczalnie, co nosi nazw
 rozdzielania sk�adowych stanu 
odkszta�cenia. 

Najprostszym przypadkiem analizy danych uzyskanych technik� EWP jest okre	lenie 
warto	ci sk�adowych stanu odkszta�cenia na kraw
dzi obszaru pokrytego warstw� wówczas, 
gdy kraw
dzie obiektu i warstwy s� nieobci��one, tzn. 
n i �s s� równe zero. W takim 
przypadku: 
 

01 6� , 02 6� , a st�d 01 6	 , 12 	5	 ��  (3.155)
 

a w rezultacie: 

� �k
wt

fN
5

	 	

�


�
121  (3.156)

� �k
wt

fN
5

5	5	 	

�
�

���
1212  (3.157)

 
Poniewa� na kraw
dzi nie dzia�aj� obci��enia styczne, to �1 jest skierowane stycznie do tej 
kraw
dzi, a �2 - prostopadle. 
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4. BADANIA DO�WIADCZALNE W�ASNE 
 
4.1. Wprowadzenie 
 

Stosowanie nowoczesnych metod naprawy i wzmacniania konstrukcji ceglanych czy 
te� ich poszczególnych elementów (np �uków, sklepie�, kopu�) prowadzi do znacznych 
oszcz
dno	ci, a niejednokrotnie pozwala na ocalenie obiektów wa�nych kulturowo. 
Wzmacnianie i naprawa ceglanych konstrukcji zakrzywionych jest zagadnieniem trudnym, 
wymagaj�cym najcz
	ciej indywidualnego podej	cia do ka�dego przypadku. Z tego w�a	nie 
powodu kolejne badania, zw�aszcza prowadzone na modelach w skali technicznej i 
wykorzystuj�ce nowe technologie s� szczególnie oczekiwane.  
 
4.2. Cel i zakres bada� 
 

G�ównym celem przeprowadzonych bada� by�a próba opisu pracy statycznej 
zabytkowych, zakrzywionych konstrukcji ceglanych o okre	lonej geometrii, poddanych 
zabiegom naprawy i wzmacniania. 

Ze wzgl
du na z�o�ono	� badanego zagadnienia, wykonanie bada� uwzgl
dniaj�cych 
wszystkie oddzia�ywuj�ce na ten rodzaj konstrukcji czynniki jest bardzo kosztowne i 
czasoch�onne. 

St�d, zasadniczym celem i przedmiotem przeprowadzonych bada� do	wiadczalnych 
by�a weryfikacja nowych technologii stosowanych do wzmacniania tego typu konstrukcji 
(ta	my i siatki w
glowe, wklejane pr
ty stalowe, drewno klejone – stosowane po stronie 
grzbietowej, maj�c na uwadze, �e zazwyczaj po stronie podniebienia wyst
puj�  polichromie). 
Za szczególnie istotne uznano zbadanie rozk�adów i warto	ci odkszta�ce� i napr
�e� we 
wzmacnianych modelach oraz szacowanie stopnia wykorzystania przekroju elementów 
wzmacniaj�cych. Przeprowadzone badania materia�owe mia�y g�ównie na celu dostarczenie 
danych do budowy oraz weryfikacji modelu MES oraz modelu analitycznego.  
 
4.3. Badania materia�ów u�ytych do konstrukcji �uków (modeli badawczych) oraz 

elementów wzmacniaj
cych 
 
Wykonane badania mia�y na celu okre	lenie niektórych cech fizycznych i 

wytrzyma�o	ciowych materia�ów zastosowanych do wykonania modeli badawczych oraz 
przyj
tych w modelu MES i  modelu analitycznym. 

W wypadku siatek z w�ókna w
glowego Ruredil X Mesh C10, zaprawy Ruredil X 
Mesh M25 s� to jedne z pierwszych bada� tego rodzaju materia�ów wykonywane w Polsce i 
mog� si
 przyczyni� do g�
bszego ich poznania, a w dalszej kolejno	ci wspomóc rozpoznanie 
zagadnie� zwi�zanych z zastosowaniem ich do wzmacniania konstrukcyjnego uszkodzonych 
konstrukcji murowych. 
 
W ramach bada� materia�owych przeprowadzono: 

. badania ceg�y pe�nej klasy 10 obejmuj�ce oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na 	ciskanie, 
. badania zaprawy wapiennej BaumitBayosan Reinkalkputz RK 39 obejmuj�ce 
oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na zginanie, 
– wytrzyma�o	ci na 	ciskanie, 
. badania siatki z w�ókna w
glowego Ruredil X Mesh C10 obejmuj�ce oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na rozci�ganie, 
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– modu�u spr
�ysto	ci na rozci�ganie, 
. badania zaprawy Ruredil X Mesh M25 obejmuj�ce oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na zginanie, 
– wytrzyma�o	ci na 	ciskanie, 
– wytrzyma�o	ci na odrywanie zaprawy od ceg�y, 
– wytrzyma�o	ci na 	cinanie,  
. badania ta	m S&P Lammelle 150/2000 (100/1.4) obejmuj�ce oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na rozci�ganie,  
– modu�u spr
�ysto	ci na rozci�ganie, 
. badania kompozycji klejowej na bazie �ywicy epoksydowej Epidian 5 obejmuj�ce 
oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na zginanie, 
– wytrzyma�o	ci na 	ciskanie, 
– wytrzyma�o	� na odrywanie od ceg�y, 
. badania stalowych �ebrowanych i gwintowanych pr
tów Ø 8 obejmuj�ce 
oznaczenie: 
– wytrzyma�o	ci na rozci�ganie, 
. badania po��czenia klejowego ”pr
t stalowy– mur” obejmuj�ce oznaczenie: 
– wytrzyma�o	� na rozci�ganie. 

 
4.3.1. Opis stanowisk badawczych i urz
dze� pomiarowych 

 
Wszystkie badania materia�owe przeprowadzono w Laboratorium Instytutu 

Budownictwa Politechniki Wroc�awskiej zgodnie z obowi�zuj�cymi normami dotycz�cymi 
danych pomiarów. 
 
Do bada� materia�owych wykorzystano nast
puj�ce urz�dzenia pomiarowe: 
 
– do bada� wytrzyma�o	ci na rozci�ganie siatek z w�ókna w
glowego Ruredil X Mesh C10, 
ta	m CFRP S&P Lammelle 150/2000 (100/1.4) oraz pr
tów stalowych, wykorzystano 
maszyn
 wytrzyma�o	ciow� uniwersaln� ZDM 10/91 o maksymalnej sile zrywaj�cej 20 kN 
(rys. 4.1);  
 

Rys. 4.1. Stanowisko badawcze w próbie rozrywania. 

 
pomiar wyd�u�enia rejestrowano za pomoc� indukcyjnych czujników przemieszcze� W50 TS 
o zakresie pomiarowym ± 50 mm, klasy 0,5% (marki Hottinger Baldwin Messtechnik) 
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sterownych przez oprogramowanie CATMAN (Hottinger Baldwin Messtechnik) 
zapewniaj�ce wspó�prac
 komputera PC z urz�dzeniami pomiarowymi; 
 
– do bada� wytrzyma�o	ci na zginanie, 	ciskanie i 	cinanie zapraw, kompozycji 
epoksydowych i cegie� wykorzystano maszyn
 wytrzyma�o	ciow� uniwersaln� ZDM 5/91 
(rys. 4.2) wraz z odpowiednim osprz
tem; 
 

Rys. 4.2. Prasa hydrauliczna uniwersalna ZDM 5/91. 
 
– do bada� wytrzyma�o	ci na odrywanie zaprawy od ceg�y pos�u�ono si
 przyrz�dem DYNA 
Z15, (rys. 4.3); 
 

Rys. 4.3. DYNA Z15. 
 
Z powodu wyst
powania ró�nych oznacze� okre	lanych warto	ci (np. wytrzyma�o	ci 

na 	ciskanie) w zale�no	ci od stosowanej normy, w poni�szych obliczeniach starano si
 
ujednolici� stosowane oznaczenia wed�ug trendów europejskich. 
 
4.3.2. Badania ceg�y 
 

Badania przeprowadzono w maju 2007 r. w laboratorium Instytutu Budownictwa 
Politechniki Wroc�awskiej. 
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Wg. informacji pozyskanych od producenta cegie�, u�yta do bada� ceg�a by�a klasy 10 
o wytrzyma�o	ci na 	ciskanie ok. 10 MPa. 
 
4.3.2.1. Oznaczenie wytrzyma�o�ci na �ciskanie 
 

Pomiar wytrzyma�o	ci na 	ciskanie wykonano na 6 próbkach wg. [189] na maszynie 
wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91, a wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 

A
Ff c

c �                (4.1) 
 

Rys. 4.4. Badanie wytrzyma�o�ci na �ciskanie – 
próbka nr c1 w trakcie niszczenia. 

Rys. 4.5. Zniszczona próbka nr c3. 

 
Tab. 4.1. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�� �ciskanie 

nr próbki 

wymiary  
próbki 
a x b 
[mm] 

pole przekroju  
próbki 

A 
[mm2] 

si�a 
niszcz�ca 

Fc 
[N]

wytrzyma�o�	 
na �ciskanie 

fc 
[MPa] 

c1 126,5 x 123,5 15 622,75 240 000 15,36 
c2 129,0 x 123,0 15 867,00 256 000 16,13 
c3 124,0 x 129,0 15 996,00 280 000 17,50 
c4 126,5 x 123,5 15 622,75 240 000 15,36 
c5 129,0 x 123,0 15 867,00 256 000 16,13 
c6 126,5 x 123,5 15 622,75 240 000 15,36 

 
Tab. 4.2. rednia wytrzyma�o�� na �ciskanie oraz statystyczne opracowanie wyników* 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia �ciskania 
125-125 

liczba próbek  n [szt.] 6 
�rednia wytrzyma�o�	 na �ciskanie fc, �r [MPa] 15,97 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,78 
b��d �redni  sr [MPa] 0,39 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 4,78 
 

*Statystyczne opracowanie wyników bada� przeprowadzono na podstawie nast
puj�cych 
wzorów: 
– 	rednia arytmetyczna wytrzyma�o	� na 	ciskanie f  

 

n
f

f ic
c

7
�               (4.2) 
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– odchylenie standardowe s 

1
)( 2

�
�7

��
n

ff
s cic           (4.3) 

– b��d 	redni sr 	redniej arytmetycznej 

n
ssr ��            (4.4) 

– wspó�czynnik zmienno	ci � 

�
cf

s8 100           (4.5) 

 
Z przeprowadzonych bada� wytrzyma�o	ci na 	ciskanie otrzymano fc,�r=15,97 MPa, 

czyli wyniki lepsze ni� podane przez producenta cegie� fc=10 MPa. Do dalszych oblicze� 
przyj
to dane podane przez producenta. 
 
4.3.3. Badania zaprawy wapiennej BaumitBayosan Reinkalkputz RK 39 
 

W�asno	ci badanej zaprawy wapiennej BaumitBayosan Reinkalkputz RK 39 wg. 
[126]: 
– uziarnienie ok. 0 - 2,2 mm- wytrzyma�o	� na 	ciskanie po 28 dniach > 2,5 N/mm2. 
 
4.3.3.1. Oznaczenie wytrzyma�o�ci na zginanie 
 

Oznaczenie wytrzyma�o	ci na zginanie wykonano na 6 próbkach wg. [193] na 
przystosowanej do tego pomiaru przystawce (rys. 4.6) do maszyny wytrzyma�o	ciowej 
uniwersalnej ZDM 5/91, a wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 
 

3

5,1
b

lFf m
m


�           (4.6) 

 
przyjmuj�c  wg. [193] l = 100 mm oraz b = 40 mm. 
 

Rys. 4.6. Przystawka do badania wytrzyma�o�ci na 
zginanie w prasie mechanicznej wg [193]. 

Rys. 4.7. Badanie wytrzyma�o�ci na zginanie wg [193] 
– próbka nr 1. 
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Tab. 4.3. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�� na zginanie 

materia� 
nr 

próbki 
 

si�a 
niszcz�ca 

Fm 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na zginanie 

fm 
[MPa] 

beleczki z zaprawy 
o wymiarach 
40 - 40 - 160 

[mm] 

z1 380 0,89 
z2 360 0,84 
z3 360 0,84 
z4 370 0,87 
z5 380 0,89 
z6 360 0,84 

 
Tab. 4.4. rednia wytrzyma�o�� na zginanie oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] beleczka 
40 - 40 - 160 

liczba próbek  n [szt.] 6 
�rednia wytrzyma�o�	 na zginanie fm,�r [MPa] 0,86 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,02 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,008 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 0,23 
 
4.3.3.2. Oznaczenie wytrzyma�o�ci na �ciskanie 
 

Pomiar wytrzyma�o	ci na 	ciskanie wykonano na 12 próbkach wg. [191] na maszynie 
wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91, a wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 

 

A
Ff c

c �            (4.7) 
 

Wg. [191] przyj
to: A = 1600 mm2. 
 
Tab. 4.5. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�� na �ciskanie 

materia� nr 
próbki 

si�a 
niszcz�ca 

Fc 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na �ciskanie 

fc 
[MPa] 

próbki z zaprawy  
pozosta�e z badania na zginanie 

z1.1 4460 2,79 
z1.2 4400 2,75 
z2.1 4240 2,65 
z2.2 4300 2,69 
z3.1 4320 2,70 
z3.2 4300 2,69 
z4.1 4360 2,73 
z4.2 4400 2,75 
z5.1 4380 2,74 
z5.2 4340 2,71 
z6.1 4420 2,76 
z6.2 4390 2,74 

 

Tab. 4.6. rednia wytrzyma�o�� na �ciskanie oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia �ciskania 
40-40 

liczba próbek  n [szt.] 12 
�rednia wytrzyma�o�	 na �ciskanie fc, �r [MPa] 2,72 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,03 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,09 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 1,13 
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Rys. 3.9. Mocowanie siatki w p�ytkach stalowych. Rys. 3.10. Próbka siatki w maszynie 
wytrzyma�o�ciowej. 

 
4.3.4.1.1. Badania pojedynczej siatki o d�ugo�ci 500 mm i szeroko�ci 100 mm 
 

Badania wykonano na 4 próbkach siatki Ruredil X Mesh C10 (rys. 4.11 i 4.12). 
�cie�k
 równowagi statycznej i warto	� si�y zrywaj�cej przedstawiono na (rys. 4.13).  
 

 
Rys. 4.11. Zniszczenie próbki nr 1. Rys. 4.12. Zniszczenie próbki nr 2. 
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4.3.4.1.2. Badania podwójnej siatki o d�ugo�ci 500 mm i szeroko�ci 100 mm 
 

Badania wykonano na 3 próbkach siatki Ruredil X Mesh C10 (rys. 4.14 – 4.16). 
�cie�k
 równowagi statycznej i warto	� si�y zrywaj�cej przedstawiono na (rys. 4.17) a 
otrzymane wyniki w tab. 4.9. 
 

 
Rys.4.14. Zniszczenie próbki nr 5. Rys.4.15. Zniszczenie próbki nr 7. 

Rys.4.16. Zniszczenie próbki nr 6. 
 
Tab. 4.9. Wyniki bada� wytrzyma�o�ci na rozci�ganie (podwójna siatka) 

Nr Si�a  Szeroko�	  D�ugo�	 Ilo�	  Szeroko�	 Szeroko�	 Grubo�	  Pole Wytrzyma�o�	 Wyd�u�enie Odkszta�cenie 

próbki zrywaj�ca próbki  próbki wi�zek  wi�zki  efektywna wi�zki przekroju na próbki próbki 

         w próbce    siatki   próbki rozci�ganie     

  Ft a b i a1 d = i · a1 g A = d · g ft = Ft / A b1  � = (b1 / b) · 100

  [N] [mm] [mm] [-] [mm] [mm] [mm] [mm²] [MPa] [mm] [%] 

5   13 550     4 300 22 4 88 0,047 4,136 3 276 7,8 2,60 
6   13 400     4 300 22 4 88 0,047 4,136 3 240 8,4 2,80 
7   15 463     4 300 22 4 88 0,047 4,136 3 739 8,7 2,90 

�rednia   14 138     100 300 22 4 88 0,047 4,136 3 418 8,3 2,77 
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Zdecydowanie najlepsz� wytrzyma�o	� na rozci�ganie wykaza�y pojedyncze siatki z 
próbek 1, 2 i 3. Jak wida�, podwojenie siatki przynios�o wzrost si�y niszcz�cej o ok. 50 % w 
stosunku do si�y niszcz�cej pojedyncz� siatk
. 

Próbki nr 8 i 9 (podwójna siatka z drug� warstw� siatki zorientowan� pod k�tem ± 45° 
w stosunku do poprzedniej warstwy siatki) nie polepszy�y wyników bada�. Spowodowane 
jest to zbyt ma�� szeroko	ci� badanej siatki – w�ókna zorientowane pod k�tem ± 45° prawie w 
ogóle nie bior� udzia�u w rozci�ganiu (nie s� zamocowane z obu stron). 

Warto	� wytrzyma�o	ci na rozci�ganie dla próbki nr 10 jest znacznie ni�sza od 
pozosta�ych. 

Do dalszych oblicze� przyj
to dane podane przez producenta. 
 
4.3.5. Badania zaprawy mineralnej Ruredil X Mesh M25 
 

Do bada� w próbie zginania, 	ciskania i 	cinania wykorzystano maszyn
 
wytrzyma�o	ciow� – pras
 hydrauliczn� ZD-40. Wilgotno	� mierzono wilgotno	ciomierzem 
MTA 10. Wytrzyma�o	� na odrywanie mierzono przyrz�dem DYNA Z15.  

Badania wykonano na 2 rodzajach cegie� (zabytkowych – gotyckich oraz 
wspó�czesnych) o ró�nej wilgotno	ci. Wyniki pomiarów wilgotno	ci zestawiono w tab. 4.13. 

 
Tab. 4.13. Wyniki bada� wilgotno�ci cegie� 

materia� nr próbki wilgotno�	 zmierzona 
[%] 

wilgotno�	 rzeczywista 
[%] 

wilgotno�	 �rednia 
[%] 

ceg�a 
wspó�czesna 

sucha 

w1 6,5 4,6 

4,3 w2 6,0 4,2 
w3 6,2 4,3 
w4 5,8 4,1 

ceg�a 
wspó�czesna 

mokra 

w5 18,0 12,6 

12,7 w6 17,9 12,5 
w7 18,5 12,9 
w8 18,1 12,7 

ceg�a 
zabytkowa 

sucha 

w9 7,5 5,3 

5,1 w10 7,0 4,9 
w11 7,0 4,9 
w12 7,5 5,3 

ceg�a 
zabytkowa 

mokra 

w13 17,5 12,3 

12,1 w14 17,5 12,3 
w15 17,0 11,9 
w16 17,0 11,9 

 
4.3.5.1. Oznaczenie wytrzyma�o�� na zginanie 
 

Pomiar wytrzyma�o	ci na zginanie wykonano wg. [193] na przystosowanej do tego 
pomiaru przystawce (rys. 4.6) do maszyny wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91,  a 
wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 
 

3

5,1
b

lFf m
m


�           (4.11) 

 
przyjmuj�c  wg. [193] l = 100 mm oraz b = 40 mm. 
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Rys. 4.26. Badanie wytrzyma�o�ci na zginanie wg. 
[193] – próbka nr 3. 

 

Tab. 4.14. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�ci na zginanie 

materia� 
nr 

próbki 
 

si�a 
niszcz�ca 

Fm 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na zginanie 

fm 
[MPa] 

beleczki z zaprawy 
o wymiarach 
40 - 40 - 160 

[mm] 

z1 2000 4,7 
z2 2200 5,2 
z3 2000 4,7 
z4 2100 4,9 
z5 2200 5,2 
z6 2100 4,9 

 
Tab. 4.15. rednia wytrzyma�o�� na zginanie oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] beleczka 
40 - 40 - 160 

liczba próbek  n [szt.] 6 
�rednia wytrzyma�o�	 na zginanie fm, �r [MPa] 4,93 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,177 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,072 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 3,6 
 
4.3.5.2. Oznaczenie wytrzyma�o�ci na �ciskanie 
 

Pomiar wytrzyma�o	ci na 	ciskanie wykonano wg. [191] na maszynie 
wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91, a wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 

 

A
Ff c

c �            (4.12) 

 
Wg. [191] przyj
to: A = 1600 mm2. 
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Rys. 4.27. Badanie wytrzyma�o�ci na �ciskanie – 
próbka nr c2.1 – przed zniszczeniem. 

Rys. 4.28. Badanie wytrzyma�o�ci na �ciskanie – 
próbka nr c2.1 – w trakcie niszczenia. 

 

Tab. 4.16. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�ci na �ciskanie 

materia� nr 
próbki 

si�a 
niszcz�ca 

Fc 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na �ciskanie 

fc 
[MPa] 

próbki z zaprawy  
Ruredil 

c1.1 43000 28,9 
c1.2 37000 23,1 
c2.1 41000 25,6 
c2.2 37000 23,1 
c3.1 35000 21,9 
c3.2 35000 21,9 
c4.1 32000 20,0 
c4.2 31000 19,4 
c5.1 35000 21,9 
c5.2 35000 22,5 
c6.1 31000 19,4 
c6.2 35000 21,9 

 

Tab. 4.17. rednia wytrzyma�o�� na �ciskanie oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia �ciskania 
40-40 

liczba próbek  n [szt.] 12 
�rednia wytrzyma�o�	 na �ciskanie fc, �r [MPa] 22,5 
odchylenie standardowe  s [MPa] 1,81 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,52 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 8,06 
 

Rys. 4.29. Próbka nr c1.1 – po zniszczeniu. Rys. 4.30. Próbka nr c3.1 – po zniszczeniu. 
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Rys. 4.31. Próbka nr c1.2 – po zniszczeniu. 
 
4.3.5.3. Oznaczenie wytrzyma�o�ci na odrywanie zaprawy od ceg�y 
 

Badanie wykonano wg. [192] przyrz�dem DYNA Z15, a wytrzyma�o	� na odrywanie 
wyznaczono ze wzoru: 
 

2

4
D
Ff h

h 


�
%

           (4.13) 

 
Wg. [192] przyj
to: D = 50 mm. 
 
Tab. 4.18. Wyniki bada� wytrzyma�o�ci na odrywanie (porównanie ró�nych rodzajów cegie� i zapraw) 

materia� 

grubo�	 
warstwy 
zaprawy 

[mm] 

nr próbki 

obci��enie 
przy 

zniszczeniu 
Fh 
[N] 

wytrzyma�o�	 na 
odrywanie – 
zmierzona 

fh 
[MPa] 

sposób 
zniszczenia 
wg normy 

wytrzyma�o�	 na 
odrywanie – 

�rednia 
fh, �r 

[MPa] 

ceg�a 
wspó�czesna 

sucha 
 

5 o5 4500 2,29 A/B 

2,328 5 o6 4600 2,34 A/B 
5 o7 4500 2,29 A/B 
5 o8 4700 2,39 A/B 

ceg�a 
wspó�czesna 

sucha 
 

20 o13 4400 2,24 A/B 

2,265 20 o14 4500 2,29 A/B 
20 o15 4400 2,24 A/B 
20 o16 4500 2,29 A/B 

ceg�a zabytkowa 
sucha 

 

5 o17 2100 1,08 A 

1,10 5 o18 2200 1,12 A 
5 o19 2200 1,12 A 
5 o20 2100 1,08 A 

ceg�a zabytkowa 
mokra 

 

5 o21 1200 0,60 A 

0,60 5 o22 1200 0,60 A 
5 o23 1200 0,60 A 
5 o24 1200 0,60 A 

ceg�a zabytkowa 
sucha 

/zaprawa cem-
wap/ 

5 o25 850 0,43 B 

0,44 5 o26 900 0,46 B 
5 o27 890 0,45 B 
5 o28 830 0,42 B 

ceg�a zabytkowa 
mokra 

/zaprawa cem-
wap/ 

5 o29 650 0,33 A 

0,33 5 o30 600 0,30 A – 70% 
B – 30% 

5 o31 720 0,36 A 
5 o32 650 0,33 A 
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Posta� zniszczenia wg. [192] : 
A – zniszczenie kohezyjne w warstwie pod�o�a ceglanego, 
A/B – zniszczenie adhezyjne pomi
dzy pod�o�em a warstw� zaprawy, 
B – zniszczenie kohezyjne w warstwie zaprawy. 
Wg. [192]  je	li wyst
puje kombinacja powy�szych typów zniszczenia, nale�y przez wizualn� 
ocen
 zniszczonej powierzchni okre	li� procentowy udzia� poszczególnych typów – jak w 
tab. 4.18. 
 

Tab. 4.19. Statystyczne opracowanie wyników bada� wytrzyma�o�ci na odrywanie 

rodzaj 
badanej 
próbki 

�rednia arytmetyczna 
wytrzyma�o�	 na 

rozci�ganie 

odchylenie �rednie 
 

b��d �redni �redniej 
arytmetycznej 

wspó�czynnik 
zmienno�ci 

fh, �r s sr � 
ceg�a wspó�czesna 

sucha 
/zaprawa Ruredil/ 

2,328 0,038 0,01875 1,611 

ceg�a wspó�czesna 
sucha 

/zaprawa Ruredil/ gr. 
20 mm 

2,265 0,025 0,01250 1,104 

ceg�a zabytkowa 
sucha 

/zaprawa cem-wap/ 
0,440 0,015 0,00750 3,409 

ceg�a zabytkowa 
mokra 

/zaprawa cem-wap/ 
0,330 0,015 0,00750 4,545 

 

Fot. 4.32. Przygotowywanie próby na odrywanie wg. [192]. 
 

Rys. 4.33. Badanie wytrzyma�o�ci na odrywanie – 
próbka o1. 

Rys. 4.34. Badanie wytrzyma�o�ci na odrywanie – 
próbka o2. 
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Rys. 4.35. Próbka o6  – po zniszczeniu. Rys. 4.36. Próbki o15 i o16  – po zniszczeniu. 
 
4.3.5.4. Oznaczenie wytrzyma�o�ci elementu murowego na �cinanie  
 

Badanie wykonano wg. [190] na maszynie wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 
5/91 (rys. 3.37), a wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 

 

i

v
voi A

Ff
2

�
 

          (4.14)
 

 

Przyj
to: Ai = 244,8 cm2 = 24.480 mm2 /dla próbki z ceg�y wspó�czesnej/ 
  Ai = 243,75 cm2 = 24.375 mm2 /dla próbki z ceg�y zabytkowej/ 
 
Tab. 4.20. Wyniki bada� wytrzyma�o�ci na �cinanie 

materia� nr 
próbki 

obci��enie 
przy 

zniszczeniu 
Fv 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na �cinanie 

fvoi 
[MPa] 

sposób zniszczenia wg normy 

wytrzyma�o�	 
na �cinanie – 

�rednia 
fvoi, �r 
[MPa] 

element 
murowy – 

ceg�y 
wspó�czesne 

s1 22400 0,458 
�cinanie wewn�trz zaprawy (rys. 3.40) 
�cinanie na styku element murowy – 

zaprawa (rys. 3.41) 0,466 
s2 23200 0,474 �cinanie wewn�trz zaprawy 

element 
murowy – 

ceg�y 
zabytkowe 

s3 30000 0,615 �cinanie na styku element murowy – 
zaprawa (rys. 3.43) 0,625 

s4 31000 0,635 �cinanie w elemencie murowym 

 

Rys. 4.37. Próbka s1 w maszynie wytrzyma�o�ciowej uniwersalnej ZDM 5/91. 
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Przeprowadzone badania mia�y na celu weryfikacj
 warto	ci podanych przez 

producenta. Do dalszych bada� przyj
to te w�a	nie dane. 
 
4.3.6. Badania ta�m CFRP 
 

Badanie wykonano opieraj�c si
 na  [195], [12]. Z ta	m S&P Lamelle CFK 150/2000 
(o przekroju 100/1.4) przygotowano próbki o wymiarach 250-15 mm. Warto	� napr
�enia 
przy zrywaniu obliczono wg wzoru: 

Rys. 4.38. Próbka s1 w trakcie badania. Rys. 4.39. Próbka s1 – widoczna powierzchnia 
�cinania. 

Rys. 4.40. Próbka s1 – sposób zniszczenia. Rys. 4.41. Próbka s1 – sposób zniszczenia. 

Rys. 4.42. Próbka s3 w maszynie 
wytrzyma�o�ciowej. 

Rys. 4.43. Próbka s3 – sposób zniszczenia. 
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A
F

��            (4.15) 

 

Na ko�cach próbek przyklejono za pomoc� dwusk�adnikowego kleju na bazie �ywicy 
epoksydowej Resin 55 po dwie podk�adki aluminiowe (50-15-1,4 mm), umo�liwiaj�ce 
zamocowanie ich w szcz
kach maszyny wytrzyma�o	ciowej (prasa mechaniczna uniwersalna 
ZDM 10/91). Tensometr elektrooporowy RL 120/20, do pomiaru odkszta�ce� pod�u�nych, 
zosta� umieszczony w po�owie d�ugo	ci ka�dej z próbek (rys. 4.44). Modu� spr
�ysto	ci ta	m 
wyznaczono w przedziale od 0,1 do 0,4 warto	ci napr
�enia niszcz�cego. 
 

 Tab. 4.21. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�ci na rozci�ganie 

materia� 
nr 

próbki 
 

si�a 
niszcz�ca 

Ft 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na rozci�ganie 

ft 
[MPa] 

modu� 
spr��ysto�ci 

Et 
[GPa] 

próbki 
o wymiarach 
50-15-1,4 

[mm] 

t1 58800 2800 164,15 
t2 57876 2756 163,90 
t3 62244 2964 164,05 
t4 60060 2860 164,25 
t5 59325 2825 164,35 

 

Rys. 4.44.  Badanie próbki ta�my CFRP w maszynie wytrzyma�o�ciowej ZDM 10/91 
(widoczny tensometr elektrooporowy). 

 

Tab. 4.22.  Wyniki bada� modu�u spr��ysto�ci ta�my CFK 150/2000 przy rozci�ganiu 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia rozci�gania 
15x1,4 

liczba próbek  n [szt.] 5 
�redni modu� spr��ysto�ci  przy rozci�ganiu ta�my  Et, �r [GPa] 164,15 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,132 
b��d �redni  sr [MPa] 0,059 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 0,08 
 

Badania mia�y charakter weryfikacyjny. Otrzymana warto	� modu�u w badaniu - 
164,15 GPa - jest zbli�ona do warto	ci deklarowanej przez producenta - 165 GPa. W dalszych 
rozwa�aniach przyj
to t� drug� warto	�. Modu�u spr
�ysto	ci ta	my przy 	ciskaniu nie 
badano. 
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4.3.7. Badania kompozycji klejowej na bazie �ywicy epoksydowej Epidian 5 
 
4.3.7.1. Oznaczanie wytrzyma�o�ci kompozycji klejowej na zginanie 
 

Badanie wytrzyma�o	ci na zginanie kompozycji klejowej na bazie �ywicy 
epoksydowej Epidian 5 przeprowadzono wg. [193] na przystosowanej do tego pomiaru 
przystawce (rys. 4.45) do maszyny wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91,  a 
wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 
 

3

5,1
b

lFf m
m


�           (4.16) 

 
przyjmuj�c  wg. [193] l = 100 mm oraz b = 40 mm. 
 

Tab. 4.23. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�ci na zginanie wg. [193] 

materia� 
nr 

próbki 
 

si�a 
niszcz�ca 

Fm 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na zginanie 

fm 
[MPa] 

beleczki z kompozycji 
epoksydowej wg [1] 

o wymiarach 
40 - 40 - 160 

[mm] 

k1 17600 41,254 
k2 17600 41,254 
k3 17800 41,723 
k4 17700 41,489 
k5 17800 41,723 

 
Tab. 4.24.  Wyniki bada� wytrzyma�o�ci kompozycji klejowej na zginanie wg. [193] 

kszta�t i wymiary próbki [mm] beleczka 40-40-160  
liczba próbek  n [szt.] 5 
�rednia wytrzyma�o�	 na zginanie fm, �r  [MPa] 41,49 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,188 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,09 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 0,45 
 

4.45. Badanie wytrzyma�o�ci kompozycji klejowej na zginanie wg. [193]. 
 
4.3.7.2. Oznaczanie wytrzyma�o�ci kompozycji klejowej na �ciskanie 
 

Pomiar wytrzyma�o	ci na 	ciskanie kompozycji klejowej na bazie �ywicy 
epoksydowej Epidian 5 wykonano wg. [191] na przystosowanej do tego pomiaru przystawce 
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(rys. 4.45) do maszyny wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91, a wytrzyma�o	� 
wyznaczono ze wzoru: 

 

A
Ff c

c �            (4.17) 

 
Wg. [191] przyj
to: A = 1600 mm2 
 

Badanie wytrzyma�o	ci na 	ciskanie wykonano na próbkach z�amanych w czasie 
badania wytrzyma�o	ci na zginanie. 
 

4.46. Badanie wytrzyma�o�ci kompozycji klejowej na �ciskanie wg. [191]. 
 

Tab. 4.25. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�ci na �ciskanie 

materia� nr 
próbki 

si�a 
niszcz�ca 

Fc 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na �ciskanie 

fc 
[MPa] 

próbki z kompozycji 
epoksydowej  

wg. [186] 
pozosta�e z badania na �ciskanie 

k1.1 167680 104,8 
k1.2 167680 104,8 
k2.1 168960 105,6 
k2.2 168800 105,5 
k3.1 173440 108,4 
k3.2 173600 108,5 
k4.1 174080 108,8 
k4.2 174240 108,9 
k5.1 171040 106,9 
k5.2 170880 106,8 
k6.1 171200 107,0 
k6.2 170880 106,8 

 
Tab. 4.26. rednia wytrzyma�o�� na �ciskanie oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia �ciskania 
40-40 

liczba próbek  n [szt.] 12 
�rednia wytrzyma�o�	 na �ciskanie fc, �r [MPa] 106,9 
odchylenie standardowe  s [MPa] 1,183 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,592 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 1,11 
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4.3.7.3. Oznaczanie wytrzyma�o�ci kompozycji klejowej na �cinanie 
 

Badanie wykonano wg. [190] na maszynie wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 
5/91 (rys. 3.37), a wytrzyma�o	� wyznaczono ze wzoru: 
 

hb
Ff v

v 
�

 
          (4.18)

 
 
Tab. 4.27. Wyniki bada� wytrzyma�o�ci na �cinanie 

nr próbki 

wymiary powierzchni 
�cinanej 

b x h 
[mm] 

powierzchnia 
�cinania 

A 
[mm2] 

si�a 
�cinaj�ca 

Ft 
[N] 

wytrzyma�o�	 na 
�cinanie wi�zania 

fv 
[MPa] 

1 100,5 x 91,3 9175,65 27500 3,00 
2 100,6 x 92,4 9295,44 31400 3,38 
3 100,5 x 91,4 9185,70 26800 2,92 
4 100,5 x 91,3 9175,65 27500 3,00 
5 100,5 x 91,4 9185,70 26800 2,92 
6 100,6 x 92,4 9295,44 31400 3,38 

 
Tab. 4.28. rednia wytrzyma�o�� na �cinanie oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia �ciskania 
40-40 

liczba próbek  n [szt.] 6 
�rednia wytrzyma�o�	 na �ciskanie fv, �r [MPa] 3,1 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,187 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,093 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 6,02 
 
4.3.7.4. Oznaczenie wytrzyma�o�ci na odrywanie kompozycji klejowej od ceg�y 
 

Badanie wykonano wg. [192] przyrz�dem DYNA Z15, a wytrzyma�o	� na odrywanie 
wyznaczono ze wzoru: 

 

2

4
D
F

f h
h 


�
%

           (4.19) 

 
Wg. [192] przyj
to: D = 50 mm. 
 
Tab. 4.29. Wyniki bada� wytrzyma�o�ci na odrywanie kompozycji klejowej od ceg�y 

materia� nr próbki 

obci��enie przy 
zniszczeniu 

Fh 
[kN] 

wytrzyma�o�	 na 
odrywanie – zmierzona 

fh 
[MPa] 

sposób 
zniszczenia wg 

normy 

ceg�a wspó�czesna 
o1 7100 3,60 A 
o2 6600 3,35 A 
o3 7400 3,80 A 

 

Typy zniszczenia wg [192] : 
A – zniszczenie kohezyjne w warstwie pod�o�a ceglanego. 
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Tab. 4.30. rednia wytrzyma�o�� na odrywanie kompozycji od ceg�y oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] powierzchnia odrywania 
1963,5 mm2 

liczba próbek  n [szt.] 3 
�rednia wytrzyma�o�	 na odrywanie fh, �r [MPa] 3,60 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,156 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,09 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 4,34 
 
4.3.8. Badania stalowych pr�tów �ebrowanych Ø 8 i pr�tów gwintowanych �8 
 

Oznaczenie wytrzyma�o	ci na rozci�ganie wykonano na 3 próbkach (z ka�dego 
rodzaju pr
tów) wykorzystuj�c maszyn
 wytrzyma�o	ciow� uniwersaln� ZDM 5/91. 
Jako obliczeniowe pola przekroju badanych pr
tów przyj
to: 
- dla pr
tów ze stali �ebrowanej �8 wg. wzoru  
 

t
SO L

mA



�
,

1000
          (4.20) 

      
- dla pr
tów ze stali gwintowanej �8 wg. informacji zawartych w [185]. 
 

Tab. 4.31. Obliczeniowe pola przekroju badanych pr�tów    

rodzaj pr�ta 

�rednica znamionowa 
próbki 

 
[mm] 

znamionowe pole 
przekroju próbki 

 
[mm2] 

obliczeniowe pole 
przekroju próbki 

ASO 
[mm2] 

pr�t �ebrowany �8 50,27 52,66 
pr�t gwintowany �8 50,27 31,37 

 
W przypadku obu rodzajów pr
tów stalowych wyznaczono wytrzyma�o	� na rozci�ganie 
korzystaj�c ze wzoru: 
 

SO

t
t A

Ff �            (4.21) 

 
 

Rys. 4.47. cie�ki równowagi statycznej wraz z si�� 
zrywaj�c� dla próbek z pr�ta �ebrowanego.

Rys. 4.48. cie�ki równowagi statycznej wraz z si�� 
zrywaj�c� dla próbek z pr�ta �ebrowanego. 
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Tab. 4.32. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej oraz wytrzyma�o�ci na rozci�ganie 

materia� 
nr 

próbki 
 

si�a 
niszcz�ca 

Ft 
[N] 

wytrzyma�o�	 
na rozci�ganie 

ft 
[MPa] 

stal �ebrowana �8 
p1 31150 591,5 
p2 31250 593,4 
p3 31200 592,5 

stal gwintowana �8 
p4 17600 561,0 
p5 18900 602,5 
P6 19650 626,4 

 
Tab. 4.33. rednia wytrzyma�o�� na rozci�ganie stali pr�tów oraz statystyczne opracowanie wyników 

kszta�t i wymiary próbki [mm] 
pr�t �ebrowany �8   

powierzchnia przekroju 
52,66 mm2 

pr�t gwintowany �8  
powierzchnia przekroju 

31,37 mm2 
liczba próbek  n [szt.] 3 3 
�rednia wytrzyma�o�	 na rozci�ganie ft, �r [MPa] 592,5 596,6 
odchylenie standardowe  s [MPa] 0,64 23,76 
b��d �redni  sr  [MPa] 0,37 13,72 
wspó�czynnik zmienno�ci  � [%] 0,109 3,98 
 

 Bazuj�c na powy�szych wynikach bada�, w dalszych rozwa�aniach przyj
to dla obu 
rodzajów zastosowanych elementów stalowych E=210 GPa. 
 

 
Rys. 4.49.  Próbka pr�ta �ebrowanego w maszynie 

wytrzyma�o�ciowej podczas próby rozci�gania. 
Rys. 4.50.  Próbka pr�ta gwintowanego w maszynie 

wytrzyma�o�ciowej podczas próby rozci�gania. 

Rys. 4.51. Próbki pr�tów �ebrowanych po 
zniszczeniu. 

Rys. 4.52. Próbki pr�tów gwintowanych po 
zniszczeniu. 
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4.3.9. Badanie wytrzyma�o�ci po�
czenia klejowego ”pr�t stalowy – mur” 
 
 Badania wytrzyma�o	ci po��czenia ”pr
t stalowy – klej – mur” wykonano na 3 
próbkach. Próbki wykonano stosuj�c pr
t gwintowany �8 wklejony za pomoc� kompozycji 
klejowej na bazie �ywicy epoksydowej Epidian 5 w element murowy (jak na rys. 4.53) na 
g�
boko	ci 10 cm. 
 Pomiaru wielko	ci si�y wyrywaj�cej dokonano umieszczaj�c próbki w maszynie 
wytrzyma�o	ciowej uniwersalnej ZDM 5/91 w specjalnie do tego celu sporz�dzonej 
przystawce.  Wyniki pomiaru si�y wyrywaj�cej oraz opis postaci zniszczenia po��czenia 
przedstawiono w tab. 4.34. 
 
Tab. 4.32. Wyniki pomiarów si�y niszcz�cej uk�ad 

materia� nr próbki 

obci��enie przy 
zniszczeniu 

F 
[N] 

sposób zniszczenia 

po��czenie ”pr�t stalowy – 
klej – mur” 

u1 120 000 zniszczenie w cegle 
u2 156 000 zniszczenie w cegle 
u3 132 000 zniszczenie w cegle 

 

 
Rys. 4.55.  Posta� zniszczenia po��czenia „pr�t stalowy – klej – mur”. 

 
Rys. 4.53. Próbka nr 2 podczas próby wyrywania. Rys. 4.54. Zniszczona próbka nr 3. 
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Wszystkie badane próbki uleg�y zniszczeniu poprzez zniszczenie kohezyjne materia�u 
muru. Uwidoczni�a si
 posta� zniszczenia zwi�zana z koncentracj� napr
�e� stycznych w 
przekroju w pocz�tku po��czenia (posta� zniszczenia z wyrwanym z o	rodka kotwi�cego 
charakterystycznym sto�kiem – rys. 4.55). Badanie potwierdza przydatno	� zakotwienia 
klejowego pr
tów stalowych przy stosowaniu ich we wzmacnianiu konstrukcji ceglanych. 
 
4.4. Badania laboratoryjne na modelach w skali technicznej 
 

Badania na modelach w skali technicznej przeprowadzono w laboratorium Instytutu 
Budownictwa Politechniki Wroc�awskiej w czerwcu, lipcu i sierpniu 2007 r.  
 
4.4.1. Opis modeli badawczych 
 

Badania wykonano na 7 �ukach ceglanych o wysoko	ci przekroju – grubo	ci 0,12 m, 
szeroko	ci 0,77 m, rozpi
to	ci 4 m i promieniu 2 m ka�dy – rys. 4.56. �uki o kszta�cie koleby 
wymurowano z materia�ów przypominaj�cych swoimi cechami materia�y w obiektach 
zabytkowych (ceg�y pe�nej ceramicznej klasy 10 oraz zaprawy wapiennej BaumitBayosan 
Reinkalkputz RK 39), korzystaj�c z deskowania przeno	nego typu TOP50 firmy DOKA (rys. 
4.57). Deskowania u�yto jako zabezpieczenia, natomiast kr��yny starano si
 wykona� w tzw. 
technice „z wolnej r
ki” generuj�c w ten sposób imperfekcje obecne zwykle w sklepieniach 
historycznych ju� w fazie wykonywania. Schemat statyczny podparcia i obci��enia we 
wszystkich badanych �ukach zrealizowano w ten sam sposób (rys. 4.56). Wszystkie modele 
�uków poddano monotonicznie narastaj�cym obci��eniom statycznym realizowanym na ca�ej 
szeroko	ci �uku, w 1/3 rozpi
to	ci przez si�ownik, a� do zniszczenia. 
 
Ka�dy z �uków zosta� wzmocniony w inny sposób. 
� Model A1 – �uk niewzmocniony – �uk 	wiadkowy. 

 
� Model A2 – �uk wzmocniony za pomoc� materia�u FRCM – siatki z w�ókna w
glowego 

Ruredil X Mesh C10 osadzonej w zaprawie Ruredil X Mesh M25 po stronie grzbietowej. 
 

� Model A3 – �uk wzmocniony za pomoc� 2 ta	m w
glowych CFRP S&P Lamelle CFK 
150/2000 (o przekroju 100/1.4) doklejonych w rozstawie osiowym 40 cm po stronie 
grzbietowej oraz materia�u FRCM – siatki z w�ókna w
glowego Ruredil X Mesh C10 
osadzonej w zaprawie Ruredil X Mesh M25 po stronie grzbietowej. 

 
� Model A4 – �uk wzmocniony za pomoc� materia�u FRCM – siatki z w�ókna w
glowego 

Ruredil X Mesh C10 osadzonej w zaprawie Ruredil X Mesh M25 po stronie grzbietowej 
oraz po stronie podniebienia �uku. 

 
� Model A5 – �uk wzmocniony za pomoc� pr
tów stalowych ø 8 osadzonych w bruzdach 

wykonanych w powierzchni grzbietowej �uku ceglanego, wklejonych za pomoc� 
kompozycji klejowej na bazie  �ywicy epoksydowej Epidian 5. 

 
� Model A6 – �uk wzmocniony 2 ta	mami w
glowymi CFRP S& P Lamelle CFK 150/2000 

(o przekroju 100/1.4) przyklejonymi w rozstawie osiowym 40 cm po stronie grzbietowej. 
 
� Model A7 – �uk wzmocniony za pomoc� d�wigara z drewna klejonego warstwowo klasy 

GL24 po��czonego z �ukiem ceglanym przy u�yciu stalowych kotew wklejanych ø 8 (po 
stronie grzbietowej �uku). 
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Materia�y u�yte do wzmocnie�: 
 
Ta	my FRP – specyfikacj
 u�ytych do wzmacniania ta	m podano w tab. 4.33, [10]. Do 
doklejania ta	m u�yto kompozycji klejowej na bazie �ywicy epoksydowej Epidian 5 z 
dodatkiem m�czki kwarcowej, (rozdz. 3.5.1). 
 
Tab. 4.33.  Dane techniczne zastosowanych ta�m S&P Lamelle CFK 150/2000 

rodzaj ta�my  S&P Lamelle CFK 
150/2000 

szeroko�	 ta�my  bf [mm] 100 
grubo�	 ta�my  tf [mm] 1,4 
modu� Younga  E [GPa] > 168 
wytrzyma�o�	 na rozci�ganie  ft [MPa] > 2800 
odkszta�cenie przy zerwaniu  � [%] > 1,5 
 
Ta	my CFRP s� fabrycznie przygotowane do klejenia z jednej strony; ta	my przed 
wklejeniem zosta�y oczyszczone i odt�uszczone przy u�yciu acetonu technicznego [243]; 
 
Siatki Ruredil X Mesh C10 – dane techniczne u�ytych do wzmacniania siatek podano w tab. 
4.34 i tab. 4.35; do klejenia siatek u�yto gotowej zaprawy systemowej Ruredil X Mesh C15, 
której dane techniczne podano w tab. 4.36 [127]. 
 
Tab. 4.34.  W�a�ciwo�ci mechaniczne w�ókna w�glowego u�ytego w siatce Ruredil X Mesh C10 

rodzaj siatki  Ruredil X Mesh C10 
g�sto�	 w�ókien [g/cm3] 1,78 
modu� Younga  E [GPa] 240 
wytrzyma�o�	 na rozci�ganie  ft [MPa] 4800 
odkszta�cenie przy zerwaniu  �  [%] 1,8 
 
Tab. 4.35.  Dane techniczne zastosowanych siatek Ruredil X Mesh C10 

rodzaj siatki  Ruredil X Mesh 
C10 

ci��ar w�ókien w�glowych w siatce [g/m2] 168 
grubo�	 obliczeniowa przekroju w�ókien w�glowych w kierunku 0° lub 90° [mm] 0,047 
obci��enie zrywaj�ce w kierunku 0° i 90° [Kg/cm] > 160 
 
Tab. 4.36.  W�a�ciwo�ci zaprawy Ruredil X Mesh M25 

rodzaj zaprawy  Ruredil X Mesh M25 
wytrzyma�o�	 na �ciskanie  fc [N/mm2] 38 
wytrzyma�o�	 na zginanie  fm  [N/mm2] 7,5 
modu� Younga  E [MPa] 15 000 
 
Pr
ty stalowe �ebrowane i gwintowane �8 – dane techniczne u�ytych do wzmacniania 
pr
tów podano w [185], [186]; do wklejania pr
tów u�yto kompozycji klejowej na bazie 
�ywicy epoksydowej Epidian 5 z dodatkiem m�czki kwarcowej. 
 
D�wigar z drewna klejonego warstwowo klasy GL24 – dane techniczne u�ytego do 
wzmacniania d�wigara podano w [194]; do po��czenia d�wigara z �ukiem ceglanym u�yto 
kotew stalowych gwintowanych �8 wklejonych w �uk za pomoc� kompozycji klejowej na 
bazie �ywicy epoksydowej Epidian 5 z dodatkiem m�czki kwarcowej. 
 
 



 147 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

4. Badania do�wiadczalne w�asne 

4.4.2. Opis stanowiska badawczego i urz
dze� pomiarowych 
 

Stanowisko badawcze przedstawiono na rys. 3.58. Zastosowano si�ownik hydrauliczny 
o zakresie 0-100 kN firmy VEB Verkzeugstoffprüfmaschine Leipzig oraz si�omierz 
tensometryczny ETP 7920-10 o zakresie do 100 kN, klasy 0,5%, firmy MOM Kalibergyár. 
Do rejestracji wyników przemieszcze� u�yto indukcyjnych czujników przemieszcze� W50 
TS o zakresie pomiarowym +/– 50 mm, klasy 0,5%, firmy Hottinger Baldwin Messtechnik 
sprz
�onych z komputerem PC (wyposa�onym w oprogramowanie CATMAN firmy 
Hottinger Baldwin Messtechnik do wspó�pracy komputera z urz�dzeniami pomiarowymi tej 
firmy) oraz wielokana�owego systemu pomiarowego UPM 100 firmy Hottinger Baldwin 
Messtechnik. 
Podczas badania rejestrowano: 
� warto	ci si�y obci��aj�cej –  za pomoc� komputera, 
� ugi
cia �uków –  czujniki indukcyjne, 
� odkszta�cenia w ta	mie w
glowej – tensometry elektrooporowe typu RL 120/20 o 

bazie pomiarowej 20 mm, 
� odkszta�cenia w d�wigarze z drewna klejonego –  tensometry elektrooporowe typu RL 

120/20 o bazie pomiarowej 20 mm, 
� odkszta�cenia w pr
tach stalowych �ebrowanych ø 8 wklejonych w �uk – tensometry 

elektrooporowe typu RL 120/20 o bazie pomiarowej 20 mm, 
� odkszta�cenia kotew stalowych gwintowanych ø 8 ��cz�cych d�wigar z drewna 

klejonego – tensometry elektrooporowe typu RL 120/20 o bazie pomiarowej 20 mm, 
� warto	� si�y niszcz�cej – rejestracja komputerowa, 
� sposób zniszczenia – opis i dokumentacja fotograficzna. 

 

Tensometry elektrooporowe na ta	mach i pr
tach stalowych zosta�y naklejone na ca�ej 
ich d�ugo	ci zgodnie z rysunkami towarzysz�cymi ka�demu z wykresów przedstawionych w 
rozdz. 4.43, a na d�wigarze drewnianym i kotwach stalowych tylko w wybranych miejscach. 
Tensometry na ta	mach zatopionych w kompozycji klejowej lub pokrytych wzmocnieniem 
FRCM zosta�y zabezpieczone woskiem pszczelim. 
 

 
Rys. 4.58. Stanowisko badawcze. Rozmieszczenie czujników indukcyjnych – �uk A2. 

Si�ownik 

Czujniki 
indukcyjne 

�ci�g 
stalowy 

Czujniki 
indukcyjne 
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Rys. 4.59. Zestaw komputerowy do pomiaru si�y, przemieszcze� oraz odkszta�ce�. 

 
Strefy, w których zaproponowano za�o�enie czujników indukcyjnych w ka�dym z 

�uków (rys. 4.60) wyznaczono dwiema metodami: metod� elementów sko�czonych MES (rys. 
4.61 – 4.62) oraz przy pomocy programu RING (rys. 4.63). Wyznaczone tymi sposobami 
miejsca wyst�pienia przewidywanych przegubów w �uku A1 znajduj� si
 w tych samych 
strefach, co z du�ym prawdopodobie�stwem potwierdza prawid�owo	� przeprowadzonych 
symulacji.  
 

Rys. 4.60. Miejsca rozmieszczenia punktów pomiarowych – czujników indukcyjnych. 
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Rys. 4.61. Deformacje w �uku A1 - wyniki z oblicze� MES (I-Deas) (skala zniekszta�cona). 

 

 

Rys. 4.62. Deformacje w �uku A1 – wyniki z oblicze� MES (Abaqus 6.51) – model ograniczony do cz��ci 
�uku pomi�dzy szczytami poszerzonych wezg�owi (l=3,30 m). 
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Rys. 4.63. Deformacje w �uku A1 - wyniki z programu RING (skala zniekszta�cona). 

 
Nale�y zauwa�y�, �e RING (w wersji 1.5) jest programem do szybkiej analizy 

niewzmocnionych �uków ceglanych. Oprogramowanie bazuje na numerycznym 
wykorzystaniu metody analizy ”mechanizmów” zaproponowanej przez Heymana [101]. 

Do podobnej analizy mo�na wykorzysta� równie� programy ArchieM lub ARCO. 
Oprogramowanie to bazuje na zasadzie zachowania równowagi w metodzie analizy 
plastycznej. Zgodnie z t� zasad� �uk ceglany jest w stanie równowagi, je	li pod wp�ywem 
ci
�aru w�asnego i zewn
trznych obci��e� mo�liwe jest wyznaczenie linii ci	nie�, która 
mie	ci si
 ca�kowicie w grubo	ci przekroju, a napr
�enia 	ciskaj�ce s� wystarczaj�co niskie. 
Zastosowanie teorii plastyczno	ci w studiach nad konstrukcjami ceglanymi zapocz�tkowa� 
Heyman w swojej pracy The stone skeleton, [104]. 
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4.4.3. Wyniki bada� 
 
4.4.3.1. Badania modelu niewzmocnionego – model A1 – �uk �wiadkowy 
 

Jako pierwszy poddano badaniom model A1 – niewzmocniony (rys. 4.64), b
d�cy 
�ukiem 	wiadkowym. Obci��enie realizowano zgodnie z planem przedstawionym we 
wcze	niejszej cz
	ci tego rozdzia�u na stanowisku badawczym jak na rys. 4.59.  
 
 

 

 

Rys. 4.64. Model �uku A1 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A. 



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

4. Badania do�wiadczalne w�asne 
152 

 
Rys. 4.65. �uk A1 – widok ogólny (opisane podpory A i B). 

  

Rys. 4.66. �uk A1 (po lewej) w trakcie murowania. Rys. 4.67. Podpora B oraz pozosta�o�ci �uku A1. 

Rys. 4.68. Podpora A po zniszczeniu �uku A1.

A B 
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Podczas badania wyznaczono 	cie�k
 równowagi statycznej (rys. 4.69) oraz 
zmierzono si�
 niszcz�c� dla tego modelu wynosz�c� 2,882 kN. Mierzono równie� 
przemieszczenia w wyznaczonych na wst
pnym etapie bada� przekrojach. Wyniki tych 
pomiarów pokazano w tab. 4.33. oraz na rys. 4.73 a zale�no	� pomi
dzy nimi przedstawiono 
na rys . 4.70.  
 
Tab. 4.33. Wyniki pomiarów przemieszcze� w �uku A1 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u* 
[kN] [mm] 

0 0 0 0 0 0 
1 -0,598 0,2375 0,5575 0,120 -0,188 

2,882 -9,483 2,130 4,8285 0,125 -3,858 
* warto�ci ujemne przemieszcze
 obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 

 
Rys. 4.69. cie�ka równowagi statycznej dla �uku A1. 

 
Rys. 4.70. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych w �uku A1. 

Przemieszczenie u [mm]
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Na rys. 4.71 przedstawiono rzeczywist� posta� zniszczenia, a na rys. 4.72 model 
zniszczenia �uku A1 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 

Rys. 4.71. Posta� zniszczenia �uku A1 – zaznaczone powsta�e przeguby (si�a niszcz�ca 2,882 kN). 

Rys. 4.72. Model zniszczenia �uku A1 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 
 Zgodnie z przewidywaniami oraz informacjami zawartymi w literaturze, w 
niewzmocnionym �uku A1 w trakcie niszczenia powsta�y 4 przeguby. 



 

 
 

 
Rys. 4.73. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A1. 
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4.4.3.2. Badania modelu �uku wzmocnionego za pomoc
 materia�u FRCM – siatki z 
w�ókna w�glowego Ruredil X Mesh C10 osadzonej w zaprawie Ruredil X Mesh 
M25 po stronie grzbietowej – model A2 

 
Model skonstruowano jak na rys. 4.74. Obci��enie realizowano identycznie jak dla �uku A1. 
 

1 
2 

3 

Rys. 4.74. Model �uku A2 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A oraz kolejne etapy wzmacniania (1-3). 



 157 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

4. Badania do�wiadczalne w�asne 

Rys. 4.75. �uk A2 – widok ogólny (opisane podpory A i B). 
 

Na rys. 4.75 – 4.79 przedstawiono model badawczy (równie� w trakcie budowy), a na 
rys. 4.80 – 4.84 – zachowanie �uku podczas badania. 

Wyznaczono 	cie�k
 równowagi statycznej (rys. 4.85) oraz zmierzono si�
 niszcz�c� 
dla tego modelu wynosz�c� 10,866 kN. Mierzono równie� przemieszczenia w wyznaczonych 
przekrojach. Wyniki tych pomiarów pokazano w tab. 4.34. oraz na rys. 4.94 a zale�no	� 
pomi
dzy nimi przedstawiono na rys . 4.86.  
 

Rys. 4.76. �uk A2 i materia�y do wzmocnienia (siatka 
z w�ókna w�glowego i zaprawa mineralna). 

Rys. 4.77. Naklejanie siatki  z w�ókna w�glowego  na 
�uk A2. 

 

B A 
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Rys. 4.80. Zarysowanie pod miejscem przy�o�enia 
obci��enia (si�a ok. 3 kN). 

Rys. 4.81. Zarysowanie i �ci�cie spoiny pod 
miejscem przy�o�enia obci��enia (si�a ok. 8 kN). 

 

 

Rys. 4.78. Widok ogólny �uku A2 (�uk �rodkowy) z 
naklejon� siatka z w�ókna w�glowego. 

Rys. 4.79. Siatka  z w�ókna w�glowego  wklejona w 
zapraw� mineraln�. 

Rys. 4.82. Przegub po stronie podniebienia �uku 
(si�a 10,866 kN). 

Rys. 4.83. Zmia�d�enie cegie� po stronie grzbietowej 
w obszarze przy�o�enia obci��enia (si�a 10,866 kN). 
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Tab. 4.34. Wyniki pomiarów przemieszcze� w �uku A2 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u* 
[kN] [mm] 

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 
1 -0,0810 0,8465 0,7505 -0,0080 -0,0030 
3 -1,4900 0,8075 4,1285 0,4000 -0,1230 
6 -8,3065 0,8800 16,9485 3,1910 -0,8610 
9 -16,4490 13,7310 27,6950 3,5495 -1,9020 

10,866 -26,4950 22,0955 45,9005 7,8830 -6,8180 
* warto�ci ujemne przemieszcze
 obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 

 

Rys. 4.85. cie�ka równowagi statycznej dla �uku A2. 
 

 
Rys. 4.84. Przegub na podporze lewej ‘A’ (si�a 10,866 kN). 
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Rys. 4.86. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych w �uku A2. 

 
 Na rys. 4.87 – 4.90 przedstawiono fragmenty zniszczonego �uku A2 k�ad�c nacisk na 
zobrazowanie odspojenia materia�u FRCM od konstrukcji �uku. Zaobserwowano odspojenie 
siatki z w�ókna w
glowego od konstrukcji murowej z fragmentami cegie� co 	wiadczy o tym, 
�e zniszczenie (zerwanie) nast�pi�o w warstwie muru.  
 

Rys. 4.87. Zniszczony �uk A2, widoczna rozerwana 
siatka z w�ókna w�glowego. 

Rys. 4.88. Odspojenia siatki z w�ókna w�glowego od 
zniszczonej konstrukcji �uku A2. 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 4.89. Zniszczenie siatki z w�ókna w�glowego, 
widoczne odspojenie zaprawy wraz z fragmentami 

cegie� od konstrukcji ceglanej. 

Rys. 4.90. Pozosta�o�ci siatki wzmacniaj�cej na 
podporze lewej ‘A’. 

 

Rys. 4.91. Pocz�tkowa faza zniszczenia – obci��enie ok. 9 kN. 

 
Rys. 4.92. Schemat zniszczenia �uku A2 – zaznaczone powsta�e przeguby (si�a 10,866 kN). 
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Na rys. 4.91 i 4.92 przedstawiono rzeczywist� posta� zniszczenia, a na rys. 4.93 model 
zniszczenia �uku A2 wraz z powsta�ymi przegubami. Mo�na zauwa�y�, �e w miejscu 
przegubu ”1” nast�pi�o równie� 	ci
cie w spoinie pomi
dzy ceg�ami. 
 

Rys. 4.93. Model zniszczenia �uku A2 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 

 
Rys. 4.94. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A2. 
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4.4.3.3. Badania modelu wzmocnionego za pomoc
 ta�m w�glowymi CFRP S&P 
Lammelle (100/1.4) oraz materia�u FRCM – siatki z w�ókna w�glowego Ruredil 
X Mesh C10 osadzonej w zaprawie Ruredil X Mesh M25 po stronie grzbietowej 
�uku – model A3 
 

Model skonstruowano jak na rys. 4.95. Obci��enie realizowano identycznie jak w 
poprzednich przypadkach. 
 

1 

2 

3 

Rys. 4.95. Model �uku A3 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A oraz kolejne etapy wzmacniania (1-3). 
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Rys. 4.96. �uk A3 – widok ogólny (opisane podpory A i B). 
 

 
Rys. 4.97. Ta�my FRP CFK150/2000 przyklejone do 

�uku A3. 
Rys. 4.98. Ta�my FRP CFK150/2000 z tensometrami 

przyklejone do �uku A3. 

Rys. 4.99. Ta�my FRP CFK150/2000 przyklejone do 
�uku A3 w odst�pie co 40 cm. 

Rys. 4.100. Tensometr elektrooporowy na ta�mie 
FRP w �uku A3. 

B A 
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Rys. 4.101. Siatka z w�ókien w�glowych przyklejana 
do �uku A3. 

Rys. 4.102. Siatka z w�ókien w�glowych w trakcie 
przyklejana na �uk i ta�my FRP w �uku A3. 

 

Rys. 4.103. �uk A3 z �wie�o naklejona siatk� z 
w�ókna w�glowego, bez górnej warstwy zaprawy. 

Rys. 4.104. �uk A3 z naklejonym wzmocnieniem 
FRCM. 

 
 Na rys. 4.97 – 4.104 przedstawiono model badawczy w trakcie budowy i 
wzmacniania, a na rys. 4.105 – 4.112 zachowanie konstrukcji – zarysowania powsta�e 
podczas badania. 
 

Rys. 4.105. Zarysowanie pod miejscem przy�o�enia 
obci��enia (si�a ok. 7 kN). 

Rys. 4.106. Zarysowanie pod miejscem przy�o�enia 
obci��enia (si�a ok. 21 kN). 

 



 167 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

4. Badania do�wiadczalne w�asne 

Rys. 4.107. Mia�d�enie cegie� w podporze prawej 
‘B’ (si�a ok. 22,5 kN). 

Rys. 4.108. Zmia�d�enie �uku po stronie grzbietowej 
w obszarze przy�o�enia obci��enia (si�a ok. 25,5 kN) 

 
Podczas badania wyznaczono 	cie�k
 równowagi statycznej (rys. 4.113) oraz 

zmierzono si�
 niszcz�c� dla tego modelu wynosz�c� 26,675 kN. Mierzono równie� 
przemieszczenia w wyznaczonych punktach pomiarowych. Wyniki tych pomiarów 
zaprezentowano w tab. 4.35. oraz na rys. 4.121 a zale�no	� pomi
dzy nimi przedstawiono na 
rys . 4.114. 

 

Rys. 4.109. Zniszczenie �uku - �ci�cie spoin i 
zmia�d�enie cegie� w strefie podpory lewej ‘A’ (si�a 

26,675 kN). 

Rys. 4.110. Zmia�d�enie cegie� po stronie grzbietowej 
w obszarze przy�o�enia obci��enia (si�a 26,675 kN). 

Rys. 4.111. Zmia�d�ona ceg�a w podporze prawej ‘B’, 
widoczne rozerwanie statki wzmacniaj�cej. 

Rys. 4.112. Zmia�d�one ceg�y w podporze lewej ‘A’, 
widoczne odspojenie statki wzmacniaj�cej od 

podpory. 
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Tab. 4.35. Wyniki pomiarów przemieszcze� w �uku A3 
punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 

si�a F przemieszczenie u* 
[kN] [mm] 

0 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
1 -0,0635 0,2280 0,3320 0,0065 0,0000
3 -0,3380 0,4965 1,0100 0,1665 0,0765
6 -1,5090 0,5835 3,2670 0,9630 0,4945
9 -3,6445 0,7775 6,6250 2,0610 1,1035 
12 -6,1550 1,0135 10,5615 3,4880 1,8560
15 -8,7360 1,1365 14,6700 4,9955 2,6290
18 -11,7080 1,4315 19,4530 6,7255 3,5215
21 -15,0510 2,4355 24,9580 8,5920 4,5095
24 -20,5565 4,5980 35,8315 10,8610 6,0430

26,675 -25,4865 10,7260 52,2575 12,3935 8,0305
* warto�ci ujemne przemieszcze
 obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
 

Rys. 4.114. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych – �uk 
A3. 

 
Rys. 4.113. cie�ka równowagi statycznej dla �uku A3. 

Przemieszczenie u [mm] 
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W trakcie bada� przeprowadzono równie� pomiary odkszta�ce� we wzmacniaj�cej 
ta	mie w
glowej. Wyznaczono napr
�enia normalne � w ta	mie oraz napr
�enia 	cinaj�ce � w 
spoinie klejowej. Wyniki tych pomiarów przedstawiono w tab. 4.36 (odkszta�cenia), 4.37 i 
4.38 (napr
�enia)  oraz na rys. 4.115 – 4.117. W tabeli 4.39 i na rys. 4.118 przedstawiono 
procent wykorzystania wytrzyma�o	ci na rozci�ganie ta	my w
glowej. 
 
Napr��enia normalne � w ta	mach z w�ókien w
glowych wyznaczono wg wzoru: 
 

E� 	�  (4.22)
 

Napr��enia styczne � w spoinie klejowej: 
 

s

tii

A
A�

� � )( 1��

  (4.23)

 
Tab. 4.36. Wyniki pomiarów odkszta�ce� ta�my w�glowej w �uku A3 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

[kN] odkszta�cenia � [�m/m] 
1 6 14 36 21 16 11 -3 21 13 -28 -9 3 12
3 15 33 78 48 37 26 -1 31 34 -48 -10 12 29
6 37 76 174 112 92 72 26 -2 121 -42 4 37 64
9 81 148 346 216 185 151 81 -4 236 -21 19 59 87

12 127 236 566 364 305 254 145 10 384 19 36 79 103
15 164 332 790 524 443 403 263 79 492 128 57 103 122
18 221 483 1029 729 604 568 379 152 516 274 74 122 138
21 303 650 1287 961 788 759 549 227 588 377 90 139 152
24 341 994 1737 1313 1098 1115 842 278 458 421 188 154 172

26,675 544 1367 2208 1782 1501 1542 1207 404 378 242 467 201 211
 

Rys. 4.115. Odkszta�cenia ”�” w ta�mie w�glowej w punktach od 1 do13 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A3. 
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Tab. 4.37. Napr��enia normalne ”�” w ta�mie w�glowej w �uku A3 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

[kN] napr��enia normalne � [MPa] 
1 1,008 2,352 6,048 3,528 2,688 1,848 -0,504 3,528 2,184 -4,704 -1,512 0,504 2,016 

3 2,52 5,544 13,104 8,064 6,216 4,368 -0,168 5,208 5,712 -8,064 -1,68 2,016 4,872 

6 6,216 12,768 29,232 18,816 15,456 12,096 4,368 -0,336 20,328 -7,056 0,672 6,216 10,752 

9 13,608 24,864 58,128 36,288 31,08 25,368 13,608 -0,672 39,648 -3,528 3,192 9,912 14,616 

12 21,336 39,648 95,088 61,152 51,24 42,672 24,36 1,68 64,512 3,192 6,048 13,272 17,304 

15 27,552 55,776 132,72 88,032 74,424 67,704 44,184 13,272 82,656 21,504 9,576 17,304 20,496 

18 37,128 81,144 172,872 122,472 101,472 95,424 63,672 25,536 86,688 46,032 12,432 20,496 23,184 

21 50,904 109,2 216,216 161,448 132,384 127,512 92,232 38,136 98,784 63,336 15,12 23,352 25,536 

24 57,288 166,992 291,816 220,584 184,464 187,32 141,456 46,704 76,944 70,728 31,584 25,872 28,896 

26,675 91,392 229,656 370,944 299,376 252,168 259,056 202,776 67,872 63,504 40,656 78,456 33,768 35,448 

 

Rys. 4.116. Napr��enia normalne ”�” w ta�mie w�glowej w punktach od 1 do13 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A3. 

 
Tab. 4.38. Napr��enia styczne ”�” w spoinie klejowej –  �uk A3 

si�a punkty pomiarowe 
F 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10-11 11-12 12-13

[kN] napr��enia styczne  [MPa] 
1 0,008 0,021 -0,014 -0,005 -0,005 -0,013 0,023 -0,008 -0,039 0,018 0,011 0,008
3 0,017 0,042 -0,028 -0,010 -0,010 -0,025 0,030 0,003 -0,077 0,036 0,021 0,016
6 0,037 0,092 -0,058 -0,019 -0,019 -0,043 -0,026 0,116 -0,153 0,043 0,031 0,025
9 0,063 0,186 -0,122 -0,029 -0,032 -0,066 -0,080 0,226 -0,242 0,038 0,038 0,026

12 0,103 0,310 -0,190 -0,056 -0,048 -0,103 -0,127 0,352 -0,343 0,016 0,040 0,023
15 0,158 0,431 -0,250 -0,076 -0,038 -0,132 -0,173 0,389 -0,342 -0,067 0,043 0,018
18 0,246 0,514 -0,282 -0,118 -0,034 -0,178 -0,214 0,342 -0,228 -0,188 0,045 0,015
21 0,326 0,599 -0,307 -0,163 -0,027 -0,198 -0,303 0,340 -0,199 -0,270 0,046 0,012
24 0,614 0,699 -0,399 -0,202 0,016 -0,257 -0,531 0,169 -0,035 -0,219 -0,032 0,017

26,675 0,774 0,791 -0,401 -0,264 0,039 -0,315 -0,755 -0,024 -0,128 0,212 -0,250 0,009
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Tab. 4.39. Stopie� wykorzystania wytrzyma�o�ci na rozci�ganie ta�my w�glowej  –  �uk A3 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

[kN] wykorzystanie wytrzyma�o�ci na rozci�ganie ta�my w�glowej [%] 
1 0,036 0,084 0,216 0,126 0,096 0,066 - 0,126 0,078 - - 0,018 0,072
3 0,090 0,198 0,468 0,288 0,222 0,156 - 0,186 0,204 - - 0,072 0,174
6 0,222 0,456 1,044 0,672 0,552 0,432 0,156 - 0,726 - 0,024 0,222 0,384
9 0,486 0,888 2,076 1,296 1,110 0,906 0,486 - 1,416 - 0,114 0,354 0,522

12 0,762 1,416 3,396 2,184 1,830 1,524 0,870 0,060 2,304 0,114 0,216 0,474 0,618
15 0,984 1,992 4,740 3,144 2,658 2,418 1,578 0,474 2,952 0,768 0,342 0,618 0,732
18 1,326 2,898 6,174 4,374 3,624 3,408 2,274 0,912 3,096 1,644 0,444 0,732 0,828
21 1,818 3,900 7,722 5,766 4,728 4,554 3,294 1,362 3,528 2,262 0,540 0,834 0,912
24 2,046 5,964 10,422 7,878 6,588 6,690 5,052 1,668 2,748 2,526 1,128 0,924 1,032

26,675 3,264 8,202 13,248 10,692 9,006 9,252 7,242 2,424 2,268 1,452 2,802 1,206 1,266

 
Na rys. 4.119 przedstawiono rzeczywist� posta� zniszczenia, a na rys. 4.120 model 

zniszczenia �uku A3 wraz z powsta�ymi przegubami. Obserwowano, �e na podporach 
nast�pi�o 	ci
cie w spoinie pomi
dzy ceg�ami, przegub utworzy� si
 równie� w miejscu 
przy�o�enia si�y. 
 

Rys. 4.117. Napr��enia styczne ”�” w spoinie klejowej pomi�dzy punktami od 1 do13 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A3. 
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Rys. 4.118. Stopie� wykorzystania wytrzyma�o�ci na rozci�ganie ta�my w�glowej w [%] w punktach od 1 do 
13 przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A3. 

 

 
Rys. 4.119. Posta� zniszczenia �uku A3 – zaznaczone powsta�e przeguby (si�a 26,675 kN). 
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Rys. 4.120. Model zniszczenia �uku A3 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 

 
Rys. 4.121. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A3. 
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4.4.3.4. Badania modelu wzmocnionego za pomoc
 materia�u FRCM – siatki z w�ókna 
w�glowego Ruredil X Mesh C10 osadzonej w zaprawie Ruredil X Mesh M25 po 
stronie grzbietowej oraz po stronie podniebienia �uku – model A4 
 

Model skonstruowano jak na rys. 4.122. Obci��enie realizowano identycznie jak w 
poprzednich przypadkach. 
 

1 

2 

3 

Rys. 4.122. Model �uku A4 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A oraz etapy wzmacniania �uku (1-3). 
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Rys. 4.123. �uk A4 – widok ogólny (opisane podpory A i B. 

 
Na rys. 4.124 – 4.128 przedstawiono model badawczy w trakcie wzmacniania, a na 

rys. 4.129 – 4.132 zachowanie �uku – zarysowania powsta�e podczas badania. 
 

Rys. 4.124. Pierwsza warstwa zaprawy we 
wzmocnieniu FRCM. 

Rys. 4.125. Przyklejanie siatki z w�ókna w�glowego na 
�uk A4. 

A B 
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Rys. 4.134. cie�ka równowagi statycznej dla �uku A4. 

Rys. 4.135. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych – �uk A4. 
 

Na rys. 4.136 przedstawiono rzeczywist� posta� zniszczenia, a na rys. 4.137 model 
zniszczenia �uku A4 wraz z powsta�ymi przegubami. Mo�na zauwa�y�, �e przegub  i 	ci
cie 
utworzy�y si
 w miejscu przy�o�enia si�y. Pomimo znacznego obci��enia nie dosz�o do 
zniszczenia ca�ego �uku, a tylko do zniszczenia fragmentu – bez zawalenia si
 konstrukcji. 
 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 4.136. Schemat zniszczenia �uku A4 – zaznaczony powsta�y przegub (si�a 26,368 kN). 
 

Rys.4.137. Model zniszczenia �uku A4. 
 
 
 



 

 

 
Rys. 4.138. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A4. 
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4.4.3.5. Badania modelu wzmocnionego za pomoc
 pr�tów stalowych ø 8, osadzonych w 
bruzdach wykonanych po stronie grzbietowej �uku, wklejonych za pomoc
 
kompozycji klejowej na bazie �ywicy epoksydowej Epidian 5 – model A5 

 
Model skonstruowano jak na rys. 4.139. Obci��enie realizowano identycznie jak w 

poprzednich przypadkach. 
 

1 
2 

 3 

Rys. 4.139. Model �uku A5 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A oraz etapy wzmacniania �uku (1-3). 
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Rys. 4.140. �uk A5 – widok ogólny (opisane podpory A i B). 
 

Na rys. 4.141 – 4.145 przedstawiono model badawczy w trakcie budowy i 
wzmacniania, a na rys. 4.146 – 4.147 zmiany i zarysowania powsta�e podczas badania.  
 

Rys. 4.141. Bruzdy na pr�ty stalowe w �uku A5. Rys. 4.142. Strzemi�  poprzeczne utrzymuj�ce 
wzmacniaj�ce pr�ty stalowe.  

Rys. 4.143. Tensometr elektrooporowy na pr�cie 
stalowym. 

Rys. 4.144. Wzmacniaj�ce pr�ty stalowe zalane 
kompozycja klejow�. 

B A 
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Rys. 4.145. Gotowe wzmocnienie w �uku A5. 
 

Rys. 4.146. Zarysowanie podniebienia �uku A5 (si�a 
ok. 11 kN).  

Rys. 4.147. Zarysowanie (tworzenie przegubu) w 
miejscu przy�o�enia obci��enia (si�a ok. 17 kN). 

 
Wyznaczono 	cie�k
 równowagi statycznej (rys. 4.150) oraz mierzono si�
 niszcz�c� 

wynosz�c� 19,314 kN. Mierzono równie� przemieszczenia w wyznaczonych przekrojach. 
Wyniki tych pomiarów zaprezentowano w tabeli 4.41 oraz na rys. 4.158 a zale�no	� 
pomi
dzy nimi przedstawiono na rys . 4.151.  
 
Tab. 4.41. Wyniki pomiarów przemieszcze� w �uku A5 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

0 0,0000  0,0000  0,0000  0,0000  0,0000  
1 -1,5000  -0,5790  0,5835  1,6815  -1,5090  
3 -1,9585  -0,0515  1,6195  1,8220  -2,1650  
6 -2,9350  0,6725  3,3245  2,0455  -3,2910  
9 -4,3210  1,4475  5,4345  2,4560  -4,8090  
12 -7,3755  2,1775  9,2855  3,6625  -8,0060  
15 -11,2200  2,9355  13,7875  5,1965  -11,9900  
18 -17,0410  3,9215  20,3360  7,4800  -17,5550  

19,314 -21,5445  4,8475  25,4595  9,1780  -21,8300  
* warto�ci ujemne przemieszcze
 obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
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Na rys. 4.148 – 4.149 przedstawiono fragmenty zniszczonego �uku A5 k�ad�c nacisk 
na zobrazowanie odspojenia wklejonych pr
tów stalowych od konstrukcji �uku.  
 

Rys. 4.149. Pr�t stalowy z przyklejonymi 
fragmentami cegie� z �uku A5. 

Rys. 4.150. Pr�t stalowy z fragmentami przyklejonej 
ceg�y z �uku A5. 

 
Zaobserwowano odspojenie pr
tów stalowych od konstrukcji murowej z fragmentami 

cegie�, co 	wiadczy o tym, �e zniszczenie (zerwanie) po��czenia nast�pi�o w o	rodku 
murowym, a spoina klejowa pozosta� nienaruszona. 

 

 
Rys. 4.150.  cie�ka równowagi statycznej dla �uku A5. 
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Rys. 4.151. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych – �uk A5. 
 
 

W trakcie bada� przeprowadzono równie� pomiary odkszta�ce� we wzmacniaj�cym 
pr
cie stalowym. Wyznaczono napr
�enia normalne 
 w stali oraz napr
�enia 	cinaj�ce � w 
spoinie klejowej. Wyniki tych pomiarów przedstawiono w tab. 4.42 (odkszta�cenia), 4.43 i 
4.44 (napr
�enia)  oraz na rys. 4.152 – 4.154. W tabeli 4.45 i na rys. 4.155 przedstawiono 
stopie� wykorzystania wytrzyma�o	ci na rozci�ganie pr
ta stalowego. 
 
 
Tab. 4.42. Wyniki pomiarów odkszta�ce� w pr�cie stalowym w �uku A5 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

[kN] odkszta�cenia � [�m/m] 
1 7 27 68 63 59 17 -86 -50 -33 -41
3 15 60 122 108 95 27 -185 -53 -9 -14
6 31 143 207 189 153 46 -294 -47 47 41
9 59 202 309 280 219 74 -340 -32 117 104

12 145 378 519 411 366 185 -369 6 200 155
15 253 533 797 668 512 298 -382 42 285 215
18 369 951 1151 960 701 473 -371 90 373 265

19,314 451 1101 1308 1114 827 590 -352 108 393 269
 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 4.152. Odkszta�cenia ”�” w pr�cie stalowym w punktach od 1 do10 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A5. 

 

 

Tab. 4.43. Napr��enia normalne ”�” w pr�cie stalowym –  �uk A5 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

[kN] napr��enia normalne � [MPa] 
1 1,47 5,63 14,28 13,16 12,39 3,57 -18,06 -10,5 -6,93 -8,61
3 3,15 12,62 25,62 22,69 19,95 5,67 -38,85 -11,13 -1,89 -2,94
6 6,51 29,98 43,47 39,62 32,13 9,66 -61,74 -9,87 9,87 8,61
9 12,39 42,39 64,89 58,79 45,99 15,54 -71,40 -6,72 24,57 21,84

12 30,45 79,38 108,99 86,39 76,86 38,85 -77,49 1,26 42,00 32,55
15 53,13 112,02 167,37 140,2 107,52 62,58 -80,22 8,82 59,85 45,15
18 77,49 199,65 241,71 201,56 147,21 99,33 -77,91 18,9 78,33 55,65

19,314 94,71 231,26 274,68 233,99 173,67 123,9 -73,92 22,68 82,53 56,49

 

 

Tab. 4.44. Napr��enia styczne ”�” w spoinie klejowej –  �uk A5 

si�a punkty pomiarowe 
F 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 

[kN] napr��enia styczne  [MPa] 
1 0,021 0,043 -0,006 -0,004 -0,044 -0,108 0,038 0,018 -0,008
3 0,047 0,065 -0,015 -0,014 -0,071 -0,223 0,139 0,046 -0,005
6 0,117 0,067 -0,019 -0,037 -0,112 -0,357 0,259 0,099 -0,006
9 0,150 0,113 -0,031 -0,064 -0,152 -0,435 0,323 0,156 -0,014

12 0,245 0,148 -0,113 -0,048 -0,190 -0,582 0,394 0,204 -0,047
15 0,294 0,277 -0,136 -0,163 -0,225 -0,714 0,445 0,255 -0,074
18 0,611 0,210 -0,201 -0,272 -0,239 -0,886 0,484 0,297 -0,113

19,314 0,683 0,217 -0,203 -0,302 -0,249 -0,989 0,483 0,299 -0,130
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Tab. 4.45. Stopie� wykorzystania wytrzyma�o�ci na rozci�ganie pr�ta stalowego  –  �uk A5 
si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

[kN] wykorzystanie wytrzyma�o�ci na rozci�ganie pr�ta stalowego [%] 
1 0,245 0,938 2,380 2,193 2,065 0,595 - - - -
3 0,525 2,103 4,270 3,782 3,325 0,945 - - - -
6 1,085 4,997 7,245 6,603 5,355 1,610 - - 1,645 1,435
9 2,065 7,065 10,815 9,798 7,665 2,590 - - 4,095 3,640

12 5,075 13,230 18,165 14,398 12,810 6,475 - 0,210 7,000 5,425
15 8,855 18,670 27,895 23,367 17,920 10,430 - 1,470 9,975 7,525
18 12,915 33,275 40,285 33,593 24,535 16,555 - 3,150 13,055 9,275

19,314 15,785 38,543 45,780 38,998 28,945 20,650 - 3,780 13,755 9,415

Rys. 4.153.  Napr��enia normalne ”�” w ta�mie w�glowej w punktach od 1 do10 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A5. 

Rys. 4.154. Napr��enia styczne ”�” w spoinie klejowej pomi�dzy punktami od 1 do10 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A5. 



 189 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

4. Badania do�wiadczalne w�asne 

Rys. 4.155. Stopie� wykorzystania wytrzyma�o�ci na rozci�ganie pr�ta stalowego w [%] w punktach od 1 do 
10 przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A5. 

 
Na rys. 4.156 przedstawiono rzeczywist� posta� zniszczenia, a na rys. 4.157 model 

zniszczenia �uku A5 wraz z powsta�ymi przegubami. Nale�y zauwa�y�, �e w pierwszym 
etapie obserwowano zniszczenie na podporach (	ci
cie podpór), dopiero pó�niej nast�pi�o 
rozwarcie przegubu pod miejscem przy�o�enia si�y. 
 

Rys. 4.156. Schemat zniszczenia �uku A5 – zaznaczone powsta�e przeguby (si�a 19,314 kN). 
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Rys. 4.157. Model zniszczenia �uku A5 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 



 

 

 
Rys. 4.158. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A5.
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4.4.3.6. Badania modelu wzmocnionego za pomoc
 2 ta�m w�glowych CFRP S&P 
Lamelle CFK 150/2000 (o przekroju 100/1.4) doklejonych po stronie 
grzbietowej – model A6 

 
Model skonstruowano jak na rys. 4.159. Obci��enie realizowano identycznie jak w 

poprzednich przypadkach. 
 

1 
2 

3 

Rys. 4.159. Model �uku A6 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A oraz etapy wzmacniania �uku (1-3).  
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Rys. 4.160. �uk A6 – widok ogólny (opisane podpory A i B). 
 
 

Na rys. 4.161 – 4.162 przedstawiono model badawczy w trakcie przygotowa� do 
bada�, a na rys. 4.163 – 4.169 prac
 modelu podczas badania. 
 
 

Rys. 4.161. �uk A6 wraz z czujnikami przemieszcze�. Rys. 4.162. Tensometr elektrooporowy na ta�mie 
CFRP w �uku A6. 

B A 
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Rys. 4.163. Zarysowanie w �rodku rozpi�to�ci �uku 
A6 (si�a ok. 6kN). 

Rys. 4.164. Odspojenie kleju i ta�my CFRP od 
podpory ‘B’ (si�a ok. 9,5 kN).  

 

Rys. 4.165. Niszczenie podpory ‘B’ (si�a ok. 12 kN). Rys. 4.166. cinanie na podporze ‘B’ (si�a ok. 15 
kN). 

 
 

Rys. 4.167. Odspojenie fragmentów cegie� na 
podporze ‘B’ (si�a ok. 15 kN). 

Rys. 4.168. ci�cie pod miejscem przy�o�enia 
obci��enia (si�a ok. 16 kN).  
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Rys. 4.169. ci�cie na podporze ‘A’ (si�a ok. 16,5 kN).  
 

Podczas badania wyznaczono 	cie�k
 równowagi statycznej (rys. 4.170) oraz 
zmierzono si�
 niszcz�c� dla tego modelu wynosz�c� 16,588 kN. Mierzono równie� 
przemieszczenia w wyznaczonych punktach pomiarowych. Wyniki tych pomiarów 
zaprezentowano w tabeli 4.46 oraz na rys. 4.182, a zale�no	� pomi
dzy nimi przedstawiono 
na rys . 4.171. 
 
Tab. 4.46. Wyniki pomiarów przemieszcze� ”u” w �uku A6 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u* 
[kN] [mm] 

0 0,0000  0,0000  0,0000  0,0000  0,0000  
1 -0,1285  0,2120  0,4490  0,1605  0,0050  
3 -1,4160  -0,3410  2,8015  1,0765  -1,3070  
6 -3,7325  0,0550  8,8435  3,6980  -5,2060  
9 -5,9195  0,8065  14,6035  5,9565  -8,8570  
12 -7,9325  2,2550  20,8505  7,3885  -13,2540  
15 -13,3415  8,3620  33,7075  3,5625  -19,3100  

16,588 -15,4130  9,6070  39,6290  5,0100  -23,7170  
* warto�ci ujemne przemieszcze
 obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
 
 

Rys. 4.170. cie�ka równowagi statycznej dla �uku A6. 
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Rys. 4.171. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych w �uku A6. 
 

W trakcie bada� przeprowadzono równie� pomiary odkszta�ce� � we wzmacniaj�cej 
�uk ta	mie w
glowej. Wyznaczono napr
�enia normalne 
 w ta	mie oraz napr
�enia 	cinaj�ce 
� w spoinie klejowej. Wyniki tych pomiarów przedstawiono w tab. 4.47 (odkszta�cenia), 4.48 
i 4.49 (napr
�enia)  oraz na rys. 4.172 – 4.174. W tabeli 4.50 i na rys. 4.175 przedstawiono 
stopie� wykorzystania wytrzyma�o	ci na rozci�ganie ta	my w
glowej. 
 
Tab. 4.47. Wyniki pomiarów odkszta�ce� ”�” ta�my w�glowej w �uku A6 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

[kN] odkszta�cenia � [�m/m] 
1 18 20 7 -6 -20 -13 -70 7 10 14 16 122 17
3 109 112 62 23 -39 -11 153 43 50 55 64 112 54
6 141 152 82 33 -56 14 254 196 166 188 219 132 173
9 197 229 130 59 -128 68 245 357 292 359 389 255 292

12 252 298 168 69 -334 145 291 500 463 568 585 329 432
15 306 381 222 93 -516 174 369 630 688 860 846 637 634

16,588 346 439 264 115 -560 183 438 684 797 996 967 917 715
 
Tab. 4.48. Napr��enia normalne ”�” w ta�mie w�glowej w �uku A6. 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

[kN] napr��enia normalne � [MPa] 
1 3,024 3,360 1,176 -1,008 -3,360 -2,184 -11,760 1,176 1,680 2,352 2,688 20,496 2,856 
3 18,312 18,816 10,416 3,864 -6,552 -1,848 25,704 7,224 8,400 9,240 10,752 18,816 9,072 
6 23,688 25,536 13,776 5,544 -9,408 2,352 42,672 32,928 27,888 31,584 36,792 22,176 29,064 
9 33,096 38,472 21,840 9,912 -21,504 11,424 41,160 59,976 49,056 60,312 65,352 42,840 49,056 

12 42,336 50,064 28,224 11,592 -56,112 24,360 48,888 84,000 77,784 95,424 98,280 55,272 72,576 
15 51,408 64,008 37,296 15,624 -86,688 29,232 61,992 105,840 115,584 144,480 142,128 107,016 106,512 

16,588 58,128 73,752 44,352 19,320 -94,080 30,744 73,584 114,912 133,896 167,328 162,456 154,056 120,120 

 

 

Przemieszczenie u [mm]
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Tab. 4.49. Napr��enia styczne ”�” w spoinie klejowej –  �uk A6 
si�a punkty pomiarowe 
F 1-2 2-3 3-4 4-5 5-6 6-7 7-8 8-9 9-10 10-11 11-12 12-13 

[kN] napr��enia styczne � [MPa] 
1 0,002 -0,012 -0,012 -0,013 0,007 -0,054 0,072 0,003 0,004 0,002 0,100 -0,099
3 0,003 -0,047 -0,037 -0,058 0,026 0,154 -0,103 0,007 0,005 0,008 0,045 -0,055
6 0,010 -0,066 -0,046 -0,084 0,066 0,226 -0,055 -0,028 0,021 0,029 -0,082 0,039
9 0,030 -0,093 -0,067 -0,176 0,184 0,167 0,105 -0,061 0,063 0,028 -0,126 0,035

12 0,043 -0,122 -0,093 -0,379 0,451 0,137 0,197 -0,035 0,099 0,016 -0,241 0,097
15 0,071 -0,150 -0,121 -0,573 0,649 0,183 0,246 0,055 0,162 -0,013 -0,197 -0,003

16,588 0,087 -0,165 -0,140 -0,635 0,699 0,240 0,231 0,106 0,187 -0,027 -0,047 -0,190
 

Rys. 4.172. Odkszta�cenia ”�” w ta�mie w�glowej w punktach 
od 1 do13 przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A6. 

 

Rys. 4.173.  Napr��enia normalne ”�” w ta�mie w�glowej w punktach od 1 do13 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A6. 
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Tab. 4.50. Stopie� wykorzystania wytrzyma�o�ci ta�my w�glowej na rozci�ganie  –  �uk A6 

si�a punkty pomiarowe 
F 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 

[kN] wykorzystanie wytrzyma�o�ci ta�my na rozci�ganie [%] 
1 0,108 0,120 0,042 - - - - 0,042 0,060 0,084 0,096 0,732 0,102 
3 0,654 0,672 0,372 0,138 - - 0,918 0,258 0,300 0,330 0,384 0,672 0,324 
6 0,846 0,912 0,492 0,198 - 0,084 1,524 1,176 0,996 1,128 1,314 0,792 1,038 
9 1,182 1,374 0,780 0,354 - 0,408 1,470 2,142 1,752 2,154 2,334 1,530 1,752 

12 1,512 1,788 1,008 0,414 - 0,870 1,746 3,000 2,778 3,408 3,510 1,974 2,592 
15 1,836 2,286 1,332 0,558 - 1,044 2,214 3,780 4,128 5,160 5,076 3,822 3,804 

16,588 2,076 2,634 1,584 0,690 - 1,098 2,628 4,104 4,782 5,976 5,802 5,502 4,290 
 

Rys. 4.174.  Napr��enia styczne ”�” w spoinie klejowej pomi�dzy punktami od 1 do13 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A6. 

Rys. 4.175.  Stopie� wykorzystania  wytrzyma�o�ci na rozci�ganie ta�my w�glowej w [%] w punktach od 1 do 
13 przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A3. 
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Na rys. 4.176 – 4.178 przedstawiono fragmenty zniszczonego �uku A6 dokumentuj�c 
odspojenie materia�u FRP od konstrukcji �uku. Obserwowano odspojenie ta	my FRP od 
konstrukcji murowej z fragmentami cegie� co 	wiadczy o tym, �e zniszczenie (zerwanie) 
po��czenia nast�pi�o w o	rodku kotwi�cym. 
 

Rys. 4.176. Fragment �uku przyklejony do ta�my 
FRP po zniszczeniu �uku A6. 

Rys. 4.177. Ta�my FRP z przyklejonymi fragmentami 
�uku A6. 

Rys. 4.178. Rozszczepienie ta�my FRP po zniszczeniu �uku A6.  
 

Na rys. 4.179 i 4.180 przedstawiono posta� zniszczenia, a na rys. 4.181model 
zniszczenia �uku A2 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 

Rys. 4.179. Pierwsza faza zniszczenia �uku A6 (si�a 16,588) – widoczne powstaj�ce przeguby. 
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Rys. 4.180. Zniszczenie �uku A6. 
 
 

Rys. 4.181. Model zniszczenia �uku A6 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 

 
Rys. 4.182. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A6.
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4.4.3.7. Badania modelu wzmocnionego za pomoc
 d	wigara z drewna klejonego klasy 
GL24 po stronie grzbietowej �uku, po�
czonego z �ukiem ceglanym przy u�yciu 
stalowych kotew wklejanych ø 8 – model A7 

 
Model jak na rys. 4.183. Obci��enie realizowano identycznie jak w poprzednich 

przypadkach. 
 

1 
2 

3 

Rys. 4.183. Model �uku A7 – widok z boku i przekrój poprzeczny A-A oraz etapy wzmacniania �uku (1-3). 
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Rys. 4.187. Wzmacniaj�cy �uk z drewna klejonego. Rys. 4.188. Stalowe mocowanie �uku z drewna 
klejonego w podporze ‘A’. 

 

 
Rys. 4. 189. Tensometry elektrooporowe na �uku z 

drewna klejonego. 
Rys. 4. 190. Kotew stalowa wypchana przez 

zniekszta�cony �uk A7 (si�a ok. 20 kN). 

 

Rys. 4.191. Zarysowanie �uku A7 (si�a ok. 25 kN). Rys. 4.192. Zarysowanie �uku A7 (si�a ok. 25 kN), 
widoczna naklejona warstwa do bada� 

elastooptycznych. 
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Rys. 4.193. Niszczenie �uku A7 (si�a ok. 28 kN). 

Rys. 4.194. Kotwy ��cz�ce wzmocnienie w drewna klejonego w �ukiem A7 – widok po zniszczeniu. 
 

Wyznaczono 	cie�k
 równowagi statycznej (rys. 4.195) oraz mierzono si�
 niszcz�c� 
dla tego modelu wynosz�c� 27,618 kN. Mierzono równie� przemieszczenia w wyznaczonych 
przekrojach. Wyniki tych pomiarów podano w tabeli 4.51 oraz na rys. 4.204 a zale�no	� 
pomi
dzy nimi przedstawiono na rys . 4.196.  
 
Tab. 4.51. Wyniki pomiarów przemieszcze� w �uku A7 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 
0 0,000  0,000  0,000  0,000  0,000  
1 0,021  0,005  0,052  0,004  -0,001  
3 0,024  0,129  0,393  0,005  -0,002  
6 0,027  0,347  1,084  0,005  -0,198  
9 -0,047  0,541  2,026  0,008  -0,601  
12 -0,648  0,571  3,351  -0,001  -1,270  
15 -1,263  0,569  4,980  -0,020  -2,168  
18 -2,502  0,515  6,849  0,005  -3,721  
21 -6,265  -1,250  12,098  0,070  -6,396  
24 -11,438  -4,203  18,479  0,715  -9,365  
27 -12,644  -5,464  21,405  0,857  -10,306  

27,618 -12,662  -5,480  21,454  0,858  -10,306  
* warto	ci ujemne przemieszcze� obrazuj� wypi
trzenie modelu �uku 
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W trakcie bada� przeprowadzono równie� pomiary odkszta�ce� w ��cznikach 

stalowych (kotwach) ��cz�cym konstrukcj
 �uku ceglanego ze wzmacniaj�cym �ukiem z 
drewna klejonego. Prowadzono równie� pomiar odkszta�ce� we wzmacniaj�cym �uku z 
drewna klejonego. Wyznaczono napr
�enia normalne � w wybranych ��cznikach stalowych 
oraz drewnie klejonym. Wyniki tych pomiarów przedstawiono w tab. 4.52 (kotwy stalowe - 
odkszta�cenia), tab. 4.53 (kotwy stalowe – napr
�enia), tab. 4.54 (drewno klejone – 
odkszta�cenia), tab. 4.55 (drewno klejone – napr
�enia)  oraz na rys. 4.197 – 4.201. W tabeli 
4.56 i na rys. 4.202 przedstawiono stopie� wykorzystania wytrzyma�o	ci na rozci�ganie 
kotew stalowych. 
 

Rys. 4.196. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w poszczególnych punktach pomiarowych w �uku A7. 

Rys. 4.195. cie�ka równowagi statycznej dla �uku A7.

Przemieszczenie u [mm]
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Tab. 4.52. Wyniki pomiarów odkszta�ce� kotew stalowych w �uku A7 

kotew nr 1 2 
si�a F odkszta�cenie � 
[kN] [�m/m] 

0 0 0 
1 -12 17 
3 -38 53 
6 -70 131 
9 -116 350 

12 -143 484 
15 -179 597 
18 -173 667 
21 -112 326 
24 -265 171 
27 -289 159 

27,618 -307 140 
 
Tab. 4.53. Napr��enia normalne ”�” w kotwach stalowych w �uku A7 

kotew nr 1 2 
si�a F napr��enie normalne � 
[kN] [MPa] 

0 0,000 0,000 
1 -2,016 2,856 
3 -6,384 8,904 
6 -11,760 22,008 
9 -19,488 58,800 

12 -24,024 81,312 
15 -30,072 100,296 
18 -29,064 112,056 
21 -18,816 54,768 
24 -44,520 28,728 
27 -48,552 26,712 

27,618 -51,576 23,520 
 

Rys. 4.197. Odkszta�cenia ”�” w kotwach stalowych nr 1 i 2 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A7. 



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

4. Badania do�wiadczalne w�asne 
208 

Rys. 4.198. Napr��enia normalne ”�” w kotwach stalowych nr 1 i 2 
przy kolejnych warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A7. 

 
 

Rys. 4.199.Uk�ad tensometrów na �uku z drewna klejonego. 
 

Tab. 4.54. Wyniki pomiarów odkszta�ce� w drewnie klejonym w �uku A7 

punkty pomiarowe 1 2 3 
si�a F odkszta�cenie � 
[kN] [�m/m] 

0 0 0 0 
1 0 -3 -8 
3 5 -13 -32 
6 28 -31 -78 
9 88 -38 -133 
12 173 -42 -206 
15 262 -49 -286 
18 366 -48 -371 
21 599 -21 -526 
24 743 -21 -683 
27 766 -20 -701 

27,618 789 -20 -717 
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Tab. 4.55. Napr��enia normalne ”�” w drewnie klejonym w �uku A7 

punkty pomiarowe 1 2 3 
si�a F napr��enie normalne � 
[kN] [MPa] 

0 0 0 0 
1 0,0000 -0,0348 -0,0928
3 0,0580 -0,1508 -0,3712
6 0,3248 -0,3596 -0,9048
9 1,0208 -0,4408 -1,5428

12 2,0068 -0,4872 -2,3896
15 3,0392 -0,5684 -3,3176
18 4,2456 -0,5568 -4,3036
21 6,9484 -0,2436 -6,1016
24 8,6188 -0,2436 -7,9228
27 8,8856 -0,2320 -8,1316

27,618 9,1524 -0,2320 -8,3172
 

Rys. 4.200. Odkszta�cenia ”�” w drewnie klejonym w punktach od 1 do 3 przy kolejnych warto�ciach 
obci��enia si�� ”F” w �uku A7. 

Rys. 4.201. Napr��enia normalne ”�” w drewnie klejonym w punktach od 1 do3 przy kolejnych warto�ciach 
obci��enia si�� ”F” w �uku A7. 
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Tab. 4.56. Wykorzystanie wytrzyma�o�ci na rozci�ganie kotew stalowych  –  �uk A7 

kotew 1 2 
si�a F wykorzystanie kotwi 
[kN] [%] 

1 0 0,476 
3 0 1,484 
6 0 3,668 
9 0 9,800 
12 0 13,552 
15 0 16,716 
18 0 18,676 
21 0 9,128 
24 0 4,788 
27 0 4,452 

27,618 0 3,920 
 
 
 
 

Rys. 4.202. Stopie� wykorzystania wytrzyma�o�ci na rozci�ganie w [%] w kotwach 1 i 2 przy kolejnych 
warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A7. 

 
 
Na rys. 4.202 przedstawiono rzeczywist� posta� zniszczenia, a na rys. 4.203 model 

zniszczenia �uku A7. 
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Rys. 4.202. Schemat zniszczenia �uku A7 (si�a 27,618 kN). 

Rys. 4.203. Model zniszczenia �uku A7 wraz z powsta�ymi przegubami. 
 
 



 

 
Rys. 4.204. Przemieszczenia w 5 punktach pomiarowych przy kolejnych poziomach obci��enia – �uk A7.
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4.5. Badania elastooptyczne 
 
4.5.1. Wprowadzenie 
 

Badania przeprowadzono na wybranych modelach �uków (niewzmocniony �uk A1, 
wzmocniony �uk A7) oraz na d�wigarze z drewna klejonego wzmacniaj�cym wykonany w 
skali technicznej �uk A7. Modele badawcze wykonano w skali 1:12. Badania na modelu w 
skali technicznej z doklejon� w 	rodku d�wigara warstw� powierzchniow� (wykonan� z 
�ywicy epoksydowej Epidian 5 z dodatkiem ftalanu dwu-n-butylu (12 cz. w.), utwardzanej w 
temperaturze pokojowej utwardzaczem aminowym Z1(10 cz. w.)) o wymiarach 200-650 mm. 
Grubo	� warstwy wynosi�a tw = 3 mm, Ew = 3200 MN/m2, w = 0.37, odkszta�ceniowa 
warto	� rz
du izochromy, f� = 0.942·10-3. Dla drewna przyj
to wspó�czynnik Poissona dr = 
0,37 – tab. 5.1. Stanowisko do bada� modeli w skali pokazano na rys. 4.205. Stanowisko do 
bada� modelu w skali technicznej pokazano na rys. 4.184. 

Warstwa zosta�a doklejona do badanej powierzchni klejem odblaskowym, 
sporz�dzonym na bazie tej samej kompozycji, z której wykonano warstw
, lecz z dodatkiem 
py�u aluminiowego. 

Pami
taj�c, �e podstawowym za�o�eniem TEWP jest przenoszenie odkszta�ce� przez 
warstw
 kleju, warstwa ta by�a mo�liwie cienka, a jej adhezja do powierzchni �uku oraz 
warstwy bardzo dobra, co uzyskano poprzez dok�adne oczyszczenie oraz odt�uszczenie 
powierzchni: drewna i warstwy, stykaj�cych si
 z klejem. 
 Aparatura pomiarowa (polaryskop) stosowany w badaniach w 	wietle odbitym, w tym 
technik� EWP, charakteryzuje si
 specyficzn� cech� konstrukcyjn�, tj. wszystkie zespo�y 
optyczne (filtry polaryzacyjne, p�ytki fazowe) znajduj� si
 z tej samej strony materia�u 
dwój�omnego. W badaniach zastosowano polaryskop firmy Vishay typu V - model 031, 
którego konstrukcja umo�liwia prowadzenie goniometrycznej kompensacji (pomiaru) rz
du 
izochromy, mocowanie kompensatora, aparatu fotograficznego, wymian
 �ród�a 	wiat�a na 
stroboskopowe. Zastosowany polaryskop pokazano na rys. 4.205 oraz rys. 4.207. 
 
4.5.2. Badania modeli w skali 1:12 
 
 Badania modelu niewzmocnionego �uku A1 (rys. 4.206) przeprowadzono w 
laboratorium Wydzia�u Mechanicznego Politechniki Wroc�awskiej. 
 

Rys. 4.205. Model niewzmocnionego �uku A1 na stanowisku do bada� elastooptycznych.  
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Rys. 4.207. Model wzmocnionego �uku A7 na stanowisku do bada� elastooptycznych. 

 

Rys. 4.208. Model wzmocnionego �uku A7. Rys. 4.209. Szczegó� wykonania punktu przy�o�enia 
obci��enia w �uku A7. 

 
Rys. 4.206. Model niewzmocnionego �uku A1. 
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W modelu widoczna jest niesymetryczna praca �uku. Prawdopodobnie wynika to z 

ró�nego napi
cia kotew, co przy utwierdzeniu ko�ców �uku daje w�a	nie taki efekt. 
Mo�liwym wydaje si
 równie� wp�yw geometrii otworów pod kotwy. 

 
Rys. 4.210. Izochromy ca�kowite F = 215.67 N. 

Rys. 4.211. Izochromy po�ówkowe F = 215.67 N. 

Rys. 4.212. Izochromy ca�kowite  F = 0, napi�te 
kotwy. 

Rys. 4.213. Izochromy po�ówkowe  F = 0, napi�te 
kotwy. 
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4.5.3. Badania modelu w skali technicznej 
 

Badania modelu w skali technicznej (rys. 4.201) przeprowadzono w laboratorium 
Wydzia�u Budownictwa Politechniki Wroc�awskiej (w trakcie bada� opisanych w rozdz. 4.4).  
 

Rys. 4.214. Optyczna warstwa powierzchniowa naklejona na wzmocnienie �uku A7. 
 

Odkszta�cenie w przekroju, na kierunku y pokazanym poni�ej, obliczano ze wzoru: 
 

�y = N · f� / (1+ �dr)          (4.24) 
 

gdzie: 
– N – si�a, 
– �y – odkszta�cenie w kierunku osi y, 
– f� – odkszta�ceniowa warto	� rz
du izochromy, 
– �dr – wspó�czynnik Poissona dla drewna 

 
 

Rys. 4.215. Izochromy ca�kowite, obci��enie ok. 24,0 
kN. 

Rys. 4.216. Izochromy po�ówkowe, obci��enie ok. 
24,0 kN. 

 

 

Rys. 4.217. Odkszta�cenia drewna w badanym 
przekroju w �uku A7 (si�a 24 kN) – wyniki z 

pomiarów tensometrycznych. 

 Rys. 4.218. Odkszta�cenia drewna w badanym 
przekroju w �uku A7 (si�a 24 kN) – wyniki z 

pomiarów elastooptycznych. 
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Rys. 4.219. Izochromy ca�kowite, obc. 18 kN. Rys. 4.220. Izochromy po�ówkowe, obc. 18 kN. 

 

 
Rys. 4.221. Odkszta�cenia drewna w badanym przekroju w �uku A7 (si�a 18 kN). 

 

Rys. 4.222. Izochromy ca�kowite, obc. 12 kN. Rys. 4.223. Izochromy po�ówkowe, obc. 12 kN. 
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Rys. 4.224. Odkszta�cenia drewna w badanym przekroju w �uku A7 (si�a 12 kN). 

 
 

Rys. 4.225. Izochromy ca�kowite, obc. 8 kN. Rys. 4.226. Izochromy po�ówkowe, obc. 8 kN.  

 

 
Rys. 4.227. Odkszta�cenia drewna w badanym przekroju w �uku A7 (si�a 8 kN). 
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Rys. 4.228. Izochromy ca�kowite, obc. 4 kN. Rys. 4.229. Izochromy po�ówkowe, obc. 4 kN. 
 

 
Rys. 4.230. Odkszta�cenia drewna w badanym przekroju w �uku A7 (si�a 4 kN).  

 
4.5.4. Wnioski 

 
Analiza wyników bada� modeli �uków w skali 1:12 oraz analiza obrazów izochrom i 

wykresów odkszta�cenia ey w �uku A7 (wykonanym w skali technicznej) prowadzi do 
nast
puj�cych wniosków: 

 
1) ma�e modele elastooptyczne nie w pe�ni odwzorowuj� zachowanie �uków ceglanych 

poddanych obci��eniom statycznym; obserwowano znaczny wp�yw efektów 
brzegowych, 

 
2) rozmiar po��cze� (kotw) w �uku A7 (w skali technicznej) znacznie odbiega od 

rozmiaru zastosowanego w badaniach elastooptycznych co zdecydowanie wp�ywa na 
uzyskane wyniki pomiarów, 

 
3) przebieg krzywych ey jest nieliniowy, 

 
4) porównuj�c charakter krzywych z pomiarów: elastooptycznego i tensometrycznego 

wida�, �e w pierwszym przypadku krzywe dla kolejnych poziomów obci��enia 
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zachowuj� swój charakter i „odwzorowuj�” miejsca koncentracji odkszta�ce� 
zwi�zane ze struktur� powierzchni �uku pokrytego warstw�. �wiadcz� o tym obrazy 
izochrom, na których np. lamele, s� „widoczne” w formie charakterystycznych pasów 
izochrom o wy�szych rz
dach. 

 
W zasadzie, w ca�ym zakresie obci��enia zaobserwowano lokalne wp�ywy pracy 

lameli na powstaj�ce efekty optyczne. Mo�na przyj��, �e mia�y one równie� wp�yw na 
warto	� odkszta�ce� mierzonych za pomoc� tensometrów elektrooporowych. 

Przy maksymalnym zarejestrowanym w trakcie bada� elastooptycznych obci��eniu P 
= 24 kN, na kraw
dzi rozci�ganej �uku (dolnej) warto	� odkszta�cenia  �y  wynios�a 1,169·10-

3, a w punkcie odleg�ym od tej kraw
dzi o 7 mm (po�o�enie tensometru T1 – rys. 4.199) – 
1,11·10-3. Porównuj�c ten wynik z wynikiem uzyskanym w  pomiarach tensometrycznych – 
0,743·10-3  otrzymujemy ró�nic
 wzgl
dn�: 

 
� = (�y elast. - �y tens.)/ �y elast. = 0.384        (4.25) 
 
gdzie: 
– � – ró�nica wzgl
dna, 
– �y elast – odkszta�cenie w kierunku y z pomiarów elastooptycznych, 
– �y tens – odkszta�cenie w kierunku y z pomiarów tensometrycznych, 

 
Ró�nica ta jest prawdopodobnie zwi�zana z pojawiaj�cym si
 podczas obci��ania 

zwichrowaniem �uku, w wi
c niesymetrycznym obci��eniem przekroju.  
Warto	ci napr
�e� 
y obliczono ze wzoru: 
 


y =  �y · Edr           (4.26) 
 
gdzie: 
– 
y – napr
�enie w kierunku y, 
– �y – odkszta�cenie w kierunku y, 
– Edr – modu� spr
�ysto	ci Younga dla drewna (Edr= 11600 MPa), 
 

Na podstawie wyników opisanych bada� i sformu�owanych powy�ej wniosków 
szczegó�owych mo�na stwierdzi�, �e badanie elastooptyczne pozwala na szczegó�ow� 
obserwacj
 wp�ywu struktury drewna (w konkretnym przypadku budowy warstwowej) na 
procesy odkszta�ceniowe. 
  
4.6. Analiza wyników bada� w�asnych. Wnioski szczegó�owe. 
 

Badania zosta�y przeprowadzone na 7 modelach w skali technicznej. Elementy 
wzmacniaj�ce starano si
 umieszcza� po stronie grzbietowej �uków lub wewn�trz przekrojów. 
Taki sposób wzmocnienia jest zdecydowanie bardziej przydatny w przypadku �uków i 
sklepie� historycznych, bogato dekorowanych po stronie podniebienia.  W literaturze 
przedmiotu nie opisano dot�d podobnych przekrojowych bada� z udzia�em tak wielu metod 
wzmacniania zakrzywionych konstrukcji ceglanych, b
d�cych do zaakceptowania ze 
wzgl
dów doktrynalnych w konserwacji konstrukcyjnej historycznych sklepie� ceglanych. 
Badania wzmocnie� �uków ceglanych przy u�yciu FRCM s� pierwszymi tego typu 
badaniami. 

Na podstawie wyników bada� mo�na jednoznacznie stwierdzi�, i� wszystkie z 
badanych metod wp�ywaj� bardzo korzystnie na no	no	� i sztywno	� badanych �uków (rys. 
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4.231). Na rys. 4.237 zestawiono 	cie�ki równowagi statycznej dla wszystkich badanych 
modeli �uków z podaniem warto	ci granicznych si� niszcz�cych. Zestawienie wyników 
maksymalnych warto	ci si� niszcz�cych Fmax przedstawiono na rys. 4.231, a w tab. 4.57 
przedstawiono przyrost no	no	ci dla kolejnych modeli �uków w odniesieniu do �uku 
	wiadkowego (niewzmocnionego) A1. Wzrost ten jest du�y i zawiera si
 pomi
dzy 3,77 (dla 
�uku A2) a 9,58 (dla �uku A7). W przypadku �uków A3 i A4 wzrost no	no	ci jest ponad 
dziewi
ciokrotny (A3 – 9,26, A4 – 9,15) i te w�a	nie rozwi�zania wydaj� si
 by� najbardziej 
efektywne bior�c pod uwag
 czas wykonania wzmocnienia i stosunkowo proste rozwi�zanie 
technologiczne.  

 
Tab. 4.57. Przyrost no�no�ci w poszczególnych modelach �uków 

model si�a niszcz�ca wzrost  
�uku Fmax no�no�ci 
nr [kN] % x 
A1 2,882 - 1 
A2 10,866 377 3,77 
A3 26,675 926 9,26 
A4 26,368 915 9,15 
A5 19,314 670 6,70 
A6 16,588 576 5,76 
A7 27,618 958 9,58 

 

 

             
        Opis zastosowanego wzmocnienia 

Rys. 4.231. Zestawienie maksymalnych warto�ci si� niszcz�cych Fmax dla wszystkich modeli �uków.
 

Interesuj�ca jest zale�no	� pomi
dzy �ukiem A3 (ta	my CFRP + FRCM – po stronie 
grzbietowej) a �ukami A2 (FRCM po stronie grzbietowej) i A6 (ta	my CFRP po stronie 
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grzbietowej). Warto	� si�y niszcz�cej dla �uku A3 jest sum� warto	ci si� niszcz�cych dla 
�uków A2 i A6. �wiadczy to poprawno	ci wykonanych bada� i o pewnej przewidywalno	ci 
si�y niszcz�cej w �uku wzmocnionym jednym z tych materia�ów oraz ich kombinacj�– jak w 
przypadku �uku A3. 

Na rys. 4.232 – 4.236 przedstawiono wyniki pomiarów przemieszcze� u w zale�no	ci 
od dzia�aj�cej si�y F, mierzonych w pi
ciu punktach pomiarowych, zestawione dla wszystkich 
modeli badawczych �uków.  

Wynika z nich, �e przemieszczenia dla �uków wzmocnionych FRCM (�uki A2, A3 i 
A4), szczególnie w punktach, w których powstawa�y najwi
ksze odkszta�cenia modeli �uków 
– czyli w punktach 1, 2 i 3 – przy znacznych warto	ciach si�y niszcz�cej s� wi
ksze od 
innych. �wiadczy to o zdecydowanie wi
kszej zdolno	ci przekroju konstrukcji zespolonej 
(wzmocnionej opisanymi metodami) do kompensacji globalnych deformacji przy wysokich 
poziomach wyt
�enia. Obok wysokiej efektywno	ci (no	no	�) ma to niew�tpliwe znaczenie 
dla narastania ewentualnych stanów awaryjnych i zachowania konstrukcji w czasie. 

 

 
Rys. 4.232. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w punkcie pomiarowym nr 1. 

 
Rys. 4.233. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w punkcie pomiarowym nr 2. 
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Rys. 4.234. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w punkcie pomiarowym nr 3. 

 
 

 
Rys. 4.235. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w punkcie pomiarowym nr 4. 

 
Rys. 4.236. Zale�no��: si�a ”F” – przemieszczenie ”u” w punkcie pomiarowym nr 5. 
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W tabeli 4.59 zestawiono wszystkie obserwowane modele zniszczenia badanych 
�uków. Nale�y zwróci� uwag
 na zmian
 charakteru tych modeli. Pocz�wszy od klasycznego, 
opisanego w literaturze zniszczenia wyst
puj�cego w �uku A1 (model z 4 przegubami), w 
kolejnych �ukach powstaj�ce przeguby zmieniaj� miejsce wyst
powania (tworz� si
 w 
obr
bie podpór oraz w przekroju przy�o�enia si�y). Mo�na te� zaobserwowa� 	cinanie �uków 
w obszarach podpór. W rzeczywistych konstrukcjach w miejscach podpór wyst
puj� bardzo 
masywne 	ciany wy�sze od �uków, dodatkowo doci��one reakcjami pionowymi i ci
�arem 
w�asnym, ograniczaj�ce mo�liwo	� przemieszcze� �uków i przypadek 	ci
cia na podporze 
raczej nie wyst
puje, pomijaj�c nawet rozbudowane oparcia poprzez przemurowanie 
wezg�owia. Natomiast opisana posta� zniszczenia mo�e wyst�pi� w przekroju o zmiennej 
sztywno	ci tu� nad wezg�owiem. 

W tab. 4.58 i 4.60 zestawiono mierzone w charakterystycznych punktach 
przemieszczenia w poszczególnych modelach �uków. Na podstawie zawartych w tych 
tabelach informacji mo�na stwierdzi�, �e maksymalne przemieszczenia wyst
puj� w 
wi
kszo	ci przypadków (A2, A3, A5, A6, A7) w punkcie 3 – czyli w miejscu przy�o�enia 
obci��enia. Ró�nica w ugi
ciach w punkcie 3 (�uk A3) w porównaniu z �ukiem 	wiadkowym 
A1 jest ponad 10 razy wi
ksza, a w punkcie 4 (�uk A3) – prawie 100 razy wi
ksza. 

W tab. 4.60 podano wp�yw rodzaju wzmocnienia na zmian
 przebiegu wykresów 
ugi
� w poszczególnych �ukach. Mo�na stwierdzi�, �e modele A7 i A3 charakteryzuj� si
 
znaczn� sztywno	ci� w porównaniu z �ukiem 	wiadkowym. Pozosta�e wzmocnione modele 
osi�gaj� znacznie wi
ksze ugi
cia ni� �uk 	wiadkowy, przy wy�szych poziomach obci��e�. 
Szczególnie dotyczy to modeli wzmocnionych przy u�yciu siatek z w�ókien w
glowych, w 
których przypadku odkszta�cenie i zniszczenie nast
puje w sposób bardzo p�ynny i powolny. 
Brak jest wyra�nego wp�ywu koncentracji napr
�e� i zwi�zanego z nim gwa�townego 
odspojenia materia�u wzmacniaj�cego, jak w przypadku modeli wzmocnionych samymi 
ta	mami CFRP lub pr
tami stalowymi. 

Zmiana postaci zniszczenia i wzrost no	no	ci poszczególnych badanych modeli �uków 
	wiadcz� o przydatno	ci zastosowanych wzmocnie� i poprawno	ci ich wykonania. 

 
Tab. 4.58. Przemieszczenia maksymalne w punktach pomiarowych 

�uk 

Si�a niszcz�ca 
Fmax 

 
[kN] 

Punkty pomiarowe 
1 2 3 4 5 

Przemieszczenia 
u 

[mm] 
A1 2,882 -9,4830 2,1300 4,8285 0,1250 -3,8580 

A2 10,866 -26,4950 22,0955 45,9005 7,8830 -6,8180 

A3 26,675 -25,4865 10,7260 52,2575 12,3935 8,0305 

A4 26,368 -11,7440 8,6935 15,3290 9,1215 -17,0540 

A5 19,314 -21,5445 4,8475 25,4595 9,1780 -21,8300 

A6 16,588 -15,4130 9,6070 39,6290 5,0100 -23,7170 

A7 27,618 -12,6620 -5,4800 21,4535 0,8580 -10,3060 
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Tab. 4.59. Modele zniszczenia w poszczególnych modelach �uków 
 

Modele zniszczenia 
 

 
A1 

 

 
A2 

 
 

 
A3

 

 
A4 

 
 

 
A5

 
 

 
A6 

 
 

 
A7 
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Tab. 4.60. Ugi�cia w poszczególnych modelach �uków 

Schematy ugi�	 �uk nr 

A1 

A2 

A3 

A4 
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A5 

A6 

A7 

 
 

Bior�c pod uwag
 wyniki przeprowadzonych bada� mo�na sformu�owano nast
puj�ce 
wnioski szczegó�owe: 
 

1) Wszystkie modele badawcze przygotowano maj�c na uwadze praktyczne 
wykorzystanie badanych technik w konserwacji konstrukcyjnej �uków i sklepie�. 

 
2) Badania potwierdzi�y mo�liwo	� i przydatno	� stosowania wzmocnie� FRCM, czyli 

siatek z w�ókien w
glowych zatapianych w zaprawie mineralnej, do wzmacniania 
zakrzywionych historycznych konstrukcji ceglanych w zakresie wzrostu no	no	ci. 

 
3) Potwierdzono równie� przydatno	� technologiczn� systemów FRCM we wzmacnianiu 

konstrukcji ceglanych. 
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4) Badania potwierdzi�y mo�liwo	� i przydatno	� stosowania ��cznego wzmocnienia 
przy u�yciu ta	m CFRP oraz systemów FRCM. 

 
5) Badania potwierdzi�y przydatno	� stosowania we wzmacnianiu technologii pr
tów 

wklejanych do wn
trza przekroju konstrukcji ceglanych w zakresie wzrostu no	no	ci i 
sztywno	ci. 

 
6) Badania potwierdzi�y mo�liwo	� i przydatno	� stosowania elementów z drewna 

klejonego (��czonych z konstrukcj� ceglan� za pomoc� wklejanych kotew stalowych) 
do usztywniania pow�ok �ukowych, �eber, wysklepek, sklepie� (nale�y zwróci� jednak 
uwag
 na trudno	ci zwi�zane z dopasowaniem krzywizn elementów wzmacniaj�cych 
z drewna klejonego do krzywizn konstrukcji �uków i sklepie�). 

 
7) Przekroje ta	m CFRP oraz pr
tów stalowych zostaj� wykorzystane w niewielkim 

stopniu; najw�a	ciwszym rozwi�zaniem wydaje si
 by� wst
pne ich spr
�enie, co 
pozwala na znaczne wykorzystanie ich wytrzyma�o	ci, a co za tym idzie na 
zwi
kszenie efektywno	ci wzmocnienia; rozwi�zanie takie jest jednak trudne do 
zrealizowania w konstrukcjach �uków i sklepie� z uwagi na trudno	ci w umieszczaniu 
i zakotwieniu bloków spr
�aj�cych. 

 
8) Stopie� wykorzystania wklejanych pr
tów stalowych w �uku A5 (ok. 45 %) jest 

znacznie wy�szy od stopnia wykorzystania naklejanych ta	m w
glowych CFRP (ok. 
13% – �uk A3) i (ok. 6%  – �uk A6). 

 
9) Wp�yw poszczególnych badanych metod wzmacniania �uków ceglanych jest bardzo 

ró�ny, ale w ka�dym przypadku korzystny – wzrost no	no	� i sztywno	� oraz 
zachowania statycznego konstrukcji po wzmocnieniu (znacz�ca eliminacja wp�ywu 
koncentracji napr
�e� w przekrojach rozci�ganych). 

 
10) Wzrost no	no	ci badanych �uków wzmocnionych wyniós� od 377% dla �uku A2 do 

958% dla �uku A7. 
 

11) Ró�nice ugi
� w 5 punktach pomiarowych zmierzone w fazie tu� przed zniszczeniem 
konstrukcji wzmocnionej wahaj� si
  od 0,125 mm (punkt 4 – �uk A1) do 52,26 mm 
(punkt 3 – �uk A3). 

 
12) Badania potwierdzi�y zmian
 modeli zniszczenia �uków po wzmocnieniu w 

porównaniu z �ukiem niewzmocnionym; w odró�nieniu od modelu z czterema 
przegubami (�uk A1) we wzmocnionych �ukach (A2 – A7) powstaj�ce przeguby 
tworzy�y si
 w obr
bie podpór oraz w przekroju przy�o�enia si�y, obserwowano 
równie� 	cinanie �uków w obr
bie podpór. 

 



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

5. Analiza numeryczna 
230 

5. ANALIZA NUMERYCZNA 
 
5.1. Wprowadzenie 
 

Do dok�adnego opisu zachowania i postaci zniszczenia konstrukcji murowych 
potrzebne jest zastosowanie modeli obliczeniowych uwzgl
dniaj�cych nieliniowo	� i kruch� 
struktur
 muru. Jednak�e w przypadku analizy pracy statycznej zakrzywionych konstrukcji 
ceglanych zdecydowano si
 na zastosowanie skomplikowanych modeli liniowo – 
spr
�ystych. W du�ej mierze wynik�o to z faktu umo�liwienia analizy efektywno	ci 
wzmocnie� w prostych opracowaniach in�ynierskich, a tak�e chciano jednoznacznie oceni� 
przydatno	� tych metod w analizie pracy tego typu konstrukcji. Prace nad uwzgl
dnieniem 
nieliniowych charakterystyk w analizie pracy badanych konstrukcji s� kontynuowane. 

Obliczenia numeryczne, za pomoc� metody elementów sko�czonych (MES), 
wykonano w 	rodowisku I–DEAS. Jest to nowej generacji system przeznaczony do 
komputerowego wspomagania prac in�ynierskich umo�liwiaj�cy trójwymiarowe 
modelowanie w oparciu o bry�y i powierzchnie. Na wykonanym modelu mo�liwe jest 
przeprowadzenie analiz wytrzyma�o	ciowych i analiz kinematycznych, w ka�dym ze znanych 
zakresów (np. liniowym, liniowo – spr
�ystym, plastycznym, itd.) 

Parametry materia�owe muru, siatek, ta	m, stali, drewna i kompozycji klejowej w 
badaniach numerycznych przyj
te zosta�y na podstawie bada� w�asnych oraz danych 
literaturowych. 
 
5.2. Model materia�u murowego 
 

W analizie numerycznej przyj
to, �e mur jest materia�em homogenicznym, 
spr
�ystym, ortotropowym o liniowej charakterystyce. 

Korzystaj�c z prezentowanych w rozdz. 2.7 znanych z literatury modeli materia�u 
murowego wyznaczono opisuj�ce go parametry: 
� wspó�czynnik spr
�ysto	ci (modu� Younga) E, 
� wspó�czynnik Poissona �, 
� wspó�czynnik spr
�ysto	ci postaciowej (modu� Kirchhoffa) G. 

Rozpatrywane zagadnienie dotyczy numerycznego sposobu homogenizacji muru 
ceglanego w zakresie spr
�ystym. Problem homogenizacji przedstawiono w p�askim stanie 
napr
�enia. Odpowiednie zagadnienie brzegowe na reprezentacyjnej komórce (rys. 5.1) 
dyskretyzowano metod� elementów sko�czonych. Zastosowana metoda homogenizacji 
pozwoli�a wyznaczy� dla muru, który jest niejednorodnym dwusk�adnikowym materia�em 
kompozytowym, warto	ci pi
ciu efektywnych parametrów materia�owych dla jednorodnego 
materia�u ortotropowego. 
 
Parametry materia�owe zhomogenizowanego muru wyznaczono na podstawie formu� [137]: gh4 � Ri <>jRi4<>          (5.1) 
 gh � Ri4<�>jRi <�>          (5.2) 
 _i � Ri <�><k � gh gh4>jlh <�>         (5.3) 
 _i4 � Ri4<><k � gh gh4>jlh4<>         (5.4) 
 mh � nh 4<o>jph 4<o>           (5.5) 
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gdzie: 
–  (i)  – identyfikuje rozpatrywany przypadek przemieszczenia: 
–   (1) – 	ciskanie – rozci�ganie w kierunku x (rys. 5.2), 
–   (2) – 	ciskanie – rozci�ganie w kierunku y, 
–   (3) – 	cinanie w p�aszczy�nie xy. 
 

Rys. 5.1. Modelowa komórka murowa (widoczny 
podzia� na ceg�y i zapraw�). 

Rys. 5.2. Komórka murowa w przypadku 
przemieszczenia :�ciskanie – rozci�ganie w kier. x. 

 

W obliczeniach wykorzystano nast
puj�ce warto	ci materia�ów sk�adowych muru: 
� dla ceg�y E = 9000 MPa, � = 0,167, 
� dla zaprawy E = 800 MPa, � = 0,167. 
 

Wyniki przeprowadzonych oblicze� warto	ci parametrów  materia�owych opisuj�cych 
zhomogenizowany o	rodek murowy oraz warto	ci przyj
te dla pozosta�ych materia�ów 
wykorzystanych w analizie numerycznej zestawiono w tab. 5.1. 
 
Tab. 5.1.  Parametry materia�owe muru oraz materia�ów u�ytych do wzmocnie� 

materia� 
Modu� spr��ysto�ci 

pod�u�nej E 
[MPa] 

Wspó�czynnik 
Poisson’a  � 

[-] 

Modu� spr��ysto�ci 
poprzecznej G 

[MPa] 
 Ex Ey �x vy G 

mur 6500 0,167 4300 
ta�ma FRP 168000 10000 0,3 5000 

materia� FRCM 240000 0,4 5000 
stal 210000 0,3 80000 

drewno klejone 11600 9000 0,37 0,42 720 
kompozycja klejowa 2500 0,3 - 
 
Otrzymane wyniki porównano z propozycjami spotykanymi w literaturze. Wyznaczone 
parametry u�yto nast
pnie w obliczeniach zakrzywionych konstrukcji murowych. 
 
5.3. Modele numeryczne niewzmocnionych konstrukcji ceglanych 
 

Konstrukcja no	na �uku, jak ka�dy obiekt rzeczywisty, posiada niesko�czon� liczb
 
stopni swobody. Do celów obliczeniowych konieczna jest jego dyskretyzacja, tzn. 
zbudowanie modelu dysponuj�cego sko�czon� liczb� stopni swobody, a jednocze	nie 
odzwierciedlaj�cego w sposób mo�liwie wierny fizyczne w�a	ciwo	ci obiektu rzeczywistego. 
Dla konstrukcji opracowano przestrzenny model geometryczny i dyskretny (rys. 5.3). 
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Model numeryczny do oblicze� metod� elementów sko�czonych sk�ada� si
 
z pow�okowych elementów typu SHELL oraz przestrzennych typu SOLID. Opracowano 
model obliczeniowy �uku niewzmocnionego a wyniki porównano z wynikami z bada� 
do	wiadczalnych. Istotnym elementem modelu obliczeniowego jest okre	lenie niezb
dnych 
w�asno	ci materia�ów zastosowanych w modelu. W tym przypadku przyj
to w�asno	ci 
przedstawione w tab. 5.1. 

Na zbudowanym modelu dyskretnym zdefiniowano warunki brzegowe w postaci 
dodatkowego obci��enia si�ami oraz mas� w�asn� dla analizy wytrzyma�o	ciowej (analizy 
stanu deformacji i wyt
�enia). Zewn
trzne obci��enie w postaci si�y o zadanej warto	ci 
znajdowa�o si
 w odleg�o	ci 1/3 rozpi
to	ci �uku od podpory. 
 

Rys. 5.3. Model dyskretny �uku A1. 
 
5.4. Wyniki oblicze� numerycznych konstrukcji niewzmocnionej – �uk A1 
 

W oparciu o zbudowane modele numeryczne �uku przeprowadzono szereg 
wytrzyma�o	ciowych oblicze� numerycznych w zakresie spr
�ystym. W ich wyniku 
otrzymano warstwice deformacji oraz stanu napr
�e� dla poszczególnych modeli 
obliczeniowych �uku niewzmocnionego. Na kolejnych rysunkach przedstawiono deformacj
 
dla �uku niewzmocnionego wraz z warto	ciami porównanymi z wynikami z bada� 
do	wiadczalnych. Równocze	nie przedstawiono mapy napr
�e� obwodowych  analizowanego 
modelu �uku. 
 
Tab. 5.2. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A1 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 -0,598 0,238 0,558 0,120 -0,188 
-0,764** 0,427 1,270 0,210 -0,635 

2,882 
-9,483 2,130 4,829 0,125 -3,858 
-2,202 1,231 3,660 0,605 -1,830 

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 
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Rys. 5.5. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A1. 
 

Rys. 5.4. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A1 – poziom obci��enia 1kN. 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 5.6. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w ca�ym �uku A2 – poziom obci��enia – 1kN – 
widok od góry. 

Rys. 5.7. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r”  [MPa] w ca�ym �uku A2 – poziom obci��enia – 1kN – 
widok od do�u. 

 
5.5. Modele numeryczne wzmocnionych konstrukcji �uków ceglanych 
 

Model numeryczny do oblicze� metod� elementów sko�czonych konstrukcji �uków 
wzmocnionych sk�ada� si
 z pow�okowych elementów typu SHELL, przestrzennych typu 
SOLID oraz pr
towych. Opracowano wszystkie modele obliczeniowe i porównano je z 
wynikami z bada� do	wiadczalnych. Istotnym elementem modelu obliczeniowego by�o 
okre	lenie niezb
dnych w�asno	ci materia�ów zastosowanych w modelu. W tym przypadku 
przyj
to w�asno	ci przedstawione w tab. 5.1. 
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Rys. 5.10. Model dyskretny �uku A3. 
 

Pomimo, �e w modelu do	wiadczalnym ta	my CFRP znajdowa�y si
 pod 
wzmocnieniem FRCM, to dla lepszego przedstawienia tego przypadku  na rys. 5.10 pokazano 
ta	my CFRP na wzmocnieniu FRCM. Nale�y jednak podkre	li�, �e uczyniono tak tylko dla 
zobrazowania tego przypadku a w obliczeniach numerycznych ta	my umieszczono jak w 
badaniu laboratoryjnym czyli pod FRCM.  
 
5.5.3. Model numeryczny �uku A4 
 

Model �uku A3 (rys. 5.11) zbudowano podobnie, co model numeryczny �uku A1. 
Dodano po stronie grzbietowej i stronie podniebienia �uku wzmocnienie FRCM. 
 

Rys. 5.11. Model dyskretny �uku A4. 
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5.5.4. Model numeryczny �uku A5 
 

Model �uku A5 zbudowano w ten sam sposób, co model numeryczny �uku A1. 
Dodano wewn�trz �uku wzmocnienie w postaci 3 pr
tów stalowych �8 jako elementy 
belkowe. 
 

Rys. 5.12. Model dyskretny �uku A5 – widoczna po�owa �uku ceglanego oraz wzmacniaj�ce wklejone 3 pr�ty 
stalowe � 8.   

 
5.5.5. Model numeryczny �uku A6 
 

Model numeryczny �uku A6 (rys. 5.13) zbudowano w ten sam sposób, co model �uku 
A1. Dodano po stronie grzbietowej �uku wzmocnienie w postaci dwóch ta	m CFRP o 
rozstawie takim jak w badaniu do	wiadczalnym. 
 

Rys. 5.13. Model dyskretny �uku A6. 
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wszystkich �uków wzmocnionych. Równocze	nie przedstawiono warstwice napr
�e� 
obwodowych  �uków jak i poszczególnych elementów wzmacniaj�cych. 
 
5.6.1. �uk A2 
 
Tab. 5.3. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A2 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 -0,081 0,847 0,751 -0,008 -0,003 
-0,420** 0,349 0,706 0,172 -0,365 

3 -1,490 0,808 4,129 0,400 -0,123 
-1,260 1,047 2,118 0,516 -1,095 

6 -8,307 0,880 16,949 3,191 -0,861 
-2,520 2,094 4,236 1,032 -2,190 

9 -16,449 13,731 27,695 3,550 -1,902 
-3,780 3,141 6,354 1,548 -3,285 

10,866 -26,495 22,096 45,901 7,883 -6,818 
-4,564 3,792 7,671 1,869 -3,966 

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 
 
 

Rys. 5.16. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A2 – poziom obci��enia 1kN. 
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Rys. 5.17. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A2.
 

 

Rys. 5.18. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r”  [MPa] w �uku A2 – poziom obci��enia – 1kN – widok z 
góry. 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 5.19. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w �uku A2 – poziom obci��enia – 1kN – widok z do�u. 

 

Rys. 5.20. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym �uku A2 – poziom obci��enia 
– 1kN – widok z góry. 
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Rys. 5.21. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym �uku A2 – poziom obci��enia 
– 1kN – widok z do�u. 

Rys. 5.22. Rozk�ad napr��en obwodowych ”�r” [MPa] w ta�mach CFRP w �uku A2 – poziom obci��enia – 
1kN – widok z góry.
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5.6.2. �uk A3 
 
Tab. 5.4. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A3 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 -0,064  0,228  0,332  0,007  0,000  
-0,433** 0,547 0,232 0,066  0,161 

3 -0,338  0,497  1,010  0,167  0,077  
-1,299  1,641 0,696 0,198  0,483 

6 -1,509  0,584  3,267  0,963  0,495  
-2,598  3,282 1,392 0,396  0,966 

9 -3,645  0,778  6,625  2,061  1,104  
-3,897  4,923 2,088 0,594  1,449 

12 -6,155  1,014  10,562  3,488  1,856  
-5,196  6,564 2,784 0,792  1,932 

15 -8,736  1,137  14,670  4,996  2,629  
-6,495  8,205 3,480 0,990  2,415 

18 -11,708  1,432  19,453  6,726  3,522  
-7,794  1,728 11,178 4,014  3,204 

21 -15,051  2,436  24,958  8,592  4,510  
-9,093  2,016 13,041 4,683  3,738 

24 -20,557  4,598  35,832  10,861  6,043  
-10,392  2,304 14,904 5,352  4,272 

26,675 -25,487  10,726  52,258  12,394  8,031  
-11,550  2,561 16,565 5,949  4,748 

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 
 

 
Rys. 5.23. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A3. 

Przemieszczenie u [mm]



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

5. Analiza numeryczna 
244 

 

Rys. 5.25. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w ca�ym �uku A3 – poziom obci��enia – 1kN. 

 

 

 

 

 

 

Rys. 5.24. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A3 – poziom obci��enia 1kN. 
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1

 
 
2

Rys. 5.26. Rozk�ad napr��en obwodowych ”�r”  [MPa] w materiale murowym w �uku A3 – poziom obci��enia 
– 1kN (1 – widok od góry, 2 – widok od do�u).  
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Rys. 5.27. Rozk�ad napr��en obwodowych ”�r” [MPa] w ta�mach CFRP w �uku A3 – poziom 
obci��enia – 1kN.

 
5.6.3. �uk A4 
 
Tab. 5.5. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A4 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 -0,005  0,110  0,005  0,000  0,002  
-0,186**  0,078 0,311 0,064  -0,094 

3 -0,002  0,384  0,184  0,069  -0,241  
-0,558  0,234 0,933 0,192  -0,282 

6 0,004  0,947  0,902  0,317  -0,976  
-1,116  0,468 1,866 0,384  -0,564 

9 -0,091  1,671  1,911  0,675  -2,023  
-1,674  0,702 2,799 0,576  -0,846 

12 -0,557  2,648  3,208  1,234  -3,561  
-2,232  0,936 3,732 0,768  -1,128 

15 -1,963  3,953  5,877  2,793  -6,370  
-2,790  1,170 4,665 0,960  -1,410 

18 -4,023  5,089  8,436  4,330  -8,941  
-3,348  1,404 5,598 1,152  -1,692 

21 -5,899  6,191  11,035  5,581  -11,273  
-3,906  1,638 6,531 1,344  -1,974 

24 -7,825  7,229  13,723  6,940  -13,578  
-4,464  1,872 7,464 1,536  -2,256 

26,365 -11,744  8,694  15,329  9,122  -17,054  
-4,904  2,056 8,200 1,687  -2,478 

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 
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Rys. 5.28. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A4.
 

Rys. 5.29. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A4 – poziom obci��enia 1kN. 
 
 
 
 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 5.30. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w ca�ym �uku A4 – poziom obci��enia – 1kN. 

 

Rys. 5.31. Rozk�ad napr��en obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym w �uku A4 – poziom 
obci��enia – 1kN. 
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Rys. 5.32. Rozk�ad napr��en obwodowych ”�r” [MPa] w siatkach z w�ókien w�glowych w �uku A4 – poziom 
obci��enia – 1kN – widok z góry. 

 

Rys. 5.33. Rozk�ad napr��en obwodowych ”�r” [MPa] w siatkach z w�ókien w�glowych w �uku A4 – poziom 
obci��enia – 1kN – widok z do�u.
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5.6.4. �uk A5 
 
Tab. 5.6. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A5 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 -1,500  -0,579  0,584  1,682  -1,509  
-0,091**  0,156  0,237  0,039  -0,060  

3 -1,959  -0,052  1,620  1,822  -2,165  
-0,273  0,468  0,711  0,117  -0,180  

6 -2,935  0,673  3,325  2,046  -3,291  
-0,546  0,936  1,422  0,234  -0,360  

9 -4,321  1,448  5,435  2,456  -4,809  
-0,819  1,404  2,133  0,351  -0,540  

12 -7,376  2,178  9,286  3,663  -8,006  
-1,092  1,872  2,844  0,468  -0,720  

15 -11,220  2,936  13,788  5,197  -11,990  
-1,365  2,340  3,555  0,585  -0,900  

18 -17,041  3,922  20,336  7,480  -17,555  
-1,638  2,808  4,266  0,702  -1,080  

19,314 -21,545  4,848  25,460  9,178  -21,830  
-1,758  3,013  4,577  0,753  -1,159  

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 

 

Rys. 5.34. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A5. 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 5.35. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A5 – poziom obci��enia 1kN. 

1  

2  

Rys. 5.36. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym w �uku A5 – poziom 
obci��enia – 1kN (1 – widok od góry, 2 – widok od do�u). 
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Rys. 5.37. Rozk�ad napr��e� (warto�ci napr��e� wg hipotezy Hubera) ”�” [MPa] w pr�tach stalowych �uku 
A5 – poziom obci��enia – 1kN. 

 
5.6.5. �uk A6 
 
Tab. 5.7. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A6 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 -0,129  0,212  0,449  0,161  0,005  
-0,026**  0,300  0,374  0,068  -0,074  

3 -1,416  -0,341  2,802  1,077  -1,307  
-0,078  0,900  1,122  0,204  -0,222  

6 -3,733  0,055  8,844  3,698  -5,206  
-0,156  1,800  2,244  0,408  -0,444  

9 -5,920  0,807  14,604  5,957  -8,857  
-0,234  2,700  3,366  0,612  -0,666  

12 -7,933  2,255  20,851  7,389  -13,254  
-0,312  3,600  4,488  0,816  -0,888  

15 -13,342  8,362  33,708  3,563  -19,310  
-0,390  4,500  5,610  1,020  -1,110  

16,588 -15,413  9,607  39,629  5,010  -23,717  
-0,431  4,976  6,204  1,128  -1,228  

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 
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Rys. 5.38. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A6.

 

Rys. 5.39. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A6 – poziom obci��enia 1kN. 
 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 5.40. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w ca�ym �uku A6 – poziom obci��enia – 1kN – widok z 
góry. 

 

Rys. 5.41. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w ca�ym �uku A6 – poziom obci��enia – 1kN – widok z 
do�u. 
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Rys. 5.42. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym �uku A6 – poziom obci��enia – 
1kN – widok z góry. 

 

Rys. 5.43. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym �uku A6 – poziom obci��enia – 
1kN – widok z do�u. 
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Rys. 5.44. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w ta�mach CFRP w �uku A6 – poziom obci��enia – 
1kN – widok z góry.

 
5.6.6. �uk A7 
 
Tab. 5.8. Wyniki pomiarów przemieszcze� – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A7 

punkty pomiarowe 1 2 3 4 5 
si�a F przemieszczenie u * 
[kN] [mm] 

1 0,021  0,005  0,052  0,004  -0,001  
-0,034**  0,022  0,065  0,007  -0,017  

3 0,024  0,129  0,393  0,005  -0,002  
-0,102  0,066  0,195  0,021  -0,051  

6 0,027  0,347  1,084  0,005  -0,198  
-0,204  0,132  0,390  0,042  -0,102  

9 -0,047  0,541  2,026  0,008  -0,601  
-0,918  0,594  0,585  0,063  -0,153  

12 -0,648  0,571  3,351  -0,001  -1,270  
-0,408  0,264  0,780  0,084  -0,204  

15 -1,263  0,569  4,980  -0,020  -2,168  
-0,510  0,330  0,975  0,105  -0,255  

18 -2,502  0,515  6,849  0,005  -3,721  
-0,612  0,396  1,170  0,126  -0,306  

21 -6,265  -1,250  12,098  0,070  -6,396  
-0,714  0,462  1,365  0,147  -0,357  

24 -11,438  -4,203  18,479  0,715  -9,365  
-0,816  0,528  1,560  0,168  -0,408  

27 -12,644  -5,464  21,405  0,857  -10,306  
-0,918  0,594  1,755  0,189  -0,459  

27,618 -12,662  -5,480  21,454  0,858  -10,306  
-0,939  0,608  1,795  0,193  -0,470  

* warto�ci ujemne obrazuj� wypi�trzenie modelu �uku 
** pogrubione warto�ci z oblicze
 MES 
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Rys. 5.45. Porównanie wyników przemieszcze� ”u” z bada� laboratoryjnych z wynikami MES – �uk A7. 

 
 

Rys. 5.46. Deformacje (warto�ci przemieszcze�) w �uku A7 – poziom obci��enia 1kN. 
 

Przemieszczenie u [mm]
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Rys. 5.47. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w �uku A7 – poziom obci��enia – 1kN – widok z 
góry. 

 

Rys. 5.48. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w �uku A7 – poziom obci��enia – 1kN – widok z 
do�u. 
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Rys. 5.49. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym �uku A7 – poziom 
obci��enia – 1kN – widok z góry. 

 

Rys. 5.50. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w materiale murowym �uku A7 – poziom 
obci��enia – 1kN – widok z do�u. 



 Praca statyczna zabytkowych zakrzywionych konstrukcji ceglanych poddanych zabiegom naprawy i wzmacniania 

5. Analiza numeryczna 
260 

Rys. 5.51. Rozk�ad napr��e� obwodowych ”�r” [MPa] w d	wigarze z drewna klejonego w �uku A7 – 
poziom obci��enia – 1kN – widok z góry. 

Tab. 5.9. Napr��enia normalne ”�” w drewnie klejonym w �uku A7 – porównanie z wynikami z MES 
(tylko dla wybranych warto�ci) 

kotew nr 1 2 3 
si�a  
F 

napr��enie normalne 
 � * 

[MPa] [kN] 

1 0 -0,035 -0,093 
0,150** -0,023 -0,196 

3 0,058 -0,151 -0,371 
0,450 -0,068 -0,588 

15 3,039 -0,568 -3,318 
2,250 -0,342 -2,940 

27,618 9,152 -0,232 -8,317 
4,143 -0,630 -5,413 

 

* warto�ci ujemne przedstawiaj� napr��enia �ciskaj�ce 
**warto�ci pogrubione pochodz� z oblicze
 MES  
 
 

Rys. 5.52. Napr��enia normalne ”�” w drewnie klejonym w punktach od 1 do3 przy kolejnych 
warto�ciach obci��enia si�� ”F” w �uku A7 – porównanie z wynikami z MES. 
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Rys. 5.53. Rozk�ad napr��e� zredukowanych wg. hipotezy Hubera ”�” [MPa] w kotwach stalowych w 
�uku A7 – poziom obci��enia – 1kN – widok z góry.

 
Tab. 5.10. Napr��enia normalne ”�” – wyniki z bada� laboratoryjnych oraz oblicze� MES – �uk A7 

punkty pomiarowe 1 2 
si�a 
F 

napr��enie normalne 
� * 

[kN] [MPa] 

1 -2,016 2,856 
-0,705** 7,740 

3 -6,384 8,904 
-2,115 23,220 

6 -11,760 22,008 
-4,230 46,440 

9 -19,488 58,800 
-6,345 69,660 

12 -24,024 81,312 
-8,460 92,880 

15 -30,072 100,296 
-10,575 116,100 

18 -29,064 112,056 
-12,690 139,320 

21 -18,816 54,768 
-14,805 162,540 

24 -44,520 28,728 
-16,920 185,760 

27 -48,552 26,712 
-19,035 208,980 

27,618 -51,576 23,520 
-19,471 213,763 

* warto�ci ujemne przedstawiaj� napr��enia �ciskaj�ce 
**warto�ci pogrubione pochodz� z oblicze
 MES  
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Rys. 5.54. Napr��enia normalne ”�” w kotwach stalowych nr 1 i 2 przy kolejnych warto�ciach 

obci��enia si�� ”F” w �uku A7 – porównanie wyników z bada� z wynikami MES. 
 
5.7. Wnioski 
 

1) Stosowany w analizie zachowania badanych konstrukcji ceglanych model numeryczny 
(MES), makroelementowy, bazuj�cy na za�o�eniu, �e mur jest materia�em 
jednorodnym, zhomogenizowanym jest znacznym uproszczeniem. Uproszczenie to 
mo�na jednak uzna� za dostatecznie wiarygodne w analizie prostych konstrukcji.  

 
2) Otrzymane wyniki przemieszcze� wyznaczone na podstawie analizy liniowej w 

porównaniu z wynikami z bada� do	wiadczalnych (rozdz. 4), wyznaczone w tych 
samych badanych punktach, do	� jednoznacznie 	wiadcz� o du�ej rozbie�no	ci 
wyników przy granicznych warto	ciach si�y niszcz�cej. Rozbie�no	� ta powsta�a na 
skutek przyj
cia w modelu numerycznym muru jako materia�u plastycznego. 
Za�o�enie to do	� znacznie odbiega od rzeczywisto	ci – mur jest o	rodkiem kruchym. 
Jednak�e analizuj�c badane przypadki mo�na doj	� do wniosku, �e obliczenia 
numeryczne (takie jak powy�sze) mog� z powodzeniem s�u�y� do wyznaczenia stref 
miejscowego zmia�d�enia materia�u, wyst
powania przegubów, itd. st�d maj� 
charakter jako	ciowy. Mo�na te� pos�uguj�c si
 t� metod� oceni� s�uszno	� 
zaproponowanych metod napraw i wzmocnie�.  Na potwierdzenie, zestawiono mapy 
przemieszcze� w tab. 5.11. 

 
3) Nale�y stwierdzi�, �e wyniki analizy numerycznej potwierdzaj� wnioski z bada� 

do	wiadczalnych o stosunkowo niskim stopniu wykorzystania przekrojów materia�ów 
wzmacniaj�cych, g�ównie ta	m CFRP, naklejonych na grzbietow� powierzchni
 
�uków. Przekroje ta	m i pr
tów zostaj� wykorzystane w wi
kszym stopniu dopiero w 
fazie powstawania przegubów. 

 
4) Prace nad zbudowaniem modelu numerycznego w pe�ni przydatnego do oceny 

ilo	ciowej efektywno	ci badanych sposobów wzmocnie� s� kontynuowane. 
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Tab. 5.11. Zestawienie deformacji w poszczególnych modelach numerycznych �uków – warto�� si�y 
obci��aj�cej model 1 kN 

Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A1 

Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A2 

Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A3 

Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A4 
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Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A5 

Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A6 

Deformacje w modelu 
numerycznym �uku A7 
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zniszczenie �uku    – � � � � 	    (6.1) 
 
konstrukcja �uku pozostaje stabilna  – � � � � 	    (6.2) 
 
p – liczba wi�za� pierwotnych pomi
dzy poszczególnymi ceg�ami (sekcjami), 
z – liczba wi�za� zniszczonych pomi
dzy poszczególnymi ceg�ami (sekcjami) w ca�ym �uku. 
 

Do zniszczenia �uku dochodzi dopiero w przypadku, gdy liczba wi�za� zniszczonych z 
przewy�sza lub jest równa liczbie wi�za� pierwotnych p (zgodnie z modelem – pierwotne 
p=3). 
 W trakcie bada� obserwowano ró�ne modele niszczenia po��cze� mi
dzy ceg�ami. 
Mo�na podzieli� je na 5 grup: 
� powstanie przegubu zmniejszaj�cego liczb
 wi�za� z o 1(z=1) i 	rodku wzajemnego 

obrotu (rotacji) w cz
	ci górnej po��czenia – rys. 6.6, 
� powstanie przegubu zmniejszaj�cego liczb
 wi�za� z o 1(z=1) i 	rodku wzajemnego 

obrotu (rotacji) w cz
	ci dolnej po��czenia – rys. 6.7, 
� powstanie 	ci
cia w p�aszczy�nie pomi
dzy sekcjami zmniejszaj�cego liczb
 wi�za� z o 

1(z=1) – rys. 6.8, 
� powstanie 	ci
cia w p�aszczy�nie pomi
dzy sekcjami oraz przegubu o 	rodku 

wzajemnego obrotu (rotacji) w cz
	ci górnej po��czenia zmniejszaj�cego liczb
 wi�za� z 
o 2(z=2) – rys. 6.9, 

� powstanie 	ci
cia w p�aszczy�nie pomi
dzy sekcjami oraz przegubu o 	rodku 
wzajemnego obrotu (rotacji) w cz
	ci dolnej po��czenia zmniejszaj�cego liczb
 wi�za� z 
o 2(z=2) – rys. 6.10. 

 

Rys. 6.6. Model powstania przegubu zmniejszaj�cego liczb� wi�za� z o  1(z=1) i �rodku wzajemnego obrotu 
(rotacji) w cz��ci górnej po��czenia. 
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Rys. 6.7. Model powstania przegubu zmniejszaj�cego liczb� wi�za� z o 1 (z=1) i �rodku wzajemnego obrotu 

(rotacji) w cz��ci dolnej po��czenia. 
 

 
Rys. 6.8. Model powstania �ci�cia w p�aszczy	nie pomi�dzy sekcjami zmniejszaj�cego liczb� wi�za� z o 1 

(z=1). 
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Rys. 6.9. Model powstania �ci�cia w p�aszczy	nie pomi�dzy sekcjami oraz przegubu o �rodku wzajemnego 
obrotu (rotacji) w cz��ci górnej po��czenia zmniejszaj�cego liczb� wi�za� z o 2 (z=2). 

 

Rys. 6.10. Model powstania �ci�cia w p�aszczy	nie pomi�dzy sekcjami oraz przegubu o �rodku wzajemnego 
obrotu (rotacji) w cz��ci dolnej po��czenia zmniejszaj�cego liczb� wi�za� z o 2 (z=2). 
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Analizuj�c powy�sze modele zniszczenia mo�na stwierdzi�, �e zniszczenie �uku 
dokonuje si
 nie tylko wtedy, gdy powstaje zniszczenie pomi
dzy sekcjami (ceg�ami) a� w 
czterech miejscach (typu pochodz�cego z grup 1 do 3) (np. 3-1-1-1-1 = -1) ale równie� w 
przypadku, gdy powstaj� zniszczenia pomi
dzy sekcjami tylko w dwóch miejscach (typu 
pochodz�cego z grup 4 i 5) (np. 3-2-2 = -1). Mo�na te� obserwowa� zniszczenie �uku 
powsta�e na skutek zniszczenia jednego z po��cze� pomi
dzy sekcjami w trzech miejscach, 
b
d�ce po��czeniem wymienionych przypadków (np. 3-2-1-1 = -1). 
 

Z przedstawionej analizy wynika, �e powstanie okre	lonego typu zniszczenia jest 
powi�zanie z rodzajem wzmocnienia oraz jego umiejscowieniem (strona grzbietowa lub 
podniebienie �uku). Opisana analiza odnosi si
 jedynie do elementów badanych, mo�e jednak 
stanowi� podstaw
 w ocenie efektów wzmocnie� stosowanych w innych przypadkach. 
 
6.2. Model analityczny 
 

Wykorzystuj�c obserwowane w badaniach modele zniszczenia, bazuj�c na ogólnych 
zasadach statyki, pracy [144] oraz korzystaj�c z norm do obliczania konstrukcji murowych 
[187] i [188], mo�na wyznaczy� si�y przekrojowe w najbardziej wyt
�onym przekroju 
konstrukcji. Dla badanego przypadku �uku przyj
tego jako trójprzegubowy, najbardziej 
wyt
�ony przekrój oznaczono jak na rys. 6.11 jako k. Zaproponowany model analityczny 
weryfikowano na �ukach A2 oraz A5. 

Zak�adaj�c wg. [187], �e MSd (moment zginaj�cy w przekroju) wywo�any obci��eniem 
F jest mniejszy lub równy MRd (no	no	� obliczeniowa przekroju na zginanie), mo�na zapisa� 
równanie: 

 ��� � ���           (6.3) 
 

Moment zginaj�cy MSd jest maksymalnym momentem w ca�ej konstrukcji �uku. 
Korzystaj�c z obserwacji i wyników bada� do	wiadczalnych mo�na stwierdzi�, �e miejscem, 
w którym tworzy si
 pierwszy przegub jest punkt k. 
 

Rys. 6.11. Przyj�ty model geometryczny �uku trójprzegubowego. 
 

Warto	� momentów przekrojowych w punkcie k mo�na wyznaczy� z zale�no	ci 
geometrycznych, (rys. 6.11 – 6.12).  
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W analizie przypadku badanego podczas bada� laboratoryjnych przyj
to dane 
geometryczne (rys. 6.13) wyznaczone wzgl
dem 	rodkowej osi przekroju. 

 

 
Rys. 6.12. Wyznaczenie d�ugo�ci odcinka x. 

 

Rys. 6.13. Obliczeniowy model �uku bazuj�cy na modelu z bada� do�wiadczalnych. 
 
Przyjmuj�c za prawid�owe powy�sze rozumowanie mo�na stwierdzi�, �e: 
 ��� � �:.           (6.4) 
 
Zak�adaj�c, �e: 
 !�� � 	,           (6.5) 
 
mo�na wyznaczy� moment zginaj�cy Mk w punkcie k korzystaj�c ze wzoru: 
 �: � �� � �,           (6.6) 
 
gdzie: 
 
RA · d = F · b.           (6.7) 
 
Z tego: 
 �� � ��u

�            (6.8) 
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Poszczególne warto	ci wykorzystywane we wzorach (6.11) i (6.12) przyjmuje si
 
zgodnie ze schematem podanym na rys. 6.15. Warto	ci wytrzyma�o	ci poszczególnych 
materia�ów pochodz� z innych �róde� (w�asnych bada� b�d� tablic i danych producentów).  
 

 
Rys. 6.15. Rozk�ad napr��e� i odkszta�ce� w przekroju wg. [187]. 

 
Na podstawie powy�szych wzorów oraz za�o�enia (6.13) mo�na wyznaczy� (dla danej 

geometrii i przy danych parametrach materia�owych) tak� warto	� si�y F, dla której przekrój 
�uku wzmocnionego wykorzystuje ca�kowicie swoj� no	no	�.  

 ��� � ��� � �:          (6.13) 
 

Korzystaj�c z zale�no	ci (6.13) mo�na j� tak modyfikowa�, aby sterowa� wielko	ci� 
przekroju dobieranego wzmocnienia, wystarczaj�c� do przeniesienia przewidywanych 
obci��e�.  
 

Korzystaj�c z geometrii przedstawionej na rys. 6.13 oraz wyznaczonych (na podstawie 
bada� zawartych w rozdz. 4) parametrów materia�owych, okre	lono no	no	ci przekrojów 
wzmocnionych we wszystkich analizowanych podczas bada� do	wiadczalnych przypadkach. 
 
Poni�ej przedstawiono przyj
ty sposób analizy obliczeniowej: 
 
Dla �uku A2 przyj
to: 
 
F = 10,866 kN 
fs = 4800 MPa 
fd = 3,0 MPa  
As = 0,4136 · 10-4 m2 
bp = 0,77 m 
dp = 0,12 m 
 
Otrzymano nast
puj�ce warto	ci: 
 
Mk = 4,1 kNm – przyj
to z oblicze� komputerowych, 
 
� � 	6k+ � �k � 	6y � �6��o7�����������6����6��o � � 	6	|| m 
 
MRd = 0,4136·10-4 ·4800·0,077 = 15,29 kN·m 
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Tab. 6.1. Porównanie wyników z bada� z wynikami analitycznymi (wybrane modele) 

model 
�uku 

si�a niszcz�ca 
Fmax 

 
 

[kN] 

maksymalny moment zginaj�cy 
(obliczenia komputerowe) 

 Mmax 
 

[kNm] 

no�no�	 obliczeniowa 
przekroju na zginanie 

MRd 
 

[kNm] 
A2 10,866 4,1 15,29 
A5 19,314 7,3 6,60 

 
Uzyskane warto	ci momentów dla �uku A2 znacznie si
 od siebie ró�ni�. Jedynie 

obliczenia przeprowadzone dla �uku A5 da�y wyniki zbli�one: 
 

Mk = 7,3 kN·m 
MRd = 6,6 kN·m 
 
gdzie: 
� Mk  – moment zginaj�cy w przekroju k, 
� MRd  – no	no	� obliczeniowa przekroju na zginanie. 

 
Stwierdzono, �e w przypadku wzmocnie� wykorzystuj�cych materia�y FRP lub 

FRCM naklejane na wzmacnian� powierzchni
, nie s� spe�nione warunki normowe dotycz�ce 
przemieszcze�.  Wynika z tego, �e przyj
te podej	cie bazuj�ce na [187] jest nie w pe�ni 
s�uszne. 
 Pewn� popraw
 wyników analizy mog�oby przynie	� wprowadzenie cz
	ciowych 
wspó�czynników bezpiecze�stwa dla muru i „zbrojenia” okre	lonych w starszych wydaniach 
normy [187]. Mo�na by zastosowa� te� odpowiednio dobrany wspó�czynnik koryguj�cy, 
odpowiadaj�cy wspó�pracy zbrojenia kompozytowego z murem. 

Z uwagi na rozbie�no	� wyników analiz
 nale�a�oby przeprowadzi� na du�ej serii 
prób. Wyniki bada� teoretycznych uzyskane na podstawie bada� pojedynczych modeli nie 
pozwalaj� na jednoznaczn� weryfikacj
 proponowanego modelu. Prace w tym zakresie b
d� 
kontynuowane. 
 
6.3. Propozycja rozbudowy modelu analitycznego  
 

Ró�ni�ce si
 od siebie w sposób znaczny wyniki obliczeniowe oraz postaci 
zniszczenia wskazuj�, �e w wyniku odspojenia wzmocnienia (w analizowanym przypadku 
materia�u FRCM – siatki) od pow�oki ceglanej, przed zniszczeniem przekroju, powstaje inny 
od zaproponowanego w rozdz. 6.1 mechanizm tworzenia si
 przegubu. 
 Mo�na zatem zaproponowa� w p�aszczy�nie wzmocnionej wytworzenie przegubu 
spr
�ystego na styku dwóch cegie� (sekcji) – jak na rys. 6.16 –  umo�liwiaj�cego obrót lewej i 
prawej cz
	ci modelu. 
 

Rys. 6.16. Proponowany model po��czenia (wi�zania) pomi�dzy poszczególnymi ceg�ami (sekcjami). 
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Proponowany model po��czenia, uwzgl
dniaj�cy w miejscu wzmocnienia powstanie 
przegubu spr
�ystego o podatno	ci c, umo�liwi powstanie obrotu. Powstanie obrotu 
powoduje natomiast sytuacj
, w której w innych cz
	ciach modelu konstrukcji �uku zaczn� 
powstawa� przeguby (o schemacie sztywnym lub spr
�ystym) zmieniaj�ce ca�� konstrukcj
 w 
„mechanizm”, a co za tym idzie – powoduj�ce zniszczenie �uku. 

 
Rozwijaj�c ten tok post
powania mo�na stwierdzi�, �e wzmocniony element murowy 

pracuje w trzech fazach. 
 

Faza I 
  

Przed zarysowaniem  przekroju ceglanego mo�na przyj��, �e w ca�ym przekroju 
wyst
puj� liniowe napr
�enia 	ciskaj�ce i rozci�gaj�ce wywo�ane si�� normaln� N i 
momentem zginaj�cym M. Mo�na tu rozpatrywa� zast
pczy przekrój, po zmianie zbrojenia na 
ekwiwalentny przekrój zhomogenizowanego muru (rys. 6.16) korzystaj�c z zawartego w  
[188] sposobu okre	lania zast
pczego przekroju sprowadzonego, (rys. 6.17). 
 

Rys. 6.17. Zast�pczy przekrój muru wzmocnionego. 
 

 
Rys. 6.18. Sposób okre�lania zast�pczego przekroju sprowadzonego, [188]. 

 
Faza II 
 

Po zarysowaniu przekroju murowego w strefie rozci�ganej napr
�enia rozci�gaj�ce 
przenosi „zbrojenie”, które poza zarysowanym przekrojem nie jest odspojone od muru i 
pracuje w zakresie spr
�ystym. Strefa 	ciskana ma zmienn� wysoko	� x. Model przekroju 
pracuj�cego w fazie II przedstawiono na rys. 6.19. 

W fazie II pracuje spr
�yna C2. Si�a tarcia T na suwaku w modelu oznacza 
wytrzyma�o	� spoiny z zaprawy na 	ci
cie w s�siedztwie zarysowanego przekroju w murze, 
(rys. 6.19). Spr
�yna C3 reprezentuje spr
�ysto	� muru. 
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Rys. 6.19. Model przekroju pracuj�cego w fazie II. 
 

 

 

Rys. 6.20. Szczegó� po��czenia elementów. Wykres 
napr��e� w zbrojeniu.  

 Rys. 6.21. Zniszczona spoina na odcinku „2a”. 

  
W chwili, gdy wytrzyma�o	� zaprawy mi
dzy zbrojeniem i murem w s�siedztwie 

szczeliny w murze (zarysowanym przekroju – rys. 6.20) zostanie przekroczona, czyli zostanie 
przekroczona no	no	� T suwaka w modelu (rys. 6.19) nast�pi 	ci
cie spoiny na odcinku a w 
lewo i w prawo od zarysowanego przekroju muru. 

 
Faza III 
 

W momencie 	ci
cia spoiny nast�pi po	lizg na suwaku. Jednocze	nie nast�pi du�y 
obrót wzgl
dny przekroju i dolne wi�zanie przesunie si
 skokowo w dó� (do kraw
dzi 
przekroju – rys. 6.22). 

 

Rys. 6.22. Model przekroju pracuj�cego w fazie III. 
 
W chwili po	lizgu w zaprawie suwak nie pracuje, lecz pracuj� szeregowo po��czone 

spr
�yny C1 i C2. 
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Je�eli zgodnie z rys. 6.23: 
 � � � � �,           (6.14) 
 
gdzie: 
– F – si�a, 
– C – podatno	� spr
�yny C, 
– x – wyd�u�enie spr
�yny C,  
 
to dwie spr
�yny szeregowe C1 i C2 mo�na zast�pi� jedn� spr
�yn� C (rys. 6.24), gdzie: 
 �
� � �

�& � �
�L           (6.15) 

 
gdzie: 
– C – podatno	� spr
�yny C, 
– C1 – podatno	� spr
�yny C1, 
– C2  – podatno	� spr
�yny C2, 
 

 

 

Rys. 6.23. Praca spr��yny C.  Rys. 6.24. Szereg spr��yn zast�piony jedn� 
spr��yn�.  

 
Je�eli w fazie III konstrukcja nie zostanie zniszczona, to mo�e nast�pi� dalszy po	lizg 

w zaprawie o kolejny odcinek. Wtedy w modelu trzeba przyj�� uk�ad jak na rys. 6.25.  
Do modelu mo�na równie� wprowadzi� efekt pe�zania. Mo�e bowiem wyst�pi� 

przypadek, �e w fazie III nie nast�pi przyrost obci��enia. Na skutek pe�zania zbrojenia mo�e 
jednak nast�pi� zniszczenie zaprawy w spoinie mi
dzy zbrojeniem a murem. Wtedy mo�na 
przyj��, �e strefa rozci�gania jest modelowana uk�adem jak na rys. 6.26, w którym 
wbudowany jest t�umik �. Przy wzro	cie pe�zania do pewnej warto	ci � nast�pi w��czenie 
suwaka. Je	li si�a F jest odpowiednio du�a, lub gdy nast�pi jej wzrost, suwak zareaguje i 
nast�pi 	ci
cie zaprawy mi
dzy zbrojeniem a murem. 

 

 

 

Rys. 6.25. Uk�ad spr��yn w ewentualnym modelu w 
fazie III. 

 Rys. 6.26. Model strefy rozci�gania.  
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Takie w�a	nie zachowanie �uków ceglanych obserwowano w trakcie bada� 
do	wiadczalnych. 

W dalszych rozwa�aniach nale�y skoncentrowa� si
 na wyznaczeniu d�ugo	ci stref 
zakotwienia oraz spr
�ystej podatno	ci poszczególnych materia�ów kompozytowych 
stosowanych jako wzmocnienie oraz na budowaniu adekwatnego modelu obliczeniowego. 

 
Na podstawie modeli pracy po��czenia starano si
 wyznaczy� ogólne równania i 

przyk�adowe obliczenia dla modelu A2 przekroju murowego zbrojonego siatkami z w�ókien 
w
glowych dla mimo	rodowego 	ciskania. 

 Nale�y zauwa�y�, �e jest istotna ró�nica mi
dzy modelami zniszczenia przekroju ze 
zbrojeniem stalowym oraz zbrojeniem z w�ókien w
glowych, które maj� wielokrotnie wy�sz� 
wytrzyma�o	�. W równaniach dla przekrojów �elbetowych lub murowych zbrojonych stal� 
zak�ada si
, �e w chwili zniszczenia nie wyst
puje po	lizg mi
dzy betonem (murem) i 
zbrojeniem. St�d, w przypadkach, w których zniszczenie przekroju nast
puje przez zerwanie 
zbrojenia, w równaniach i wzorach wyst
puje wytrzyma�o	� stali przy uplastycznieniu. Je	li 
zbrojenie ma tak du�� wytrzyma�o	�, �e napr
�enia w zbrojeniu b
d� zawsze znacznie 
mniejsze od jego wytrzyma�o	ci, i jednocze	nie wytrzyma�o	� strefy 	ciskanej jest równie� 
du�a, to zniszczenie przekroju mo�e nast�pi� przez 	ci
cie warstwy mi
dzy zbrojeniem i 
betonem (murem), jak ma to miejsce dla modelu A2 �uku ceglanego. W takich przypadkach w 
równaniach i wzorach, zamiast wytrzyma�o	ci zbrojenia na zerwanie, nale�y stosowa� 
napr
�enie przy którym nast
puje 	ci
cie (po	lizg) mi
dzy zbrojeniem i murem. Napr
�enia 
te mog� by� znacznie mniejsze od wytrzyma�o	ci zbrojenia na zerwanie. 

St�d wynika du�a ró�nica mi
dzy momentem niszcz�cym �uk w modelu A2 równym 
Mk = 4,1 kNm, w którym nast�pi�o 	ci
cie mi
dzy zbrojeniem i murem oraz no	no	ci� 
obliczeniow� na zginanie MRd = 15,29 kNm przy za�o�eniu, �e 	ci
cie nie wyst�pi i przy 
przyj
ciu we wzorach wytrzyma�o	ci zbrojenia na zerwanie. 

Na podstawie wykonanych bada� mo�na oszacowa� wielko	ci napr
�e� w zbrojeniu, 
przy których nast�pi�o 	ci
cie mi
dzy zbrojeniem i murem. Do stworzenia algorytmu 
obliczania wzmocnie� nale�a�oby wykona� celowe badania, okre	li� wytrzyma�o	ci na 
	ci
cie mi
dzy zbrojeniem i murem dla ró�nych materia�ów zbrojenia, zaprawy klejowej, 
muru itp. Zalet� tego podej	cia by�aby mo�liwo	� stosowania tych samych wzorów 
obliczeniowych, co w przypadku zbrojenia stal�. 

W ogólnym przypadku model zniszczenia przekroju nale�y rozszerzy�, dopuszczaj�c 
mo�liwo	� 	ci
cia mi
dzy zbrojeniem i murem. Do wzorów nale�y wprowadzi� warto	� 
mniejsz� z wytrzyma�o	ci na 	cinanie i wytrzyma�o	ci na zerwanie zbrojenia. 
 

 
Rys. 6.27. Stan poprzedzaj�cy �ci�cie w murze. 
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Nale�y zauwa�y�, �e dla modelu A2 w s�siedztwie zarysowanego przekroju, przy 
którym nast�pi�o 	ci
cie spoiny mi
dzy zbrojeniem i murem, nie obowi�zuje zasada p�askich 
przekrojów. �uk z naklejonym zbrojeniem zachowuje si
 jak konstrukcja trójwarstwowa, w 
której zaprawa klejowa jest warstw� 	cinan� (rys. 6.28). St�d, nie obowi�zuje tu wykres 
odkszta�ce� – rys. 6.15. 
 

 
Rys. 6.28. �uk z naklejonym zbrojeniem pracuj�cy jako konstrukcja trójwarstwowa. 

 
Przekrój mimo�rodowo �ciskany (model �uku A2) 
 

Rys. 6.29. Przekrój mimo�rodowo �ciskany – �uk A2. 
 
Warunki równowagi przekroju (momenty wzgl
dem punktu A): 
 

{ �<� � 	6y�> � s� � � � ���� � <� � 	6y����> 
� � s� � � � ���� � ��� (w normie [187] oznaczono ���� � � � �) 

 
Oznaczaj�c za rys. 6.29 � � � � � mamy: 
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{ � � 	6y � � � � � s� � � � ���� � a� � 	6y����c (6.16)

� � s� � � � ���� � ��  (6.17)
 
Rozpatruj�c model �uku A2 przyj
to nast
puj�ce dane: 
 
N = RA = 10,73 kN (wg. rys. 6.13)      
M = 4,1 kNm 
b = 0,77 m 
d = 0,12 m 
fd = 3 MPa = 3·103 kN/m2 
 
Oznaczenie mimo�rodu 
 
Napr
�enia od 	ciskania w murze: 
 R� � �

u��            (6.18) 
 R� � ��6�o

�6����6� � kk�6k� :�wL � 	6kk�����. 
Napr
�enia od 	ciskania s� zbyt ma�e, zatem dominuje zginanie � mimo	ród du�y � 

xeff < d. 
Dla przyj
tych danych wyznacza si
 xeff  z (6.16). Jest to równanie kwadratowe 

wzgl
dem xeff, które po podstawieniu danych sprowadza si
 do postaci: 
 ���� � 	6+� � ���� � �6k	|+ � k	�o � 	  
 
st�d: 
 

���� � ��	6++k�y� �	6	k~yy�  
 
W�a	ciwym jest rozwi�zanie xeff = 0,01855 m. St�d i z (6.17) wyznacza si
 si�
 w zbrojeniu: 
 �� � s� � � � ���� � �           (6.19) 
 �� � ¡ � k	o � 	6|| � 	6	k~yy � k	6|¡ � ¡+6k+�¢�   
 
Napr
�enia w zbrojeniu: 
 R� � �£�£           (6.20)

  

R� � ¡+6k+	6�k¡� � k	�� � ||6�� � k	� ¢�  � ||�6����� 

 
W rozwa�anym przypadku udzia� 	ciskania jest bardzo ma�y. Je	li, zatem przyj��, �e N = 0, 
to równania (6.16) i (6.17) maja posta�: 
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{ � � s� � � � ���� � a� � 	6y����c (6.21)

s� � � � ���� � ��  (6.22)
 
Równania te pokrywaj� si
 z normowymi. 
 
Je	li: ���� � �£�¤�u           (6.23) 
 
oraz 
 

� � � � 	6y � ���� � � � 	6y � ��s� � � � �<k � 	6y � ¥� � s�s� � � � � 

 
to (6.21) ma posta�: 
 
M = Fs · z 
 
lub 
 
M = As · fs · z    (jak w normie [187] ) 
 
Uwzgl
dniaj�c (6.22) i (6.23) z (6.21) mamy: 
 � � ��<� � 	6y � �£�¤�u>         (6.24) 
 
Z tego równania mo�na wyznaczy� Fs : 
 

�6k � ��<	6k+ � 	6y � ��¡ � k	o � 	6||> 
  
  ¦ 
 �� � 	6yy�� � k	o � �� � k~6§�+ � k	o � 	 
 

�� � ���yk|6~+�¢�¡�6y~�¢�  
 
Rozwi�zanie Fs = 517,82 kN nale�y odrzuci�, gdy� z (6.22) otrzymano by: 
 ���� � �£�¤�u � v��6�

o���¨��6�� � 	6++��  © �                  (6.25)

  
Przyjmuje si
:  
 
Fs = 36,58 kN  (xeff = 0,0158 m)       (6.26) 
 
St�d napr
�enia w zbrojeniu: 
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R� � o76v�
�6��o7����� � ~~6�� � k	� :�

wL � ~~�6�����      (6.27)

  
Wyniki (6.26) i (6.27) s� zbli�one do (6.19) i (6.20). 
 
6.4. Wnioski 
 

1) Do okre	lenia no	no	ci obliczeniowej na zginanie przekroju zbrojonego materia�ami 
kompozytowymi (np. z w�ókien w
glowych) nie mo�na stosowa� wzorów normowych 
(63) i (64) (oznaczenia wg. PN [187]), w których przyj
to fyd jako wytrzyma�o	� na 
zerwanie zbrojenia z w�ókien. Wytrzyma�o	� ta, przyj
ta w pracy jako fs = 4800 MPa 
nie mo�e by� osi�gni
ta, gdy� jest zbyt du�a. 
 

2) Przyj
cie fyd jako wytrzyma�o	ci dora�nej wymaga za�o�enia, �e zbrojenie nie odspoi 
si
 od muru (nawet je	li nie zostanie zerwane), jak w przypadku elementów 
�elbetowych. 

 
3) W rozpatrywanym przypadku (�uk A2) zniszczenie przekroju nast
puje przez 	ci
cie 

spoiny miedzy zbrojeniem i murem na odcinkach a po obu stronach (rys. 6.20, 6.21 i 
6.27). St�d, przy rozpatrywanym sposobie zniszczenia nale�y przyj�� Fs = As · �s jako 
si�
, przy której nast
puje 	ci
cie spoiny mi
dzy zbrojeniem i murem. �ci
cie to 
nast
puje przy napr
�eniach �s w zbrojeniu du�o mniejszych ni� wytrzyma�o	� fs = 
4800 MPa (do porównania wyniki oblicze� wg. równa� (6.20) i (6.27)). St�d, wynika 
zawy�ona warto	� MRd = 15,29 kNm zawarta w tab. 6.1. Zosta�a ona obliczona dla 
innego modelu zniszczenia, przy przyj
ciu, �e fs = 4800 MPa zamiast np. �s=775,6 
MPa (lub 884,4 MPa). 

 
4) Wzory (63) i (64) [187] mog� by� stosowane przy zginaniu, je	li zamiast fyd przyjmie 

si
 napr
�enie �s w „zbrojeniu”, przy którym nast�pi 	ci
cie w spoinie mi
dzy 
„zbrojeniem” i murem (przy bardzo du�ych wytrzyma�o	ciach „zbrojenia”). W tym 
celu dla danego „zbrojenia”, zaprawy itp. nale�a�oby wyznaczy� Fs i �s w trakcie 
bada� do	wiadczalnych (gdzie �s = Fs / As). Zamiast �s we wzorach mo�na u�ywa� Fs. 
Przy tych badaniach mo�na by oznaczy� równie� d�ugo	� odcinka a przy pierwszym 
po	lizgu.  

 
5) Podane modele „spr
�ynowe” s� modelami fenomenologicznymi i nie s�u�� do 

oblicze� jedynie do zobrazowania zachowania konstrukcji, pracy modelu. Parametry 
tych modeli mo�na wyznaczy� znaj�c Fs, a, cechy spr
�yste oraz  fd, N, M. 

 
6) W ogólnym przypadku w�a	ciwe jest stosowanie równa� (6.16) i (6.17) dla 

mimo	rodowego 	ciskania. 
 

7) Po wyznaczeniu wytrzyma�o	ci na 	ci
cie mi
dzy zbrojeniem i murem dla ró�nych 
materia�ów zbrojenia (siatki FRCM, ta	my CFRP i inne), zaprawy klejowej, muru itp. 
wydaje si
, �e proponowany model analityczny by�by mo�liwy do stosowania przy 
wykorzystaniu tych samych wzorów obliczeniowych, co w przypadku zbrojenia stal�. 
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7. UWAGI KO�COWE. WNIOSKI OGÓLNE 
 
7.1. Podsumowanie 
 

Rozprawa ma charakter badawczy z elementami teoretycznymi, opartymi o 
modelowanie numeryczne i analityczne, weryfikuj�cymi wyniki uzyskane w badaniach 
laboratoryjnych. G�ównym zagadnieniem podj
tym w pracy jest analiza deformacji �uków 
ceglanych poddanych zabiegom wzmacniania przy u�yciu materia�ów tradycyjnych (pr
ty 
stalowe), jak i nowoczesnych (ta	my CFRP i siatki FRCM). Zaj
to si
 opisem modelu 
zniszczenia oraz no	no	ci� przekrojów wzmocnionych opisanymi wy�ej metodami, równie� z 
zastosowaniem spoiny klejowej jako ��cznika pomi
dzy o	rodkiem murowym a elementem 
wzmacniaj�cym. 

Badania przeprowadzone zosta�y na modelach w skali technicznej. Wzmocnienie w 
postaci siatek FRCM, ta	m CFRP, pr
tów stalowych oraz d�wigara z drewna klejonego 
umieszczano w wi
kszo	ci przypadków po grzbietowej stronie przekroju �uków. Technologi
 
tak� przyj
to ze wzgl
du na za�o�enie, �e po stronie podniebienia �uków i sklepie� w 
obiektach rzeczywistych wyst
puj� cz
sto ró�nego rodzaju dekoracje (polichromie). Jedynie 
�uk A4 zosta� wzmocniony po stronie grzbietowej i stronie podniebienia – wykonano ten 
rodzaj wzmocnienia w celach porównawczych.   

Zastosowanie materia�ów kompozytowych (ta	my CFRP – �uk A6, siatki FRCM – �uki 
A2 i A4, oraz ta	my CFRP i siatki FRCM – �uk A3) stanowi o oryginalno	ci bada�. 
Szczególnie je	li chodzi tu o siatki FRCM – s� to jedne z pierwszych bada� tego typu na 
	wiecie. Równocze	nie zaproponowane rozwi�zania wydaj� si
 by� przydatne w konserwacji 
konstrukcyjnej ceglanych historycznych �uków, sklepie� i kopu�. Potwierdzono, �e 
wzmacnianie materia�ami kompozytowymi wp�ywa korzystnie na no	no	�. Wp�ywa te� do	� 
znacz�co na sztywno	� badanych elementów i na rozk�ad napr
�e� i odkszta�ce� w badanych 
modelach �uków. Zastosowanie siatek FRCM da�o bardzo pozytywne wyniki, w zakresie 
efektu wzmocnienia. Potwierdzi�a si
 te� przydatno	� technologiczna tego typu wzmocnienia. 

W rozprawie, obok wyników bada� laboratoryjnych i sformu�owanych na ich 
podstawie wniosków, starano si
 zbudowa� oryginalny model analityczny opisuj�cy posta� 
zniszczenia konstrukcji wzmocnionych – tworzenia si
 przegubów. Zaproponowano te� 
sposób podej	cia do obliczania wzmocnie� z zastosowaniem materia�ów kompozytowych, a 
w szczególno	ci FRCM. Badania do	wiadczalne porównane z wynikami numerycznymi 
potwierdzi�y nieliniowy charakter pracy materia�u murowego praktycznie w ca�ym zakresie 
obci��e�, a� do wyczerpania no	no	ci. Wydaje si
, �e zaproponowane podej	cie do tworzenia 
modelu analitycznego, przy weryfikacji liczniejsz� prób� badanych elementów, mo�e 
stanowi� podstaw
 do stworzenia algorytmu szacowania no	no	ci �uków ceglanych 
wzmocnionych przy u�yciu materia�ów CFRP i FRCM. 

Obok tradycyjnych metod pomiarowych (czujniki elektrooporowe i indukcyjne) do 
pomiaru odkszta�ce� przekrojów wzmocnionych (zespolonych), podj
to prób
 zastosowania 
metody elastooptycznej, w tym metody elastooptycznej warstwy powierzchniowej. Badania 
przeprowadzono na modelach w skali technicznej, jak i na modelach w skali laboratoryjnej. 

Przedstawiona analiza pracy statycznej �uków wzmocnionych ró�nymi metodami, 
przeprowadzona w oparciu o liniowe modelowanie numeryczne bazuj�ce na metodzie 
elementów sko�czonych z wykorzystaniem homogenizacji materia�u, da�a zadawalaj�ce 
wyniki jednak o charakterze jako	ciowym – je	li chodzi o wyznaczenie stref miejscowego 
mia�d�enia materia�u etc., a co za tym idzie – wyst
powania przegubów. Wykonywanie 
analiz komputerowych z wykorzystaniem MES �ukowych konstrukcji ceglanych przed– i po 
wzmocnieniu pozwala dok�adniej pozna� rozk�ady napr
�e� wewn�trz rozpatrywanych 
przekrojów i szacowa� strefy wymagaj�ce ingerencji – wzmocnienia. Trzeba pami
ta� jednak 
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o tym, �e wykorzystanie MES dla konstrukcji murowych jest obarczone znacznymi 
uproszczeniami wynikaj�cymi z budowy muru, jak i jego zachowania w ró�nych stanach 
odkszta�ce� i napr
�e�. 
 
7.2. Wnioski ogólne 
 

Na podstawie dokonanego przegl�du literatury, przeprowadzonych studiów oraz bada� 
w�asnych sformu�owano ogólne wnioski ko�cowe wskazuj�ce na prawid�owo	� postawionych 
w rozprawie tez. 

 
1) Przeprowadzone badania do	wiadczalne na modelach w skali technicznej wykaza�y, 

�e we wszystkich przypadkach zastosowanie badanych typów wzmocnie� znacznie 
poprawia no	no	� �uków ceglanych. W zale�no	ci od typu wzmocnienia uzyskano 
wzrost no	no	ci konstrukcji wynosz�cy od 377% do 958 %. 

 
2) Szczególnie przydatne wydaje si
 zastosowanie materia�ów FRCM (�uki A2, A3, A4) 

z uwagi na �atwo	� wykonania wzmocnienia, ci
�ar wzmocnienia oraz na 
zastosowanie w tej technologii materia�ów na bazie mineralnej jako ��cznika 
wzmocnienia ze wzmacnian� konstrukcj�. Materia�y na bazie mineralnej wydaj� si
 
by� korzystniejsze je	li chodzi o zastosowanie w szeroko poj
tej konserwacji 
konstrukcji zabytkowych. Dotyczy to  szczególnie zjawisk zwi�zanych z migracj� 
wilgoci w postaci pary wodnej przez przegrody typu �uki, sklepienia i kopu�y 
dekorowane polichromiami po stronie podniebienia. 

 
3) Zastosowanie i po��czenie w tej samej konstrukcji �uku (�uk A3) wzmocnienia 

liniowego z materia�ów FRP (w tym przypadku ta	m CFRP) klejonego do konstrukcji 
za pomoc� kleju na bazie �ywic epoksydowych oraz wzmocnienia powierzchniowego 
FRCM (siatka Ruredil Xmesh C10 wtapiana w zapraw
 mineraln�) daje bardzo dobry 
efekt wzmocnienia. Wzrost no	no	ci w porównaniu z �ukiem niewzmocnionym A1 
jest tu ponad dziewi
ciokrotny.  
 

4) Wzmocnienie za pomoc� wklejanych w przekrój wzmacnianego �uku stalowych 
pr
tów daje równie� po��dane efekty wzmocnienia. Uzyskano tu prawie 
siedmiokrotny wzrost no	no	ci. 
 

5) Stosowanie wzmacniaj�cych d�wigarów z drewna klejonego jako konstrukcji, do 
których mo�liwe jest podwieszanie pow�ok pierwotnych jest rozwi�zaniem 
interesuj�cym i daje wysoki wzrost no	no	ci (9,58 razy). Wa�ne jest tu prawid�owe 
wykonanie po��cze� kotwi�cych pow�ok
 lub �ebro ceglane do wzmacniaj�cego 
d�wigara oraz wykszta�cenie krzywizny d�wigara z drewna klejonego dopasowanej do 
krzywizny wzmacnianej pow�oki. Potrzebna jest ponadto przestrze� do umieszczenia 
d�wigarów i strefy potrzebne dla ich oparcia i zakotwienia. 

 
6) Opisane w rozprawie proste, liniowe modele numeryczne MES mog� pomóc w 

analizie jako	ciowej badanej konstrukcji wymagaj�cej wzmocnienia, jak równie� w 
doborze jako	ciowym rodzaju wzmocnienia. 

 
7) Przeprowadzone w rozprawie badania i analizy wykaza�y jednoznacznie, �e 

zastosowanie innowacyjnych technik wzmacniania z wykorzystaniem, miedzy innymi, 
materia�ów kompozytowych oraz drewna klejonego znacznie poprawia 
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bezpiecze�stwo pracy konstrukcji, co ma istotne znaczenie dla cz
sto trudno 
przewidywalnych zachowa� konstrukcji historycznych, zw�aszcza tych zagro�onych 
awari� (�uki czy sklepienia ceglane). 

 
8) Wydaje si
, �e przeprowadzone badania i uzyskane wyniki tworz� w�a	ciw� podstaw
 

do ich kontynuacji, zw�aszcza w zakresie: 
 
– bada� modeli skomplikowanych sklepie� ceglanych przed– i po wzmocnieniu 

proponowanymi metodami (skala techniczna), 
 
– zbudowania pe�nego modelu obliczeniowego w formule modelu analitycznego i 

numerycznego z uwzgl
dnieniem charakterystyk nieliniowych oraz postaci 
zniszczenia opisanych w rozprawie. 
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