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Streszczenie: Artykul jest kontynuacja cyklu opracowan autora [2007; 2009; 2012] doty-
czacych optymalnych metod prognozowania polskich zmiennych makroekonomicznych na
przyktadzie dynamiki produktu krajowego brutto. W ramach wykonanego na potrzeby arty-
kutu badania porownano jako$¢é nowcastow (,,prognoz™ terazniejszosci) i wlasciwych pro-
gnoz okreslonych na podstawie proponowanego przez Mariano i Murasawe [2003] dyna-
micznego modelu czynnikowego z obshuga mieszanych czgstotliwosci danych wejsciowych
i brakow danych (MFDG-DFM) oraz rozszerzonego o strukturg czynnikowa modelu regresji
MIDAS (DFM-MIDAS) opracowanego pierwotnie przez Marcellino i Schumachera [2008].
Przedstawiono rowniez zaplecze matematyczne obu modeli, wskazujac na kombinowane
podejscie filtru Kalmana oraz metody najwigkszej wiarygodnosci jako metode estymacji
obu struktur. Uzyskane wyniki wskazuja na przewage modelu Mariano i Murasawy (o ok.
15% bardziej trafne prognozy niz w przypadku konkurenta), cho¢ w zakresie nowcastow
i prognoz na kwartat do przodu model ten musi uzna¢ wyzszo§¢ czynnikowego wariantu
podejscia MIDAS.

Stowa kluczowe: dynamiczne modele czynnikowe, MIDAS, prognozy polskiego PKB.

1. Wstep

Dostep do trafnej oceny stanu biezacego oraz prognoz sytuacji makroekonomiczne;j
danego kraju stanowi jeden z fundamentalnych warunkéw prowadzenia polityki
spotecznej, fiskalnej, monetarnej oraz makrostabilnosciowej. Wérod grupy dostar-
czonych przez wspomniane $rodowiska prognoz zmiennych szczegdlna uwaga decy-
dentéw koncentruje si¢ na dynamice produktu krajowego brutto odzwierciedlajacej
biezace 1 przyszle trendy rozwoju gospodarczego przedmiotowego kraju oraz stano-
wigcej zmienng wejsciowa wielu analiz spodziewanych reakcji gospodarki na pro-
wadzone polityki gospodarcze.

Na potrzeby decydentow odpowiedzialnych za poszczegolne rodzaje polityk bu-
dowane sg rozbudowane zaplecza analityczne, w ramach ktorych prognozy otoczenia
makroekonomicznego formulowane sg za pomoca ztozonych $rodowisk analitycz-
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nych, takich jak modele strukturalne czy tez dynamiczne stochastyczne modele row-
nowagi ogolnej (DSGE). Majac na uwadze zglaszany przez decydentow popyt na
modele prognoz kluczowych zmiennych makroekonomicznych, wérod badaczy aka-
demickich, poczawszy od przetomu lat 80. 1 90. ubiegltego wieku, duza popularnosé¢
w zakresie prognozowania szeregéw czasowych zdobyty dynamiczne modele czyn-
nikowe (dynamic factor models), ktore na podstawie niewielkiej grupy zmiennych
makroekonomicznych (z reguty liczebno$¢ zbioru nie przekraczala 10 szeregow
czasowych) pozwalaja na konstruowanie prognoz (szczeg6lnie prognoz krotkookre-
sowych) o jakosci porownywalnej z uzyskiwanymi za pomoca modeli strukturalnych
lub DSGE lub wyzszej od nich. W klasie wspomnianych modeli szczegolne uznanie
zdobyly dynamiczne modele czynnikowe pozwalajgce na taczenie roznych czgsto-
tliwosci danych wejsciowych oraz zapewniajace obshuge brakéw obserwacji. Modele
te pozwolily na uchwycenie dynamiki oraz podstawowych zaleznosci pomig¢dzy
kluczowymi zmiennymi makroekonomicznymi, przez co zaczelty by¢ stosowane jako
modele pomocnicze lub nawet jako modele referencyjne przez instytucje mi¢dzyna-
rodowe, banki centralne oraz urzgdy panstwowe odpowiedzialne za przygotowanie
analiz na potrzeby kluczowych polityk prowadzonych w skali makro.

Na poczatku biezacego stulecia akademicy opracowali alternatywne podejscie do
modelowania w ramach jednej struktury szeregow czasowych zbieranych z r6znia-
cymi si¢ czgstotliwosciami. Mowa tu o modelach regresyjnych z mieszanymi czgsto-
tliwos$ciami probkowania (MIDAS — Mixed DAta Sampling regressions). W pierw-
szym etapie modele te wystepowaly jako proste struktury jednoréwnaniowe, po kilku
latach rozwoju ewoluowaty do postaci struktur wielowymiarowych, zapewniajacych
mozliwo$¢ modelowania nicobserwowalnych komponentow (czynnikdow).

Celem niniejszej pracy jest dokonanie pordwnania obu podej$¢ (dynamicznych
modeli czynnikowych z mieszanymi czestotliwosciami i obshuga brakow danych
oraz modeli MIDAS ze strukturami czynnikowymi), w zakresie zarowno teoretycz-
nym, jak i praktycznym, do prognozowania terazniejszosci (nowcasty) i przysztego
przebiegu zmiennych makroekonomicznych na przykladzie dynamiki polskiego pro-
duktu krajowego brutto. W ramach komparatystyki oméwione zostang zar6wno pod-
stawy teoretyczne obu metod, jak i sposoby ich estymacji. Kluczowym elementem
wykonanego badania jest porownanie wielkosci btedow nowcastéw i1 prognoz uzy-
skanych za posrednictwem obu metod pozwalajace na wskazanie metody dostarcza-
jacej wyzszej jakosci przewidywan dotyczacych aktualnego i przysztego rozwoju
sytuacji.

2. Przeglad literatury

Dynamiczne modele czynnikowe zostaty wprowadzone do analizy ekonomicznej
oraz finansowej przez Geweke [1977], a nastgpnie spopularyzowane przez seri¢ ar-
tykutéw Stocka i Watsona (m.in. [1989; 1998]). Modele obu wymienionych badaczy
mialy charakter niewielkich struktur analitycznych obejmujacych swoim zakresem
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maksymalnie kilkana$cie zmiennych. Probe generalizacji modeli czynnikowych do
obliczen wykorzystujacych duze zbiory zmiennych podjeli Forni, Hallin, Lippi
i Reichlin [2001] w swoim frameworku, zwanym uogoélnionymi modelami czynni-
kowym (generalized dynamic factor models). Praktyczne zastosowanie modeli czyn-
nikowych do prognozowania zmiennych makroekonomicznych wskazato jednak na
inne niz rozmiar proby problemy, co do ktorych stawiano hipotezy, ze ich rozwigza-
nie moze przynie$¢ istotng poprawe trafnosci oczekiwanych scenariuszy rozwoju
sytuacji. Wzmiankowanymi problemami okazaly si¢ roznorodno$¢ czestotliwosci
danych wejsciowych oraz brak czgsci obserwacji dla wybranych zmiennych. Wariant
dynamicznych modeli czynnikowych rozwigzujacych oba przedstawione problemy
zaproponowali Mariano i Murasawa [2003]. Praktyczne zastosowania przedmiotowej
struktury analitycznej przedstawili niemal réwnolegle Camacho i Perez-Quirios
[2009] oraz Arouba, Diebold i Scotti [2009].

Podstawy modeli MIDAS przedstawione zostaty w serii artykutow [Ghysels, San-
ta-Clara i Valkanov 2004; Ghysels, Sinko 1 Valkanov 2006]. Polaczenie obu podej$¢
(regresji MIDAS oraz modeli dynamicznych czynnikowych) dokonane zostato po raz
pierwszy w pracy Marcellino i Schumachera [2008]. We wspomnianegj pracy autorzy
dokonali oceny jakosci prognozowania niemieckiego PKB za pomoca kombinowane;j
metody czynnikowego MIDAS. Praktyczne zastosowanie czynnikowej odmiany mo-
deli MIDAS mozna réwniez znalez¢ w pracy Frale i Montefortego [2010].

Autor niniejszego artykutu konsekwentnie rozwija metody analityczne stuzace
do prognozowania kluczowych krajowych zmiennych makroekonomicznych. Opis
podejscia czynnikowego mozna znalez¢é w jego pracach z 2007 oraz 2009 r. Z kolei
w 2012 r. opublikowany zostat artykul, w ktorym poréwnana zostala jako$¢ prognoz
krajowego PKB uzyskanych za pomoca podstawowego dynamicznego modelu czyn-
nikowego oraz modelu czynnikowego obejmujacego mieszane czestotliwosci i ob-
stuge braku danych. Przedmiotowy artykut jest wigec czescia wigkszej serii opraco-
wan majacych na celu dobdr optymalnych metod prognozowania polskich zmien-
nych makroekonomicznych.

3. Dynamiczny model czynnikowy z mieszanymi czestotliwosciami
i niezbilansowang proba

Jako model referencyjny przedstawiony zostanie model zaproponowany przez Ma-
riano 1 Murasawe [2003], ktory nastepnie rozwiniety zostat przez Camacho i Pereza-
-Quiriosa [2009; 2010]. Mariano, Murasawa oraz Camacho i Perez-Quirios w prosty
koncepcyjnie sposob rozszerzyli mozliwosci standardowego s$rodowiska Stocka
i Watsona [1989; 1998], opartego na dynamicznym podejSciu czynnikowym, opisa-
nym w przestrzeni stanéw przez obstuge mieszanych czestotliwosci i niezbilansowa-
nej proby (ragged edges). W pierwszej czesci biezacej sekcji przedstawiony zostanie
szkic bazowego modelu dynamicznych czynnikow, a nast¢pnie omoéwione zostang
elementy uzupetniajace jego strukture dodane przez wymienionych badaczy.
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Przyjmijmy, ze dana jest sekwencja (dtugosci T) wektoréw obserwacji N makro-
ekonomicznych szeregdow czasowych:

Y = [Y1. Yo, ... Yy (1)

Wspomniane szeregi opisuja biezaca sytuacje gospodarcza danego kraju. Wektor
obserwacji tychze szeregow zebrany dla danego okresu ¢ moze by¢ postrzegany jako
realizacja wielowymiarowego procesu stochastycznego Y, ktory bedzie modelowany
w ramach zaproponowanej struktury ekonometrycznej. Przyjmowane jest rowniez
dodatkowe zaltozenie, iz sila wiodaca wspomnianego procesu stochastycznego jest
grupa nicobserwowalnych komponentow (czynnikow) reprezentujacych biezacy
stan, w ktorym znajduje si¢ analizowana gospodarka.
Wygodnym sposobem zapisu modelu zawierajacego nieobserwowalne czynniki
jest przestrzen stanow (state-space) sktadajaca si¢ z dwdch blokow rownan:
e pomiarowego, okreslajacego relacje pomig¢dzy obserwowanymi zmiennymi
i nieobserwowalnymi czynnikami,
e przejscia, okreslajacego dynamike w czasie nicobserwowalnych komponentow:

Yy = HJ-} 4+ Az 4 e 2)

Bi=p+Fii_1+ 1 )

()20 (58)

gdzie: H, A, F' s3 macierzami o wymiarach (n x r), (n x k)i (r X r), a e, 1 v, reprezen-
tuja btedy typu i.i.d pochodzace z rozktadu gaussowskiego z odpowiadajacy-
mi im macierzami R i Q.

Przy tak zdefiniowanym modelu celem ekonometryka jest estymacja nieobser-
wowalnych czynnikow zgrupowanych w wektorze f,.; dla wszystkich okresow proby
(t=1, 2, ..., 7). Estymacja nieobserwowalnych czynnikow moze zosta¢ przeprowa-
dzona pod warunkiem znajomos$ci parametrow strukturalnych modelu (elementow
macierzy H, A, F, R, Q). Jako ze parametry te nie sg znane, etap wlasciwego oblicza-
nia czynnikdw musi zosta¢ poprzedzony estymacja tychze parametréow. Z regulty w
tym celu stosowana jest metoda najwigkszej wiarygodnosci (MNW), chociaz w lite-
raturze relatywnie czgsto uzywane jest rowniez podejScie bayessowskie. Ponizej
przedstawiona zostanie iteracyjna estymacja nieobserwowalnych czynnikow za po-
mocg filtru Kalmana; sposob uzycia MNW do okreslenia elementow macierzy opi-
sany zostanie w kolejnej czesci sekcji. W kazdej iteracji filtru Kalmana (indeksowa-
nej subskryptem 7) na podstawie zbioru informacji dostepnego w okresie 1 y,.1,/w,
={Y,Yi2, oo, Y1,201,200, ..., z1}/formutowana jest warunkowa warto$¢ oczekiwana
wektora nieobserwowalnych czynnikéw przypisana do referencyjnego okresu ¢:
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H"l" 1= .E[hf | 1y 1] 5)

Ze sformutowang warunkowag warto$cig oczekiwang zwigzana jest macierz wariancji
kowariancji btedu, okreslona rownaniem:

jrJr|r 1 — E[Uﬂf - Hr|r DB — ;r|r lﬂ (6)

W praktyce w kazdej z iteracji obliczana jest prognoza wektora nieobserwowal-
nych czynnikéw na jeden okres do przodu (dla okresu 7 na bazie okresu 7 — 1)

Bppa=p+F3_ 14 @)
oraz powigzana z nig macierz btedu $redniokwadratowego:
P =F a1 F +Q (8)

Nastepnie w celu zapewnienia zgodnosci z uzywanymi w modelu obserwowa-
nymi danymi na bazie obliczonych nieobserwowalnych komponentéw formutowana
jest ich jednookresowa prognoza:

Mjt—1 = Yy — H_.jﬂf_]_ — Az 9)
i obliczana pochodna dla niej macierz $redniokwadratowego bledu prognozy:
fﬂ?—l: ‘HIIJHF—lh!lf-|—j'1:| (10)

Wielko$¢ btedu stanowi podstawe do korekty jednookresowej prognozy wektora
nieobserwowalnych komponentow:

; ; ( ~1

By = Bepea + IJ?l?—lel-fle— 1] Te|t—1 (11)
Korekta prognozy pocigga za sobg rowniez zmiang elementow macierzy bledow

Py =14 _fjﬂ.‘f—lﬂfl.f:“_1]_1H]IJ#|#—1 (12)

Powyzsze réwnanie kompletuje pojedyncza iteracje filtru Kalmana.

Jak zostato to opisane wczesniej, estymacja nieobserwowalnych komponentow
wymaga zastosowania MNW do estymacji strukturalnych parametréw modelu. Dla
modelu zapisywana jest tgczna funkcja wiarygodnoS$ci oparta na tacznej funkcji ge-
stosci (zaktadana jest niezaleznos$¢ obserwacji):

el (13)

o 1v) =T v
t—1

gdzie @ jest zbiorem jego strukturalnych parametréw. W zastosowaniach praktycz-
nych obliczana jest logarytmiczna posta¢ funkcji wiarygodnosci:
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.
WO 1Y) =Y f(Yi|te-1.0] (14)
t—1

Przy (stosunkowo restrykcyjnym) zalozeniu, ze obserwacje szeregow czasowych
uzywanych do estymacji pochodza z rozktadu normalnego, poprzednie rownanie
uzyskuje skonkretyzowang postac:

T ;
- Ful < 1,
e |g)= Z[En} Z | feje-1] Efffl'ljf}[—ETjrlr e (15)
=1

Jednoczesnie przy zastosowaniu nieréwnosci Cramera-Rao mozliwe jest obli-
czenie macierzy kowariancji estymatora wektora parametrow 6. Jest to odwrotnosé
ujemnego Hessianu funkcji logarytmicznej wiarygodnosci:

S| Y)] 6
D606

dlag= 6.

Zaproponowane przez Mariano i Murasawe oraz przez Pereza-Quiriosa rozsze-
rzenia standardowego dynamicznego modelu czynnikowego zapisanego w przestrze-
ni stanéw pozwalaja na prowadzenie estymacji, w przypadku gdy dostepne dane
majg rozne czestotliwosci oraz majg niezbilansowany koniec proby. Pierwsze z roz-
szerzen pozwala na zapisanie relacji pomi¢dzy danymi o niskiej czestotliwosci i wy-
sokiej czestotliwosci na podstawie przyblizenia geometryczng Srednig $redniej aryt-
metycznej. Powinno ono by¢ stosowane wylacznie do danych majacych charakter
przeptywow. W ponizszym przyktadzie relacja zwigzane sa dane kwartalne Y z da-
nymi miesiecznymi X:

Yi =3_{_"*' Re PR o 3K X1 X )1"'*

In(Yy) = In(3) +—|"n }L}.« —|"r.l (X 1}+ In{Xi—2)

In(Yy) — In(Y,_3) = f'n)Lf —-{l"n/‘tf {}+ (InXy 1 — ll"ru'l_f i)+ .. a7
iru‘? — T{A;_ﬂr.' +TAQF{J+AQF|:+1AQF? +-{Au;”

gdzie: Y A=Y, — Y 3, X" =X, - X,y .

W przypadku gdy wszystkie dane sg dostgpne, powyzsza aproksymacja pozwala
zapisa¢ model jako:
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[rl_r] _ [Hl} n l’?l[%hr-i-%hr 1+ hy 3+%hr ;i‘l‘%hr -1}J

Y i | viht
n %il.r -I-%il_r 1+ i1t 2+%i1.r ;i-l-%il_r -1}
Lt
®(L)ht = vy (18)

O(L)ij = vij

Un.t B o, 0
EARRICH )

gdzie wektor f zostaje rozbity na czynniki wspolne (%) i idiosynkratyczne (i)

Drugim z wprowadzonych rozszerzen jest zagniezdzony mechanizm obstugi
brakow obserwacji wewnatrz oraz na koncu proby (niezbilansowany koniec proby).
Rozwigzanie przyjete dla obu wariantéw jest takie samo w przypadku obu warian-
tow. Brakujgce obserwacje sg zastgpowane wartosciami wylosowanymi z rozkltadu
gaussowskiego o parametrach rownych ich estymatorom obliczonym dla wejscio-
wych szeregdw czasowych.

Y., = { YipjesliYy, jest dostepne )

w4 jesli Yy, jest niedostepne

gdzie w;~ N(u,0), 1,0 s3 estymatorami dwoch pierwszych momentow. Ponadto ob-
shuga brakow danych pociaga za soba konieczno$¢ modyfikacji struktury modelu
oraz czyni proces estymacji dwuwariantowym (przyktad dla obstugi brakéw danych
pierwszej zmienne;j):

[Yl.r] _ [.Ul :| + [“.-‘1[71;hr+%hr 1+ By 2+§hr ;{+_—1;fff -1,"}

Yi i . ih
n f;il.r-l-f';il.r 1+ 21y '_=.+f;-i1.r 3+ Fili—4
Lt
jesli Y1 jest dostepne (20)

LR E R REyr——

Wiy = _-""-"[(’1'1._ 1)

Jak wida¢ z powyzszego opisu, rozszerzenia zaproponowane przez Mariano
i Murasawe oraz Pereza-Quiriosa pozwalaja na relatywnie proste rozwigzanie nie-
zwykle czgsto spotykanego w przypadku estymacji modeli makroekonometrycznych
problemu dostepnosci danych z mieszanymi czgstotliwo$ciami oraz niezbilansowa-
nej proby.
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4. Modele regresyjne z mieszanymi czestotliwosciami
probkowania (MIDAS)

Jak zostalo to opisane w sekcji poswigconej analizie literatury przedmiotu, alterna-
tywna koncepcja modelowania w ramach jednej struktury analitycznej danych
o rozniacych sig¢ czestotliwosciach zostata przedstawiona w pracach [Ghysels, Santa-
-Clara, Valkanov 2004; Ghysels, Sinko, Valkanov 2006]. Opracowane przez wypo-
mnianych ekonometrykéw modele regresyjne z mieszanymi czestotliwos$ciami prob-
kowania MIDAS (Mixed DAta Sampling regressions) wykorzystywaly schematy
agregacji obserwacji umozliwiajace zapisanie w oszczedny (parsimonious) sposob
relacji pomiedzy dynamikg zmiennych obserwowanych z matg i duza czgstotliwoscig.
W swoim podstawowym zakresie miaty one charakter jednorownaniowych struktur z
opdznieniami (distributed lags MIDAS, DL-MIDAS), uwzgledniajacych ewentualne
komponenty autoregresyjne (autoregressive distributed lags MIDAS, ADL-MIDAS).
Porownujac te modele z przedstawionymi w poprzedniej sekcji dynamicznymi mode-
lami czynnikowymi z mieszanymi czgstotliwosciami wykorzystujacymi filtr Kalma-
na, mozna stwierdzi¢, iz majg one uproszczong strukture, ktora pozwala na uniknigcie
modelowania dynamik danych o wysokich czestotliwosciach uzywanych do estymacji
zmiennych wyjasnianych. Bioragc pod uwage popularno$¢ dynamicznych modeli
czynnikowych, Marcellino i Schumacher [2008], a nastgpnie Ghysels, Andreou i Ko-
urtellos [2010] zaprezentowali strukture¢ MIDAS rozszerzona o modelowanie dyna-
micznych czynnikow (dynamic factor models MIDAS, DFM-MIDAS). W dalszej
czeSci niniejszej sekcji przedstawione zostang modele MIDAS zaréwno w wersji
podstawowej, jak 1 w wariancie rozszerzonym o komponent czynnikowy.

Zatdézmy, ze chcemy uzalezni¢ w ramach modelu regresyjnego zmienng o niskiej
czestotliwosci (NC) od zmiennej o wysokiej czestotliwosci (WC). W najprostszym
wariancie mogliby$my taka zalezno$¢ zapisa¢ jako:

Nwe

;f;,'""'r.'r =u+ Z 3 :::_l-t-;:._';:,_f,_, =+ Uy 21
i=1

gdzie Ny oznacza liczbg obserwacji zmiennej zbieranej z wysoka czestotliwoscig
zawartych w okresie pomig¢dzy poszczegdlnymi odczytami zmiennej o niskiej cze-
stotliwosci. Jak wida¢ z powyzszego rownania, wariant ten prowadzi do problemu
nadmiernej parametryzacji (np. w przypadku gdy dane o niskiej czgstotliwosci zbie-
rane sa kwartalnie, a dane o wysokiej czestotliwosci dziennie, estymacja modelu
wigzataby si¢ z konieczno$ciag obliczenia 66 parametréw f;. Aby unikna¢ tego pro-
blemu w ramach modeli MIDAS relacja pomi¢dzy danymi o wysokich i niskich
czestotliwo$ciach determinowana jest za pomocg wielomianu opdznien wykorzystu-
jacego zdefiniowany schemat wazenia obserwacji:
Nye
W(LAwe QWO — 3" wy(@WC)aC 22)
i=1
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Jednym z najcze$ciej uzywanych wielomianow opdznien ze schematem wazenia
jest wyktadniczy wielomian Almona:

0, — exp(fri + H2i?)
2) = SN explthi + B2i2)

Wykorzystanie wielomianu opdéznien umozliwia zapisanie zaleznosci pomi¢dzy
zmiennymi niskich i wysokich czestotliwosci za pomocg rownania

(23)

g Nwe

N . W, Wi
v =p+ ﬁz Z Wit juNye O 7 JONG o ige i T e (24)

i=1 =1

zwanego filtrem DL-MIDAS(q), przy czym ¢ definiuje liczbe okresow niskiej cze-
stotliwosci rozwazanych wstecz w modelu. Aby umozliwi¢ identyfikacje modelu,
przyjmowane jest zaloZenie, ze w; ;« we(0x7€) € (0,1) oraz ze wagi sumuja sie do 1
dla wszystkich wartosci ¢

(Z, 1ZNWC Wi ju, (H,Vfc):l). Estymacja parametrow modelu DL-MIDAS(q)

prowadzona jest zazwyczaj za pomocg metody nieliniowych najmniejszych kwadra-
tow (NLK).

Ze wzgledu na fakt, ze makroekonomiczne szeregi czasowe charakteryzujg sie
z reguly istotng statystycznie autokorelacja sktadowych obserwacji, podstawowy
model MIDAS (DL-MIDAS) uzupekniany jest o sktadnik autoregresyjny rzedu p:

g Nwe

w‘“‘—HZﬂ U+ BY N Wi e O )N e (25)

i=1 i=1

Powyzsza specyﬁkaCJa oznaczana jest jako ADL-MIDAS(p,q). Model ADL-
-MIDAS(1,q):
. . q Ny > .
'Y = p+ay§ + ﬁz Z Wit jwNye (0% C ):::_l-.:-]:_'(:, it (26)
i=1 =1
mozna rownowaznie zapisa¢ za pomoca struktury DL-MIDAS(q) z autokorelacjg
btedow prognozy:
B q Nwe y
;r;,'w' =pu(l —a) +;3Z Z Wit julpe | HL” 1 - — Ve ) l:r:_L-::-]:_'c:, it e (27)
j=1 =1
gdzie u, = (1 — aL™)'u, jest operatorem opéznien danych o niskiej czestotliwosci.
Wada takiego rozwigzania jest wystgpowanie niemajgcej odzwierciedlenia w rze-

czywistych danych kumulacji wag w odstepach co Ny obserwacji ze wzgledu na
wzajemne iteracje wielomianow opoznien niskich i wysokich czgstotliwosci. Ztozo-
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na struktura btedéw modelu pociaga za sobg konieczno$¢ uzywania bardziej ztozonej
metody estymacji, np. metody uogodlnionych najmniejszych kwadratow.

Mozliwym rozwigzaniem problemow zwigzanych z podstawowym wariantem
autoregresyjnej wersji modelu MIDAS jest uzycie zmiennej niskiej czestotliwosci
agregujacej obserwacje zmiennej wysokiej czgstotliwosci:

S - -’\I‘” A4 - -
HCON) = Y wOH N, &
i=1
do okreslenia specyfikacji modelu z multiplikatywnym schematem wazenia obser-
wacji w wielomianie opoznien (ADL-MIDAS-M(p,.p,)):

By .
yi't =+ Z iy fI  + Z Bl L) + (29)
=1 k=1
W celu uproszczenia struktury modelu opisanego powyzszym réwnaniem wpro-
wadzana jest jednolita struktura wielomianu opo6znien dla cze$ci autoregresyjnej
i modelujgcej wplyw zmiennej wysokich czgstotliwosci:
plrly plrl=
;r,r;\"'f"=ﬂ+nZu;L[|‘? N r,rr L 1+ﬁz Wy 9“ "-u.’ F}l” )+ (30)
k=1
Struktura ta okreslana jest w literaturze mianem ADL-MIDAS-M(p[r],,p[r].)
W cytowanej juz pracy Ghysels, Andreou i Kourtellos [2010] opisali mozliwos¢
potaczenia modeli klasy MIDAS ze strukturg dynamicznych czynnikow. Przedstawi-

li oni zarowno model ADL-MIDAS(p,q) rozszerzony o czynniki niskiej czgstotliwo-
$ci (FADL-MIDAS(p,,p;9)):

NC
W _#—I;E,r 1o "J'r ,r 1 G1)
PF
+ZA—‘:1’3R Jrr A 1+ Z Z 17 WigjaNye HM ]"l"m( it e

jak 1 rozbudowana wersj¢ modelu ADL-MIDAS-M(p,,p.) — FADL-MIDAS-
'M(py’pfpxy
°f

yNe —”"’Z” iy f 1+Zi’gff i 1+Z VGOV Y + uy (32)

Modele te, wykorzystujqce jednoczesnie zalety modeli MIDAS i DFM, estymo-
wane sg za pomocg filtru Kalmana z wykorzystaniem metody najwigkszej wiarygod-
nosci opartej na rozktadzie gaussowskim.
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5. Dane wykorzystane w badaniu

Do estymacji modelu dynamicznych czynnikow z mieszanymi czestotliwos$ciami
i obstugg brakow danych (MFDG-DFM) oraz modelu MIDAS uzupetnionego o dy-
namiczne czynniki (DFM-MIDAS), a nastepnie prognozowania polskiego PKB wy-
korzystano zestaw danych uzywanych wczesniej przez autora [Lupinski 2012] do
poréwnania jakosci modeli MFDG-DFM oraz standardowego modelu czynnikowego
opracowanego przez Stocka i Watsona [1989]. Wérod wybranych wowczas danych
znalazty si¢ (zmienne w ujeciu dynamiki w odniesieniu do analogicznego okresu
roku poprzedniego):

e PKB Polski w cenach statych,

e indeks produkcji przemystowe;,

e indeks obrotéw handlu detalicznego,

e cksport,

e import.

Pierwsza ze zmiennych miata czestotliwos¢ kwartalna, cztery pozostate czgsto-
tliwo$¢ miesigczng. Dobor powyzszych wskaznikow zostal uzasadniony zaréwno
badaniem wlasnosci statystycznych (za pomoca korelacji krzyzowej oraz koherencji
zbadana zostala sita zaleznosci pomiedzy grupa 20 kandydujacych zmiennych wej-
sciowych), jak 1 ich istotno$cig w opisie zjawisk gospodarczych. I tak indeks produk-
cji przemystowej oraz wskaznik importu pozwala na obserwowanie procesu tworze-
nia krajowego PKB, wskaznik eksportu daje podstawe do sledzenia procesow dys-
trybucji PKB, natomiast indeks obrotow handlu detalicznego reprezentuje strong
popytowa krajowej gospodarki. W tabeli 1 zebrano podstawowe informacje na temat
zmiennych uzytych w estymacji.

Tabela 1. Zmienne makroekonomiczne uzyte do estymacji modeli MFDG-DFM oraz DFM-MIDAS

Zmienna Czestotliwo$é Zrodlo
PKB kwartalna GUS
Indeks produkcji przem. miesigczna GUS
Indeks obrotow handlu det. miesieczna GUS
Import miesi¢czna GUS
Eksport miesigczna GUS

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Do estymacji modeli wykorzystano dane z lat 1997-2006, natomiast prognozy
zmiennych PKB uzyskano na podstawie danych z lat 2007-2010. Zastosowanie
wzmiankowanych szeregow czasowych do estymacji obu modeli wymagato ich
wczesniejszej transformaciji. Wszystkie zmienne poddano procedurze usuni¢cia efek-
tow sezonowych oraz dni roboczych za pomoca metody TRAMO/SEATS dostepne;j
w udostepnianym na zasadzie open source pakiecie Demetra+. Dane pozbawione
obu rodzajow efektow zbadano na obecno$¢ pierwiastka jednostkowego. Podobnie
jak we wcezesniejszym badaniu autora [Lupinski 2012] w przypadku wszystkich pie-
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ciu zmiennych na podstawie testu ADF (dugmented Dickey-Fuller) stwierdzono brak
stacjonarnosci. Ostatecznie do estymacji uzyto wiec pierwszych roznic logarytmow
zmiennych wejsciowych.

Z punktu widzenia finalnego zastosowania estymowanych modeli (nowcasty i
prognozowanie w pseudoczasie rzeczywistym krajowego PKB, pseudo real-time
nowcasts and forecasts) niezb¢dne byto odpowiednie przygotowanie zbioru danych
odzwierciedlajacego naplyw w czasie poszczegélnych obserwacji znajdujgcych sig
na koncu proby. W celu symulacji rosngcego zakresu proby z lat 2007-2010 wyko-
rzystano polski Kalendarz Udostgpniania Danych (Data Release Calendar) udostep-
niany na stronie internetowej hurtowni danych EBC (EBC Statistical Data Warehou-
se, http://sdw.ecb.int). Konstrukcja ,,rosngcego” panelu danych na potrzeby nowca-
stow 1 progoz zmiennych wejsciowych uzytych modeli byla jednym z najbardziej
wymagajacych czasowo elementéw badania.

6. Estymacja

Na podstawie opisanego w poprzedniej sekcji zbioru danych dokonano estymacji
obu modeli: referencyjnej struktury Mariano-Murasawy (MFDG-DFM) oraz modelu
czynnikowego modelu MIDAS (DFM-MIDAS). W obu przypadkach parametry
modelu obliczone zostaty na podstawie metody najwigkszej wiarygodnosci (MNW)
potaczonej z filtrem Kalmana. Identyfikacja odpowiedniej struktury modeli (stosow-
nej liczby opdznien w rownaniach determinujgcych dynamike zmiennych obserwo-
walnych i nieobserwowalnych czynnikow) odbyla si¢ za pomocg kryteriow informa-
cyjnych Akaikego i Bayesa. Do prognozowania PKB wybrane zostaly modele z
najmniejszg wartoscig kryteriow informacyjnych.

Wykorzystana w praktyce struktura modelu MFDG-DFM przedstawiata si¢ na-
stepujaco:

Y1 _ | M + T-'l[flfhr‘i'%hr 1+ hy '_‘:+_%hr ;i+71§hr 1)
Y i it

4 zie +give 1 i+ Fine-g+ ginea

i jedli Y jest dostepne
7.1

B% 0 0 0 w
_ }i:} = LE.J} + [ iy ] + {i_j_r } + { ”[I)J Jesli gy nie jest dostepne  (33)
iy = ;"'\‘"[_51,_ J]Jl
O(L)ijr = vijt

[ Ut oy j 0
EARLICHE )

(gdzie j = 2,3,4,5). Zmienna Y |, zarezerwowana zostala dla kwartalnego PKB,
zmienne Y ,,Y 3, przypisano indeksowi produkcji przemystowej oraz indeksowi
obrotow handlu detalicznego, z kolei zmienne Y 4,Y 5, odpowiadaty importowi
i eksportowi. Na podstawie kryteridw informacyjnych AIC i BIC okreslono, Ze bledy
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idiosynkratyczne zmiennych makroekonomicznych oraz dynamika nieobserwowal-
nego czynnika powinny by¢ modelowane za pomoca procesow typu AR(1). Tabela 2
przedstawia wyniki estymacji modelu MFDG-DFM zrealizowane za pomoca metody
najwigkszej wiarygodnosci.

Tabela 2. Parametry modelu MFDG-DFM wyestymowane za pomocg MNW

Parametr Wartosé Btad standardowy

V1 0,62 0,11
V2 0,24 0,08
V3 0,36 0,09
V4 0,67 0,10
Vs 0,74 0,08
) -0,33 0,07
0, —0,89 0,09
0, —0,21 0,06
0, 0,35 0,09
O, -0,56 0,12
05 0,42 0,10
o] 0,73 0,14
) 0,83 0,12
03 0,69 0,09
O4 0,39 0,13
o5 0,40 0,08

Warto$¢ funkcji wiarygodnosci: 351,85

AIC: -3,37, BIC: -3,32

Zrodto: obliczenia wlasne.

Drugg klasg modeli uzytych do formutowania nowcastéw i prognoz polskiego
PKB byly modele MIDAS uzupetione o dynamike wspolnego czynnika (DFM-
-MIDAS). Podobnie jak w przypadku dynamicznego modelu czynnikowego o mie-
szanych czgstotliwo$ciach 1 obstudze brakéw danych wejsciowy wektor zmiennych
wejsciowych podzielony zostal na dwie czesci: zmiennych obserwowanych z niska
czestotliwoscig (NC) i1 zmiennych charakteryzujacych si¢ wysoka czestotliwoscia:
(WC). W konkretnym modelu uzytym na potrzeby niniejszej pracy zbioér zmiennych
o niskiej czestotliwosci (kwartalnej) jest jednoelementowy (PKB, Y 1), natomiast
zmienne o wyzszych czestotliwosciach (miesigcznej) obejmuja bezrobocie, wskaznik
produkcji przemystowej, indeks obrotow w handlu detalicznym, import oraz eksport
Xj,,WC, j=1.2, .., 4. Relacja pomi¢dzy zmiennymi o wysokich i niskich czgstotliwo-
$ciach okreslana jest jako:

YN = b(L, O )X (34)



98 Marcin Lupinski

W celu realizacji praktycznej estymacji zaleznos$¢ ta opisywana jest wielomia-
nem Almona (rzad wielomianu rowny jest 2) .

Struktura analityczna DFM-MIDAS pozwalajaca na jednoczesne wykorzystanie
zmiennych niskiej i wysokiej czestotliwosci ma postac:

Vi 1 (L)Y y1h'© iL
[hU«HﬂTﬁﬁﬁxﬂ T 0 FLade | i

S(LYWVE = uy
B[L}f'” = it J'I = J' ?1 31 l 5

vt 7 T, 0
o]0 32 ])

Podobnie jak w przypadku modelu MFDG-DFM wartos$ci kryteridéw informacyj-
nych wskazaly, ze dynamika nieobserwowalnego czynnika oraz btedéw idiosynkra-
tycznych zmiennych obserwowalnych moze by¢ modelowana za pomocg struktury
AR(1).

Wyniki estymacji zestawiono w tab. 3.

(35)

Tabela 3. Parametry modelu DFM-MIDAS wyestymowane za pomoca MNW

Parametr Warto$é Blad standardowy

a 0,79 0,18
bal 0,53 0,09
” 0,21 0,04
" 0,32 0,06
V4 0,65 0,13
75 0,67 0,09
) 0,29 0,05
0, 0,76 0,11
0, —0,31 0,08
0, 0,35 0,09
0, ~0,52 0,1

05 037 0,09
o 0,84 0,16
o 0,81 0,09
03 0,63 0,12
o4 0,43 0,09
o5 0,36 0,12

Warto$¢ funkcji wiarygodnosci: 383.62
AIC: -3,83, BIC: 3,79

Zrodlo: obliczenia wlasne.

W ramach procedury estymacji modeli MFDG-DFM i DFM-MIDAS obliczone
zostaty wspolne komponenty (odpowiednio %, i 4. Po przetransformowaniu wraz
z szeregiem czasowym PKB do postaci rocznych wzrostow (analogiczny kwartat
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roku poprzedniego réwny 100) zmienne te zostaly uzyte do nowcastow i pro-
gnozowania polskiego produktu krajowego brutto na maksymalnie 4 okresy do przo-
du (h=0,1,2,3,4), zgodnie z formuta:

k !
Yesh = tepy + Z il —i + Z Bj- ot (36)

i=1 G=fl

W powyzszym rownaniu y jest prognozowana zmienng (PKB), a x egzogeniczng
zmienng wspomagajaca prognozowanie (w tym przypadku odpowiednio nieobser-
wowalnym wspolnym komponentem #, lub 4,Y), k jest rzedem opdznien procesu
prognozowanej zmiennej, natomiast | rzgdem op6znien procesu zmiennych pomoc-
niczych. Nowcasty (4 = 0) oraz prognozy referencyjnej zmiennej uzyskane za pomo-
cg obu uzytych metod zostaty poréwnane za pomocg standardowych miar: $rednio-
kwadratowego bledu prognozy (Root Mean Square Error, RMSE), $redniego bez-
wzglednego btedu prognozy (Mean Absolute Error, MAE) oraz $redniego bledu
prognozy (Mean Error, ME).

7. Porownanie prognoz PKB
uzyskanych referencyjnymi modelami

Niniejsza cze$¢ artykulu przeznaczona zostala na prezentacje oceny jakosci nowca-
stow oraz prognoz polskiego PKB uzyskanych za pomocg ¢wiczenia wykonanego
w pseudoczasie rzeczywistym. Jak zostalo to opisane wczesniej, ¢wiczenie to zostato
wykonane za pomoca kroczacego okna o dlugo$ci maksymalnie 4 kwartatow z za-
kresu czasowego obejmujacego lata 2007-2010, czyli okresu ogoélno§wiatowego
kryzysu gospodarczego oraz finansowego, majacego swoj poczatek na przetomie lat
2007 i 2008. Jakos$¢ uzyskanych wynikdw poréwnano za pomocg trzech kryteriow:
RMSE, MAE i ME. Tabela 4 przedstawia porownanie jako$ci nowcastow (2 = 0)
uzyskanych za pomocg obu modeli, MFDG-DFM oraz DFM-MIDAS.

Tabela 4. Porownanie jakosci nowcastow uzyskanych
za pomocg alternatywnych modeli

Model RMSE | MAE | ME
MFDG-DFM 0,43 0,31 0,11
DFM-MIDAS 0,46 029 | 0,09

Zrodlo: obliczenia wlasne.

Uzyskane wyniki nie pozwalajg jednoznacznie stwierdzi¢, ktory z dwoch modeli
pozwala na uzyskanie bardziej wiarygodnych nowcastow. Chociaz wedtug kryterium
btedu Sredniokwadratowego mniejszym bledem obcigzone sg ,,prognozy” terazniej-
szo$ci uzyskane za pomocag dynamicznego modelu czynnikowego, to jednak w za-
kresie $redniego btedu absolutnego i btedu Sredniego przewage zyskuja nowcasty



100 Marcin Lupinski

otrzymane za pomocg wariantu modelu MIDAS. Nalezy jednocze$nie zwrdci¢ uwa-
ge, ze dzigki mozliwosci wiaczania do obliczen najbardziej aktualnych danych o
miesiecznych czestotliwosciach oba modele pozwalajg na uzyskanie dobrej jakosci
,»prognoz” wartosci biezacych.

W drugim etapie badania jakosci dwoch zaprezentowanych modeli porownano
jakos¢ prognoz uzyskiwanych w 4 horyzontach, od 1 do 4 kwartatow naprzod (2 =1,
2, 3, 4). Dla kazdego z horyzontow obliczono osobne statystyki i zastawiono je
w tab. 5.

Tabela 5. Porownanie jakosci 4-okresowych prognoz uzyskanych za pomocg alternatywnych modeli

Model RMSE MAE ME
h=1
MFDG-DFM 0,91 0,72 0,11
DFM-MIDAS 0,88 0,72 0,13
h=2
MFDG-DFM 1,02 0,83 0,15
DFM-MIDAS 1,12 0,98 0,25
h=3
MFDG-DFM 1,59 1,28 0,52
DFM-MIDAS 1,73 1,57 0,87
h=4
MFDG-DFM 2,25 1,91 0,94
DFM-MIDAS 2,61 2,13 1,36

Zrodto: obliczenia wlasne.

Na podstawie przedstawionych wynikow mozna wyciggna¢ wniosek, ze czynni-
kowe modele MIDAS pozwalajg na sformutowanie prognoz, ktére lepiej sprawdzaja
si¢ w bardzo krotkim horyzoncie czasu (1 kwartat). W dhuzszej perspektywie czasu
przewage zaczynaja uzyskiwaé prognozy obliczone z wykorzystaniem modelu
MFDG-DFM. Positkujac si¢ kryterium RMSE, prognozy na dwa okresy uzyskane za
pomoca modelu MFDG-DFM s3 o ok. 10% bardziej trafne od prognoz otrzymanych
za pomoca modelu DFM-MIDAS. W perspektywie jednego roku (4 = 4) prognozy
uzyskane za pomoca modelu czynnikowego z mieszanymi czgstotliwosciami i ob-
stugg brakow danych sg juz o ponad 15% lepsze niz w przypadku konkurencyjnej
metody. Jednoczesnie niezaleznie od uzytej metody jako$¢ prognoz systematycznie
maleje wraz z dlugoscig przewidywanego horyzontu czasowego. Jak wynika z po-
réwnania tab. 4 1 5, wielko$¢ bledu prognozy (obliczonego za pomocag RMSE) dla
doktadniejszej metody jest w przypadku prognozy na 1 rok do przodu niemal sze-
$ciokrotnie wyzsza niz dla btgdu charakteryzujacego nowcast.
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8. Podsumowanie

Glownym celem artykulu bylo poréwnanie podstaw matematycznych oraz jakosci
nowcastow i1 prognoz PKB Polski uzyskanych za pomoca dwoch alternatywnych
podej$¢: dynamicznych modeli czynnikowych z mieszanymi czestotliwos$ciami
i obstugg brakow danych (MFDG-DFM) oraz dynamicznych modeli czynnikowych
MIDAS (DFM-MIDAS). W ramach teoretycznej czgsci pracy porownano podstawy
matematyczne obu metod oraz metody estymacji zbudowanych struktur analitycz-
nych pozwalajace na wlaczenie do procesu estymacji zmiennych o réznigcych si¢
czestotliwosciach. Na podstawie proby obejmujacej swoim zakresem lata 2007-2010
przeprowadzono wiasciwg ewaluacje trafnoSci nowcastow i1 prognoz polskiego PKB
na podstawie kroczacej proby uwzgledniajacej histori¢ naptywu obserwacji na koncu
proby zmiennych uzywanych w badaniu (éwiczenie pseudoczasu rzeczywistego).

Uzyskane wyniki nie pozwolily na udzielenie jednoznacznej odpowiedzi na py-
tanie, ktora z badanych metod pozwala na uzyskanie bardziej adekwatnych wyni-
kéw. W przypadku ,,prognozowania terazniejszosci” oraz krotkiego horyzontu cza-
sowego (jednego kwartatu) oba podejscia dawaly podstawe do formutowania pordw-
nywalnych prognoz (z lekkim wskazaniem na czynnikowy model MIDAS). W dtuz-
szej perspektywie swoja wyzszo$¢ (mierzong trafnoscig prognoz) zaczegto uwidacz-
nia¢ podejscie MFDG-DFM. W perspektywie jednego roku sformutowane za pomo-
cg tej metody prognozy byly o ok. 15% bardziej traftne (wedhug kryterium RMSE)
niz prognozy modelu konkurencyjnego.

Trudno jest stawia¢ jednoznaczne tezy dotyczace przyczyn tego stanu rzeczy.
Wiadomo, Ze prognozy obliczone za pomocg zardéwno modeli regresyjnych, jak
i dynamicznych modeli czynnikowych w dlugim okresie zbiegaja do S$redniej.
W kroétkiej perspektywie oba modele zapewniajg pewng przewage nad konkurencja
przez wykorzystanie do prognozowania zmiennych kwartalnych danych zebranych
z wyzszg czgstotliwoscig (w tym przypadku miesigcznych). Jak si¢ wydaje, w dhuz-
szej perspektywie zapewniana przez model MFDG-DFM struktura dynamiki zmien-
nych obserwowalnych i zalezno$ci pomigdzy zmiennymi niskich i wysokich czgsto-
tliwosci jest w warunkach polskich bardziej adekwatna do rzeczywisto$ci niz ta zao-
ferowana przez konkurenta. Majac na uwadze wczesniejsze badania autora, niezbed-
ne jest prowadzenie dalszych prac analitycznych majgcych na celu monitoring alter-
natywnych podej$¢ pozwalajacych na optymalne modelowanie kluczowych polskich
zmiennych makroekonomicznych.
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COMPARISON OF POLISH GDP FORECASTING QUALITY
WITH DYNAMIC FACTOR MODELS AND MIDAS EMBEDDED
WITH FACTOR STRUCTURE

Summary: The article is a continuation of the previous author’s papers (2007, 2009, 2012)
devoted to the optimal methods of forecasting Polish macroeconomic variables, with the
sample of GDP. The research was aimed at a comparison of the quality of nowcasts (“fore-
casts” of the present time) and forecasts prepared with a dynamic factor model with mixed
frequency and data gaps handling (MFDG-DFM) proposed by Mariano and Murasawa
[2003] and MIDAS model augmented with factor structure (DFM-MIDAS), described for
the first time in the paper of Marcellino and Schumacher [2008]. Mathematical backgrounds
of both models were presented and a combination of Kalman filter and Maximum likelihood
estimation was hinted as the estimation framework for both of them. The gained results
show an advantage of Mariano and Murasawa approach in the field of the forecasts (approx-
imately 15% more adequate forecasts for 2 and more quarters ahead) but this model is less
adequate than the competitor for one quarter ahead forecasts and nowcasts.

Keywords: dynamic factor model, MIDAS, Polish GDP forecasts.





