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DELUGOWIECZNOSC I INSTRUMENTY FINANSOWE
ZWIAZANE Z DLUGOWIECZNOSCIA

Streszczenie: Spadek umieralno$ci w stosunku do lat 60.-70. XX wicku obserwuje si¢ u 0sob
w wieku emerytalnym, ktorzy moga oczekiwac, ze beda dhuzej zy¢ i pobiera¢ §wiadczenia
emerytalne. Z drugiej strony moze pojawi¢ si¢ niewyptacalnos¢ systemow emerytalnych czy
bankructwa firm ubezpieczeniowych, gdy okazuje si¢, ze nalezy wyplaca¢ swiadczenia dtuzej
lub w innej wysokosci, niz zaktadano. Jak zabezpieczy¢ si¢ przed taka sytuacja? Celem arty-
kutu jest analiza wptywu wydtuzajacego si¢ czasu trwania zycia na kondycje finansowa firm
oraz przedstawienie struktury instrumentéw stanowigcych zabezpieczenie przed dlugowiecz-
noscia. Za pomoca wilasnych programow, na podstawie rzeczywistych danych stop procento-
wych dla Polski obliczone sa sktadki z dwoch zasad z uwzglednieniem rocznych zmian praw-
dopodobienstwa przezycia. Na koniec przedstawione sg wnioski.

Stowa kluczowe: dtugowiecznos¢, sekurytyzacja, odwrocona hipoteka, opcje kupna, indeks
przezycia.

1. Wstep

Bardzo duzy postep w rozwoju medycyny oraz skuteczne uswiadamianie spoteczen-
stwa o zdrowym sposobie odzywiania si¢ i prowadzenia zdrowego stylu zycia przy-
czynily sie do wydtuzania si¢ przecigtnego dalszego trwania zycia. Spoteczenstwo
zyje coraz dtuzej, znacznie ponad przeci¢tne dalsze trwanie zycia, a zjawisko takie
nazywane jest dlugowiecznos$ciag. W ostatnich piecdziesieciu latach nastapit wzrost
przecigtnego dalszego zycia Polakow o ok. 10 lat, a znaczny spadek umieralnosci
w stosunku do lat 60.-70. XX wieku obserwuje si¢ u 0so6b w wieku emerytalnym.
Nie ulega watpliwosci, ze jest to dobra wiadomos$¢ dla ludzi, ktorzy wkraczaja
w wiek emerytalny i mogg oczekiwac, ze beda zyli dtuzej i dtuzej pobierali chociaz-
by $wiadczenia emerytalne. Jednak z drugiej strony jest to sytuacja, w ktdrej moze
pojawic¢ si¢ wiele probleméw zwigzanych np. z niewyplacalno$cig systemow emery-
talnych, bankructwem firm ubezpieczeniowych, oferujacych ubezpieczenia na dozy-
cie lub dozywotnie renty zyciowe, czy tez firm oferujacych tzw. rente¢ hipoteczna,
kiedy to okazuje si¢, ze nalezy wyplaca¢ $wiadczenia dtuzej, niz zaktadano, czy
w innej wysokosci, niz zakladano.
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Pojawia si¢ pytanie, jak mozna si¢ zabezpieczy¢ przed sytuacjg niewyptacalno-
$ci czy niepoprawnego obliczania wyplacanych §wiadczen zwigzanych z prawdopo-
dobienstwem przezycia? Poniewaz pojemno$¢ rynku ubezpieczeniowego jest zbyt
mata, to stworzone zostalo narzedzie (sekurytyzacja) umozliwiajace transfer tzw.
ryzyka katastroficznego na rynki kapitalowe poprzez emisje papieréw wartoscio-
wych. Wiele firm oferuje réznego rodzaju instrumenty finansowe, jak obligacje
zwigzane z dlugowiecznoscig (longevity bonds), swapy czy indeks LifeMetrics opar-
ty na prawdopodobienstwie przezycia. Celem artykutu jest analiza wpltywu wydtu-
zajacego si¢ czasu trwania zycia na kondycj¢ finansowa firm ubezpieczeniowych,
funduszy hipotecznych czy zaktadéw emerytalnych oraz przedstawienie struktury
kilku instrumentow finansowych i sposobu ich wyceny i wykorzystania jako formy
zabezpieczenia przed ryzykiem ztego oszacowania pobieranych sktadek i wyptaca-
nych $§wiadczen. Na podstawie rzeczywistych danych stop procentowych i tablic
trwania zycia dla Polski obliczone sg sktadki, jakie za taki instrument finansowy
nalezy zaptaci¢ (w przypadku modelu dyskretnego). Sktadki wyznaczone sg wedlug
zasady réwnowaznosci oraz funkcji uzytecznos$ci, stosowanej w przypadku rynku
ubezpieczeniowego, zarowno dla kobiet, jak i mezczyzn.

2. Dlugos¢ trwania zycia w Polsce
i na tle niektorych krajow europejskich

Przecigtne dalsze trwanie zycia dla 0osob w wieku x lat oznacza si¢ symbolem e..
Przecigtne dalsze trwanie zycia ¢, dla 0s6b nowo urodzonych w Polsce w Iatach
1958-2009 wzrosto o ok. 10 lat. Od roku 1958, od ktorego dostepne sa dane (www.
mortality.org) dla Polski, obserwuje si¢ wzrost przecigtnego dalszego trwania zycia.
W latach 70.-80. XX wieku e, utrzymywato si¢ na podobnym poziomie, a od roku
1991 zaczeto ponownie wzrasta¢. W tab. 1 przedstawiono przeci¢tne dalsze trwanie
zycia noworodkow, a takze sredni roczny i miesigczny przyrost dla Polakow ogdtem
oraz z rozroznieniem na pte¢ w latach 1958-2009.

Na rys. 1 przedstawiono przecig¢tne dalsze trwanie zycia ogétem dla osob uro-
dzonych w niektorych krajach europejskich, a w tab. 2 $redni roczny przyrost prze-

Tabela 1. Przecigtne dalsze trwanie zycie Polakow w latach 1958-2009

Kobiety Mezczyzni Ogodtem
e, w 1958 r. (w latach) 68,63 63,03 65,97
e, w 2009 r. (w latach) 79,92 71,48 75,82
Przyrost e, (w latach) 11,29 8,45 9,85
Sredni roczny przyrost e, w ciggu 52 lat (w latach) 0,22 0,16 0,19
Sredni roczny przyrost e, (w m-c/rok) 2,61 1,95 2,27

Zr6dto: opracowanie wiasne na podstawie danych ze strony www.mortality.org.
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Rys. 1. Przecigtne dalsze trwanie zycia noworodkow ogoétem w latach 1958-2009
Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych ze strony www.mortality.org.
Tabela 2. Sredni roczny przyrost przecigtnego dalszego trwania zycia w latach 1958-2009
Kobiety Mezczyzni Ogolem
Polska 2,605 1,950 2,273
Dania 1,615 1,465 1,572
Belgia 2,275 2,280 2,326
Holandia 1,800 1,632 1,775
Szwecja 1,973 1,805 1,922

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych ze strony www.mortality.org.

cigtnego dalszego trwania zycia w miesigcach z rozréznieniem na pte¢ w tych kra-
jach w latach 1958-2009.

W porownaniu z Danig, Holandig, Belgia czy Szwecja wzrost e, ogotem dla
Polski jest najwiekszy, jednak przecigtne dalsze trwanie zycia jest nadal nizsze niz
w poréwnywanych krajach. W roku 2009 dla Polakéw ogotem e, wynosito ok. 76 lat,
w pozostatych krajach ponad 79 lat. Najwigkszy przyrost e, rowny ponad 2,6 mie-
sigca/rok, wystepuje dla kobiet w Polsce. Przyrost e, powyzej 2 miesigcy w roku
zarowno dla kobiet, jak i m¢zczyzn mozna zaobserwowac rowniez w Belgii. W Da-
nii przyrost jest najmniejszy, ale kiedy w Polsce w roku 1958 przecietne dalsze trwa-
nie zycia noworodkow ogotem wynosito 65,97 lat, to w Danii e, byto znacznie wyz-
sze 1 wynosito 72,24 lat.

Spoleczenstwo zyje coraz dluzej, znacznie ponad przecigtne dalsze trwanie zy-
cia. Zjawisko takie nazywane jest dlugowiecznos$cig. Znaczny spadek umieralnosci
w stosunku do lat 60.-70. XX wieku obserwuje si¢ u 0sob w wieku emerytalnym, ale
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nie tylko. Na rys. 2 przedstawiono intensywno$¢ umieralnosci w latach 1958-2009
dla kobiet w wieku 35, 45, 55, 60, 651 70 lat.
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Rys. 2. Intensywno$¢ umieralnos$ci ,u(x,t) Polek w latach 1958-2009

Zrédto: opracowanie whasne na podstawie danych ze strony www.mortality.org.

Spadek intensywnosci umieralnos$ci ,u(x,t) u 0s6b mtodych na rys. 2 nie jest
tak bardzo widoczny jak u 0sob starszych, gdyz intensywnos$¢ umieralnosci jest na
niskim poziomie. Okazuje si¢ jednak, ze spadek intensywno$¢ umieralnos$ci jest
rowniez duzy dla ludzi w mtodym wieku, np. warto$¢ ,u(35,t) spadta o ponad 64%
w roku 2009 w stosunku do roku 1958. Dla kolejnych x spadek jest mniejszy, np. dla
x =55 warto$¢ ,u(x,t) spadta o 34,3%. Powyzej wieku x = 55 ponownie obserwuje
si¢ spadek intensywnos$ci umieralno$ci, np. spadek ,u(65,t) wynosi prawie 44%.

3. Skutki wydluzania si¢ czasu trwania zycia

Nie ulega watpliwosci, ze wydluzanie si¢ czasu trwania zycia to dobra wiadomos¢
dla Iudzi, ktérzy wkraczajg w wiek emerytalny. Przyszli emeryci mogg oczekiwac,
ze beda dhuzej zy¢, dluzej cieszy¢ sie wolnym czasem, ktory na emeryturze moga
wykorzysta¢ w inny, moze lepszy sposob, niz gdy pracowali, i dluzej beda pobierac
chociazby $wiadczenia emerytalne. Z drugiej jednak strony moze si¢ okazac, ze nie
wystarczy im $rodkow na to, zeby godnie przezy¢ staro$e.

Nowy system emerytalny zaktada, ze przy wyliczaniu emerytury zgromadzony
kapitat jest dzielony przez przecietng dalsza dlugos¢ zycia ogotem. Spowoduje to, ze
emerytury, ktore dla wigkszos$ci spoteczenstwa i tak sa niskie, beda jeszcze nizsze.
Nie jest to sytuacja korzystna dla emerytow. Tablice trwania zycia byly sporzadzane
do wieku 100 lat. Nie zaktadano bowiem, Ze 0sob, ktore ukoncza wiek 100 lat bedzie
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przybywac. Obecnie tablice trwania zycia sporzadzane sa do wieku 110 lat. W Pol-
sce w grupie stulatkow jest prawie 3 tys. osob, a kazda z tych osob otrzymuje spe-
cjalng dodatkowg rentg z ZUS w wysokosci 3000 zt. Ponadto do 2035 r. zaktada sig,
ze liczba 0s6b w wieku poprodukcyjnym wzrosnie z 6,4 mln do 9,6 min (por. [Kost-
kowski, Miaczynski 2013]), a w efekcie na jednego emeryta beda przypadac 2 osoby
w wieku produkcyjnym (obecnie sg to 4 osoby). Zadluzenie ZUS, ktory co roku
wystepuje do budzetu panstwa o dotacje na wyptate emerytur, rosnie. W tym roku
bedzie to 37 mld zk. Nie jest to jedynie problem Polski. Koszty zwigzane z niedosza-
cowaniem oczekiwanego dalszego czasu trwania zycia np. w brytyjskim systemie
emerytalnym wynosza ok. 1 bln funtéw. W roku 2010 zobowigzania z tego tytutu
wzrosty o 5 mld funtow.

Wraz ze zwigkszajacym sie prawdopodobienstwem przezycia pojawia si¢ row-
niez problem odpowiedniego obliczania sktadek w ubezpieczeniach na dozycie czy
wyplacanych $wiadczen, chociazby z tytulu tzw. hipoteki odwrdconej. Mozna przy-
toczy¢ za [ Stykowski 2012] przyktad Jeanne Calmet, najdtuzej zyjacej kobiety swia-
ta, ktorej prawnik zaproponowat co$ w rodzaju hipoteki odwroconej, kiedy byta w
wieku 90 lat, w zamian za 2,5 tys. frankOw miesigcznie. Kobieta zmarta w wieku
122 lat, przezywszy swojego prawnika. Spadkobiercy prawnika nadal musieli ptaci¢
jej rente, ktora tacznie trzykrotnie przewyzszyta wartos¢ mieszkania.

Rozpatrzmy prosty przyktad, gdy kobieta w wieku x lat wykupuje ubezpieczenie
na dozycie na n lat, ze $wiadczeniem ptatnym w wysokosci b zt. Jednorazowa sktad-
ke netto, jaka nalezy za takie ubezpieczenie zaplacié, oblicza si¢ ze wzoru (por.
[Bowers i in. 1986])

1 A\~
b-A . =b-(1+i) - p,
gdzie i oznacza stopg procentowa.

Prawdopodobiefistwo _p, ze kobieta w wieku x lat przezyje n lat, oblicza si¢
z tablic trwania zycia. W tab. 3 przedstawiono obliczone sktadki dla kobiety w wieku
351 67 lat, gdy ubezpieczenie zawarte jest na 20 lat, wedtug tablic trwania zycia z
roku 1989, 1999 1 20009.

Tabela 3. Jednorazowa sktadka netto w ubezpieczeniu na dozycie

Wiek Okres ubezpieczenia Jednorazowa sktadka netto (j.s.n.)

X n 1989 1999 2009

35 20 355775 35 786,6 36 130,8
j.s.n./j.s.n. 1989 1,00588 1,01555
j.s.n./j.s.n. 1999 1,00962

67 20 9 538,12 11273 14 792,6
J.s.n./j.s.n. 1989 1,18189 1,55090
J.s.n./j.s.n. 1999 1,31222

Zrédlo: opracowanie whasne na podstawie danych ze strony www.mortality.org.
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Z analizy tab. 3 wynika, ze w obliczeniach wazne jest, z jakich tablic trwania
zycia si¢ korzysta. Dla kobiety w wieku 35 lat sktadka w roku 1999 w stosunku do
sktadki w 1989 r. wzrosta o 0,5%, za§ w 2009 r. w stosunku do 1999 r. wzrosta
o 1,5%. Sktadka w roku 2009 w stosunku do sktadki z roku 1999 wzrosta o ok.
1,01%. Wydaje sig, ze nie jest to duzy wzrost, ale w skali portfela polis, gdy roznice
344,20 zI na jedno ubezpieczenie przemnozymy przez liczbe osob ubezpieczonych
(np. 10 tys. kobiet), to faczna rdéznica wynosi 3,442 mln zt. Zauwazmy tez, ze sklad-
ka dla kobiety w wieku 67 lat w roku 2009 w stosunku do roku 1999 jest wyzsza
0 30%, a to jest juz zdecydowana rdoznica.

Jak wynika z powyzszych przyktadow, wydtuzanie czasu trwania zycia stwarza
wiele sytuacji, w ktorych moze si¢ pojawic sporo problemoéw, jak chociazby niewy-
ptacalno$¢ systeméw emerytalnych, bankructwa firm ubezpieczeniowych i reaseku-
racyjnych czy tez firm oferujacych tzw. rent¢ hipoteczng, kiedy to okazuje sig,
ze nalezy wyptacac¢ Swiadczenia dtuzej, niz zaktadano, czy w innej wysokosci, niz
zaktadano. Rynek ubezpieczeniowy stwarza mozliwos¢ zabezpieczenia si¢ przed ta-
kimi sytuacjami, a odpowiedz na pytanie, w jaki sposob mozna to zrobi¢, przedsta-
wiona jest w kolejnym punkcie.

4. Sekurytyzacja. Instrumenty finansowe
oparte na dlugowiecznosci

Sekurytyzacja jest to narzedzie umozliwiajace transfer tzw. ryzyka ,,katastroficzne-
g0” na rynki kapitalowe poprzez emisje papierow wartosciowych (por. [Kardasz
2010]). Pojemno$¢ rynku ubezpieczeniowego jest zbyt mata, dlatego z rynku ubez-
pieczeniowego przekazuje si¢ ryzyko rowniez na rynki kapitatowe.

Na rynkach finansowych sekurytyzacja pojawita si¢ juz w latach 70., a na ryn-
kach ubezpieczeniowych w latach 90. XX wieku, po katastrofach, ktore wyrzadzilty
bardzo duzo szkod i spowodowaly niewyplacalnos¢ wielu firm ubezpieczeniowych
z dnia na dzien (np. huragan Andrew w 1992 r. — straty na kwotg 19,6 mld USD).
W latach 1994-2002 w ubezpieczeniach majatkowych przeznaczono na sekurytyza-
cje 15 mld USD, pdzniej zainteresowanie zaczeto spadac, czego powodem byty wy-
sokie koszty, brak rozwigzan prawnych, jak rowniez zmiany cen na rynkach trady-
cyjnych. Sekurytyzacja jest dobrze rozwinigta na rynku USA oraz w Wielkiej
Brytanii.

Wyro6znia si¢ dwa rodzaje sekurytyzacji, tj. pierwotng i wtorng (por. [Kardasz
2010]). Sekurytyzacja pierwotna (bezposrednia) ma miejsce wtedy, gdy cedentem
ryzyka i emitentem papierow warto$ciowych jest ten sam podmiot, np. zaklad ubez-
pieczen lub reasekuracji. W emisji papierow wartos§ciowych posredniczy bank,
a uzyskane w ten sposob srodki lokowane sg w wolne od ryzyka obligacje skarbowe.
W przypadku tego typu sekurytyzacji ryzyko zwigzane z emisjg papierow wartoscio-
wych nie jest oddzielone od ryzyka zwiazanego z gldéwng dziatalnoscig gospodarcza,
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co jest wada tego typu zabezpieczenia. Sekurytyzacja wtdrna (posrednia) ma miej-
sce wtedy, gdy cedent zaktada niezalezng spotke celowa (SPV — special purpose
vehicle lub SPR — special purpose reinsurance vehicle), ktora przejmuje na siebie
ryzyko emisji papierow wartosciowych. Sa to zwykle firmy reasekuracyjne, broke-
rzy reasekuracyjni oraz spotki, tzw. captive, nalezace do jednego podmiotu gospo-
darczego lub grup powigzanych, zajmujace si¢ zabezpieczeniem ryzyka nieubezpie-
czanego, zaktadane w rajach podatkowych. Srodki zgromadzone z emisji papierow
wartosciowych lokowane sg w bezpieczne instrumenty finansowe, a osiggniety
z nich zysk zamieniany jest na zmienne oprocentowanie oparte na LIBOR, co po-
zwala na redukcj¢ stopy procentowej emitowanych papierow wartosciowych. Inwe-
stor otrzymuje marz¢ za przyjecie ryzyka ponad stope LIBOR.

Transfer ryzyka na rynki kapitalowe odbywa si¢ za pomoca ubezpieczeniowych
instrumentow finansowych. Jednym z takich instrumentow sg obligacje katastroficz-
ne (kryzysowe). Sa to papiery warto$ciowe emitowane przez ubezpieczyciela, ktory
w wyniku zaj$cia okreslonego katastroficznego zdarzenia naturalnego (np. huraga-
nu, trzesienia ziemi) w okreslonym czasie odpowiada za jego skutki. Jezeli takie
zdarzenie zajdzie, to emitent obligacji wyptaca $wiadczenie uzyskane z emisji
papieréow wartosciowych, a jezeli nie, to ubezpieczyciel wyptaca kwoty nominalne
z obligacji powigkszone o premig¢ (por. [Stykowski 2012]). W listopadzie 2004 r.
Europejski Bank Inwestycyjny we wspotpracy z BNP Paribas podjat nieudang probe
emisji obligacji (longevity bonds, survivor bonds) zwigzanych z dlugowiecznoscia
(prawdopodobienstwem przezycia) danej populacji. W konstrukcji indeksu, na kt6-
rym obligacje byty oparte, nie uwzgledniono podziatu populacji pod wzgledem ptci
i wieku (por. [Kardasz 2010]), a ponadto ustalono sztywny poziom ptatnosci emery-
talnych (w rzeczywistosci sg one waloryzowane). Najwicksza na §wiecie firma
ubezpieczeniowa SwissRe w grudniu 2010 r. wyemitowata 8-letnie obligacje na
50 min funtow, ktore uzalezniaja wysokos$¢ odsetek od roznicy demograficznej
w trendach miedzy okre$lonymi grupami wiekowymi mieszkancow USA 1 Wielkiej
Brytanii. Inwestorzy przejmuja ryzyko do 2016 r., ze $rednia wieku Brytyjczykow
bedzie rosna¢ wolniej niz Amerykanow. Inwestorzy ryzykuja utratge czesci lub
wszystkich swoich pieniedzy, gdy wystepuje duza rozbiezno$¢ migdzy zmniejsze-
niem liczby zgondéw mezczyzn w Wielkiej Brytanii w wieku od 75 do 85 a m¢zezyzn
w wieku 55 lat do 65 w USA.

Popularnym instrumentem finansowym staty si¢ tzw. longevity swaps. Sag to
umowy, w ktorych uczestniczg np. bank i ubezpieczyciel (moze to by¢ rowniez inny
podmiot, np. oferujacy hipoteke odwrocong). Strony kontraktu poréwnujg w okre-
slonych jednostkach czasu (np. co miesiac) kwote 4, jaka musi wyplaci¢ ubezpie-
czyciel z umow, oraz kwote B, na jaka zostata zawarta umowa. Je$li 4 > B, to bank
wyplaca ubezpieczycielowi roznicg wynikajaca z porownywanych kwot, w przeciw-
nym razie ubezpieczyciel ptaci bankowi. Jedna z najwigkszych instytucji finanso-
wych na §wiecie, J.P. Morgan z Nowego Jorku, stworzyta swapy zwane g-Forwards.
Fundusze emerytalne ptaca ustalone sktadki dla kontrahenta na podstawie dtugosci



Dhugowiecznos¢ i instrumenty finansowe zwigzane z dlugowiecznos$cia 107

zycia cztonkoéw towarzystwa ubezpieczeniowego do okreslonego wieku. Jesli czton-
kowie zyja dhuzej, niz oczekiwano, kontrahent dokonuje zwrotu funduszy, jesli umie-
raja wczesniej, kontrahent zyskuje. Dziesigcioletni kontrakt, zawarty 31.12.2006 r.,
oparty jest na dlugosci trwania zycia me¢zczyzn w wieku 65 lat w Wielkiej Brytanii
i opiewa na kwotg 50 mln funtow. Kwota nominalna, jaka mozna uzyska¢ z tego
kontraktu, jest obliczana ze wzoru (por. [Coughlan i in. 2007]):

kwota nominalna = (1,2% — rzeczywiste prawdopodobienstwo $mierci) - 50 min - 100

Jezeli np. rzeczywiste prawdopodobienstwo $mierci wyniesie 1,1%, to kwota
nominalna wynosi 5 min funtéw i jest to zysk dla funduszu emerytalnego. Jezeli
natomiast rzeczywiste prawdopodobienstwo §mierci mezczyzn bedzie réwne 1,3%,
to J.P. Morgan zarobi kwote 5 mln funtéw.

Tego typu instrumentéw finansowych jest wiele. W lutym 2011 r. J.P. Morgan
zaproponowat amerykanskiej spolce technologicznej hedging dotyczacy niedosza-
cowania $redniej dtugosci zycia mtodszej grupy pracownikoéw firmy, ktoérzy nie
przeszli jeszcze na emeryture. W tym celu zostat skonstruowany indeks LifeMetrics
(por. [Wrobel 2011]). Transakcja zostata zawarta na 10 lat. Firmowy fundusz emery-
talny nie musial ponosi¢ zadnych ptatnosci z gory, a jesli pracownicy beda pobierac
swiadczenia dluzej, niz zalozono w indeksie, to firma otrzyma na nie pieniagdze od
inwestorow, ktorym przekazatla ryzyko. Innowacja tego rozwigzania polega na tym,
Ze program nie jest przeznaczony dla obecnych emerytow, ale 0sob pracujacych, dla
ktorych oczekiwang dalszg dlugos¢ zycia jest znacznie trudniej oszacowac. Obecnie
J.P. Morgan przygotowuje analogiczne wersje indeksu dla rynku niemieckiego, bry-
tyjskiego i holenderskiego.

5. Konstrukcja instrumentow finansowych
opartych na indeksie przezycia

Prawdopodobienstwo, ze osoba w wieku x lat, przezyje s +¢ lat oblicza si¢ ze wzo-
ru (por. [Bowers i in. 1986])

s+tpx :pr 'tpx+s'

Korzystajac z powyzszej zalezno$ci, mozna wyprowadzi¢ ogdlny wzdr na praw-
dopodobienstwo , p_, oparty na rocznych prawdopodobiefistwach przezycia, naste-
pujacej postaci:

n—1
npx :px 'px+1 : "'.px+n—2 'px+n—1 = pr+k‘
k=0

Prawdopodobienstwo, ze osoba, ktore w chwili z; jest w wieku x, przezyje n lat,
mozna obliczy¢ z powyzszego wzoru, korzystajac z tablic trwania zycia dla roku
poprzedniego'. Mozna tez korzysta¢ z kolejnych przyblizen wartoéci p_, gdzie

! Tablice trwania zycia dla danego roku publikowane s z co najmniej rocznym opdznieniem.
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D= exp( Y7 (x, t)) , przy czym intensywno$¢ umieralnosci y(x,t) jest modelowana
i prognozowana za pomocg jakiego§ modelu intensywnos$ci umieralno$ci (np. mode-
lu Lee—Cartera (por. [Lee 2000])). Powstaty w ten sposob szereg czasowy definiuje
si¢ jako indeks przezycia (por. [Cox i in. 2010])

n—1

npx,to = npx+k,t0+k9 (1)

k=0

gdzie 7, oznacza rok, dla ktorego wyznaczane jest prawdopodobienstwo.

Autorzy pracy [Cox i in. 2010] zastosowali indeks przezycia do skonstruowania
opcji kupna i opcji kolnierzowej z indeksem przezycia w roli instrumentu bazowego,
przy czym zdefiniowali oni funkcje wyplaty dla osob w wieku 65 lat (x = 65) na
n=10 lat w roku ¢, =2005 . Funkcja wyptaty opcji kupna dla dowolnych parame-
trow jest okreslona w nastepujacy sposob

¢ :{ 0 gdy ,p., <p @
Doy =P gy P > D
a opcji kotnierzowej nastepujaco
0 gdy ,p., <P
C=9uPuy, —P1 8 P<,P., <P 3)

pr—pogly py<,p,,
gdzie p,p,i p, €[0,1] sa to poziomy, przy ktorych dang opcj¢ mozna wykonac.

Opcja kupna stuzy do zabezpieczenia sytuacji, gdy przezywa wiecej ludzi, niz
zaktadano, i trzeba dokona¢ wiekszych wyptat. Mniejsza cze$¢ ryzyka jest przeno-
szona na wystawce opcji w sytuacji, gdy poziomy p i p, sa wigksze. W przypadku
opcji kolnierzowej, aby zapobiec sytuacji naglych duzych spadkéw umieralnosci,
pojawia si¢ poziom zabezpieczenia p, , ktorego wyzsza warto§¢ powoduje, ze wigk-
sza cze$¢ ryzyka przenoszona jest na wystawce opcji.

Ze wzgledu na to, ze towarzystwa ubezpieczeniowe, zaktady emerytalne i fun-
dusze hipoteczne wyptacaja renty dozywotnie dla ludzi w réznym wieku, przez rdz-
ne okresy, sensowne staje si¢ wprowadzenie opcji kupna, dla ktorej instrumentem
bazowym jest warto$¢ aktuarialna renty dozywotniej (por. [Czmochowski 2011])

O gdy ax,to +n S ax,stala >
<= &y ayy> )
X,tg+n ax,stala g y ax,to+n a

x,stala

gdzie ¢, oznacza rok zawarcia kontraktu, n — okres, na jaki kontrakt jest zawierany,

aa jest to poziom zabezpieczenia.

x,stala
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Warto$¢ aktuarialng renty dozywotniej oblicza si¢ ze wzoru

mmax

a., = Z v sPxi» (5)

5=0

—X

gdzie w,, oznacza wiek graniczny (obecnie w Polsce tablice trwania zycia konstru-

owane sg do wieku 110 lat),  p, jest to indeks przezycia, a v to czynnik dyskonto-
wania.

6. Metody wyceny instrumentow finansowych

Sktadke, jaka trzeba zaptaci¢ za dany instrument finansowy, mozna obliczy¢ rozny-
mi metodami. W artykule sktadka jest obliczona dwoma sposobami, tj. za pomoca
zasady rOwnowaznosci oraz za pomoca zasady uzytecznosci.

Wedlug zasady rownowaznosci przecigtne przyszte sktadki, zaktualizowane na
chwile ¢ =0, rownowaza przecietna wielkos$¢ swiadczenia zaktualizowang na chwi-
le t=0 (por. [Bowers i in. 1986]). Stad otrzymujemy nastepujace rOwnanie

E(P-v'C))=0,
gdzie P jest to sktadka, C, — wyplata z i-tego instrumentu, a v jest to czynnik dys-
kontowania.

Z powyzszego rOwnania otrzymujemy

P:E(VTCI ) (6)

Wedhug zasady uzytecznosci sktadke P za przyjete ryzyko wyznacza si¢ z row-
nania (por. [Ostasiewicz (red.) 2000])

E[u(a)+P—vTCi)]=u(a)), (7)
gdzie u(a)) jest to funkcja uzytecznosci, a @ oznacza majatek firmy.

Jedna z funkcji uzytecznosci stosowanych w ubezpieczeniach jest funkcja posta-
ci (por. [Ostasiewicz (red.) 2000])

I-e
u\w)= s
(0)=— (8)
gdzie a jest to stopien awersji ubezpieczyciela do ryzyka.

Wstawiajac do rownania (7) funkcje okreslong wzorem (8), po przeksztalce-
niach otrzymujemy

P:élnE[exp(avTCl. )] 9)

Czynnik dyskontowania moze by¢ staty, ale mozna go tez obliczy¢ ze wzoru
(por. [Marciniuk 2009])
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v = exp(—ROST -T),
gdzie R, oznacza natychmiastowg stopg procentowa.

Do najbardziej popularnych nielosowych modeli natychmiastowej stopy procen-
towej nalezy model Nelsona—Siegela i model Svenssona (por. [Anderson i in. 1996]).
W artykule do obliczen wykorzystany jest model Svenssona nastgpujacej postaci

R0t=ﬁo+ﬁlj{1 e"J+ﬂ{t(l J—J
+ﬂ3[172(1—e%]—e’2}

gdzie >0, 3,20, B, +5,20.

Model ten jest modyfikacja modelu Nelsona—Siegela, a zostat wzbogacony o do-
datkowe parametry f; i 7,, co umozliwia wigksza elastyczno$¢ w modelowaniu
funkeji R), (uwzglednienie wigkszej liczby ekstremow). Poniewaz hm Ro; B, to
parametr [, oznacza dlugoterminowa stopg procentowa i okresla p0210rn krzywi-
zny tej funkcji. Krotkoterminowa stopa procentowa jest rowna S, + f, . Parametr £,
okresla stopien nachylenia krzywej. Parametr S, odpowiada za ksztalt krzywej, a
7,,7, s3 to parametry skali.

(10)

7. Przykladowa wycena numeryczna

W tej czescei artykutu obliczone sg sktadki, jakie nalezy zaptaci¢ za opcj¢ kupna
z indeksem przezycia (2) oraz rentg dozywotnig (4) jako instrumentem podstawo-
wym, z rozrdéznieniem na pte¢. Obliczenia wykonane sg za pomocg wlasnych pro-
graméw. Dla przyktadu przyjeto, ze 10-letnie kontrakty zawarte sa osobno dla
65-letnich kobiet i me¢zczyzn w roku 2002. Sktadki liczone sg kazdorazowo wediug
zasady rownowaznosci i zasady uzyteczno$ci. We wzorach (6) i (9) na sktadki wy-
stepuje wartos¢ oczekiwana zdyskontowanej wielkos$ci wyptaty z poszczegoélnych
instrumentéw finansowych, ktora oblicza si¢ metodg Monte Carlo na podstawie N
wygenerowanych trajektorii (Sciezek zycia ubezpieczonych) wedtug rozktadu praw-
dopodobienstwa przezycia z polskich tablic trwania zycia z 2002 roku. Ponadto
majac w tym momencie dane z rocznych tablic trwania zycia z lat 2002-20112, tra-
jektorie generuje si¢ rowniez na podstawie zmodyfikowanych rocznych prawdopo-
dobienstw przezycia (wedtug rozktadu z tych tablic).

Na podstawie danych dotyczacych stopy zwrotu z obligacji o statym oprocento-
waniu, notowanych na gieldzie papierow wartosciowych w dniu 9.12.2002 r.?, oraz

2 7Zrédto danych: www.mortality.org oraz www.stat.gov.pl.
3 Zrodlo danych: www.money.pl/pieniadze/bony.przetargi/.
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przetargu bonow skarbowych z tego samego dnia‘, estymowano parametry funkcji
natychmiastowej stopy procentowej zarowno dla modelu Nelsona—Siegela (N-S),
jak i dla modelu Svenssona (Sv). Estymacji dokonano metoda najmniejszych kwa-
dratéw przy uzyciu pakietu Solver, stanowigcego dodatek do programu Excel. Dane
oraz dopasowane funkcje przedstawiono na rys. 3.

00054
O dane
0.09F - NS
— Sv
0.085
0.08}
0.075
o
0.07
o]
i t———

8 10 12 14 16 18 20
czas do wykupu

Rys. 3. Wykres natychmiastowej stopy procentowej

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Jak wynika z rys. 3, obie funkcje sa dobrze dopasowane do danych, minimalizo-
wana suma kwadratoéw odleglosci miedzy danymi a wartosciami funkcji dla obu
modeli jest podobnej wielkosci i wynosi ok. 0,0004. Do obliczen przyjeto model
Svenssona, a estymowane parametry majg nastgpujace wartosci:

B, =0,0547, B, =0,0245, B, =-0,0549, 8, =0,0198, 7, =0,6669, 7, =1,2622.

W przypadku zasady uzytecznos$ci przyjeto niezbedna do obliczen warto$¢ stop-
nia awersji do ryzyka (warto$¢ parametru « ) rowng 0,00000048 (por. [Cox i in.
2010]). Autorzy pracy [Cox iin. 2010] oszacowali parametr « na podstawie amery-
kanskich danych dotyczacych wykupionych indywidualnych rent. W tab. 4 przedsta-
wiono ceng¢ za opcje kupna z wyptata, okreslong wzorem (2), opiewajaca na 1 min zi,
dla r6znej wielko$ci poziomu p. Wygenerowano 10 000 trajektorii dla miliona kobiet
w wieku 65 lat. Sktadke wyliczono wedtug tablic trwania zycia z 2002 r. i rocznych
tablic z lat 2002-2011.

Przy tak przyjetej wartosci o rdéznice migdzy sktadka liczong wedlug zasady
rownowaznos$ci i uzytecznosci nie sg znaczace. Sktadki obliczane na podstawie

4 Zrédto danych: http://bossa.pl/notowania/stopy/rentownosc_obligacji/.
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Tabela 4. Sktadki dla kobiet w przypadku opcji kupna opartej na indeksie przezycia

Sktadka (w zt)
p — const zasada uzytecznosci zasada rownowaznos$ci
t. 2002 t. roczne (2002-2011) t. 2002 t. roczne (2002-2011)

0,70 118 020 125 650 118 050 125 670
0,72 106 510 114 140 106 530 114 160
0,74 94 990 102 620 95010 102 640
0,76 83 470 91 100 83 500 91120
0,78 71 960 79 590 71980 79 600
0,80 60 440 68 070 60 460 68 090
0,82 48 920 56 550 48 950 56 570
0,84 37 400 45030 37430 45050
0,86 25900 33520 25920 33 540
0,88 14 690 22020 14710 22 030
0,90 5590 10 980 5600 10 990
0,92 1080 3010 1090 3020
0,94 80 280 80 280
0,96 0 10 0 10
0,98 0 0 0 0

Zrodto: opracowanie wiasne.

rocznych tablic sg wyzsze niz w przypadku tablic z roku 2002, co oznacza, ze praw-
dopodobienstwo przezycia z roku na rok nadal wzrasta. Im nizszy jest poziom p, tym
wyzsza sktadke trzeba zaptaci¢, co wiaze si¢ z przekazaniem wickszej czesci ryzyka
na wystawce opcji. Podobne wnioski sa formutowane w odniesieniu do sktadek dla

140000
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40000
20000
0

sktadka

b )
d
T T T T T T T T T a — T T T 1
0,7 0,72 0,74 0,76 0,78 0,8 0,82 0,84 0,86 0,88 0,9 0,92 0,94 0,96 0,98

prawdopodobienstwo przezycia
@ a» ekobicty e me7czyzni
Rys. 4. Sktadki dla kobiet i mg¢zczyzn w przypadku opcji kupna opartej na indeksie przezycia

Zrodto: opracowanie wiasne.
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Tabela S. Sktadki dla kobiet w przypadku opcji kupna opartej na rencie dozywotniej

Sktadka (w zt)
s siala — CONSL Zasada uzytecznosci Zasada rownowaznosci
(w mln zt)
t.2002 t. roczne (2002-2011) t.2002 t. roczne (2002-2011)
8 531260 525 480 540 440 585 780
8,4 304 260 369 460 312910 415 620
8,8 117 270 243 780 122 390 275 890
9,2 26 140 149 880 27 420 169 960
9,6 3430 85 540 3590 96 730
10 270 44 780 280 50320
10,4 20 21 090 20 23 520
10,8 0 8 960 0 9900
11,2 0 3320 0 3630
11,6 0 1 080 0 1180
12 0 340 0 360

Zrodto: opracowanie wiasne.

me¢zczyzn. Sktadki dla mezczyzn sg podobnej wysokosci, ale przy nizszym pozio-
mie p (dla p réwnego ok. 0,6), co jest wynikiem tego, ze prawdopodobienstwo prze-
zycia mezczyzn jest nizsze niz kobiet w tym samym wieku. Na rys. 4 przedstawiono
dla poréwnania sktadki dla kobiet i m¢zczyzn wyznaczone na podstawie tablic trwa-

nia zycia z 2002 r. (wyznaczone dla takich samych parametrow).

W tab. 5 przedstawiono ceng¢ za opcj¢ kupna z wyptata w kwocie 1 mln zt, okre-
slong wzorem (4), dla roznej wielkosci poziomu ag; . - Wygenerowano 10 000

wysokos¢ sktadki za opcje kupna —

renta dla m¢zczyzn
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Rys. 5. Sktadki dla m¢zezyzn w przypadku opcji kupna opartej na rencie dozywotniej

Zrodto: opracowanie wiasne.
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trajektorii dla miliona kobiet w wieku 65 lat. Jak poprzednio, sktadke obliczono
wedtug tablic trwania zycia z 2002 r. i rocznych tablic z lat 2002-2011.

W tym przypadku mozna zaobserwowac réznice migdzy sktadka wyznaczang
wedlug zasady rownowaznosci 1 zasady uzytecznosci (te drugie sg nizsze). W przy-
padku wygenerowanych trajektorii dla ay;_,,, =8 mln sktadka liczona wedtug tablic
rocznych jest nieco nizsza niz sktadka liczona wedtug tablic z 2002 r. (wedlug zasa-
dy uzytecznos$ci), w pozostatych przypadkach sktadka jest wyzsza. Dla nizszego
poziomu ag ., skladka liczona wedtug tablic z 2002 r. jest rowna zeru, co rOwniez
wskazuje na to, ze z roku na rok podwyzsza si¢ prawdopodobienstwo przezycia
1 trzeba by¢ ostroznym w podejmowaniu decyzji i obliczaniu sktadek. Podobnie jest
w przypadku sktadek obliczonych dla mezczyzn, jednak réznice migdzy sktadkami
wyznaczonymi réznymi metodami sa wyzsze. Zmienit si¢ tez znaczaco poziom staty
warto$ci aktuarialnej renty ay;_,,, » ktory dla mezczyzn przy sktadce podobnej wy-
sokosci jest o ok. 2 mln nizszy. Sktadki dla mgzczyzn wyznaczone przy takich sa-
mych parametrach sg przedstawione na rys. 5.

8. Podsumowanie i wnioski

Spoteczenstwo starzeje sie, a wydtuzajace si¢ przecigtne dalsze trwanie Zycia ma
wplyw na wyznaczane wielkosci aktuarialne rent zyciowych, na wysokos$¢ emerytur
czy rent hipotecznych. Zaktady ubezpieczeniowe, fundusze emerytalne i hipoteczne
muszg zabezpieczy¢ si¢ przed zlg wycena wyplacanych swiadczen czy ztym oszaco-
waniem czasu, przez ktory te Swiadczenia majg by¢ wyptacane. W artykule przedsta-
wiono kilka instrumentéw finansowych stuzacych jako forma zabezpieczenia si¢
przed dlugowiecznoscia. Na przyktadzie polskich tablic trwania zycia wyznaczone
zostaty sktadki, jakie nalezy zaptaci¢ za opcje kupna, ktorej instrumentem bazowym
jest indeks przezycia lub renta dozywotnia. Sktadki zostalty wyznaczone w przypad-
ku dyskretnym wedlug zasady réwnowaznos$ci i uzytecznosci na podstawie tablic
trwania zycia z roku 2002 i rocznych tablic trwania zycia z lat 2002-2011. Réznice
miedzy sktadka wyznaczang wedlug zasady rownowaznosci a sktadka wyznaczang
wedtug zasady uzytecznosci dla przyjetego parametru a sg mate (parametr « musiat-
by by¢ znaczaco wickszy, zeby roznice w sktadkach byly wigksze). Roznice miedzy
sktadka oparta na tablicach trwania zycia z roku 2002 a oparta na rocznych tablicach
(corocznie uwzgledniane zmiany rozktadu prawdopodobienstwa przezycia) sg zna-
czace. Towarzystwa ubezpieczeniowe, emerytalne czy fundusze hipoteczne musza
czgsciej niz raz na kilkanascie lat uwzglgdnia¢ zmiany w dlugosci zycia swoich
klientow. Z roku na rok podwyzsza si¢ prawdopodobienstwo przezycia, trzeba wigc
by¢ ostroznym w podejmowaniu decyzji oraz w wyznaczaniu ptaconych za przeka-
zywane ryzyko sktadek, ale rowniez wyptacanych §wiadczen.

Znaczace réznice w wysokosciach sktadek daje si¢ zauwazy¢ dla kobiet i mez-
czyzn (réznice w poziomach zabezpieczenia — nizsze dla me¢zczyzn), co pozwala
wnioskowa¢, ze instrumenty finansowe powinny by¢ oferowane nie tylko dla kon-
kretnej grupy wiekowej, ale rowniez z podziatem na ptec.
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LONGEVITY AND FINANCIAL INSTRUMENTS RELATED
TO LONGEVITY

Summary: A significant decrease in mortality is observed in people at retirement age
compared to the 60s-70s of the 20th century. They can expect that they will live and receive
retirement benefits longer. However insolvency of pension systems, the bankruptcy of
insurance companies could be possible, when it turns out that benefits should be paid for
longer, or at a different amount than expected. How to protect against this situation? The aim
of the article is the analysis of the impact of a lifetime increase on the financial condition of
companies and the presentation of the structure of several kinds of financial instruments that
hedge the longevity. Premiums are calculated by the two principles, taking into account the
annual changes of survival probability by using own programs. The conclusions are presented
in the last part of the article.

Keywords: longevity, securitization, reverse mortgage, call option, longevity index.



