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Streszczenie: Spoleczenstwo zyje coraz dluzej, a emerytury pobierane z systemu ubez-
pieczen spolecznych sg niskie, dlatego na rynku pojawiaja si¢ produkty umozliwiajace
pozyskanie dodatkowych srodkéw finansowych, aby emeryci mogli zachowa¢ dotychcza-
sowy standard zycia. Jednym z takich produktow jest tzw. renta hipoteczna. W sytuacji,
gdy wilascicielami nieruchomoéci sa malzonkowie istnieje mozliwo§¢ wyplacania tzw.
rent matzenskich, gdy oboje matzonkowie Zyja, a takze gdy jedno z nich umiera. Celem
artykulu jest analiza pordwnawcza wielko$ci $wiadczen rentowych wynikajacych z zaku-
pu matzenskiej renty hipotecznej w krajach Unii Europejskiej, a w szczegdlnosci ustalenie
zakresu wielkosci rat renty. Do analizy wysokosci §wiadczen rentowych zostaty wybrane
kraje, w ktorych przyszty czas trwania zycia mezczyzn i kobiet jest najkrotszy i najdhuz-
szy dla ustalonej grupy wiekowej matzonkéw. Ponadto analizowano wysoko$¢ renty
w krajach, w ktorych bezwzgledna rdznica miedzy czasem trwania zycia matzonkow jest
najmniejsza inajwigksza. Polska okazata si¢ krajem, w ktorym przyszty czas trwania
zycia kobiet i mgzczyzn oraz rdznica migdzy tymi wielko$ciami sg typowe, dlatego zosta-
fa uwzgledniona w analizie. W celu uproszczenia zapisu i obliczen numerycznych wyko-
rzystano macierzowa reprezentacj¢ formut na wyznaczenie wysokosci §wiadczen rento-
wych. Wszystkie obliczenia wykonano na podstawie Tablic trwania zycia z 2009 r., przy
uzyciu wlasnych interfejsow napisanych w programie MATLAB.

Stowa kluczowe: matzenska renta hipoteczna, status wspolnego zycia, status ostatniego
przezywajacego, model wielostanowy.

1. Wstep

Spoteczenstwo zyje coraz dluzej. Emerytury pobierane z systemu
ubezpieczen spotecznych sg niskie. W zwigzku z tym na rynku poja-
wiajg si¢ produkty umozliwiajace osobom w wieku emerytalnym po-
zyskanie dodatkowych $rodkéw finansowych na podtrzymanie do-
tychczasowego standardu zycia. Jednym z takich produktow jest renta
hipoteczna (ang. reverse annuity contract). Zgodnie z umowa witasci-
ciel mieszkania lub domu, w zamian za przeniesienie praw wtasnosci
na firme¢ zainteresowang nabyciem takiej nieruchomosci, bedzie
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otrzymywac¢ dozywotnig lub terminowa rente. W sytuacji, gdy wiasci-
cielami nieruchomosci sa malzonkowie, istnieje mozliwos¢ wyptaca-
nia rent matzenskich. Istniejg dwa rodzaje malzenskiej renty hipotecz-
nej, zréznicowane ze wzgledu na typ swiadczen rentowych. Pierwsza
z nich wyplacana jest wtedy, gdy oboje malzonkowie zyja. Druga
renta wyptacana jest wowczas, gdy jeden z matzonkow umiera.

Celem artykutu jest analiza porownawcza wielkosci $wiadczen
rentowych netto w krajach Unii Europejskiej w przypadku matzen-
skiej renty hipotecznej. Pominigte zostaty wszelkie koszty zwigzane z
zawarciem i obstuga umowy. Analizowany jest jedynie wplyw tablic
trwania zycia na wysokosci $wiadczen rentowych przy zalozeniu, ze
przyszte czasy trwania zycia me¢za i zony sg niezalezne. Do analizy
wysokosci rat rent wybrano kraje, w ktorych przyszty czas trwania
zycia byl najdluzszy lub najkrotszy w poszczegdlnych grupach wie-
kowych. W wyborze uwzgledniono takze réznice miedzy przyszitym
czasem trwania zycia matzonkow. Pozwolito to na okreslenie zakresu
wysokosci rat renty matzenskiej w krajach UE oraz zbadanie wptywu
réznicy wieku miedzy matzonkami na wysoko$¢ $wiadczenia w za-
leznosci od rodzaju umowy. Analiza zostala dokonana w oparciu o
rozbudowany model wielostanowy umozliwiajgcy wykorzystanie do
obliczen numerycznych macierzowej reprezentacji wzorow na wyso-
kosci $wiadczen rentowych (por. [Debicka i Marciniuk 2014]).
Wszystkie obliczenia wykonano przy uzyciu wiasnych interfejsow
napisanych w programie MATLAB.

Artykul, oprocz wstepu stanowigcego paragraf 1, zbudowany jest
z trzech paragrafow. W paragrafie 2 scharakteryzowano rodzaje mat-
zenskiej renty hipotecznej. Ponadto przedstawiono model wielosta-
nowy wykorzystany do modelowania opisanych uméw wraz z repre-
zentacja macierzowa wzoréw na $wiadczenia rentowe. Wybor krajow
UE do analizy porownawczej wielkosci aktuarialnych zostal omowio-
ny w paragrafie 3. Wyboru dokonano na podstawie przecietnego dal-
szego czasu trwania zycia me¢zczyzn i kobiet w roku 2009. Paragraf 4
zawiera wyniki badan, a ich podsumowanie przedstawiono
w paragrafie 5.

2. Malzenska renta hipoteczna

Renta hipoteczna (ang. reverse annuity contract) jest to terminowe lub
dozywotnie §wiadczenie, ktore wilasciciel nieruchomosci moze otrzy-
maé¢ w zamian za przeniesienie praw wilasnosci na specjalnie w tym
celu utworzony Fundusz Hipoteczny, gwarantujac sobie w akcie nota-
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rialnym prawo do mieszkania w danym lokalu do $mierci. Renta hipo-

teczna oferowana jest w Polsce od 2005 r. ludziom starszym, jedynie

w formie indywidualnej. Przeniesienie praw wiasnosci na fundusz

nastgpuje juz po podpisaniu aktu notarialnego. Zabezpieczeniem tej

transakcji, jak rowniez wyptacania renty, jest wpis w dziale IV ksiag
wieczystych. Bezpieczenstwo klientow regulowane jest jedynie ko-
deksem cywilnym, a w razie bankructwa funduszu pozostaje docho-

dzenie swoich praw jedynie na drodze sadowej (por. [Borys 2013]).
Wiascicielami nieruchomosci sg czesto matzonkowie, dlatego warto

rozwazy¢ wprowadzenie na rynek matzenskiej renty hipotecznej. Moz-

na wyr6zni¢ dwa rodzaje renty matzenskiej (por. [Marciniuk 2014]):

e status wspolnego Zycia (w skrocie SWZ) — matzenska rente hipo-
teczng, ktora wyplacana jest jedynie do momentu $mierci pierw-
szego z matzonkow,

e status ostatniego przezywajacego (w skrocie SOP) — matzenska
rent¢ hipoteczng, ktora wyptacana jest do momentu $mierci dru-
giego matzonka.

Hipoteczna renta matzenska jest produktem podobnym do renty
matzenskiej oferowanej przez ubezpieczycieli sprzedajacych renty
zyciowe. Dlatego do wyznaczania wszelkich wielko$ci aktuarialnych
moga by¢ wykorzystywane techniki rozwijane dla ubezpieczen wielo-
stanowych. Renty malzenskie mozna opisa¢, uzywajac modelu wielo-
stanowego, wykorzystywanego w teorii ubezpieczen do modelowania
ubezpieczen wieloopcyjnych (por. [Dgbicka 2012; Debicka 2013]). Mo-
del wielostanowy to para dwoch zbiorow (S,T), gdzie §={1,2,..,N}
nazywa si¢ przestrzenig standw 1 oznacza wszystkie mozliwe zdarze-
nia losowe zwiazane z realizacja umowy. Natomiast 7 jest zbiorem
wszystkich mozliwych bezposrednich przejs¢ miedzy stanami. Bezpo-
srednie przejscie ze stanu i do stanu j oznaczane jest w postaci pary
(i,j),gdzie i # j oraz i,j € S.

Model wielostanowy dla hipotetycznej renty malzenskiej ma na-
stepujaca postac¢ (por. [Dickson i in. 2009])

(S,T)= ({1,2,3,4},{(1,2),(1,3),(1,4),(2,4),(3,4)}),

gdzie elementy przestrzeni stanow oznaczaja, ze
1 — oboje matzonkowie zyja,
2 — maz nie zyje,
3 — Zzona nie zyje,
4 — oboje matzonkowie nie zyj3.
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~r 1309) | Zostal przedstawiony na rys. 1, gdzie okrggi symbolizujg elementy
przestrzeni stanow S, a strzatki bezposrednie przej$cia miedzy nimi

nalezace do zbioru 7.

)

\@/

Rys. 1. Schemat modelu wielostanowego hipotecznej renty matzenskiej

Zrédto: [Dickson i in. 2009].

Niech dla danej umowy renty hipotecznej, reprezentowanej przez
model wielostanowy(S,T ), funkcja X (t)e S oznacza, ze malzon-
kow w chwili ¢ (bedacej czasem, jaki uptynat od rozpoczgcia umowy)
dotyczy przypadek zyciowy, ktoremu zostat przypisany stan nalezacy
do przestrzeni stanow S. Ze wzgledu na zastosowania w praktyce,
rozwazany jest model dyskretny, gdzie platnosci sa realizowane na
poczatku jednostek czasu, na jaki zostal podzielony okres wyptaty

renty przewidziany w umowie. Wtedy {X (1):t=0,1,2,.. } jest proce-
sem stochastycznym przyjmujacym wartosci ze skonczonej przestrze-
ni standw S . Zaktadamy, Zze w jednej jednostce czasu proces {X (t)}

moze zmieni¢ stan tylko jeden raz (moze zajs¢ tylko jedno zdarzenie
losowe). Umowa renty hipotecznej jest zawarta w chwili 0, a stan
oznaczony numerem 1 oznacza stan poczatkowy, tzn. X (0)=1. Po-

nadto niech n oznacza okres, na jaki zostata zawarta terminowa mat-
zenska renta hipoteczna. Dla dozywotniej matzenskiej renty hipotecz-

nej przyjmujemy, ze n :a)—max(xm,xk) dla SWZ oraz
n=a)—min(xm,xk) dla SOP, gdzie @ jest maksymalnym czasem

zycia (obecnie @w =110 lat zarowno dla kobiet jak i dla m¢zczyzn),



Analiza poréwnawcza hipotecznych rent matzenskich w krajach Unii Europejskiej 93

x,, oznacza wiek me¢zczyzny, a x, wiek kobiety w momencie podpi-
sywania umowy (tzw. wiek wstepu).

W celu wyznaczenia wysokos$ci raty renty malzenskiej niezbedne
jest okreslenie struktury probabilistycznej modelu wielostanowego
hipotecznej renty matzenskiej. Struktura probabilistyczna zostata
okreslona przy nastgpujacych zatozeniach:

e przyszle czasy trwania zycia m¢za i zony sg niezalezne,

o {X (t):t= 0,1,2,...} jest niejednorodnym tancuchem Markowa.
Dla dowolnej chwili #=0,1,2,....,n niech dany begdzie wektor
P(t)=(R (t),l’z(t),l%(t),ﬁ(t))T prawdopodobienstw bycia procesu
{X (t)} w okre§lonym stanie, gdzie P(t) = P(X(¢)=1i). Przy zatoze-

niu, ze proces {X (t)} jest niejednorodnym tancuchem Markowa,

t—1
mamy, ze P’ (t)=P" (O)H Q(k), gdzie P(0)=(1,0,0,0)" jest wekto-

k=0
rem rozktadu poczatkowego, a {Q(k)}:) jest ciagiem macierzy praw-

dopodobienstw przej$¢ o elementach zdefiniowanych w nast¢pujacy
sposob g, (k) = P(X(k+1)= j| X (k)=1i) (por. [Dgbicka 2012]). Dla

matzenskiej renty hipotecznej macierze {Q(k)}:;; sg postaci

pxk+k ’ pxm+k pxk+k ’ qu+k q,vp—k ’ pxm+k qu+k ’ qu+k

0 0
Q(k) _ pxk+k qu+k ,
0 pxm +k q,rm +k
0 0 0

gdzie p ., =1-gq,,, oznacza prawdopodobienstwo przezycia 1 roku
przez osob¢ w wieku x. Prawdopodobienstwa p, ,.p ., odczytuje

si¢ bezposrednio z tablic trwania zycia odpowiednio dla kobiet i m¢z-
czyzn.

W wyniku realizacji zawartej umowy powstajg okreslone ptatnosci
(tj. sktadki is$wiadczenia), ktore tworza strumienie finansowe.
W przypadku hipotecznej renty matzenskiej strumien skladek jest
jednoelementowy. Tworzy go jednorazowa sktadka ptacona w ustalo-

nym momencie 0, oznaczona przez 7,(0), ktora jest rOwna okreslo-

nemu procentowi o warto$ci nieruchomosci W, o e(O%,SO%] , (por.
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[Borys 2013]). Natomiast strumien $wiadczen tworzg raty renty pta-
conej z gory w momencie ¢ za okres [t,t + 1) , gdy X(t) = j oznaczo-
nej symbolem 5}. (t) . Rodzaj hipotecznej renty malzenskiej jest defi-

niowany przez strumien $wiadczen wynikajacych z realizacji umowy
W nastepujacy sposob:
e dlaSWZ

3

[-)-/(k):{bl(k) dlaj=11ik=0,1,.,n-1
' poza tym

e dla SOP

b(k) dlaj=11ik=0,,.,n-1
by(k)y dlaj=21ik=1,.,n-1
byk) dlaj=31ik=1,.,n-1
0 poza tym

Do wyznaczenia wysokoSci stalej raty renty wykorzystane zostaty
formuty macierzowe, ktore zostaly wyprowadzone w [Dg¢bicka 1 Mar-
ciniuk manuscript], przy zalozeniu, ze spetlniona jest zasada rowno-
waznos$ci oraz przyszte czasy trwania zycia me¢za i zony sg niezalezne.
Zastosowanie zapisu macierzowego jest mozliwe jedynie dla zmody-

b.(k)=

fikowanego modelu wielostanowego (S*,T *) Poniewaz w wyniku

umowy hipotecznej renty malzenskiej nie s3 wyptacane jednorazowe
swiadczenia zwigzane ze zmiang stanu (np. z tytutu $mierci jednego

wspoOimatzonkow), to mamy, ze (S T *) =(8.,T) (por. [Debicka 2012;
Debicka 2013]).

Dla SWZ niech b(k)=b dla [k,k+1) (k=0,1,..,n—1) oznacza
statg rente platng z gory, jezeli oboje matzonkowie zyja. Wtedy
_ 1C,.J9,

CLAT(I-1, 0]

n+1"n+l1

. 1
o (M

Natomiast dla SOP gdzie b(0)=b oraz b (k)=b,(k)=b,(k)=b
dla [k,k+1) (kzl,...,n—l) oznaczaja raty stalej renty platnej

z gory, jezeli co najmniej jeden z malzonkéw zyje w momencie £,
mamy, ze
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We wzorach (1) i (2) macierz D € Rl zwigzana jest ze struktu-

rg probabilistyczng modelu i1 okreslona jest nastepujaco
P’ (0)
T
p=|P ,(1) .
P’ (n)

(n+1)x(n+1)

Ze stopg procentowg zwigzana jest macierz A € R , ktorej

elementy 4, , zawieraja wartosci $rednie funkcji dyskonta v(ky,ky)

1 wartosci $rednie funkcji akumulacji r(kl,kz). W szczegolnosci dla
stalej stopy procentowej

v(kyk) dla Kk >k,
Ay =1 1 dla K=k,
r(k.ky) dla k <k,

Macierz przeptywow pieni¢znych C,, € Rl jest okreslona dla
Funduszu Hipotecznego, gdzie alV jest warto$cig nieruchomosci, dla
ktorej okreslana jest wysoko$¢ renty hipotecznej (a — procent wartosci
nieruchomosci W, ktorg posiadaja matzonkowie) i reprezentuje wy-
datki (ang. outgo) zwigzane z zakupem hipotecznej renty przez par¢
matzonkow. Niezaleznie od rodzaju malzenskiej renty hipotecznej
(SWZ, czy SOP) macierz przeplywow pienieznych ma nastepujaca
postaé

aWw 0 0 O
0O 0 0 O
C.=| . . . .|
0O 0 0 O

Natomiast $ = (1,1,1,1)",J, =(1,0,0,0)" ,d, = (0,0,0,1)",

T
L =(O,O,---, 1 ,-.-,OJ e R"" sa wektorami pomocniczymi.
k+1
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3. Wybor krajow Unii Europejskiej

Celem artykutu jest analiza poréwnawcza wielkosci netto §wiadczen
rentowych w krajach Unii Europejskiej w przypadku matzenskiej ren-
ty hipotecznej. W szczegdlnosci okreslenie zakresu wielkosci §wiad-
czen rentowych w zaleznosci od wieku matzonkow i ich narodowosci.

Rozwazania prowadzone s3 dla kobiet i mezczyzn w wieku 60, 65, 70,

75, 80, 85 lat. Kluczowym aspektem jest okreslenie kryteriow wyboru

krajow nalezgcych do UE. Kraje zostaly wybrane wedtug nastgpuja-

cych kryteriow:

K1. oczekiwane dalsze trwanie zycia byto najdtuzsze lub najkrotsze
w grupach wiekowych (60, 65, 70, 75, 80, 85 lat) z podzialem na
pte¢ wedtug tablic trwania zycia z 2009 r.,

K2. roéznica migdzy oczekiwanym przysztym trwaniem zycia kobiet
1 m¢zczyzn najbardziej lub najmniej si¢ réznita w danej grupie
wiekowej w 2009 r., przy zalozeniu, ze me¢zczyzna i kobieta sg
tej samej narodowosci.

Niech e, oznacza przecigtne dalsze trwanie zycia osoby w wieku x
pochodzacej z kraju ¢ nalezacego do UE. Wybor krajow UE do anali-

zy rozpoczeto od wyznaczenia podstawowych parametréw statystyki
opisowej dla szeSciu 27-elementowych szeregéw zawierajacych

e dla  kobiet (x, €{60,65,70,75,80,85} lat) oraz dla szesciu

c

27-elementowych  szeregdw zawierajacych e dla mezczyzn

(x, €{60,65,70,75,80,85} lat). Szeregi te zamieszczone zostaly

w Zataczniku 1.

Dla kazdego analizowanego wieku zaréwno gorna, jak i dolna
granica przedziatu trzy-sigmowego dla kobiet jest wigksza niz odpo-
wiednia granica dla mezczyzn. Ponadto zauwazmy, ze dla kazdego
wieku i obu plci nie istniejg obserwacje odstajace, gdyz dla kazdego

z analizowanych szeregdéw warto$ci najmniejsze (Min(x)=mine;),
ceUE

jak i najwieksze (Max(x) = mg]);f e,) mieszczg si¢ w wyznaczonym dla

swojego szeregu przedziale trzy-sigmowym.

Zgodnie z kryterium K1 (por. tabela 1 oraz zatacznik 1) okazato
si¢, ze niezaleznie od wieku, najkrotszy przyszty czas trwania Zycia
(Min(x)) mialy kobiety zyjace w Bulgarii, a najdtuzszy (Max(x)) Fran-
cuski. W przypadku me¢zczyzn najkrotszy przyszty czas trwania zycia
charakteryzowat Litwinow (w wieku x,, =60, 65, 70, 75 lat) oraz Bulga-



Analiza poréwnawcza hipotecznych rent matzenskich w krajach Unii Europejskiej 97

row (w wieku x, =80, 85lat). Podobnie jak w przypadku kobiet, takze

Francuzi (w kazdej analizowanej grupie wiekowej) mogli spodziewac
si¢ najdtuzszego przyszltego czasu trwania zycia.
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Tabela 1. Statystyki dotyczace przecigtnego przyszlego czasu trwania zycia kobiet

1 mezczyzn w roku 2009 w krajach UE

Pte¢ KOBIETY MEZCZYZNI

Wiek 60 | 65 | 70 | 75 | 80 | 85 | 60 | 65 | 70 | 75 | 80 | 85
Srednia arytmetyczna 2441202 16,1124 91| 6,6[20,1[16,5]| 13,1]|10,1| 7,5]35,6
Odchylenie standardowe 1,71 1,5 14 12| 09| 07| 22| 1,7 1,31 0,91 0,6]0,5
Dolna granica typowego
obszaru zmiennosci 22,7187 147 |11,2| 82| 6,0|179|147| 11,8 9,1| 69| 5,1
Polska 232192153 |11,7] 86| 63179148 11,9] 93| 7,0[53
Gorna granica typowego
obszaru zmienno$ci 26,1121,7|17,5{13,5]10,0| 73[222[182] 144|110 8,1]6,0
Dolna granica przedziatu
trzy-sigmowego 194(156]120| 89| 63| 4,6|13,6|113 92| 73| 56| 4,1
Warto$¢ najmniejsza —
Min(x) 21,2 (17,1 1133 99| 7,1 52]159|132] 10,7| 84| 63|48
Warto$¢ najwigksza —
Max(x) 27,5[1232]189|149[11,2] 82]225|187| 151]11,7| 88 6,5
Gorna granica przedziatu
trzy-sigmowego 29,4124,81202|159]11,9| 8,6[26,6[21,6] 17,0]129]94]7,0

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Polska okazata si¢ krajem, w ktorym przeci¢tne dalsze trwanie
zycia kobiet i mezczyzn w 2009 r. bylo typowe w kazdej z analizowa-
nych grup wiekowych i jako reprezentant grupy krajow o typowym
przecietnym przysztym czasie trwania zycia wybrana zostata do ana-
lizy.

Poniewaz w przypadku malzenskiej renty hipotecznej wysokos¢
swiadczenia zalezy od przysztego czasu trwania zycia zarOwno zony,
jak 1 me¢za, to w kolejnej fazie wyboru krajéw do analizy podana zo-
stala bezwzgledna roznica przysziego czasu trwania zycia kobiety

imgzezyzny tj. |e; —e; |. Zgodnie z kryterium K2 wybrane zostaty

te kraje, dla ktorych r6znica migdzy przysztym trwaniem zycia kobiet

i mezczyzn  byla najwicksza  (Max(x,,x,, )= max le, —e; |)
ce "
lub najmniejsza (Min(x;,x,,)= mlljrg le;, —e, |) wdanej grupie wieko-
p g

wej. Wyniki zostaly zamieszczone odpowiednio w tabelach 2 1 3.

W gornej czesci tabeli 2 w nawiasach znajduja si¢ te kraje, dla kto-
rych roznica mig¢dzy przecigtnym przysztym czasem trwania zycia
kobiet i megzczyzn jest druga (II) lub trzecia (IIT) w kolejnosci. Powo-
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dem jest konieczno$§¢ pominigcia w calej analizie niektorych krajow
UE. Mianowicie Estonia zostata wylaczona z analizy, ze wzgledu na
duza migracje jej mieszkancoOw na przetomie XX i XXI w. Tablice
Trwania Zycia dla tego kraju nie odzwierciedlajg wiernie jego sytuacji
demograficznej. Dodatkowo ze wzgledu na brak dostepu do jedno-
rocznych tablic trwania Zycia, w analizie pomini¢te zostaly Cypr,
Grecja i Rumunia. Ponadto, jezeli w danej grupie wickowej dwa kraje
miaty takg sama r6znice miedzy przyszlym czasem trwania zycia zony
1 m¢za, wybrany zostal kraj z dtuzszym oczekiwanym przysztym cza-
sem trwania zycia dla kobiet i me¢zczyzn. Ostateczny wybor krajow
zostat zamieszczony w dolnej czesci tabeli 2 wraz z bezwzgledng roz-
nicg (w latach) migdzy przecietnym przysztym czasem trwania zycia
kobiet i mezczyzn tj. Max(x,,x,,) .

Dolna czeg$¢ tabeli 3 przedstawia ostateczny wybor krajow ze
wzgledu na najmniejszg roznice migdzy przecietnym przyszlym cza-

Tabela 2. Kraje UE charakteryzujace si¢ najwigksza roznica miedzy przecigtnym przysztym
czasem trwania zycia kobiet i m¢zczyzn w roku 2009

XK\ 60 65 70 75 80 85
60 |Litwa Estonia Francja Francja Francja Francja
(Il —Litwa)
65 | Litwa Litwa Francja Francja Francja Francja
70 | Cypr Cypr Estonia Francja Francja Francja
(II - Grecja, | (Il — Estonia, (II - Francja,
Szwecja) 111-Hiszpania) Litwa)
75 | Cypr Cypr Cypr Francja Francja Francja
(I - Grecja, | (I -Hiszpania) | (Il — Hiszpania,
Szwecja) Luksemburg)
80 | Cypr Cypr Cypr Rumunia Luksemburg | Luksemburg
(II - Szwecja) | (I - Hiszpania) | (Il — Hiszpania, (Il —Luksem-
Luksemburg) burg)
85 | Szwecja Grecja Grecja Grecja Rumunia Luksemburg
(Il — Hiszpania) | (I - Luksemburg) | (Il — Luksem- (IT — Grecja,
burg) Niemcy)
XK\ 60 65 70 75 80 85
60 | Litwa Litwa Francja Francja Francja Francja
6,5 9,1 12,4 15,8 18,7 21,0
65 | Litwa Litwa Francja Francja Francja Francja
2,6 52 3,1 11,5 14,4 16,7
70 | Szwecja Hiszpania Francja Francja Francja Francja
53 7,9 3.8 7,2 10,1 12,4
75 | Szwecja Hiszpania Hiszpania Francja Francja Francja
9,2 11,2 6,8 32 6,1 8,4
80 | Szwecja Hiszpania Hiszpania Luksemburg Luksemburg | Luksemburg
12,7 14,1 9,7 59 2,5 4,9
85 | Szwecja Hiszpania Luksemburg Luksemburg Niemcy Luksemburg
15,5 16,3 12,1 83 1,5 2,3

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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sem trwania zycia kobiet 1 m¢zczyzn dla poszczegolnych grup wie-
kowych wraz z bezwzgledng réznica (w latach) migdzy przecigtnym
przysztym czasem trwania zycia kobiet 1 mezczyzn tj. Min(x,,x, ).
Podobnie jak w tabeli 2, w analizie pomini¢to Cypr i Rumuni¢. Nato-
miast, jezeli w danej grupie wiekowej dwa kraje miaty taka sama roz-
nicg¢ miedzy przysztym czasem trwania zycia kobiety i me¢zczyzny,
wybrano kraj z krétszym oczekiwanym przysztym czasem trwania

zycia dla obu plci.
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Tabela 3. Kraje UE charakteryzujace si¢ najmniejsza réznica miedzy przecigtnym przysztym
czasem trwania zycia kobiet i me¢zczyzn w roku 2009

X\ 60 65 70 75 80 85
60 | Wielka Brytania, | Dania Rumunia Rumunia Rumunia Rumunia
Dania (Il — Bulgaria) | (Il — Bulgaria) | (Il — Bulgaria) | (Il — Bulgaria)
65 | Bulgaria, Wielka Rumunia Rumunia Rumunia Rumunia
Czechy, Brytania, (Il — Butgaria) | (Il — Bulgaria) | (Il — Bulgaria) | (Il — Bulgaria)
Luksemburg Dania
70 | Litwa Stowenia, Rumunia Rumunia Rumunia Rumunia
Stowacja (I - Cypr, (II — Bulgaria) | (Il — Butgaria) | (Il — Bulgaria)
111 — Bulgaria)
75 | Litwa Litwa Francja, Rumunia Rumunia Rumunia
Litwa, (II — Bulgaria, | (Il — Bulgaria) | (Il — Bulgaria)
Wegry Cypr)
80 | Litwa Lotwa Lotwa Lotwa Rumunia Rumunia
(Il — Butgaria) | (Il — Bulgaria)
85 |Lotwa Lotwa Lotwa Lotwa Luksemburg Butgaria,
Niemcy
X\ 60 65 70 75 80 85
60 | Dania Dania Bulgaria Butgaria Bulgaria Bulgaria
3,0 6,8 10,1 12,7 14,9 16,4
65 | Luksemburg Dania Bulgaria Bulgaria Bulgaria Bulgaria
0,1 2,7 6,0 8,6 10,8 12,3
70 | Litwa Stowacja Bulgaria Bulgaria Bulgaria Bulgaria
1,2 0 2,2 4,8 7,0 8,5
75 |Litwa Litwa Wegry Bulgaria Bulgaria Bulgaria
4,8 2,2 0,2 1,4 3,6 5,1
80 | Litwa Lotwa Lotwa Lotwa Butgaria Butgaria
7.8 52 2,7 0,3 0,8 23
85 | Lotwa Lotwa Lotwa Lotwa Luksemburg Butgaria
10,0 73 4,8 2,5 0,1 0,4

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Bazujac na powyzej dokonanym wyborze, w paragrafie 4 prze-
prowadzono analize zakresu réznic miedzy wysokoscig $wiadczen
wynikajacych z realizacji umowy matzenskiej renty hipoteczne;.
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4. Przyklady numeryczne

Przyktady numeryczne, zaprezentowane w tym punkcie, wykonane sg
za pomoca wlasnych interfejsow, napisanych w programie MATLAB.
Do obliczen przyjeto, ze W =100000 oraz a = 50%. Wyliczone w

przykladach tego paragrafu wielkosci §wiadczen sa traktowane jako
swego rodzaju wskaznik taryfowy i odpowiadajg wielko$ci §wiadcze-
nia przypadajacego na kazde 100 000 wartosci nieruchomosci (dla
a = 0,5). W przypadku, gdy rzeczywista warto$¢ nieruchomosci wy-
nosi W,, wystarczy przemnozy¢ otrzymane wyniki przez W, w.
Prawdopodobienstwa przezycia wyznaczone zostaly na podstawie
Tablic Trwania Zycia z 2009 r. dla poszczegdlnych panstw, wcho-
dzacych w sktad UE, dost¢gpnych na stronie www.mortality.org. Do
obliczen zastosowano stalg stope procentowa i =3,79%, jako dtugo-
terminowg stope procentowg w modelu Svenssona, uzyskang na pod-
stawie rzeczywistych danych z rynku polskiego (por. [Debicka i Mar-
ciniuk 2014; Marciniuk 2009]). Przedstawione przyktady obliczone sa
dla os6b w wieku 60, 65, 70, 75, 80, 85 Iat.

Analiza otrzymanych wynikow zostata podzielona na dwie czesci.
Pierwsza czg$¢ dotyczy analizy wysokosci swiadczen rentowych dla
matzenstw pochodzacych z krajéw UE, wybranych zgodnie z kryte-
rium K1. Druga cz¢$¢ analizy dotyczy rat rent wyznaczonych dla kra-
jow UE, wybranych na podstawie kryterium K2.

Rysunek 2 przedstawia state roczne §wiadczenia rentowe w zalezno-
sci od wieku kobiet i m¢zczyzn oraz rodzaju renty hipotecznej okreslo-
nych dla matzenstw francuskich (najdtuzej zyjacych), polskich (o ty-
powym przecigtnym przyszlym czasie trwania zycia) 1 najkrocej zyja-
cych tj. mieszanych butgarsko-totewskich (kobieta w dowolnym wieku,
mezczyzna do 75 lat) i butgarskich (dla mgzczyzn po 75. roku zycia).

Na rys. 3 przedstawione zostaty wysokosci rocznych §wiadczen w
przypadku rent hipotecznych obu rodzajow dla matzenstw najdtuzej,
najkrocej i typowo zyjacych, gdy malzonkowie sa rownolatkami
(xk = xm). Na rys. 3 liczby w nawiasach oznaczaja odpowiedni wiek
zony 1 meza tj. (xk;xm). Nalezy zauwazy¢, ze $wiadczenie w obu
rodzajach rent hipotecznych ro$nie wraz z wiekiem matzonkow.
W przypadku SWZ wiekszy wplyw na wysoko$¢ $wiadczenia ma
wiek mezczyzny, w przypadku SOP wiekszy wptyw ma wiek kobiety.
Ponadto dla matzenstw w kazdym wieku pochodzacych z kraju z naj-
krotszym przecigtnym przyszlym czasem trwania zycia $wiadczenie
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jest najwyzsze. W przypadku SWZ przy ustalonym wieku kobiety | STATYSTYCZNY

réznice te wraz ze wzrostem wieku mezczyzn malejg od 33% do 27%
dla 65-letniej kobiety i od 48% do 41% dla kobiety w wieku 85 lat.
Wraz ze wzrostem wieku kobiety, a przy ustalonym wieku mezczyzny
w przypadku SWZ, réznice w wysokosci $wiadczen rosng od 33%
do 48% dla me¢zczyzny w wieku 65 lat oraz od 27% do 41% dla
85-letniego mezczyzny. W przypadku SOP roznice te sg nieco nizsze
1 ksztaltuja si¢ na poziomie 28%—40% (rosng wraz z wiekiem me¢z-
czyzn przy ustalonym wieku kobiet oraz przy ustalonym wieku mez-
Czyzn rosng, a nastepnie nieznacznie malejg).

Nr 13(19)

(Sw2)
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®0-1000

wiek kobiety

wiek mezczyzny

Rys. 2. Roczne $wiadczenie dla matzenstw francuskich (F), polskich (P) i mieszanych
lotewsko-butgarskich (L+B) oraz butgarskich (B)

Zrodto: opracowanie wlasne.
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Nr 13(19)
18000
16000 T
14000
12000 T
10000 '
8000 T L
T i
6000 - T
=-= L
4000 —==
2000
0
(60:60) | (65:65) (70;70) | (75:75) | (80:80) | (85:85)
—Bulgaria/fotwa| 4957,5 | 5866,8 7198 | 9216,1 | 12361 | 16876
Polska 45044 | 5272 63932 | 8113,7 | 10777 | 14650
—Francja 3730,9 | 42931 51282 | 64464 | 8565 | 12011
(SOP)
18000
16000
14000
12000
10000
8000
T
6000 - +
4000 - =
- -
2000 = = =
0
(60:60) | (65:63) | (70:70) | (75:75) | (80:80) | (85:853)
—Bulgaria/Lotwa | 17384 | 2159,5 | 2768 | 3674.8 | 5048.5 | 6945.1
Polska 16263 | 19869 | 2497.4 | 32455 | 43567 | 5970.7
—Francja 13576 | 1645 | 2050 | 26463 | 35542 | 4964.9

Rys. 3. Zakres wielkosci rocznych §wiadczen w krajach UE dla matzenstw rownolatkow

Zroédto: opracowanie wlasne.
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Rys. 4. Roznica miedzy wysokoscia raty renty w krajach z najkrotszym i najdtuzszym
przysztym czasie trwania zycia (ramiona siatki — wiek kobiet; linie na ktorych rozpina si¢

pajeczyna — wiek me¢zczyzn)

Zrodto: opracowanie wlasne.

Niezaleznie od wieku malzonkéw, $wiadczenia wynikajace z
umowy renty hipotecznej rodzaju SWZ s3 wyzsze niz te, okre$lone
dla renty hipotecznej rodzaju SOP. Zakres zmienno$ci $wiadczen
migdzy matzenstwem z Francji (najdtuzszy przecigtny przyszly czas
trwania zycia) a Bulgarii lub Bulgarii i Lotwy (najkrétszy przecigtny
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STATYSTYCAY przyszly czas trwania zycia) w przypadku SWZ jest duzo wiekszy niz
w przypadku SOP, co wyraznie mozna zaobserwowac na rys. 4.

Analizie poddano réwniez wyniki dotyczace wysokosci §wiadczen
rentowych dla matzenstw pochodzacych z krajow, gdzie sa najwick-
sze lub najmniejsze bezwzgledne réznice miedzy oczekiwanym przy-
sztym trwaniem Zzycia zony i1 me¢za przy zatozeniu, ze matzonkowie
pochodza z tego samego kraju (por. tabele 2 i 3).

Na rys. 5 przedstawiono wartosci §wiadczen HUS"% Mol {]a

renty hipotecznej rodzaju SWZ w krajach z najwicksza bezwzgledna

Nr 13(19)

(SWZ) - najwieksza réznica

85 g
75 70 wiek kobiety
, 65
wiek meiczyzny 60
(SWZ) - najmniejsza rdinica
——— 20000
1+ 15000
— 10000
— 5000
85
80
75 0 wiekkobiety

60

wiek meiczyzny

Rys. 5. Wysokos¢ raty renty SWZ w krajach z najwicksza i najmniejsza bezwzgledng
roznicg miedzy przecigtnym przyszlym czasem trwania zycia zony i meza

Zrodto: opracowanie wlasne.
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réznica migdzy przecietnym przysztym czasem trwania zZycia meza i | STATYSTYCZNY
zony oraz wartosci raty renty b'5"ZM"ex)l w krajach z najmniejsza | nr 1309
bezwzgledna rdéznicg miedzy przecigtnym przyszlym czasem trwania

zycia matzonkow. Natomiast zmiany procentowe §wiadczen w krajach

z najmniejsza w stosunku do najwickszej bezwzglednej réznicy mig-

dzy przecietnym przyszlym czasem trwania zycia matzonkow, czyli
wielkosci

b'[SWZ,Min(xk )]

1[-100%,

'b'[SVVZ,Max(xk X1 -

zostaly przedstawione w tabeli 4. Roznice te s wigksze w przypadku
krajow, gdzie bezwzgledna réznica migdzy dalszym trwaniem zycia
kobiet i m¢zczyzn jest najmniejsza, tylko w pieciu przypadkach jest
odwrotnie. Najwigksza réznica bezwzgledna miedzy czasem trwania
zycia dla malzonkow w wieku 75 lat jest we Francji (por. tabela 2), a
najmniejsza dla Bulgarii (por. tabela 3). W tym przypadku §wiadcze-
nie jest az 0 41% wyzsze dla matzenstwa bulgarskiego (najwigksza
réznica w wysokos$ci §wiadczenia). Gdy me¢zczyzna jest w wieku 60
lat, a jego zona ma 65 lat, to najwigksza bezwzgledna roéznica mi¢dzy
przecigtnym przysztym trwaniem zycia malzonkow jest na Litwie, a
najmniejsza w Luksemburgu. W tym przypadku to matzenstwo z Li-
twy pobieratoby wyzsze o 20% $wiadczenie.

Tabela 4. Roznica migdzy wysokoscia $wiadczen dla najmniejszej i najwickszej
bezwzglednej roznicy miedzy trwaniem zycia matzonkow
dla malzefiskiej renty hipotecznej rodzaju SWZ

Wiek mezczyzny
60 65 70 75 80 85
> 60 -16% -15% 29% 30% 31% 27%
R3] 65 -20% -14% 32% 32% 32% 28%
c 70 20% 9% 36% 36% 35% 30%
% 75 19% 25% 30% 41% 40% 34%
S 80 19% 28% 34% 33% 21% 18%
85 22% 25% 25% 25% -3% 21%

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Analogicznie jak na rys. 5, poréwnanie miedzy wartosciami
$wiadczen H!5O"Mewldla renty hipotecznej rodzaju SOP w krajach
znajwieksza bezwzgledng réznica migdzy przecigtnym przysziym
czasem trwania zycia meza 1 zony oraz wartoSci raty renty
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pUSOPMinixl w krajach z najmniejsza bezwzgledna roznica miedzy
przecigtnym przysztym czasem trwania zycia malzonkow zostalo
przedstawione na rys. 6. Natomiast zmiany procentowe $wiadczen
w krajach z najmniejszag w stosunku do najwigkszej bezwzglednej

(SOP) - najwieksza roznica

85 80
75 70 wiek kobiety

65 60

wiek mgzczyzny

(SOP) - najmniejsza roznica

85 80
75 70 wiek kobiety

65 60

wiek mgzczyzny

Rys. 6. Wysokos¢ raty renty SOP w krajach z najwigksza i najmniejsza bezwzgledna réznica
migdzy przecigtnym przyszlym czasem trwania zycia zony i mg¢za

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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roéznicy migdzy przecigtnym przysztym czasem trwania zycia matzon-
koéw, czyli wielkosci
B[SOP,Min(xk,xm )

1]-100%

'b'[SOP,Max(xk,xm N

zostaly przedstawione w tabeli 5. Swiadczenie rentowe dla renty ro-
dzaju SOP w krajach, gdzie jest najwicksza bezwzgledna réznica mig-
dzy przecigtnym przysztym trwaniem zycia me¢zczyzn i kobiet jest
wyzsze, poza czterema przypadkami, dla malzenstw, gdy kobieta lub
mezczyzna jest w wieku do 65 lat. Nalezy zauwazy¢, ze gdy mezczy-
zna ma 60 lat, a jego zona jest w wieku 65 lat, to najwicksza bez-
wzgledna réznica migdzy trwaniem zycia malzonkow jest na Litwie, a
najmniejsza w Luksemburgu. W tym przypadku matzenstwo z Litwy
pobiera wyzsze swiadczenie o 16% (najwigksza roznica w wysokosci
swiadczenia). Jednak najwieksza rozpieto$¢ migdzy $wiadczeniami
obserwujemy w przypadku malzenstwa mezczyzny w wieku 85 lat z
kobieta w wieku w wieku 75 lat. Oznacza to, ze malzenstwo butgar-
skie mogloby liczy¢ na $wiadczenie rentowe az o 42% wyzsze niz
matzenstwo we Francji.

Tabela 5. Roznica migdzy wysokoscia Swiadczen dla najmniejszej i najwickszej
bezwzglgdnej rdznicy migdzy trwaniem zycia matzonkow
dla matzenskiej renty hipotecznej rodzaju SOP

Wiek mezczyzny
60 65 70 75 80 85
> 60 -10% -8% 30% 30% 29% 28%
3 65 -16% -9% 34% 34% 34% 33%
§ 70 22% 6% 37% 37% 38% 38%
% 75 26% 20% 24% 40% 41% 42%
= 80 30% 27% 30% 26% 16% 26%
85 36% 29% 25% 20% 1% 21%

Zroédlo: opracowanie wlasne.

5. Podsumowanie

Na wysokos¢ $wiadczenia malzenskiej renty hipotecznej wptywa
przyszty czas trwania zycia, a zatem i kraj, z ktorego pochodzg mat-
zonkowie. Swiadczenie jest najwyzsze w krajach z najkrétszym cza-
sem trwania zycia, tj. w Bulgarii lub Bulgarii 1Lotwie. Rdznice
w wysoko$ci $wiadczen migdzy krajami UE sg duze i siegaja nawet
do 50%. Ponadto rata renty wzrasta wraz z wiekiem matzonkéw. Ge-
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neralnie (poza kilkoma omowionymi przypadkami — malzenstw do 65.
roku zycia) na wyzsze §wiadczenie moga liczy¢ matzonkowie z kra-
jow, w ktorych bezwzgledna réznica miedzy przecigtnym przysziym
czasem trwania ich zycia jest jak najmniejsza.

Na wysokos¢ $wiadczenia wpltywa roéwniez rodzaj malzenskiej
renty hipotecznej. W przypadku statusu wspolnego trwania zycia
SWZ $wiadczenie rentowe jest wyzsze niz $wiadczenie, uzyskane z
umowy rodzaju SOP. Niezaleznie od wieku matzonkow zakres
zmienno$ci $wiadczenia miedzy matzenstwem z Francji (najdtuzszy
czas trwania zycia), a Bulgarii lub Bulgarii 1 Lotwy (najkrotszy czas
trwania zycia) w przypadku uméw rodzaju SWZ jest duzo wickszy niz
w przypadku uméw rodzaju SOP. Dla rent hipotecznych rodzaju SWZ
wiek mezczyzny ma wigkszy wpltyw na wysokos¢ §wiadczenia, od-
wrotnie niz w przypadku umow rodzaju SOP, gdzie to wiek kobiety
ma wieksze znaczenie.
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Przecigtne dalsze trwanie zycia kobiet 1 megzczyzn e , e

X X,

(x;,x,, € {60,65,70,75,80,85}) okreslone na bazie tablic trwania zycia
z 2009 roku.

WIEK KOBIET WIEK MEZCZYZN

KRAJ (c) 60 | 65| 70| 75| 80| 85| 60 | 65 7o| 75 | 80| 85
Austria 254( 212|170 13,1| 96| 69| 21.4| 17,6|14,1|108| 80| 5.8
Belgia 54| 211] 17,1] 132 98| 7.1] 21,3]17,5|139|106] 79| 57
Bulgaria 212| 17.1] 133 99| 71| 52| 17.0] 139|111 85| 63| 48
Cypr 25,11 20,7] 163] 122| 90| 67| 220 18|142]|108] 7.8| 54
Czechy 229 188] 148| 11,2| 81| 58| 18,7] 152|121 93| 68| 49
Dania 236] 195] 15.6| 12,1| 91| 65| 20,6] 168|132|100] 74| 53
Estonia 234| 193] 153] 11,7| 86| 62| 172]14,1|11.3| 89| 68| 5.1
Finlandia 259 21,5| 174 134| 99| 71| 21,1]17,3]13,9]10,7| 7.9| 58
Francja 27,50 232|189 14,9 11,2] 82| 22,5| 18,7|151|11,7| 88| 65
Grecja 253208 16,5] 12,5 90| 65| 21,8]17,9|142]|109] 80| 59
Hiszpania 27,0| 22,5] 18,1] 14,0 104| 7.5| 22,2| 18,3|14,6|11,3] 84| 62
Holandia 253 21,0] 169 13,1| 97| 70| 21,6| 17,6|13.8|10,5] 7.8| 57
Irlandia 250 20,7] 166] 129 97| 7.1 21,4|17.4|13,7|104] 76| 56
Litwa 22,7) 18,8] 150| 11.4| 84| 61| 162]13,6|11.2] 87| 66| 49
Luksemburg 256 21.4| 17.2] 13.4] 10,0| 74| 21,5| 176 13.8]104| 75| 5.1
Lotwa 21,9 18,1] 143] 10,9 8,0| 59| 159]132|10,7| 84| 65| 50
Malta 250 20,6 165] 12,5| 93| 69| 21|168|132] 97| 73| 5.1
Niemey 25,1 208 166] 12,7| 93| 67| 21,5]17,6|141]109] 82| 63
Polska 232|192 153] 11,7| 86| 63| 179]148|11,9] 93| 70| 53
Portugalia 252|208 1655] 12,6| 91| 65| 21|172|13.6]103] 75| 55
Rumunia 21,3 17,3] 13,5] 102| 74| 54| 175|144 11,7 93| 74| 65
Stowacja 22,1| 18,0] 14,1] 10,7| 77| 56| 17,3]14,1|11.2| 87| 65| 49
Stowenia 248 20,5] 164 12,6| 93| 68| 20,1|164|13,1]|10,1] 76| 57
Szwecja 255)212] 17,1 132 97| 69| 22.4]18.2|144|109] 80| 56
Wegry 22,1 182] 145| 11,1| 83| 63| 169] 140|113 89| 69| 55
Wiclka Brytania | 25,0| 20,7| 16,7| 13,0 98| 7.2| 22,0| 18,0|143|11,1| 82| 6.1
Wiochy 262 21,8] 17,6 | 13,6| 10,0| 7.1| 22,1]18,1|143|109| 79| 57

Zrédto: Eurostat [www.epp.eurostat.ec.europa.eu (dostep: 9.10.2014)].
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COMPARATIVE ANALYSIS OF MARRIAGE REVERSE ANNUITY
CONTRACTS IN THE COUNTRIES OF THE EUROPEAN UNION

Summary: People live longer. Social insurance pensions are low and may be insufficient to
survive with dignity. Therefore, new products appear on the market, which creates a possibility
of obtaining additional financial resources. One of such products is called a reverse annuity
contract. When the property owners are couples, an important issue is enabling the marriage
reverse annuity contract when both spouses are alive, and then when one of them dies. The aim
of this article is a comparative analysis of the amount of the marriage reverse annuity contract
benefits in the countries of the European Union. In particular to determine the range of the size
of annuity payments. For analysis of the amount of annuity benefits, countries in which the
expected future life expectancy of men and women were the shortest and the longest a fixed
age group of spouses was selected. In addition, the amount of annuities was analyzed in the
countries where the absolute difference between the duration of the life of the spouses is the
smallest and the largest. Poland is the country in which the expected future life expectancy of
women and men, and the difference between these values is typical. Therefore, Poland was
included in the analysis. In order to simplify the calculations, the matrix representation of
formulas for annuity benefits is used. The analysis is based on Life Tables from the year 2009.
All calculations were made using own interfaces written in MATLAB.

Keywords: marriage reverse annuity contract, status of the common life, status of the last
surviving, multiple state model.
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