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NIEKLASYCZNE METODY REGRESJI
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Streszczenie: Artykut pos§wigcony jest waznemu zagadnieniu w statystyce, jakim jest pro-
blem odpornosci. Oméwiono rézne aspekty podejscia do tego tematu w analizie regresji.
W ich kontekscie badaniu poddane zostaly wybrane nieparametryczne metody regresji, takie
jak PPR, POLYMARS, MART i RANDOM FORESTS oraz parametryczna regresja grzbie-
towa. W przeprowadzonej analizie porownawczej testowano odpornos¢ tych metod na wy-
stgpowanie w zbiorze uczacym: wartosci oddalonych, losowych zaklocen wartosci zmiennej
zaleznej oraz zmiennych nieistotnych. Porownan dokonano za pomoca procedur symulacyj-
nych na zbiorach danych wykorzystywanych standardowo do badania wtasnosci metod re-
gresji. Pomimo dosy¢ powszechnych przekonan o odpornosci regresji nieparametryczne;j,
okazato sig, iz uzyskane modele nie we wszystkich przypadkach sg niewrazliwe na zaktoce-
nia wystepujace w zbiorze uczacym.
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1. Wstep

W modelowaniu zjawisk ekonomicznych waznym zagadnieniem jest problem od-
porno$ci metod na zaktocenia danych wynikajgce np. z btedow pomiaru, braku
losowosci proby czy wystepowania obserwacji oddalonych. Efektem zastosowania
metod, ktore nie s odporne na zakldcenia wartosci cech, moze by¢ zbudowanie
modelu, ktory nie odzwierciedla gtéwnych mechanizméw regulujacych zachowa-
nie badanego zjawiska. W zwigzku z tym predykcja, wnioskowanie i podejmowa-
nie decyzji na podstawie takiego modelu moze by¢ obarczone duzymi bledami.
Szczegbdlnego znaczenia nabiera to w przypadku modeli nieklasycznych, ktore
charakteryzuja si¢ duzg elastycznos$cig 1 zdolnoscig do adaptacyjnego, doktadnego
dopasowania si¢ do danych (uwzgl¢dniajac réwniez zmienno$¢ wynikajaca z za-
ktocen).
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W artykule przedstawiono wybrane podejScia do problemu odpornosci w anali-
zie regresji. W ich kontekscie badaniu poddane zostaly wybrane nieparametryczne
metody regresji, takie jak metoda rzutowania PPR, metoda krzywych sklejanych
POLYMARS, metody MART i RANDOM FORESTS wykorzystujace drzewa
regresyjne, jak rowniez nieklasyczna metoda parametryczna — regresja grzbietowa.

Celem pracy byto zbadanie, ktore z metod regresji prowadza do uzyskania mo-
deli odpornych, czyli charakteryzujacych si¢ wysokimi wartoSciami miar doktad-
nos$ci predykcji pomimo zaktocen wystepujacych w zbiorach danych.

2. Rozne aspekty problemu odpornosci

W najbardziej ogdlnym rozumieniu zastosowanie odpornej metody regresji ozna-
cza, ze mamy do czynienia z modelem, ktéry wskazuje tendencje reprezentowang
przez wigkszo$¢ obserwacji. Model taki jest niewrazliwy na dzialanie czynnikéw
niezwigzanych z badanym zjawiskiem, ktore mogg zakloci¢ wyniki analizy. Jednak
odporno$¢ regresji mozna rozpatrywac w kilku aspektach.

Metoda regresji moze by¢ odporna na:

e wystepowanie w zbiorze uczacym wartosci oddalonych (nietypowych), ktére
mogg zaktdcié i istotnie zmieni¢ rownanie funkcji regres;ji,
o Josowe zaklocenia wartosci zmiennej zaleznej (np. losowe biedy pomiaru

o rozktadzie normalnym);

e wystepowanie w zbiorze uczacym zmiennych nieistotnych, ktore nie maja
wplywu na posta¢ modelu i wartosci zmiennej zaleznej;

e dobor proby do zbioru uczacego, na ktorym budowany jest model;

e braki wartosci niektorych zmiennych w zbiorze uczacym;

o niespetnienie zatozen naktadanych na t¢ metode.

Najczesciej, méwiac o odpornosci regresji, mamy na mysli niewrazliwo$¢ mo-
delu na jako$¢ danych, czyli przede wszystkim na obecno$¢ w zbiorze uczacym
obserwacji oddalonych (nietypowych), ktore moga wynika¢ z zakldcen wartosci,
zardbwno zmiennej zaleznej, jak 1 zmiennych objasniajacych, btedami pomiaru.
Identyfikacja obserwacji oddalonych, jak rowniez sposoby radzenia sobie z nimi,
sa waznymi zagadnieniami zwigzanymi z pojeciem odpornosci w statystyce
[Trzpiot (red.) 2013].

W najbardziej ogélnym przypadku mozna rozpatrywaé odpornos$¢ metody re-
gresji w kontekscie niespetnienia czes$ci zalozen wymaganych dla prawidlowego
dziatania danej metody. Testujemy wtedy mozliwo$¢ zastosowania tej metody
1 uzyskania poprawnych wynikow, pomimo Ze nie wszystkie natozone na nig wa-
runki beda spetnione. Ten przypadek nie bedzie jednak rozpatrywany w tym arty-
kule, poniewaz nie dotyczy analizowanych tutaj nieparametrycznych metod regre-
sji, ktore charakteryzuja si¢ wlasnie brakiem lub niewielka liczbg zatozen dotycza-
cych zmiennych, reszt czy postaci modelu.
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Niniejsza praca jest pierwsza proba zmierzenia si¢ autorki z problemem odpor-
nosci regresji. Skupiono si¢ w niej na przeprowadzeniu analizy odpornosci wybra-
nych metod regresji w trzech pierwszych wymienionych aspektach i nie podjeto
szerszego omowienia odpornosci regresji na dobor proby oraz braki wartosci nie-
ktorych zmiennych. Temat ten bedzie kontynuowany w dalszych badaniach.

3. Metody regresji wykorzystane w badaniu

Tak jak juz wspomniano we wstgpie, problem odpornosci nabiera szczegoélnego
znaczenia w przypadku nieklasycznych metod regresji, ktore pozwalaja na budowe
modeli, ktore w sposob elastyczny i adaptacyjny dopasowuja si¢ do danych ze
zbioru uczgcego. Modele budowane na zbiorach danych, w ktorych wartosci zaklo-
cone sg np. blgdami pomiaru, warto$§ciami oddalonymi czy nieistotnymi, mogag
mie¢ niewielkie zdolnosci predykcyjne, a wigc rowniez mata wartoS¢ poznawcza
dla badacza.

Wiele z metod nieparametrycznych ma wbudowany mechanizm regularyzacji,
ktory pozwala ograniczy¢ problem nadmiernego dopasowania modelu do danych
ze zbioru uczacego i polega na przyjeciu kompromisu pomigdzy whasnie dopaso-
waniem tego modelu a jego zlozonoscig [Trzesiok 2011]. Mechanizm regularyzacji
prowadzi do zwigkszenia zdolno$ci predykcyjnych modelu, przez co metody niepa-
rametryczne uchodza za bardziej odporne. Zachodzi jednak pytanie, w jakim stop-
niu mechanizm ten jest skuteczny, a omawiane metody sa rzeczywiscie odporne na
warto$ci oddalone, zaktocenia zmiennej zaleznej czy wystepowanie zmiennych
nieistotnych w zbiorze uczacym.

Analizie poddane zostaly cztery wybrane metody nieparametryczne, czgsto
wykorzystywane w badaniach i charakteryzujace si¢ dobrymi wlasno$ciami pre-
dykcyjnymi [Meyer, Leisch, Hornik 2003]:

e metoda rzutowania PPR [Kooperberg, Bose, Stone 1997],
e wielowymiarowa metoda krzywych sklejanych POLYMARS [Friedman, Stu-

etzle 1981],

e addytywna metoda drzew regresyjnych MART [Friedman 1999a; Friedman
19990b],
e metoda zagregowanych drzew Breimana — RANDOM FORESTS [Breiman

2001].

W badaniu wykorzystano rowniez metod¢ parametryczng — regresj¢ grzbietowa
(ridge regression) [Hoerl, Kennard 1970], ktérag mozna nazwac ,,prébg poprawie-
nia” liniowego modelu regresji wielorakiej. Regresja grzbietowa nie wymaga spet-
nienia tak wielu zatozen jak metoda najmniejszych kwadratow, przez co wigkszy
jest zakres jej zastosowan.



Nieklasyczne metody regresji a problem odpornosci 299

4. Analiza poréwnawcza

Ze wzgledu na odmienne mechanizmy dzialania nieparametrycznych metod
regresji niemozliwe jest analityczne pordwnanie generowanych przez nie modeli.
Z tego wzgledu badania pordwnawcze przeprowadzono za pomocg procedur symu-
lacyjnych na zbiorach danych standardowo wykorzystywanych do testowania
wlasnosci réznych metod regresji. Postluzono si¢ zbiorami danych opisanymi
w literaturze, ktore rowniez przez innych autorow zostaty zastosowane do testowa-
nia odpornosci metod regresji. Wszystkie analizy i obliczenia przeprowadzono
z wykorzystaniem programu statystycznego R z dotgczonymi bibliotekami tego
programu.

W kazdym przypadku badano zdolnosci predykcyjne modelu za pomocg btedu
sredniokwadratowego MSE , obliczonego na zbiorze testowym (jesli byt dostepny)
lub metoda sprawdzania krzyzowego (ozn. MSE., ).

4.1. Odporno$¢ na wystepowanie obserwacji oddalonych

Testowanie odporno$ci wybranych metod regresji na wystgpowanie w zbiorze

uczacym warto$ci oddalonych przeprowadzono na trzech zbiorach danych:

e hbk, ktory przedstawiono w pracy [Rousseeuw, Leroy 2009]. Jest to zbiér da-
nych generowanych komputerowo, zawierajacy 75 obserwacji, z czego 14 ma
wartosci odstajace o charakterze wptywowym';

e crime, zaproponowany w pracy [Agresti, Finlay 2009]. Jest to zbiér danych
rzeczywistych przedstawiajacych przestepczo$¢ w poszczegdlnych stanach
USA (51 obserwacji). Zawiera trzy obserwacje odstajace — wplywowe o du-
zych resztach;

o Friedman 2 — zbiér danych generowanych komputerowo, stworzony przez
Friedmana i opisany w pracy [Friedman 1991]. W tym przypadku wykorzysta-
no zbiér 500 obserwacji, w ktorym 5% losowo wybranych wartosci zmiennej
Y zostato zaktdconych tak, by wykraczaly poza typowy obszar zmiennos$ci
znany chociazby z wykresow pudetkowych <Q1 -30,0, + 3Q> (gdzie Q, 1 O,
to pierwszy i trzeci kwartyl, za§ QO — odchylenie ¢wiartkowe).

Dla kazdego zbioru wykonano analiz¢ w dwoch wariantach. Zbudowano model
na zbiorze z warto$ciami oddalonymi, a nastgpnie obserwacje te usuni¢to i zbudo-
wano nowy model. W kazdym przypadku (dla kazdego zbioru, dla kazdej metody
regresji) obliczono, metodg sprawdzania krzyzowego, btad sredniokwadratowy.
Wyniki przedstawiono w tab. 1.

! Szczegdtowo typy obserwacji oddalonych zostaty przedstawione w pracy [Trzesiok 2014].
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Tabela 1. Wartosci btedow Sredniokwadratowych MSE_, , obliczone dla réznych modeli regresji
zbudowanych na zbiorach danych z obserwacjami oddalonymi oraz po ich usunigciu

Zbiory danych
crime hbk Friedman 2
Metody Crime bez obs. hbk bez obs. bs. oddal . | Friedman 2
oddalonych oddalonych # 0bs. oddalonym
1 2 3 4 5 6 7
PPR 78 236 31311 2,72 0,29 24717 18 483
POLYMARS | 109 334 29 628 1,74 0,33 16 180 15319
MART 95 359 22 888 1,00 0,26 23 037 16 820
R.FORESTS 61 893 21 669 0,81 0,22 27 645 17 957
RIDGE 54115 32 690 4,74 0,31 37299 35652

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Analizujac wyniki przedstawione w tab. 1 dla poszczegdlnych metod, nalezy
porownywac parami warto$ci MSE., otrzymane dla modeli zbudowanych:
e na zbiorze, w ktorym wystepowaty wartosci oddalone,

e oraz na zbiorze bez tych wartosci nietypowych.

Nie jest tutaj wazne, dla jakiego modelu otrzymujemy najmniejsze wartosci
MSE,., , tylko jak te wielkosci (w odpowiednich parach) zmieniaja si¢ po usunigciu
obserwacji nietypowych. Poréwnujac liczby w kolumnach 21 3,415 oraz 6 1 7
tab. 1, mozna zauwazy¢, ze w kazdym przypadku nastgpit stosunkowo duzy spadek
wartosci btedu sredniokwadratowego, co oznacza, ze zadna z badanych metod nie
jest odporna na wystepowanie w zbiorze uczacym wartosci oddalonych.

4.2. Odpornos$¢ na zaburzenia warto$ci zmiennej zaleznej szumem

W tym przypadku badanie odpornosci metod regresji na losowe zaktocenia warto-

$ci zmiennej Y przeprowadzono na zbiorach danych:

e Friedman I, ktéry zostal utworzony jako realizacje dziesi¢ciu niezaleznych
zmiennych objasniajacych, o rozktadzie jednostajnym na przedziale [0,1], oraz
zmiennej Y , ktora zalezy tylko od pigciu z nich i wyznaczona jest wedlug wzoru

y=10sin(7x.x,)+20(x, —0,5)" +10x, +5x, + & ; (1

e Friedman 2, ktdrego obserwacje to realizacje czterech zmiennych niezaleznych
na przedziatach:

0<x, <100, 47 <x,<5607, 0<x, <1, 1<x,<I1I,

za$ zmienna Y zadana jest wzorem

2
y= xf+(x2x3—iJ ve; P
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o Friedman 3, ktory roOwniez jest realizacjami tych samych zmiennych objas$nia-
jacych jak dla zbioru Friedman 2 oraz zmiennej ¥ wyznaczonej wzorem

1
Xy X5 _T- »
2%4

X

y=arctg +e. 3)
1

W kazdym przypadku & jest zmienng zakltdcajacg (nazywang réwniez szumem
gaussowskim) o rozktadzie normalnym N(0,0).

Powyzsze zbiory Friedman w pracy [Friedman 1991] skonstruowat tak, ze ba-
dacz do wartosci zmiennej zaleznej moze doda¢ szum gaussowski, regulujac jego
poziom przez odpowiednie dobieranie parametru o .

Do przeprowadzonej analizy przygotowano zbiory uczace w pieciu wariantach
(kazdy o liczebnosci 500 obserwacji) o wzrastajagcym poziomie zaktocen wartosci
zmiennej zaleznej — od 0% do 40% zmiennos$ci mierzonej wariancjg. Na tak stwo-
rzonych zbiorach zbudowano modele regresji, a nastepnie wykorzystujac zbiory
testowe (zawierajace 1000 obserwacji, bez zaktocen warto$ci zmiennej zaleznej),
obliczono wartos$ci btedu $redniokwadratowego. Otrzymane wyniki przedstawiono
wtab. 2,3 14.

Tabela 2. Wartosci blgdow $redniokwadratowych MSE obliczone
dla r6znych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 1, w ktorym
warto$ci zmiennej zaleznej zostaty zaburzone szumem na réznym poziomie

Poziom szumu
Metody 0% 10% 20% 30% 40%
PPR 0,17 2,65 6,07 6,30 6,81
POLYMARS 2,50 2,96 3,18 3,16 4,73
MART 1,36 1,51 2,01 1,98 2,60
R.FORESTS 3,66 3,78 4,07 3,69 4,70
RIDGE 6,19 6,42 6,23 6,43 6,57

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Tabela 3. Wartosci blgdow sredniokwadratowych MSE obliczone
dla r6znych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 2, w ktorym
warto$ci zmiennej zaleznej zostaty zaburzone szumem na réznym poziomie

Poziom szumu
Metody 0% 10% 20% 30% 40%
PPR 4,5 5151,2 6 871,6 5645,1 6 768,5
POLYMARS 30,1 211,9 179,6 278,8 605,2
MART 621,5 21573 3702,0 4 061,1 52458
R.FORESTS 589,9 3364,8 5376,5 6718,5| 10535,8
RIDGE 1915421 199729 | 19471,4| 19853,4| 20800,6

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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Tabela 4. Wartos$ci bledow sredniokwadratowych MSE obliczone
dla r6znych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 3, w ktérym
warto$ci zmiennej zaleznej zostaty zaburzone szumem na réznym poziomie

Poziom szumu
Metody 0% 10% 20% 30% 40%
PPR 0,003 0,006 0,016 0,010 0,022
POLYMARS | 0,004 0,005 0,006 0,014 0,009
MART 0,006 0,006 0,009 0,009 0,013
R.FORESTS 0,007 0,008 0,010 0,011 0,018
RIDGE 0,040 0,041 0,041 0,041 0,042

Zrodlo: opracowanie wlasne.

Analizujac kolejno poszczegolne wiersze tab. 2-4, mozna zauwazy¢, ze wraz ze
wzrostem zaktocen zmiennej Y nastgpuje na ogédt stosunkowo niewielki wzrost
wartosci bledow sredniokwadratowych. Jedynie w przypadku zbioru Friedman 2
(tab. 3) obserwujemy dosy¢ duzy ,,przeskok” wartosci od braku zaktocen Y do
szumu na poziomie 10%. Najwickszy wzrost wartosci MSE widzimy dla metody
PPR, ktorej niestety nie mozna uzna¢ za odporng w tym przypadku. Pozostale ba-
dane metody dla analizowanych zbiorow danych wykazuja si¢ odpornoscig na lo-
sowe zaburzenia szumem gaussowskim warto$ci zmiennej zalezne;j.

4.3. Odporno$¢ na wystepowanie zmiennych nieistotnych

Badajac odporno$¢ metod regresji na wystgpowanie w zbiorze uczacym zmiennych

nieistotnych, wykorzystano ponownie zbidr Friedman 1, lecz tym razem w dwoch

wariantach:

e ze wszystkimi 10 zmiennymi objasniajacymi,

e tylko z 5 pierwszymi zmiennymi objasniajacymi, ktore majg istotny wplyw na
zmienng zalezng (zob. wzor (1)).

Tabela 5. Wartosci blgdow $sredniokwadratowych MSE obliczone
dla r6znych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 1
ze wszystkimi oraz tylko istotnymi zmiennymi objasniajacymi

Zbiory danych

Metody Frieo{man 1 . Friedman 1 .

z 5 zmiennymi z 10 zmiennymi
PPR 1,30 1,78
POLYMARS 1,15 1,19
MART 2,21 2,36
R.FORESTS 3,90 4,51
RIDGE 7,15 7,28

Zrodlo: opracowanie wlasne.
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W obu zbiorach uczacych byto po 500 obserwacji zaktéconych szumem na po-
ziomie 10%. Dla zbudowanych modeli regresji obliczono ponownie warto$ci btedu
sredniokwadratowego na zbiorach testowych, ztozonych z 1000 elementow, bez
zaktocen zmiennej Y . Otrzymane wyniki prezentuje tab. 5.

Porownujac parami wartosci MSE w kolejnych wierszach tab. 5, mozna powie-
dzie¢, iz nie nastgpuje znaczny ich wzrost. Oznacza to, ze badane metody charakte-
ryzuja si¢ odpornoscig w tym ostatnim aspekcie, ktorym jest wystgpowanie w zbio-
rze uczacym zmiennych nieistotnych.

5. Zakonczenie

W artykule przedstawiono wybrane podejscia do problemu odpornosci regresji,
przy czym w analizie skupiono si¢ na badaniu wrazliwo$ci modeli regresji na wy-
stepowanie w zbiorze uczacym: warto$ci oddalonych, losowych zaktocen wartosci
zmiennej zaleznej oraz zmiennych nieistotnych.

Wyniki analiz, przeprowadzonych metodami symulacyjnymi na zbiorach da-
nych wykorzystywanych do badania wlasnosci nieklasycznej regresji, pokazuja, ze:
e 7adna z przedstawionych metod nie jest odporna na wystepowanie obserwacji

oddalonych, a usuniecie tych obserwacji ze zbioru uczacego moze znacznie

poprawi¢ doktadnos$¢ predykcji uzyskanego modelu;

e badane metody, poza metoda rzutowania PPR, sa odporne na zaklocenia warto-
$ci zmienngj zaleznej szumem o rozktadzie normalnym;

e wszystkie omawiane metody s3 odporne na wystepowanie w zbiorze uczacym
zmiennych nieistotnych.
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NON-CLASSICAL REGRESSION METHODS VS. ROBUSTNESS

Summary: The paper presents an important problem of robustness in regression. Various
aspects of the approach to this problem are discussed, but the paper focuses on the sensitivity
of the model to outliers, noise of the values of dependent variable and to the presence of
insignificant variables. The study assesses the robustness of the following methods: PPR,
POLYMARS, RANDOM FORESTS, MART and ridge regression.

Keywords: regression analysis, robustness, nonparametric regression.





