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NIEKLASYCZNE METODY REGRESJI  
A PROBLEM ODPORNOŚCI 

Streszczenie: Artykuł poświęcony jest ważnemu zagadnieniu w statystyce, jakim jest pro-
blem odporności. Omówiono różne aspekty podejścia do tego tematu w analizie regresji. 
W ich kontekście badaniu poddane zostały wybrane nieparametryczne metody regresji, takie 
jak PPR, POLYMARS, MART i RANDOM FORESTS oraz parametryczna regresja grzbie-
towa. W przeprowadzonej analizie porównawczej testowano odporność tych metod na wy-
stępowanie w zbiorze uczącym: wartości oddalonych, losowych zakłóceń wartości zmiennej 
zależnej oraz zmiennych nieistotnych. Porównań dokonano za pomocą procedur symulacyj-
nych na zbiorach danych wykorzystywanych standardowo do badania własności metod re-
gresji. Pomimo dosyć powszechnych przekonań o odporności regresji nieparametrycznej, 
okazało się, iż uzyskane modele nie we wszystkich przypadkach są niewrażliwe na zakłóce-
nia występujące w zbiorze uczącym. 

Słowa kluczowe: analiza regresji, odporność, regresja nieparametryczna. 

DOI: 10.15611/pn.2015.385.32 

1. Wstęp 

W modelowaniu zjawisk ekonomicznych ważnym zagadnieniem jest problem od-
porności metod na zakłócenia danych wynikające np. z błędów pomiaru, braku 
losowości próby czy występowania obserwacji oddalonych. Efektem zastosowania 
metod, które nie są odporne na zakłócenia wartości cech, może być zbudowanie 
modelu, który nie odzwierciedla głównych mechanizmów regulujących zachowa-
nie badanego zjawiska. W związku z tym predykcja, wnioskowanie i podejmowa-
nie decyzji na podstawie takiego modelu może być obarczone dużymi błędami. 
Szczególnego znaczenia nabiera to w przypadku modeli nieklasycznych, które 
charakteryzują się dużą elastycznością i zdolnością do adaptacyjnego, dokładnego 
dopasowania się do danych (uwzględniając również zmienność wynikającą z za-
kłóceń). 
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W artykule przedstawiono wybrane podejścia do problemu odporności w anali-
zie regresji. W ich kontekście badaniu poddane zostały wybrane nieparametryczne 
metody regresji, takie jak metoda rzutowania PPR, metoda krzywych sklejanych 
POLYMARS, metody MART i RANDOM FORESTS wykorzystujące drzewa 
regresyjne, jak również nieklasyczna metoda parametryczna – regresja grzbietowa.  

Celem pracy było zbadanie, które z metod regresji prowadzą do uzyskania mo-
deli odpornych, czyli charakteryzujących się wysokimi wartościami miar dokład-
ności predykcji pomimo zakłóceń występujących w zbiorach danych. 

2. Różne aspekty problemu odporności 

W najbardziej ogólnym rozumieniu zastosowanie odpornej metody regresji ozna-
cza, że mamy do czynienia z modelem, który wskazuje tendencję reprezentowaną 
przez większość obserwacji. Model taki jest niewrażliwy na działanie czynników 
niezwiązanych z badanym zjawiskiem, które mogą zakłócić wyniki analizy. Jednak 
odporność regresji można rozpatrywać w kilku aspektach. 

Metoda regresji może być odporna na: 
• występowanie w zbiorze uczącym wartości oddalonych (nietypowych), które 

mogą zakłócić i istotnie zmienić równanie funkcji regresji, 
• losowe zakłócenia wartości zmiennej zależnej (np. losowe błędy pomiaru 

o rozkładzie normalnym);  
• występowanie w zbiorze uczącym zmiennych nieistotnych, które nie mają 

wpływu na postać modelu i wartości zmiennej zależnej; 
• dobór próby do zbioru uczącego, na którym budowany jest model; 
• braki wartości niektórych zmiennych w zbiorze uczącym; 
• niespełnienie założeń nakładanych na tę metodę. 

Najczęściej, mówiąc o odporności regresji, mamy na myśli niewrażliwość mo-
delu na jakość danych, czyli przede wszystkim na obecność w zbiorze uczącym 
obserwacji oddalonych (nietypowych), które mogą wynikać z zakłóceń wartości, 
zarówno zmiennej zależnej, jak i zmiennych objaśniających, błędami pomiaru. 
Identyfikacja obserwacji oddalonych, jak również sposoby radzenia sobie z nimi, 
są ważnymi zagadnieniami związanymi z pojęciem odporności w statystyce 
[Trzpiot (red.) 2013]. 

W najbardziej ogólnym przypadku można rozpatrywać odporność metody re-
gresji w kontekście niespełnienia części założeń wymaganych dla prawidłowego 
działania danej metody. Testujemy wtedy możliwość zastosowania tej metody  
i uzyskania poprawnych wyników, pomimo że nie wszystkie nałożone na nią wa-
runki będą spełnione. Ten przypadek nie będzie jednak rozpatrywany w tym arty-
kule, ponieważ nie dotyczy analizowanych tutaj nieparametrycznych metod regre-
sji, które charakteryzują się właśnie brakiem lub niewielką liczbą założeń dotyczą-
cych zmiennych, reszt czy postaci modelu. 
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Niniejsza praca jest pierwszą próbą zmierzenia się autorki z problemem odpor-
ności regresji. Skupiono się w niej na przeprowadzeniu analizy odporności wybra-
nych metod regresji w trzech pierwszych wymienionych aspektach i nie podjęto 
szerszego omówienia odporności regresji na dobór próby oraz braki wartości nie-
których zmiennych. Temat ten będzie kontynuowany w dalszych badaniach. 

3. Metody regresji wykorzystane w badaniu 

Tak jak już wspomniano we wstępie, problem odporności nabiera szczególnego 
znaczenia w przypadku nieklasycznych metod regresji, które pozwalają na budowę 
modeli, które w sposób elastyczny i adaptacyjny dopasowują się do danych ze 
zbioru uczącego. Modele budowane na zbiorach danych, w których wartości zakłó-
cone są np. błędami pomiaru, wartościami oddalonymi czy nieistotnymi, mogą 
mieć niewielkie zdolności predykcyjne, a więc również małą wartość poznawczą 
dla badacza. 

Wiele z metod nieparametrycznych ma wbudowany mechanizm regularyzacji, 
który pozwala ograniczyć problem nadmiernego dopasowania modelu do danych 
ze zbioru uczącego i polega na przyjęciu kompromisu pomiędzy właśnie dopaso-
waniem tego modelu a jego złożonością [Trzęsiok 2011]. Mechanizm regularyzacji 
prowadzi do zwiększenia zdolności predykcyjnych modelu, przez co metody niepa-
rametryczne uchodzą za bardziej odporne. Zachodzi jednak pytanie, w jakim stop-
niu mechanizm ten jest skuteczny, a omawiane metody są rzeczywiście odporne na 
wartości oddalone, zakłócenia zmiennej zależnej czy występowanie zmiennych 
nieistotnych w zbiorze uczącym. 

Analizie poddane zostały cztery wybrane metody nieparametryczne, często 
wykorzystywane w badaniach i charakteryzujące się dobrymi własnościami pre-
dykcyjnymi [Meyer, Leisch, Hornik 2003]: 
• metoda rzutowania PPR [Kooperberg, Bose, Stone 1997], 
• wielowymiarowa metoda krzywych sklejanych POLYMARS [Friedman, Stu-

etzle 1981], 
• addytywna metoda drzew regresyjnych MART [Friedman 1999a; Friedman 

1999b], 
• metoda zagregowanych drzew Breimana – RANDOM FORESTS [Breiman 

2001]. 
W badaniu wykorzystano również metodę parametryczną – regresję grzbietową 

(ridge regression) [Hoerl, Kennard 1970], którą można nazwać „próbą poprawie-
nia” liniowego modelu regresji wielorakiej. Regresja grzbietowa nie wymaga speł-
nienia tak wielu założeń jak metoda najmniejszych kwadratów, przez co większy 
jest zakres jej zastosowań. 
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4. Analiza porównawcza 

Ze względu na odmienne mechanizmy działania nieparametrycznych metod  
regresji niemożliwe jest analityczne porównanie generowanych przez nie modeli. 
Z tego względu badania porównawcze przeprowadzono za pomocą procedur symu-
lacyjnych na zbiorach danych standardowo wykorzystywanych do testowania  
własności różnych metod regresji. Posłużono się zbiorami danych opisanymi  
w literaturze, które również przez innych autorów zostały zastosowane do testowa-
nia odporności metod regresji. Wszystkie analizy i obliczenia przeprowadzono  
z wykorzystaniem programu statystycznego R z dołączonymi bibliotekami tego 
programu. 

W każdym przypadku badano zdolności predykcyjne modelu za pomocą błędu 
średniokwadratowego MSE , obliczonego na zbiorze testowym (jeśli był dostępny) 
lub metodą sprawdzania krzyżowego (ozn. CVMSE ). 

4.1. Odporność na występowanie obserwacji oddalonych 

Testowanie odporności wybranych metod regresji na występowanie w zbiorze 
uczącym wartości oddalonych przeprowadzono na trzech zbiorach danych: 
• hbk, który przedstawiono w pracy [Rousseeuw, Leroy 2009]. Jest to zbiór da-

nych generowanych komputerowo, zawierający 75 obserwacji, z czego 14 ma 
wartości odstające o charakterze wpływowym1; 

• crime, zaproponowany w pracy [Agresti, Finlay 2009]. Jest to zbiór danych 
rzeczywistych przedstawiających przestępczość w poszczególnych stanach 
USA (51 obserwacji). Zawiera trzy obserwacje odstające – wpływowe o du-
żych resztach; 

• Friedman 2 – zbiór danych generowanych komputerowo, stworzony przez 
Friedmana i opisany w pracy [Friedman 1991]. W tym przypadku wykorzysta-
no zbiór 500 obserwacji, w którym 5% losowo wybranych wartości zmiennej 
Y zostało zakłóconych tak, by wykraczały poza typowy obszar zmienności 
znany chociażby z wykresów pudełkowych QQQQ 3,3 31 +−  (gdzie 1Q  i 3Q
to pierwszy i trzeci kwartyl, zaś Q – odchylenie ćwiartkowe). 
Dla każdego zbioru wykonano analizę w dwóch wariantach. Zbudowano model 

na zbiorze z wartościami oddalonymi, a następnie obserwacje te usunięto i zbudo-
wano nowy model. W każdym przypadku (dla każdego zbioru, dla każdej metody 
regresji) obliczono, metodą sprawdzania krzyżowego, błąd średniokwadratowy. 
Wyniki przedstawiono w tab. 1. 

                      
1 Szczegółowo typy obserwacji oddalonych zostały przedstawione w pracy [Trzęsiok  2014]. 
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Tabela 1. Wartości błędów średniokwadratowych CVMSE , obliczone dla różnych modeli regresji 
zbudowanych na zbiorach danych z obserwacjami oddalonymi oraz po ich usunięciu 

 Zbiory danych 

Metody Crime 
crime 

bez obs.  
oddalonych 

hbk 
hbk 

bez obs.  
oddalonych 

Friedman 2  
z obs. oddalonymi Friedman 2 

1 2 3 4 5 6 7 
PPR 78 236 31 311 2,72 0,29 24 717 18 483 
POLYMARS 109 334 29 628 1,74 0,33 16 180 15 319 
MART 95 359 22 888 1,00 0,26 23 037 16 820 
R.FORESTS 61 893 21 669 0,81 0,22 27 645 17 957 
RIDGE 54 115 32 690 4,74 0,31 37 299 35 652 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Analizując wyniki przedstawione w tab. 1 dla poszczególnych metod, należy 

porównywać parami wartości CVMSE  otrzymane dla modeli zbudowanych: 
• na zbiorze, w którym występowały wartości oddalone, 
• oraz na zbiorze bez tych wartości nietypowych. 

Nie jest tutaj ważne, dla jakiego modelu otrzymujemy najmniejsze wartości 
CVMSE , tylko jak te wielkości (w odpowiednich parach) zmieniają się po usunięciu 

obserwacji nietypowych. Porównując liczby w kolumnach 2 i 3, 4 i 5 oraz 6 i 7  
tab. 1, można zauważyć, że w każdym przypadku nastąpił stosunkowo duży spadek 
wartości błędu średniokwadratowego, co oznacza, że żadna z badanych metod nie 
jest odporna na występowanie w zbiorze uczącym wartości oddalonych.  

4.2. Odporność na zaburzenia wartości zmiennej zależnej szumem 

W tym przypadku badanie odporności metod regresji na losowe zakłócenia warto-
ści zmiennej Y  przeprowadzono na zbiorach danych:  
• Friedman 1, który został utworzony jako realizacje dziesięciu niezależnych 

zmiennych objaśniających, o rozkładzie jednostajnym na przedziale [ ]1,0 , oraz 
zmiennej Y , która zależy tylko od pięciu z nich i wyznaczona jest według wzoru 

 ( ) ( )2
1 2 3 4 510sin 20 0,5 10 5y x x x x xπ ε= + − + + + ; (1) 

• Friedman 2, którego obserwacje to realizacje czterech zmiennych niezależnych 
na przedziałach: 

1000 1 ≤≤ x , 24 560xπ π≤ ≤ , 10 3 ≤≤ x , 111 4 ≤≤ x , 

zaś zmienna Y  zadana jest wzorem 

 ε+







−+=

2

42
32

2
1

1
xx

xxxy ; (2) 
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• Friedman 3, który również jest realizacjami tych samych zmiennych objaśnia-
jących jak dla zbioru Friedman 2 oraz zmiennej Y  wyznaczonej wzorem 

 
2 3

2 4

1

1x x
x x

y arctg
x

ε

 
− 

 = + . (3) 

W każdym przypadku ε  jest zmienną zakłócającą (nazywaną również szumem 
gaussowskim) o rozkładzie normalnym ),0( σN . 

Powyższe zbiory Friedman w pracy [Friedman 1991] skonstruował tak, że ba-
dacz do wartości zmiennej zależnej może dodać szum gaussowski, regulując jego 
poziom przez odpowiednie dobieranie parametru σ .  

Do przeprowadzonej analizy przygotowano zbiory uczące w pięciu wariantach 
(każdy o liczebności 500 obserwacji) o wzrastającym poziomie zakłóceń wartości 
zmiennej zależnej – od 0% do 40% zmienności mierzonej wariancją. Na tak stwo-
rzonych zbiorach zbudowano modele regresji, a następnie wykorzystując zbiory 
testowe (zawierające 1000 obserwacji, bez zakłóceń wartości zmiennej zależnej), 
obliczono wartości błędu średniokwadratowego. Otrzymane wyniki przedstawiono 
w tab. 2, 3 i 4. 

Tabela 2. Wartości błędów średniokwadratowych MSE obliczone  
dla różnych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 1, w którym  
wartości zmiennej zależnej zostały zaburzone szumem na różnym poziomie 

 Poziom szumu 
Metody 0% 10% 20% 30% 40% 

PPR 0,17 2,65 6,07 6,30 6,81 
POLYMARS 2,50 2,96 3,18 3,16 4,73 
MART 1,36 1,51 2,01 1,98 2,60 
R.FORESTS 3,66 3,78 4,07 3,69 4,70 
RIDGE 6,19 6,42 6,23 6,43 6,57 

Źródło: opracowanie własne. 

Tabela 3. Wartości błędów średniokwadratowych MSE obliczone  
dla różnych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 2, w którym  
wartości zmiennej zależnej zostały zaburzone szumem na różnym poziomie 

 Poziom szumu 
Metody 0% 10% 20% 30% 40% 

PPR 4,5 5 151,2 6 871,6 5 645,1 6 768,5 
POLYMARS 30,1 211,9 179,6 278,8 605,2 
MART 621,5 2 157,3 3 702,0 4 061,1 5 245,8 
R.FORESTS 589,9 3 364,8 5 376,5 6 718,5 10 535,8 
RIDGE 19 154,2 19 972,9 19 471,4 19 853,4 20 800,6 

Źródło: opracowanie własne. 
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Tabela 4. Wartości błędów średniokwadratowych MSE obliczone  
dla różnych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 3, w którym  
wartości zmiennej zależnej zostały zaburzone szumem na różnym poziomie 

 Poziom szumu 
Metody 0% 10% 20% 30% 40% 

PPR 0,003 0,006 0,016 0,010 0,022 
POLYMARS 0,004 0,005 0,006 0,014 0,009 
MART 0,006 0,006 0,009 0,009 0,013 
R.FORESTS 0,007 0,008 0,010 0,011 0,018 
RIDGE 0,040 0,041 0,041 0,041 0,042 

Źródło: opracowanie własne. 
 
Analizując kolejno poszczególne wiersze tab. 2-4, można zauważyć, że wraz ze 

wzrostem zakłóceń zmiennej Y następuje na ogół stosunkowo niewielki wzrost 
wartości błędów średniokwadratowych. Jedynie w przypadku zbioru Friedman 2 
(tab. 3) obserwujemy dosyć duży „przeskok” wartości od braku zakłóceń Y  do 
szumu na poziomie 10%. Największy wzrost wartości MSE  widzimy dla metody 
PPR, której niestety nie można uznać za odporną w tym przypadku. Pozostałe ba-
dane metody dla analizowanych zbiorów danych wykazują się odpornością na lo-
sowe zaburzenia szumem gaussowskim wartości zmiennej zależnej. 

4.3. Odporność na występowanie zmiennych nieistotnych 

Badając odporność metod regresji na występowanie w zbiorze uczącym zmiennych 
nieistotnych, wykorzystano ponownie zbiór Friedman 1, lecz tym razem w dwóch 
wariantach: 
• ze wszystkimi 10 zmiennymi objaśniającymi, 
• tylko z 5 pierwszymi zmiennymi objaśniającymi, które mają istotny wpływ na 

zmienną zależną (zob. wzór (1)). 

Tabela 5. Wartości błędów średniokwadratowych MSE  obliczone  
dla różnych modeli regresji zbudowanych na zbiorze Friedman 1  
ze wszystkimi oraz tylko istotnymi zmiennymi objaśniającymi  

 Zbiory danych 

Metody Friedman 1 
z 5 zmiennymi 

Friedman 1 
z 10 zmiennymi 

PPR 1,30 1,78 
POLYMARS 1,15 1,19 
MART 2,21 2,36 
R.FORESTS 3,90 4,51 
RIDGE 7,15 7,28 

Źródło: opracowanie własne. 
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W obu zbiorach uczących było po 500 obserwacji zakłóconych szumem na po-
ziomie 10%. Dla zbudowanych modeli regresji obliczono ponownie wartości błędu 
średniokwadratowego na zbiorach testowych, złożonych z 1000 elementów, bez 
zakłóceń zmiennej Y . Otrzymane wyniki prezentuje tab. 5. 

Porównując parami wartości MSE w kolejnych wierszach tab. 5, można powie-
dzieć, iż nie następuje znaczny ich wzrost. Oznacza to, że badane metody charakte-
ryzują się odpornością w tym ostatnim aspekcie, którym jest występowanie w zbio-
rze uczącym zmiennych nieistotnych. 

5. Zakończenie 

W artykule przedstawiono wybrane podejścia do problemu odporności regresji, 
przy czym w analizie skupiono się na badaniu wrażliwości modeli regresji na wy-
stępowanie w zbiorze uczącym: wartości oddalonych, losowych zakłóceń wartości 
zmiennej zależnej oraz zmiennych nieistotnych.  

Wyniki analiz, przeprowadzonych metodami symulacyjnymi na zbiorach da-
nych wykorzystywanych do badania własności nieklasycznej regresji, pokazują, że: 
• żadna z przedstawionych metod nie jest odporna na występowanie obserwacji 

oddalonych, a usunięcie tych obserwacji ze zbioru uczącego może znacznie 
poprawić dokładność predykcji uzyskanego modelu;  

• badane metody, poza metodą rzutowania PPR, są odporne na zakłócenia warto-
ści zmiennej zależnej szumem o rozkładzie normalnym; 

• wszystkie omawiane metody są odporne na występowanie w zbiorze uczącym 
zmiennych nieistotnych. 
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NON-CLASSICAL REGRESSION METHODS VS. ROBUSTNESS 

Summary: The paper presents an important problem of robustness in regression. Various 
aspects of the approach to this problem are discussed, but the paper focuses on the sensitivity 
of the model to outliers, noise of the values of dependent variable and to the presence of  
insignificant variables. The study assesses the robustness of the following methods: PPR, 
POLYMARS, RANDOM FORESTS, MART and ridge regression. 

Keywords: regression analysis, robustness, nonparametric regression. 
 




