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Wstep

Ubezpieczenie jako urzadzenie gospodarcze funkcjonuje od bardzo dawna. We
wspotczesnych czasach w wielu krajach w ramach rynkow finansowych dziataja roz-
wini¢te w réznym stopniu rynki ubezpieczeniowe. Ryzyko, ktore towarzyszy czto-
wiekowi od zarania dziejow i ktore dato poczatek zorganizowania instytucji ubezpie-
czenia, wystepuje ciggle 1 jednoczesnie na skutek rozwoju cywilizacyjnego, rozwoju
technologicznego oraz zmieniajacych si¢ proceséw demograficznych. Pojawiaja si¢
nowe kategorie ryzyka, ktéore moga by¢ przedmiotem ubezpieczenia. Wobec zmie-
niajacego si¢ otoczenia rynek ubezpieczeniowy dostosowuje si¢ i proponuje nowe
produkty ubezpieczeniowe. Jednoczesnie zaklady ubezpieczen z obowigzku musza
dbac o bezpieczenstwo finansowe swoich klientéw, aby nie podwazy¢ podstawowe;j
zasady realnosci ochrony ubezpieczeniowej. Wszystkie te zjawiska mozna zaliczy¢
do obszar6w badawczych srodowiska akademickiego zajmujacego si¢ problematyka
ubezpieczeniowa. Ponadto nowe tendencje, ktore pojawiaja si¢ w systemach eme-
rytalnych, wywotane starzeniem si¢ spoleczenstw i niewydolnoscig repartycyjnego
systemu emerytalnego, a rownoczesnie pojawiajacymi si¢ kryzysami na rynkach fi-
nansowych, generujg caty szereg problemow badawczych, ktore sg rowniez w zasie-
gu zainteresowan wielu srodowisk akademickich. Funkcjonujacy w Polsce od kilku-
nastu lat nowy system emerytalny budzi r6zne kontrowersyjne dyskusje i sktania do
wstepnej oceny, a zagadnienia te wigzg si¢ z funkcjonowaniem systemu ubezpieczen
spotecznych, w tym rowniez z finansowaniem ochrony zdrowia.

Jak wida¢, tematyka badawcza obejmujaca bardzo szeroko rozumiane ubezpie-
czenia od strony teoretycznej, jak rowniez praktyki ubezpieczeniowej, jest niezwykle
obszerna. Wszystkie te problemy sg zawarte w przygotowanej pracy.

Zbidr zawiera artykuly, zaprezentowane na IX Miedzynarodowej Konferencji
,Ubezpieczenia wobec wyzwan XXI wieku”, ktéra odbyta si¢ w maju 2015 r.
w Rydzynie. Konferencja jest organizowana z inicjatywy i w wyniku wspotpra-
cy Uniwersytetu Ekonomicznego w Poznaniu i Uniwersytetu Ekonomicznego we
Wroctawiu. Biora w niej udziat osoby reprezentujace wszystkie czotowe krajowe
srodowiska akademickie zajmujace si¢ problematyka ubezpieczeniowg oraz przed-
stawiciele praktyki ubezpieczeniowej. Od kilku lat przyjezdzajg rowniez uczestni-
cy z zagranicy, z takich panstw, jak: Rosja, Ukraina, Biatorus, Stowacja, Czechy
i Niemcy. Tematyka badawcza prezentowana na obradach koncentruje si¢ wokot
nastepujacych zagadnien:
¢ Funkcjonowanie rynku ubezpieczeniowego w Polsce i w §wiecie
e Zarzadzanie ryzykiem w ubezpieczeniach
* Gospodarka finansowa ubezpieczycieli
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e Zastosowanie metod ilosciowych w ubezpieczeniach
*  Problematyka prawna w ubezpieczeniach
Artykuty opublikowane w tym opracowaniu dotyczg powyzszych zagadnien.

Pragniemy wszystkim Autorom serdecznie podzickowac za przygotowanie inte-
resujacych artykutow poruszajacych wiele waznych, aktualnych problemow i mamy
nadziejg¢, ze publikacja ta wzbogaci literatur¢ ubezpieczeniowg i bedzie inspiracja
do dalszych badan.

W imieniu Autoréw i wlasnym wyrazamy gleboka wdzigczno$¢ recenzentom:
Pani Profesor Marii Balcerowicz-Szkutnik, Pani Profesor Teresie Bednarczyk, Panu
Profesorowi Jackowi Lisowskiemu, Panu Profesorowi Markowi Monkiewiczowi,
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TARYFIKACJA 4 PRIORI
Z. WYKORZYSTANIEM KOPULI

ON THE USE OF COPULA
IN RATEMAKING

DOI: 10.15611/pn.2016.415.24

Streszczenie: W dzisiejszej praktyce ubezpieczeniowej taryfikacja w masowych portfelach
ryzyk przeprowadzana jest z wykorzystaniem regresyjnych modeli GLM. Najczgséciej mode-
luje si¢ osobno zmienne losowe bedace liczbg szkdd oraz wartoscia szkody dla pojedyncze-
go ryzyka, zakladajac niezalezno$¢ pomiedzy tymi zmiennymi. W artykule przedstawiono
alternatywne podejscie, w ktorym przyjmuje si¢ wystgpowanie zaleznosci modelowanej za
pomoca kopuli. W proponowanym modelu oszacowano taczny rozktad obu zmiennych loso-
wych oraz ich rozktady brzegowe. Pozwolito to na estymacje¢ warto$ci oczekiwanej facznej
warto$ci szkod oraz sktadki czystej dla pojedynczego ryzyka. W przyktadzie empirycznym
wykorzystano portfel polis komunikacyjnych. Obliczenia wykonano za pomoca funkcji pa-
kietu {CopulaRegression} programu R.

Stowa kluczowe: taryfikacja, GLM, kopula, sktadka czysta.

Summary: In the current insurance practice in ratemaking the generalized linear models GLM
are used. Most often, separately expected value of expected claim frequency and expected
value of claim severity for individual risk taking important thesis of independence of both
variables are estimated. The article confronts an alternative approach in which a relationship
between these modeled variables using a copula function is acceptable. In the proposed model
there were estimated both variables distribution joint as well as their marginal distributions.
This allowed the estimation of the expected value of the total claim amount which is
interpreted as a pure risk premium for individual risk. For the estimation there was used the
likelihood function containing a specified copula function. To illustrate the functioning of
the model a numerical example was shown/presented/demonstrated, which uses data from
motor insurance databases. The calculations were carried out using the {CopulaRegression}
R-package.

Keywords: ratemaking, GLM, copula, pure risk premium.
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1. Wstep

Istotnym elementem dziatalno$ci zaktadu ubezpieczen majatkowych jest kalkulacja
tzw. sktadki czystej dla pojedynczego ryzyka. W przypadku grup ubezpieczen (np.
komunikacyjne OC/AC), dla ktorych zaktad dysponuje masowym portfelem polis,
do jej kalkulacji wykorzystuje si¢ modele statystyczne. Poniewaz w praktyce najcze-
sciej portfele nie sg jednorodne pod wzgledem szkodowosci, przeprowadza si¢ tzw.
taryfikacje, czyli podzial portfela na jednorodne grupy polis. W tym celu stosuje si¢
modele regresyjne, w ktorych dla poszczegdlnych ryzyk modeluje si¢ liczbg szkod
1 ich $rednig warto$¢ [Antonio, Valdez 2012], a nastgpnie wyznacza sktadke czystg
jako warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej tacznych szkod dla danego ryzyka [Di-
makos, Di Rattalma 2002; Wolny-Dominiak 2014]. W modelach tych zmiennymi
objasniajacymi sa czynniki opisujace przedmiot ubezpieczenia, osobg ubezpieczaja-
cg si¢ oraz region geograficzny.

W opisanym podejsciu przyjmuje si¢ istotne zalozenie niezalezno$ci pomig¢dzy
zmiennymi losowymi opisujacymi liczbe szkod oraz ich $rednig warto$¢ dla pojedyn-
czej polisy. W praktyce zatozenie to nie zawsze jest spetnione, dlatego w pracy [Kramer
i in. 2013] zaproponowano modelowanie zaleznosci miedzy tymi zmiennymi z wy-
korzystaniem kopuli. Za jej pomoca skonstruowano (dla pojedynczej polisy) taczny
dwuwymiarowy rozktad dyskretnej zmiennej losowej modelujacej liczbg szkod oraz
ciagglej — modelujacej wysokos¢ sredniej szkody. Nastepnie, w oparciu o oszacowane
parametry tak skonstruowanych rozktaddéw dla polis tworzacych jednorodne grupy,
oszacowano taczny rozktad szkod dla portfela.

Celem niniejszej pracy jest propozycja rozszerzenia tego podejécia na model
regresyjny, stuzacy do szacowania sktadki czystej, oraz podanie przyktadu jego apli-
kacji, w ktorym wykorzystuje si¢ rzeczywiste dane z portfela polis AC, pochodzgcego
z zaktadu ubezpieczen dziatajacego na rynku polskim.

2. Taryfikacja a priori z zalozeniem niezaleznosci pomie¢dzy
liczbg szkod oraz wartoscia szkody dla ryzyka

Rozwazmy portfel n ryzyk. Przez pojedyncze ryzyko (ozn. S, i = 1,..., n,) w portfelu
rozumie si¢ zmienng losowa o okre§lonym rozktadzie prawdopodobienstwa, opi-
sujaca wysokos¢ tacznych szkod wygenerowanych w jednym okresie czasu przez
odpowiadajaca mu polis¢ [por. np. Bithlmann, Gisler 2005]. Gtéwnym elemen-
tem wyceny ryzyka polisy i okreslenia dla niej sktadki (brutto) jest oszacowanie
tzw. sktadki czystej (pure risk premium), ktora definiuje si¢ jako:

7, =E[S),i=Ll..n (1)

Przyjmujac, ze N, oznacza liczbg szkod, natomiast Y, k = 1,..., N,, warto$¢ poje-
dynczej szkody dla i-tego ryzyka, zmienna S; ma nast¢pujaca postac:
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S, =Y, +.+Y, 2)

7

Zakladajac, ze zmienne Y,,...,Y,,, maja takie same rozklady o wartosci oczeki-
wanej E(Y), sa zmiennymi niezaleznymi oraz niezaleznymi od N, skladke czysta
wyraza wzor:

7; = E[S;]= E[E[S; | N;]]1= E[V]E[N, ] )

W przypadku gdy zaktad ubezpieczen dysponuje masowym portfelem ryzyk, jak
np. w ubezpieczeniach komunikacyjnych OC/AC czy ubezpieczeniach nieruchomosci,
do szacowania wartosci sktadki 7, stosowane sa dwa modele regresyjne: model dla
sredniej liczby szkod (claims frequency model) oraz model dla Sredniej warto$ci szkody
(claims severity model). Szeroki opis tej praktyki zawierajg m.in. prace: [De Jong,
Heller 2008; Frees 2009; Ohlsson, Johansson 2010]. Parametry modeli szacowane sg
w oparciu o dane czerpane z polis ubezpieczeniowych. Klasycznie w podej$ciu tym
przyjmuje si¢ nastepujace zatozenia:

— liczba szkod dla pojedynczego ryzyka ma rozktad Poissona N, ~ Pois (1,),
— zmienne Y, maja takie same rozktady pochodzace z dyspersyjnej rodziny rozkta-
dow wyktadniczych z takim samym parametrem dyspersji ¢™.

Posta¢ modeli jest nastepujaca:

ElY]=exp(x;"B"), E[N,]1=E exp(x;"B"), (4)

gdzie B = (B, B, B, BN = (B, BNY...., BV sa wektorami efek-
tow statych; x"), x"” sg i-tymi wierszami macierzy odpowiednio modeli X i X,
natomiast £, oznacza ekspozycje na ryzyko (najczesciej czas trwania polisy). War-
tos¢ sktadki czystej wyznacza si¢ wtedy nastepujaco:

7 = E op(x("B") exp(x{ B (5)

Parametry modeli (4) szacuje si¢ osobno, wykorzystujac metode najwigkszej
wiarygodnosci.

Opisana powyzej praktyka zakladow ubezpieczen ma zastosowanie jedynie przy
zalozeniu niezalezno$ci wartosci szkody Y; od liczby szkod N, dla ryzyka. Odrzucenie
tego zalozenia wymaga modelowania lacznego rozktadu zmiennych Y, i N. Do jego
konstrukcji mozna wykorzystac¢ kopule.

3. Wykorzystanie kopuli do konstrukcji dwuwymiarowych
modeli z ciaglym i dyskretnym rozkladem brzegowym

Dwuwymiarowa kopula C:[0,1]x[0,1] —[0,1] jest to dystrybuanta wektora lo-
sowego (U,, U,), ktorego rozklady brzegowe sa jednostajne na przedziale [0,1]
(U, ~ Uni[0,1] oraz U, ~ Uni[0,1]). Szeroki obszar aplikacji kopuli wynika z twier-
dzenia Sklara [por. Sklar 1959]. W przypadku dwuwymiarowym twierdzenie to
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mowi, ze dla kazdej dwuwymiarowej dystrybuanty F x,x, wektora losowego (X, X))
z jednowymiarowymi dystrybuantami brzegowymi Fy i Fy istnieje dwuwymiaro-
wa kopula C taka, ze

Fye v, (x,%,) = C(F, (x), Fy (x,)): 6)

oraz odwrotnie, jezeli C jest kopula, to rownanie (6) okresla dwuwymiarowa dystry-
buante z dystrybuantami brzegowymi F i F . Twierdzenie to umozliwia dekom-
pozycje rozkladu dwuwymiarowego na rozktady brzegowe i kopule, a zatem daje
mozliwo$¢ oddzielnego modelowania rozktadow brzegowych i zalezno$ci migedzy
nimi (za pomocg kopuli).

W pracy kopula zostanie wykorzystana do konstrukcji dwuwymiarowego modelu,
w ktorym jedna brzegowa jest ciagla, a druga dyskretna. Zaktadajac, ze ciggta zmien-
na losowa Y oraz dyskretna N (przyjmujaca wartosci £ = 0,1,...) majag dystrybuanty
odpowiednio F, i F, a struktura zalezno$ci mi¢dzy nimi jest modelowana za pomoca
kopuli C z parametrem ¢, model ten przyjmuje posta¢ [Kramer i in. 2013]:

Fy v(0,k) = C(F, (1), Fy (k)| 0). (7

W czgsci empirycznej pracy rozwazano kopule nalezace do nastepujacych rodzin:
Gaussa, Claytona, Gumbela i Franka. Kazda z nich zalezy od parametru #, ktory mozna
wyrazi¢ za pomocg wspotczynnika 7-Kendalla (wtasnosci tych rodzin sg szczegotowo
omowione m.in. w nastgpujacych pracach: [Joe 1997; Nelsen 1999; Wanat 2012].

W analizie empirycznej (w szczegoélnosci do estymacji i predykeji) bedzie wy-
korzystywana faczna funkcja prawdopodobienstwa (gestosci/prawdopodobienstwa)
zmiennych Y i N zdefiniowana nastepujaco:

fy,N(y,k)=§P(Y<y,N=k)- ®)

Wykorzystujac kopule, funkcje te mozna przedstawi¢ w nastgpujacy sposob
[por. Krdmer i in. 2013]:

Ty (32K 10) = £, (W(D(F, (1), F (k) | ) = D, (Fy (1), Fy (k=1)|0)),  (9)
gdzie
0
D, (u,,u, | 0) =—C(u,,u, | 9), (10)
ou,
oznacza pochodng czastkowa kopuli C wzgledem pierwszej zmiennej dla u,,u, € (0,1).

4. Model regresyjny do estymacji skladki
czystej z zastosowaniem kopuli

W celu estymacji sktadki czystej z uwzglednieniem zalezno$ci pomiedzy liczba
szkdd i $rednig warto$cia szkody najpierw zgodnie z (7) skonstruowano nastepujacy
model dla polis z co najmniej jedna szkoda:
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Fy (k) = C(E, (v | 11,670, By (ki [ D)10), 3, >0, k=123, (11)

W modelu tym zatozono, ze:

— $rednia warto$¢ szkody dla i-tej polisy ma rozktad gamma Y, ~ Gamma (u,¢™)
z parametrem gz, = exp(x 'BY) uzaleznionym od regresoréw (X;,..., X)) oraz
parametrem dyspersji ¢ (takim samym dla wszystkich polis);

— liczba szkod dla kazdej polisy ma ucigty rozktad Poissona (zero-truncated Pois-
son) N, ~ ZTPois(4) z takim samym parametrem /;

— strukturg zalezno$¢ miedzy zmiennymi Y; a N, opisuje kopula C z takim samym
parametrem 6. .

Wektor parametréw tego modelu (B,¢"”,4,0) oszacowano, wykorzystujac

MNW 2z nastepujaca funkcja wiarygodnosci, wyznaczong w oparciu o tagczny roz-

ktad obu zmiennych:

L(yla'--:yn’kla'-->kn) = HfY,N(yi’ki | ﬂi9¢(Y)52’99), (12)
i=1

gdzie f, , przedstawiono za pomocg (9).

Nastepnie przyjeto, ze liczba szkod dla i-tej polisy ma rozklad Poissona
N ~ Pois(A) z parametrem A oszacowanym za pomocg modelu (11) (stowarzyszo-
ny z rozktadem ucigtym). Pozwolito to, zgodnie z wczesniejsza definicjg, wyrazic
sktadke czysta w nastgpujacy sposob:

7 = E[S;]= E[)]INIO] :Z[jyikifY,N(yi’ki |,ul.,¢(y),l,(9)dyi] (13)

Poniewaz powyzszy wzor ma skomplikowang posta¢, uniemozliwiajaca analityczne

wyznaczenie sktadki, zastosowano podejécie symulacyjne. W tym celu bezposred-

nio wykorzystano faczny rozktad f,  (v,,k; | 14, ¢, A,0), stosujac nastepujaca pro-

cedure: e

— oszacowano parametry (B",¢",1,6)

— dlakazdej polisy i wygenerowano s = 1000 wartosci (;,k; ), j =1,...,s z taczne-
go rozktadu f, v (,.&; | /1,4, A,0) okreslonego wzorem (9);

— wyznaczono wartosci sktadek 7, = éz Yk i=L..,n.
j=1

W celu zobrazowania dziatania powyzszej procedury rozwazono portfel polis AC
pochodzacy z zaktadu ubezpieczen dziatajacego na rynku polskim. Portfel zawiera
7000 polis, w tym 322 polisy szkodowe. Kazdemu ryzyku przypisano nastepujace
czynniki:
- ple¢ (X, X)),
—  wiek kierowey (X;,, X, , Xp3, Xpgy Xosy Xog)s
— rodzaj paliwa (X;,, X;,),
— podziat sktadki na raty (X, X,),
gdzie X oznacza j-tg realizacj¢ i-tego czynnika. Rozpatrywano cztery struktury za-
leznosci migdzy liczba szkod a $rednig wartosci szkody, modelowane odpowiednio
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Tabela 1. Wyniki estymacji

. Kopula:
Parametr Niezalezny

Gaussa Claytona Gumbela Franka
wyraz wolny 8,9636 8,9727 8,9974 8,9635 8,9822
mezczyzna 0,1725 0,1659 0,1498 0,1725 0,1592
wiek: 24-27 —0,0844 —-0,0922 -0,1447 —0,0844 —0,0983
wiek: 28-44 —-0,5123 —-0,5149 —-0,5207 -0,5122 -0,5192
wiek: 45-57 -0,4991 -0,5014 -0,5151 —-0,4991 -0,5075
wiek: 58-75 —-0,5010 -0,5135 -0,5576 -0,5009 -0,5304
wiek: 76+ —-1,3358 —1,4627 —-1,4619 -1,3360 —1,4643
disel 0,0601 0,0634 0,0695 0,0601 0,0662
sktadka na raty -0,1491 -0,1483 —-0,1485 -0,1491 -0,1484
/i 0,0877 0,0884 0,0924 0,0877 0,0914
¢?(Y) 2,6989 1,1121 1,1101 1,1121 1,1126
é - 0,0675 0,6666 1,0000 0,8427
kryt. AIC 6415 6282 6281 6282 6282

Zrédto: obliczenia whasne z wykorzystaniem pakietu {CopulaRegression} programu R.

Sktadka czysta przy zatozeniu niezaleznosci
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Rys. 1. Poréwnanie histograméw sktadki czystej w modelu z zalozong niezalezna strukturg zaleznos$ci

i strukturg modelowana kopulg Claytona

Zrédto: opracowanie whasne z wykorzystaniem pakietu {CopulaRegression} programu R.
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za pomocg kopuli: Gaussa, Claytona, Gumbela oraz Franka. Dla poré6wnania osza-
cowano model klasyczny, w ktérym zaktada si¢ niezalezno§¢ migdzy tymi wielko-
$ciami. Do obliczen wykorzystano pakiet {CopulaRegression} programu R. Wyniki
estymacji przedstawiono w tabeli 1.

Kierujac si¢ kryterium informacyjnym AIC, za najlepszy uznano model, w ktérym
struktura zalezno$ci modelowana jest kopula Claytona z parametrem 6 = 0,6666,
co odpowiada wspotczynnikowi t-Kendalla: 7 =0,2499. Przy jego pomocy osza-
cowano sktadki 7;. Ich rozktad przedstawia rysunek 1, na ktorym dla poréwnania
zamieszczono takze rozktad sktadek czystych uzyskanych przy zatozeniu niezalez-
no$ci miedzy liczba szkod a $rednig wartoscia szkody. Srednia wartos¢ sktadki 7l
wyniosta 525,23 PLN z odchyleniem standardowym 126,97 PLN, podczas gdy dla 7,
uzyskano $rednig 444,31 PLN i odchylenie standardowe 82,75 PLN. Przyktadowo,
dla mezczyzny w wieku 28-44 lat jezdzacego samochodem na benzyng i ptacacego
jednorazowo otrzymano sktadke czysta na poziomie 406,90 PLN (dla poréwnania
w niezalezno$ci wynosi ona 366,12 PLN).

5. Zakonczenie

W praktyce ubezpieczeniowej do szacowania sktadki czystej w masowych portfe-
lach ryzyk wykorzystuje si¢ modele GLM, w ktérych zaktada si¢ niezalezno$¢ mie-
dzy zmiennymi losowymi liczby szkod i wysokosci pojedynczych szkdd, co umozli-
wia ich osobne (niezalezne) modelowanie. Zatozenie to wydaje si¢ zbyt restrykcyjne
i dlatego w pracy przedstawiono alternatywny sposob, w ktorym stosujac podejscie
zaproponowane w pracy [Krdmer i in. 2013], skonstruowano taczny dwuwymia-
rowy rozktad dyskretnej zmiennej losowej modelujacej liczbe szkdd oraz cigglej
— modelujacej wysokos¢ $redniej szkody. Wykorzystujac to podejscie dla portfe-
la polis AC pochodzacych z zaktadu ubezpieczen dziatajacego na rynku polskim,
oszacowano cztery modele, w ktorych zaleznos¢ modelowano odpowiednio kopu-
la Gaussa, Claytona, Gumbela i Franka. Dla poréwnania oszacowano takze model
klasyczny, w ktorym przyjmuje si¢ niezalezno$¢ migdzy liczbg szkdd a wysokosciag
sredniej szkody. Biorgc pod uwage kryterium informacyjne AIC, modele, w ktorych
zatozono zalezno$¢, okazaly sie lepsze od modelu klasycznego, przy czym najlepiej
strukture zalezno$ci miedzy liczbg szkdd a $rednig wartoscig szkody w analizowa-
nym portfelu opisuje kopula Claytona.

Sktadki czyste wyznaczone na podstawie modelu z kopula Claytona sg przecigt-
nie wyzsze 1 bardziej zroznicowane od sktadek wyznaczonych za pomocg modelu
klasycznego. Sugeruje to, ze stosowany przez zaktady ubezpieczen klasyczny model
GLM przecigtnie nie doszacowuje sktadki czystej, co oczywiscie moze wptywac
na niewlasciwa wycene ryzyka polisy i kalkulacj¢ sktadki brutto na niewtasciwym
poziomie.

Na zakonczenie nalezy dodac, Ze niniejsza praca przedstawia wyniki wstepnych
badan nad wykorzystaniem kopuli w szacowaniu sktadki czystej z wykorzystaniem
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modeli GLM. Kolejne etapy bedg skoncentrowane na analizie stusznosci ,,przeniesie-
nia” parametru ucigtego rozktadu Poissona modelujacego liczbe szkod polis szkodo-
wych na rozktad Poissona modelujacy liczbe szkdd wszystkich polis oraz stusznosci
zatozenia takich samych struktur zaleznosci migdzy liczbg szkdd i wysoko$cig $redniej
szkody dla polis szkodowych i wszystkich w portfelu.

Podzigkowanie

Publikacja zostata dofinansowana ze srodkow przyznanych Wydziatowi Zarzqdzania
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