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Wstep

W latach 60. ubiegtego wieku E. Marczewski zaobserwowal zwiazek
miedzy liniowa niezalezno$cia wektorow oraz teoriomnogosciowa nieza-
leznoscig zbioréw. Starajac sie uja¢ oba te pojecia w jeden wspdlny
schemat, zaproponowal pojecie niezaleznosci zdefiniowane dla dowolnej al-
gebry ogolnej i nazwane pozniej M-niezaleznoscia. Pojecie to, rozwazane
w odpowiednich algebrach, dato szereg uprzednio zdefiniowanych rodza-
jow niezaleznosci. Oprocz wyzej wspomnianych, takze niezaleznosé linio-
wa punktow lub liczb, niezaleznosé algebraiczng w teorii grup abelowych,
niezalezno$¢ algebraiczna w teorii liczb (lub ogdlniej, w teorii rozszerzen
cial), niezaleznosé¢ wielomianéw, niezaleznosé funkeji ciagtych, niezaleznosé
logiczng aksjomatow i wiele innych.

W schemacie M-niezaleznosci nie udato si¢ jednak zawrze¢ wielu
waznych pojeé¢, miedzy innymi niezaleznosci ze wzgledu na operator domk-
niecia, niezaleznodci stochastycznej oraz niezaleznosci zdefiniowanych przez
J. Schmidta, S. Swierczkowskiego i G. Grétzera. W 1966 roku E. Mar-
czewski zauwazyl, ze pojecia te mozna wyrazi¢ w jezyku odwzorowan
i rozszerzen do homomorfizméw i przedstawil bardziej ogdlny schemat
zwany niezaleznoscia wzgledem rodziny odwzorowan, badz krécej (Q-nieza-
leznoscig. Niniejsza praca jest poswiecona badaniu ()-niezaleznosci w al-
gebrach Stone’a oraz w pewnych algebrach nietgcznych. Rozdzial pierw-
szy zawiera podstawowe definicje i wtasnosci rodzin zbioréw
(-niezaleznych. twierdzenie 1 dotyczy algebr, w ktérych wérod dziatan
termowych wystepuje retrakcja. Przedstawiono w nim zwiazek miedzy
(Q-niezalezno$cig w danej algebrze a niezaleznoscig w jej retrakcie i klasach
abstrakcji generowanych przez kongruencje indukowang przez retrakcje.

W rozdziale drugim badane sg rodziny zbioréw @)-niezaleznych w al-
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gebrach Stone’a, w oparciu o trojkowsa reprezentacje tych algebr. Szkielet
algebry Stone’a, bedacy rowniez jej retraktem, jest algebra Boole’a, a kaz-
da klasa abstrakcji kongruencji Glivenki, tozsamej z kongruencja indukowa-
ng przez retrakcje, jest krata dystrybutywna. W zwiazku z tym, w pa-
ragrafie 2.2, dotychczasowe rezultaty badan zbiorow ()-niezaleznych w
kratach dystrybutywnych uzupetnione zostaly o charakterystyke rodzin
S, Sy, G oraz I-niezaleznych w tych algebrach. Natomiast paragraf
2.3 to krotki przeglad wynikéw badan nad ()-niezaleznoscia w algebrach
Boole’a. Twierdzenie 8 podaje warunek konieczny i dostateczny na to,
aby podzbiér pewnej klasy abstrakeji kongruencji Glivenki byt Sy i Aj-nie-
zalezny w algebrze Stone’a. Twierdzenie 10 charakteryzuje rodzine zbiorow
t-niezaleznych w algebrze Stone’a. W twierdzeniach 11 i 12 zawarte
sg warunki konieczne dla M, I, S, Sy oraz A;-niezalezno$ci zbioru w
rozwazanej algebrze.

W rozdziale trzecim zdefiniowane zostato pewne uogoélnienie pétgrup
i grup przemiennych, mianowicie grupoidy i quasigrupy *-taczne. Al-
gebry te w zbiorze swych dziatan fundamentalnych zawieraja inwolucje.
W rozdziale tym podano réwniez podstawowe wlasnosci grupoidéw *-tacz-
nych oraz ich zwiazki z potkratami (twierdzenia 14 i 15). Twierdzenia
16 i 17 opisujg dziatania termowe w przemiennych poétgrupach *-tgcz-
nych, ktére spetniajag istotna role w badaniu Q)-niezaleznosci. Wyrédzniona
zostalta réwniez pewna klasa grupoidéw *-tacznych, ktorych retraktem sa
potkraty. Wstepem do badania )-niezaleznosci w tych algebrach jest
paragraf 3.3 zawierajacy oprocz wynikéw dotyczacych M i t-niezaleznosci
w poétkratach takze opis rodzin zbioréw S, Sy, G oraz I[-niezaleznych.
W paragrafie 3.5 podane zostaly ogodlne wtlasnosci i opis dzialan ter-
mowych w quasigrupach *-tacznych.



Rozdzial 1
Q-niezaleznos$é¢ - definicje i wtasnosci

1.1. M-niezaleznosé

Dla danej algebry A = (A; F) oznaczmy przez T™(A) (n = 1,2, ...)
rodzine wszystkich n-argumentowych dziatan termowych algebry A, to
znaczy najmniejszy ze wzgledu na inkluzje zbior spetniajacy warunki:

i) pr € T™(A), (rzutowania pl'(z1, Ty, ..., x,) = 75, dlai=1,2,....n, sa
n-argumentowymi dzialaniami termowymi);

i) jesli g1,92,...,95 € T™(A) oraz f € F jest k-argumentowym dzia-
laniem fundamentalnym, to f(gl7927 ey G ) (X1, Ty oy ) =
= f(g1(z1, T2, o0y 0), oy Gr(T1, T2y ooy 1)) € T (A).

Przez T(O(A) oznaczmy zbiér wszystkich statych algebraicznych, trak-
towanych jako nularne dziatania termowe algebry A.

Standardowa terminologie i oznaczenia dla podstawowych poje¢ al-
gebry uniwersalnej mozna znalez¢ w [4] oraz [26].

Niech A = (A; F') bedzie algebra. Niepusty zbior X C A nazywamy
M-niezaleznym (X € Ind(A, M)), jesli

(a) (Vn € N,n < card(X)) (Vf,g € T™(A)) (Vai,...,a, € X)

£
[flay,...,a,) =g(ay,...,a,) = f=g (wA)

lub réwnowaznie

(b) (Vn € N,n < card(X)) (Vf,g € T™(A)) (Vp: X — A)
Vay,....,a, € X) [f(a1,...,a,) = g(a1,...,a,) =
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f(par),....plan)) = g(p(ar), ..., plan))];
(c) (Vpe A¥) (3pe Hom((X)a,A)) [Plx =p];

(d) (X)a jest K-wolna algebra, K-wolno generowana przez X, gdzie
K = {A} (lub K = HSP{A} co oznacza, ze jest rozmaitoscia gene-
rowana przez A).

1.2. Q-niezaleznosé

Niech A = (A; F) bedzie algebra oraz ) # X C A. Przyjmujemy
nastepujace oznaczenia:
Qx CAY={p|p: X — A},

Q(A) =Q =U{Qx | X C A},
Hy(A) = {p e AX | 3p € Hom((X)a,A), plx = p}.

Zbiér X nazywamy niezaleznym wzgledem rodziny odwzorowan ()

lub krétko Q-niezaleznym (X € Ind(A,Q)), jesli
QNAX C Hx(A)
lub réwnowaznie

(Vp € Qx) (Vn < card(X)) (Vf,g € T™(A)) (Vai,...,a, € X)
[f(ay,...,a,) =glal,...,a,) = f(plar),...,pla,)) =
g(p(ar), . ... p(an))]-

Przyjmujac w miejsce ) rézne rodziny odwzorowan, otrzymujemy
wiele uprzednio zdefiniowanych pojeé¢ niezaleznodci.
Przyklady:

1) Q = M = |J{A¥ | X C A}, M-niezaleino$é zdefiniowana przez
E. Marczewskiego w [32], czasem nazywana niezaleznoscig algebraiczna.
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2) Q=8 =U{{(X)X | X C A}, S-niezalezno$é zdefiniowana przez
J. Schmidta w [41] jako tak zwana niezaleinosé lokalna.

3) Q =Sy =U{X¥* | X C A}, Sp-niezaleznosé wprowadzona przez
S. Swierczkowskiego w [44] pod nazwa, stabej niezaleinosci.

4) Q= A = U{flx | f € TV(A),X C A}, Aj-niezaleinosé zdefi-

niowana przez K. Glazka w [18].

5) Q=G =U{plx | p€ A% jest zmniejszajace, X C A}, G-niezaleinosé
wprowadzona przez G. Gritzera w [24] jako tak zwana sltaba nieza-
leznosé. Odwzorowanie p nazywamy zmniejszajgeym, jesli

(Vf.g € TW(A)) (Va € A) [f(a) = g(a) = f(p(a)) = g(p(a))]-

6) Q=1=U{p|pe A* réznowartosciowe, X C A}, I-niezaleinosé
wprowadzona przez K. Glazka w [18] jako R-niezaleznosé.

Inny rodzaj niezalezno$ci, tak zwana t-niezalezno$é, zostat zdefi-
niowany przez J. Ptonke i W. Poguntke w [39].

Zbiér X C A nazywamy t-niezaleznym w algebrze A = (A; F),
jesli dla kazdych parami réznych elementéw aq,...,a, € X oraz kazdego
n-argumentowego dzialania termowego f nie bedacego rzutowaniem, za-
chodzi f(ay,...,a,) # a; dla wszystkich i = 1,...,n. Przez Ind;,(A) oz-
naczamy rodzing wszystkich ¢-niezaleznych zbioréw algebry A.

Wiadomo (por. [18]), ze Ind(A, M) C Ind,(A) dla dowolnej alge-
bry A = (A; F). Zatem istnieje pewna rodzina odwzorowan @Q(A) taka,
ze Ind;(A) = Ind(A,Q(A)). Problem zdefiniowania w jednolity sposéb
takiej rodziny @, ze dla dowolnej algebry zachodzi Ind,(A) = Ind(A, Q),

pozostaje nadal otwarty.
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1.3. Wtlasnosci pojecia Q-niezaleznosci

Nastepujace wlasnosci rodzin zbioréw (Q-niezaleznych w dowolnej
algebrze A = (A; F) zostaly podane w pracy K. Glazka [I8]:

Ind(A, M) C Ind(A, Q) dla wszystkich Q C M,
Ind(A,S) C Ind(A, Sy) oraz Ind(A,S) C Ind(A, Ay), (1.1)

(Va € A) [{a} € Ind(A,S) & {a} € Ind(A, Ay) |,

(Va € A) [{a} € Ind(A, 1) & {a} € Ind(A, M)], (1.2)
(Va € A) [{a} € Ind(A, Sy) U Ind(A,G) ], (1.3)
(VX CA) [ X €Ind(A,G) = X\TOA) € Ind(A,G) . (1.4)

Przedstawimy teraz zwiazek miedzy pewnymi rodzajami ()-niezalez-
noéci w danej algebrze oraz jej reduktach.

Fakt 1. Niech A = (A; F) bedzie algebrg, X C B C A oraz F' C F.
Jesli B' = (B; F') jest podalgebrq reduktu (A; F') algebry A, to

X € Ind(A,Sy) = X € Ind(B', Sp). (1.5)
Ponadto, jesli B = (B; F) jest podalgebrq algebry A, to
X € Ind(A,Q) & X € Ind(B,Q) dla Q=S5,S lub A.  (L6)

Dowéd Niech X € B C Aoraz X € Ind(A, Sy). Wezmy dwa n-argumen-
towe dzialania termowe fi, fo w redukcie (A, F') takie, ze fi(aq,...,an) =
fa(ay, ..., a,) dlapewnych ay, ..., a,, € X, n € N. Dzialaniom tym odpowia-
dajg dwa termy, ktére moga by¢ rowniez realizowane w algebrze A jako
dziatania termowe f3, f; € T™(A). Zatem f3(ay, ..., a,) = fi(ay, ..., a,) =
falay,...,an) = falay,...,a,). 7Z zalozenia mamy f3(p(ai),...,p(a,)) =
fa(p(ay), ..., p(a,)) dla dowolnego p : X — X. Oczywiscie p(a;) € X C B
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(1 = 1,...,n), co implikuje fi(p(a1),....,p(an)) = fo(p(ar),...,p(an)). W
konsekwencji X € Ind(B’,S)).

W przypadku, gdy B jest podalgebra algebry A, implikacja (1.5)
zachodzi takze dla S oraz Aj-niezalezno$ci, poniewaz dla dowolnego od-
wzorowania ¢ : X — (X)g lub ¢ = fo|x (fo € TW(A)) mamy ¢(a;) € B.

Przypusémy teraz, ze X € Ind(B,Q) dla Q = S,Sy lub A; oraz
f5(b1,...,bn) = fe(by,...,b,) dla pewnych f5, fs € T™(A), ay,...,a, € X.
Poniewaz B jest podalgebra, wiec f;(a1,...,a,) € B oraz fi|gp € T™(B)
dla i = 5,6. Zatem dla dowolnego p € X¥, p € (X)3 = (X)p lub p =
folx, fo € TW(A) otrzymujemy f5(p(a1), .., p(an)) = fo(p(ar), .., plan)),
co konczy dowdd. |

Rodzina zbioréw J jest dziedziczna, gdy dla kazdego zbioru X C A
spetniony jest warunek X € J = (VY C X)[Y € J].

Rodzina Ind(A, Q) jest dziedziczna dla @ = M, S, Sy, G, A; oraz I.
Wtasnos¢ dziedzicznosci posiada réwniez rodzina zbiorow t-niezaleznych.

Podamy teraz pojecie rzedu elementu wprowadzone przez G. Gratze-
ra w [24]. Niech K bedzie klasa algebr podobnych, A = (A; F) € K oraz
a € A. Odwzorowanie e} +— a posiada jednoznaczne rozszerzenie do
homomorfizmu h z algebry terméw jednej zmiennej T (K) klasy K w
algebre A. Relacje kongruencji indukowana przez h (jadro homomorfizmu
h) oznaczamy O(a) i nazywamy rzedem elementu a. Element a nazywamy
beztorsyinym, jedli O(a) = w (= {(f, f) | f € TO(K)}).

Z rezultatu G. Gréatzera przedstawionego w pracy [24] wynika, ze

(Vae X CA)[O(a) =w| = [X € Ind(A,G) & X € Ind(A, M)].
(1.7)

1.4. Retrakty a Q-niezaleznosé

Podamy teraz pewne ogdlne wtasnosci rodzin zbioréw (Q-niezaleznych
dla algebr, w ktorych wérod dziatan termowych wystepuje retrakcja.
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Przypomnijmy, ze odwzorowanie g nazywamy retrakcjq algebry A =
(A; F), gdy g € End(A) oraz g(g(x)) = g(z) dla kazdego x € A. Zbiér
g(A) nazywamy retraktem algebry A. Oczywiscie g(A) = (g(A); F') jest
podalgebra algebry A. Klasg¢ abstrakcji kongruencji indukowanej przez g
jednoznacznie wyznaczong przez dowolny element a nalezacy do retraktu
oznaczmy przez

F,={r e Al g(x) = g(a) = a}.
Jesli Q = G lub Ay, to

(VX C A) (Vae X Ng(A)) (Vp € @x) [p(a) € g(A)].  (1.8)

Zauwazmy, ze w przypadku rodzin S i Sy whasnos$é (1.8) zachodzi, gdy
X Cg(A).

Udowodnimy teraz nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 1. Jesli w algebrze A = (A; F) istnieje istotnie unarne
dzialanie termowe g # e} bedqgce retrakcjq, to

(a) (Va€ A)lac€g(A) = {a} ¢ Ind(A,I)U Ind;(A)];

(b) (VX CA)[X €IndlA,Q) = g(X) € Ind(g(A),Q)] dla Q =M

lub Ay;

() (VX C g(A)) [X € Ind(g(A),Q) = X € Ind(A,Q)] dia Q

Ay, S, Sy lub G;

(d) (Va,be A) [g(a) = g(b) = {a,b} ¢ Ind(A, I)];

(e) (Va,b,ce A)[g(a) = g(b) # g(c) = {a,b,c} ¢ Ind(A, S)];

(f) (VX C A) [X € Ind(A,S) = [X N g(4) =0 v X Cg(A)].
Dowéd
(a) Przypusémy, ze a € g(A). Wowcezas ef(a) = a = g(a). Zgodnie z
zalozeniem e} # g € TM(A), a stad {a} ¢ Ind(A, M). Wobec wlasnosci
(1.2), mamy rowniez {a} ¢ Ind(A, I), natomiast z definicji ¢-niezaleznosci
wynika, ze {a} ¢ Ind,(A).

(b) Niech fi(ay,...,a,) = falay,...,a,) dla pewnych fi, f, € T™W(A)
ay, ..., an, € g(X). Oczywiscie a; = g(b;) (i =1, ..,n) dla pewnych by, ..., b
X. Zatem fi(g(b1), ..., g(bn)) = fo(g(b1), ..., g(bn)), astad g(f1 (b1, ..., bn)
9(fabr, ..., 0,)) oraz g(f1), §(f2) € T™ (A)

N m =

)
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Jedli przyjmiemy, ze X € Ind(A, M), to g(f1) = g(f2) w algebrze A.
Zatem g(f1)(c1,...,cn) = g(f2)(c1, .., ¢,) dla dowolnych ¢y, ..., ¢, € g(A).
Poniewaz ¢; = g(¢;) (i = 1,..,n), wiec fi(c1,...,cn) = fo(c, ..., ), czyli
fi = fo w g(A). Wobec tego g(X) € Ind(g(A), M).

Zaktadajac, ze X € Ind(A, Ay) otrzymujemy g( f1(p(a1),...,p(a,))) =
= g(f2(p(ar), ...,p(a,))) dla kazdego p = folx, fo € TW(A). Zatem

filg(p(ar)), .., g(plan))) = fi(p(g(ar)), ..., p(g(an))) = f1(p(br), ..., p(bn)) =
=fa(p(b1), ..., p(bn)), w konsekwencji g(X) € Ind(g(A), Ay).

(c) Zalézmy teraz, ze g(A) 2 X € Ind(g(A),Q) dla Q = A;,S,Sy lub
G oraz p € Q N AX. Zgodnie z wlasnodcig (1.8) mamy p : X — g(A).
Ponadto g jest retrakcja, wigc (X)a = (X)ga). Zatem, z zalozenia, od-
wzorowanie p mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu p: (X)a — g(A) C A.
A stad X € Ind(A, Q).

(d) Przyjmijmy, ze g(a) = ¢(b). Zdefiniujmy dwa binarne dzialania
termowe f3(x,y) = g(x) i fa(z,y) = g(y). Poniewaz, z zalozenia, g nie
jest dziataniem stalym, wobec tego g(c¢) # g(a) dla pewnego ¢ € A.
Rozwazmy réznowartosciowe odwzorowanie p; : {a,b} — A zdefiniowane
przez réwnosci pi(a) = a, p1(b) = ¢. Mamy zatem f3(a,b) = g(a) =
gb) = fula,b), a takie fa(pi(a). (b)) = g(pi(a)) = gla) # glc) =
g(p1(D)) = fa(pi(a),p1(b)). Oznacza to, ze {a,b} ¢ Ind(A,I).

(e) Niech g(a) = g(b) # g(c). Rozwazmy nastepujace dziatania termowe
fs(z,y,2) = g(x), fe(x,y,2) = g(y) oraz odwzorowanie py : {a,b,c} —
{a,b,c} takie, ze pa(a) = a,pa(b) = pa(c) = c. Otrzymujemy wowczas
f5(a,b,c) = g(a’) = () (a’ab7c>' Lecz f5(p2(a),p2(b),p2(c)) =
9(p2(a)) = gla) # g(c) = g(p2(b)) = Jo(pa(a), p2(b), pa(c)), a w kon-
sekwencji {a, b, c} ¢ Ind(A, Sp).

(f) Zatézmy, ze X € Ind(A,Sy) oraz a € X Ng(A), b € X. Rozwazmy
dziatania termowe f3(z,y) = g(z), e¥(z,y) = x (oczywidcie f3 # €?)
oraz odwzorowanie p3 : X — X dane wzorem p(x) = b. Oczywis-
cie fz(a,b) = gla) = a = €2(a,b). 7Z Sy-niezaleznosci otrzymujemy
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p3(b)) = €2(ps(a),ps3(b)). Stad f3(b,b) = e3(b,b), co implikuje

f ),
b. Zatem b € g(A), czyli X C g(A). [ |

3(ps(a
g(b) =



Rozdzial 2

Q-niezaleznos¢ w algebrach Stone’a

2.1. Podstawowe pojecia i fakty dotyczace algebr Stone’a

Dla dowolnej kraty (L;V, A) z najmniejszym elementem 0 (lub ogél-
niej A-pétkraty z zerem) mozna zdefiniowaé pseudodopehienie elementu
a € L jako najwiekszy element a* spelniajacy rownosé

aNa* =0, (2.1)
czyli element taki, ze
Vzel)janz=0<z<a". (2.2)

Krate (lub odpowiednio A-poétkrate) nazywamy krata (lub pétkrata)
z pseudodopetieniem, gdy kazdy jej element ma pseudodopeinienie. Z
definicji pseudodopetnienia wynika, ze sa one okre$lone jednoznacznie.
Zatem przyporzadkowanie x — x* mozna traktowaé jako dziatanie pod-
stawowe, a algebre (L;V,A,*,0,1) z dwoma dziataniami binarnymi, jed-
nym unarnym i z dwoma statymi (traktowanymi jako dziatania zero-argu-
mentowe) nazywamy algebrg pseudokomplementarng (lub p-algebrg).

Po raz pierwszy kraty i poétkraty z pseudopetnieniami rozwazat V. Gli-
venko w 1929 roku w pracy [15], a nastepnie G. Birkhoff w 1933 roku w
pracy [3]. Dalszy rozwdj teorii takich algebr byl wynikiem rozwiazania
w 1957 roku przez G. Grétzera i E. T. Schmidta w pracy [27] problemu
postawionego przez M. H. Stone’a (por. G. Birkhoff [2], Problem 70).

Dystrybutywne algebry pseudokomplementarne tworza wazne klasy
algebr rownosciowo definiowalnych. Dystrybutywna krata algebraiczna,
krata ideatow dystrybutywnej kraty z zerem, krata kongruencji dowolnej
kraty, algebra Boole’a sa przyktadami p-algebr.



16 Rozdzial 2. Q-niezaleznosé w algebrach Stone’a

Rozwazajac dystrybutywna p-algebre (L; V, A,*, 0, 1) spelniajaca wa-
runek

" Vo =1 (dla wszystkich 2 € L) (2.3)

otrzymujemy uogélnienie algebry Boole’a zwane algebrq Stone’a.

W 1970 roku K. B. Lee udowodnil, ze klasy rownosciowe p-algebr
dystrybutywnych tworza tancuch, ktérego najmniejszym, nietrywialnym
elementem jest klasa algebr Boole’a, a kolejnym klasa algebr Stone’a. Jest
ona réwnos$ciowo definiowana przez réwnosci definiujgce klase dystrybu-
tywnych krat ograniczonych, réwnosé¢ (2.3) oraz

rAx™ =z, (2.4)

z* VvVt =1. (2.5)

W latach pdzniejszych algebry Stone’a z ograniczonym zbiorem ges-
tym znalazty szereg zastosowan, miedzy innymi w badaniu algebr zdarzen
warunkowych (por. [13]) oraz zbioréw przyblizonych (por. [30], [40]).

Szczegoblnie pomocnym narzedziem do badania struktury algebr Sto-
ne’a jest trojkowa reprezentacja przedstawiona przez C. C. Chena oraz
G. Gritzera w [0].

W strukturze tej wazna role spetnia zbiér gesty:

D(L)={xz € L|z* =0}
oraz szkielet

S(Ly={x€ L|z™ =z}
nazywany czasem centrum algebry i oznaczany przez C(L) lub B(L).
Algebra S(L) =(S(L); V, A\,*,0,1) jest podalgebra algebry Stone’a, bedaca
réwniez algebra Boole’a. D(L) = (D(L); V, A, 1) jest krata dystrybuty-
wna z najwiekszym elementem 1. D(L) jest filtrem kraty L.

Niech F(D(L)) oznacza rodzine wszystkich filtrow kraty D(L). Zwia-
zek miedzy S(L) i D(L) okreslony jest przez homomorfizm ¢y, : S(L) —
F(D(L)) zdefiniowany ¢ (a) = {x € D(L) | z > a*}. Tréjka (S(L), D(L),

¢r) charakteryzuje algebre Stone’a z doktadnoscia do izomorfizmu.
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Latwo zauwazy¢, ze dziatanie termowe g(z) = x** jest retrakcja alge-
bry L, a S(L) = g(L) jej retraktem. Jadro tego homomorfizmu oznaczamy
przez 0 i nazywamy kongruencjq Glivenki:

(x,y) € 2" =y (2™ =y™). (2.6)

Wiadomo, ze L/ jest algebra izomorficzna z S(L) oraz [1], = D(L).
Kazda 6#-klasa zawiera dokladnie jeden element z S(L), ktory jest naj-
wiekszym elementem w danej klasie. Dla a € S(L), zdefiniujmy zbior
lalg = F, ={x € L | 2** = a}. Wéwczas F, = (F,;V, A\, a) jest krata dys-
trybutywna z najwigkszym elementem a. Jest to podkrata kraty dystry-
butywnej z jednoscia Ly = (L; V, A, 1). Zdefiniujmy funkcje ¢ : L — D(L)
nastepujaco:

o(z) =xVa (2.7)

Wowcezas ¢|g, jest izomorfizmem kratowym F, na ¢ (a) dla kazdego a €
S(L). Mamy zatem:
o(r)=1<xze€ S(L). (2.8)

Korzystajac z faktu, iz wéréd dziatan termowych algebry Stone’a
wystepuje retrakcja, mozemy do badania zbioréw ()-niezaleznych w tej
algebrze zastosowac¢ fakt 1 i twierdzenie 1. W tym celu opiszemy naj-
pierw rodziny zbiorow (Q-niezaleznych w kratach dystrybutywnych oraz
algebrach Boole’a.

2.2. (Q-niezalezno$¢ w kratach dystrybutywnych

Przypomnijmy (por. [35] i [33]) opis dziatan termowych w kratach
dystrybutywnych. Niech Lp = (L;V,A) bedzie krata dystrybutywna.
Dla kazdego n-argumentowego dziatania termowego f algebry Lp istnieje
doktadnie jedna rodzina P podzbioréw zbioru {1,...,n} nieporéwnywal-
nych ze wzgledu na inkluzje zbiorow taka, ze

f@r, ) = fp(rr,r) = \/ N\ ;. (2.9)

UEeP jeU
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Rezultaty otrzymane przez G. Szdsza oraz E. Marczewskiego (por.
[43] i [35]) daja opis M-niezaleznosci w kratach dystrybutywnych.

Twierdzenie 2. Niech (L;V,A\) bedzie kratg dystrybutywng. Wowczas
X C L jest M-niezalezny wtedy 1 tylko wtedy, gdy

AN ANem£di V... Vd, (2.10)

dla kazdych parami réznych cy,...,Ccp,dy, ..., d, € X. U

Korzystajac z powyzszego twierdzenia otrzymujemy:

Twierdzenie 3. Niech Lp = (L;V,A) bedzie kratq dystrybutywng (bez
statych). Wowczas
Ind(Lp, M) = Ind(Lp, Q), gdzie @ = S, Sy, G, I.

Dowéd Na mocy (1.1) wystarczy udowodni¢ inkluzje O. W tym celu
przypusémy, ze X ¢ Ind(Lp, M). Korzystajac z twierdzenia 2 otrzymu-
jemy ciA...Acy, < dyV...Vd, dla pewnych, parami réznych ¢y, ..., ¢, dy, ...y
d, € X. Zatem mamy (ciA...Acp)A(d1V...Vdy) = 1 A...ACp,. Rozwazmy
nastepujace dziatania termowe: f(z1,..., Zpman) = (L1 A AZp) A (Tpi1 V
oV Tpan) 012Z G(T1, ooy Tongn) = L1 A oo A Ty

Na poczatek zaldozmy, ze X € Ind(Lp,Sy) oraz rozwazmy odw-

zorowanie p : X — X zdefiniowane nastepujaco:

cq dlax=c¢(i=1,..,m);
plr)=<d dlaz=d; (j=1,..,n);

xr  w pozostatych przypadkach.
Biorac pod uwage definicje dziatan f i g mamy f(cq,...,Cm,dy, ..., dy) =
=g(c1y ...y Cm, d, ..., dy) Oraz, na mocy Sp-niezaleznosci,
fp(er), .o plem), p(dr), o, p(dn)) = g(p(c1), - pcn), p(d), ..., p(dn)).
Stad ¢; A dy = ¢1. Przyjmijmy teraz fi(x1,x2) = x1 A 22, g1(21,22) = 11
oraz pi(c1) = dy, pi(d) = ¢1, pi(x) = x dla x # ¢,dy. Wowcezas

mamy fi(c1,di) = gi(ci,di) oraz fi(p(ci),p(dr)) = gi(p(c1),p(dyr)). Za-
tem d; A ¢; = di, a w konsekwencji ¢; = dy, sprzeczno$¢. Reasumujac
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Ind(Lp, M) = Ind(Lp, Sy) oraz Ind(Lp, M) = Ind(Lp, S), dzigki wlas-
nosci (1.1).

Przypusémy teraz, ze X € Ind(Lp,I). Rozwazmy odwzorowanie
p: X — L dane wzorami:
caaV..Ve¢, dai=1, )N Nd, dlai=1,
. i, P d, dlai£1,
pa(x) =x dlax # ¢, dj;i=1,...,m; j =1,...,n. Latwo wykaza¢, ze odw-

p2(Ci) =

zorowanie to na zbiorze [-niezaleznym jest roznowarto$ciowe. Dla dziatan
uprzednio zdefiniowanych mamy zatem

FB2(e1), o PaEm)s P2(dh), oo D2(dn)) = (P3(e1), s P ), Pa(d), o
pa(dy)). Co prowadzi do (ca A ... Acp) A(daV ...V dy) =ca Ao Acp. Po
k liczbie podobnych krokéw (k = max{m,n}) uzyskamy c,, A d,, = cp,.
Wykorzystujac roznowartosciowe odwzorowanie ps zdefiniowane nastepu-
jaco: p3(cm) = dy, p3(dy) = cm, ps(z) = = dla x # ¢, d,, otrzymamy
Cm = d,,, wbhrew zatozeniu.

Poniewaz w algebrze Lp nie ma elementéw M-samozaleznych, mamy
rowniez Ind(Lp, M) = Ind(Lp, G) (por. [18]). [ |

Oczywiscie Ind(Lp, A;) = 2%, poniewaz w kracie dystrybutywnej
jedynym dzialaniem jednoargumentowych jest dziatanie tozsamosciowe.

Badaniem t-niezaleznosci w kratach dystrybutywnych zajmowali sie
J.Plonka i W. Poguntke w pracy [39].

Twierdzenie 4. NiechLp = (L;V, A\) bedzie kratg dystrybutywng. Wow-
czas zbior X C L jest t-niezaleiny w Lp wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych parami roznych aq, ..., a, € X zachodzi:
aq ﬁ a V...Va, oraz ay /\ ... \ a, $ aj.
O

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze rodziny zbiorow M-niezaleznych
i t-niezaleznych w kratach dystrybutywnych nie pokrywaja sie.
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W algebrach Stone’a kazda 6-klasa jest krata dystrybutywna z ele-
mentem maksymalnym, sformulujmy zatem nastepujacy wniosek z twier-
dzenia 2 oraz 3:

Whniosek 1. Niech L. = (L;V, A\, c) (¢ = 0,1) bedzie kratg dystrybutywnag
z najwiekszym elementem 1 lub nagmniejszym elementem 0. Jesli X C L,
to dla Q@ = M, S lub I nastepujace warunki sg rownowazne:

() X € Ind(L., Q) lub X = {c};

(ﬁ) X € Ind(LmSO);

(v) X\A{c} € Ind(L, G);

(6) a1 NiNey £ di V...V d, dla kaidych cy, ..., ¢, dy, ..., dy, parami

roznych elementow zbioru X.

2.3. ()-niezaleznos¢ w algebrach Boole’a

Przypomnijmy opis dziatan termowych w algebrach Boole’a. Niech
2 = x, 2 = 2 . W algebrze Boole'a B = (B;V,A,*,0,1) zdefi-
niujmy atom ze wzgledu na elementy 1, ...,r, € B indeksowany ciagiem
(11, ..y in), gdzie i € {0,1} (k= 1,...,n; n € N), nastepujaco:

n

- ik

AGy i) (@1, oy ) = /\ k.
k=1

E. Marczewski w pracy [33] udowodnit, ze dziatania postaci
AJ((L’l,...fL’n) = \/ A(il,...,in)(xla ...,.Z‘n),
(i1,...,in)€J

dla dowolnej rodziny J C {0,1}" (Ag(xy,...,x,) = 0) tworza zbidr wszys-
tkich n-arnych dziatan termowych algebry B.
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E. Marczewski zbadal réowniez M-niezaleznos¢ w algebrze Boole’a
(por. [33]). Przypomnijmy ten rezultat.

Twierdzenie 5. Niech B = (B;V,A\,*,0,1) bedzie algebrg Boole’a oraz
X C B. Wowczas X € Ind(B, M) wtedy i tylko wtedy, gdy

A(il ----- in)(a17 ey an) # 0

dla kazdego (iy,...,1,) € {0,1}" @ kazdych parami réznych ay, ...,a, € X.
]

Dla tych algebr zbadane zostaty rowniez inne rodzaje niezaleznosci
(K. Glazek, [18]). W algebrze Boole’a B mamy nastepujace opisy rodzin
zbioréw (-niezaleznych:

Ind(B, M) = Ind(B, S) = Ind(B, Sy) \ {{0},{1}} = Ind(B,I) oraz

X € Ind(B,G) < X \ {0,1} € Ind(B, M).

Ponadto K. Golema-Hartman w [22] udowodnita, ze:
X € Ind(B) & X € Ind(B, M).

Przypomnijmy réowniez opis A;-niezaleznosci (K. Gtazek, [18]).

Twierdzenie 6. Niech B = (B;V,A\,*,0,1) bedzie algebrg Boole’a oraz
X C B. Wéwczas X € Ind(B, Ay) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
ai, ...,a, € X spelnione sq nastepujace warunki:

(@) Awp,..0)(a1;...,an) # 0;

(B) Agy,iy (@1, oy a) = 0= Aq_yy -4y (ai, ..., a,) = 0. O

77777

2.4. ()-niezaleznos¢ w algebrach Stone’a dla zbioréw jedno-
i dwuelementowych

Wszystkie omawiane przez nas rodziny zbioréw niezaleznych sa dzie-
dziczne, zatem badanie zbioréw niezaleznych rozpoczniemy od zbioréw
jednoelementowych.
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Odnotujmy najpierw, ze 0 i 1 sa jedynymi nularnymi, natomiast x,
x*, o™, x V' sg jedynymi unarnymi dziataniami termowymi w algebrze
Stone’a. Mamy zatem

Lemat 1. Wszystkie unarne rownosci w algebrze Stone’a mozna zreduko-
wac do czterech nastepujgcych typow:

r=0,z=1,2"=0 i 2" ==x.

Dowdéd Rozwazmy nastepujace cztery grupy réwnosci:

(@) =0, 2*=1, 2™ =0, 2" =x V¥

(b) z=1, 2" =xVa

(¢) z¢=0, 2" =1, x =2V’

(d) z*=z, 1=xzVa"

bLatwo wykazaé, ze rownosci kazdej z tych grup sg miedzy soba réwnowazne.
Réwnosci z grup (a), (b) sa spetnione jedynie przez elementy, odpowiednio,
0 i 1. Natomiast réwnosci z grupy (c) sa spelnione tylko przez elementy
zbioru D(L), a z grupy (d) tylko przez elementy S(L). |

Z lematu 1 wynika natychmiast nastepujacy wniosek:

Whiosek 2. Niech (L;V,\,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a. Odwzorowanie
p: X — L (X C L) jest odwzorowaniem zmniejszajgcym wtedy i tylko
wtedy, gdy zachowuge stale oraz zbiory S(L) i D(L) (czyli p(S(L)) C S(L)
i p(D(L)) € D(L)).

Fakt 2. Niech L = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz a € L.
Wowczas:

(i) {a} € IndLy,M) < a¢ D(L)US(L);
(it) {a} € Ind(L,S) < a ¢ D(L)U{0};
(itg) {a} € Ind,(L) < a ¢ D(L)US(L).

Dowéd

(i) Niech {a} € Ind(L, M). Zatézmy, nie wprost, ze a € D(L). Rozwazmy
unarne dzialania termowe: f(x) =z*1ig(x) = 0. Zatem f(a) =a* =0 =
g(a) oraz f(0) = 1, z czego wynika, ze f # g w L, wbhrew zalozeniu. Stad
a ¢ D(L). Ponadto, z twierdzenia 1(a) otrzymujemy a ¢ S(L).



2.4. Q-niezalezno$é w algebrach Stone’a dla zbioréw jedno- i dwuelementowych 23

Przypusémy teraz, ze a ¢ D(L)US(L). Z lematu 1 wynika wowczas
f(a) # g(a) dla kazdej pary réznych f,g € TW(L). W konsekwencji
{a} € Ind(L, M).

(ii) Zatézmy, ze {a} € Ind(L,S) oraz a € D(L). Rozwazmy dziala-
nia f, g zdefiniowane powyzej oraz odwzorowanie p : {a} — (a)y, dane
wzorem p(z) = x*. Wowczas f(a) = g(a), a stad f(p(a)) = f(0) =1 #
0 = g(p(a)), co prowadzi do sprzecznosci. W analogiczny sposéb mozna
udowodni¢, ze a # 0.

Dla wykazania implikacji przeciwnej wezmy a ¢ D(L) U {0}. Jesli,
dodatkowo, a ¢ S(L), to {a} € Ind(L,M) C Ind(L,S), na mocy faktu
2(i) oraz wlasnosci (1.1). Zatem wystarczy rozwazyé a € S(L) ~ {0,1}.
Zatézmy, ze f(a) = g(a) dla pewnych f,g € TW(L) oraz ¢ : {a} — (a)1.
Skoro S(L) jest podalgebra L, to ¢(a) € (a)r, C S(L). Biorac pod uwage
lemat 1, otrzymamy f(p(a)) = g(p(a)). Zatem {a} € Ind(L, S).

(iii) Niech {a} € Indi(L). Z twierdzenia 1(a) wynika, ze a ¢ S(L).
Przypu$émy zatem, ze a € D(L). Wéwezas a* = 0, co implikuje aVa* = a.
Rozwazajac dzialanie termowe ¢(z) = = V z* otrzymamy ¢(a) = a (¢ nie
jest rzutowaniem), whrew zalozeniu.
Wezmy teraz a ¢ D(L) U S(L). Z lematu 1 wynika natychmiast
f(a) # a. Stad {a} € Ind,(L).
|

Na podstawie faktu 2 oraz wlasnosci (1.2) i (1.3) otrzymujemy:

Whniosek 3. Niech L bedzie algebrq Stone’a oraz a € L. Wowczas:

() {a} € Ind(L,A;) < a ¢ D(L)U{0};
(v) {a} € Ind(L,I) = a¢ D(L)US(L);
(vi) {a} € Ind(L, Sy) UInd(A,G).

Fakt 3. Niech L = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz by, by bedg
roznymi elementami zbioru F, dla pewnego a € S(L). Wtedy {by,bs} ¢
Ind,(L) U Ind(L, Q), gdzie Q@ = M, I lub S. Jesli dodatkowo a # 1, to
{b1,b2} ¢ Ind(L, Q).
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Dowéd Przypusémy, ze by, by € F, dla pewnego a € S(L). Przypomnijmy,
ze dzialanie termowe g(x) = x** jest retrakcja algebry L. Oczywiscie
g(b1) = g(bs). Zatem, z twierdzenia 1(d) wynika, ze {by, b} ¢ Ind(L,I)U
Ind(L, M).

Rozwazmy dwa dzialania termowe fi(z,y) = ™ i fo(z,y) = y**
oraz odwzorowanie p : {by, by} — (b, be)y, takie, ze p(by) = 1,p(by) = 0.
Zatem fi(bi,b2) = a = fo(br,bo), a takze fi(p(b1),p(b2)) = f1(1,0) =1 #

0 = fo(p(b1),p(b2)). Stad {b1,b2} ¢ Ind(L,S).

Przypuéémy teraz, ze a # 1. Oczywiscie, a # 0. Cazyli p jest
odwzorowaniem zmniejszajacym na mocy wniosku 2, a w konsekwencji
{b1,b2} ¢ Ind(L, G).

Aby udowodnié, ze {by, bo} ¢ Ind,(L), rozwazmy dziatanie f3(z,y) =
=z V (2" ANy) V (x A y*). Istotnie, mamy wéwczas f3(by, by) = by oraz
fs(ai,az) = a; V ay dla dowolnych aq,ay € S(L) (czyli f3 nie jest rzu-
towaniem). [ |

Z faktu 2 wynika, ze badajac zbiory M, S, I oraz t-niezalezne nalezy
rozwazac zbiory, ktorych elementy naleza do réznych klas abstrakeji kon-
gruencji Glivenki 6. W przypadku Sy i Aj-niezaleznosci nalezy dodatkowo
analizowa¢ podzbiory dowolnej 6-klasy, a w przypadku G- niezalezno$ci
podzbiory zbioru gestego D(L) = Fj.

Z twierdzenia 1(e) wynika ponadto, ze jesli zbior Sp-niezalezny nie
zawiera si¢ w pewnej 6-klasie, to kazde dwa jego elementy musza naleze¢
do réznych klas abstrakcji wspomnianej kongruencji. Natomiast z twierdze-
nia 1(f) wiemy, ze zbiory S i Sy-niezalezne musza by¢ podzbiorami szkieletu
S(L) lub by¢ z nim roztaczne.

2.5. Niezalezne podzbiory F,

Zajmiemy sie teraz zwigzkiem pomiedzy Sy i Aj-niezaleznoscia w al-
gebrze Stone’a a niezaleznos$cia w danej f-klasie F, bedacej kratg dystry-
butywng z najwiekszym elementem a.
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Podobnie jak w algebrze Boole’a, w algebrze Stone’a mozna zdefi-
niowac:
g(z1, .. \/{x” A ANxt | (ig, . in) € T}

dla niepustej rodziny J C {0,1,2}", gdzie 2° = z, 2! = 2*, 2% = 2** oraz

A@(‘rlw >_0

Dziatania termowe w algebrze Stone’a opisali K. Gtazek, T. Hecht
i T. Katrindk w [20].

Twierdzenie 7. Dia kaidego n-argumentowego dziatania termowego f
w algebrze Stone’a (L;V,A\,*,0,1) istnieje rodzina J C {0, 1,2}" taka, Ze
flx1,.yxn) = Ag(x, ... x0).

0

W odroéznieniu od analogicznej reprezentacji dziatan termowych w alge-
brze Boole’a rodzina J w przypadku algebr Stone’a nie jest jednoznacznie
okreslona.

Podamy teraz kilka wtasnosci dziatan termowych w algebrze Stone’a,
a w szczegolnosci w klasie abstrakeji F,.

Lemat 2. Niech L = (L;V,A,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a, x € L oraz
bi,...,b, € F, dla pewnego a € S(L). Wowczas:
(@) (VEe{l,..,n})[(ix=1)= Aqu, . i1, ....,b,) = a* oraz
Ail ’’’’’ ln)(l‘,,l‘) =X
)
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Dowdéd

(a) Dla kazdego k € {1,...,n} mamy (b;)" = (by)* = a*. Zatem
AGy iy (b1, ., 0y) = VA LA bir = a*. Podobnie A 1y(z,....,x) =z
(b) W tym przypadku mamy (b;)° = by € F, lub (by)* = (by)** =a € F,
dla wszystkich k € {1,...,n}. Stad b!' A ... Abi» € F,. Poniewaz ¢** = c,
wiec otrzymujemy Ag, . (c,...,c) = c.
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(c) Niech i, = 1, i, = 2 dla pewnych k,l € {1,...,n} (wezmy k < ).
Wowezas Agy, iy (b, ey bn) = b A ADEA L ABEA A b =

= DAL AG A AaA...Abi» = 0. Dowéd dla iy, = 114; = 0 przebiega ana-
logicznie. Oczywiscie 2*Ax = x*Ax** = 0, czyli Ay, (@, ...,x) =0. B

.....

Z twierdzenia 7 i lematu 2 otrzymujemy:
Whniosek 4. Niech L bedzie algebrg Stone’a, by, ....b, € F, dla pewnego
a € S(L) oraz f € T™(L). Wéwczas f(by,...,b,) € F, Upr(a)U{0,a*}.
Jesli, dodatkowo, a # 0,1, to F, Nyr(a) N{0,a*} = 0.

W kolejnych rozwazaniach uzyteczna bedzie pewna zredukowana
posta¢ dziatan termowych w algebrach Stone’a. Oznaczmy J = J N

{0,2}".

Whniosek 5. Niech L bedzie algebrg Stone’a, by, ....b, € F, dla pewnego
a € S(L) oraz f(by,....b,) = Aj(by,....,b,) € F, dla pewnej rodziny
J €{0,1,2}". Wowczas Ay(by,...;b,) = Az(by, ..., by,).

Niech f(z1,...,z,) = Aj(x1, ...7,) dla pewnej rodziny J C {0,1,2}".
Zdefiniujmy odwzorowanie ¢ : J — {0,1}" przez

61((71, vy in)) = (i1(Mmod2), ..., i,(mod2)) dla (iq,...,1,) € J C {0,1,2}".
(2.11)
Oznaczmy f(z1,....,2n) = Ag (7)(T1, ..., xn). Latwo zauwazyé, ze f €

T (S(L)).
jaco:
2((i1, .y i) = {k € N|ix = 0} dla (iy, ..., 1,) € J. (2.12)
Biorac pod uwage definicje (2.9), otrzymujemy f¢2(J) = f e TM(F,).
Zdefiniujmy fa : {1,...,n} — {0,1}, dla A C {1, ...,n} jako funkcje

przez

03(X) = (i1, ..y in), gdzie i, = 2fx:(k),k € {1,....,n}, X' ={1,....,n}\ X,
(2.13)
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dla kazdego X € 2™, Zauwazmy, ze Ay(by, ..., bn) = Agy(éa()) (b1, -y bn)
dla dowolnych by, ..., b, € F,, J C {0,2}". Przy przyjetych oznaczemach
tatwo dowies¢ nastepujacy lemat:

Lemat 3. Niech L bedzie algebrg Stone’a, f(xq,...,x,) = Aj(z1,...2,)
dla pewnej rodziny J C {0,1,2}". Wowczas

(@) (Vai,...,a, € S(L)) [flar,...,an) = Ag, (a1, ..., an)];
() (Va € S(L)) (Vbi,...;by € Fy) [f(br, . bn) € Fy = f(b, .0 by) =
Soa(y (b1, o, b)) N
(©) (Ya € S(L)) (Vbi,....b, € F) (VP C 20mY) [fp(by, ..., by) =

)
= A¢3(p)(b1, .. ,bn)]

Dowéd

(a) Oczywiste, poniewaz a** = a dla wszystkich a € S(L).

(b) Z wniosku 5, otrzymujemy f(by, ..., b,) = As(b1, ..., b,) = Az(by, ..., bn),
gdzie J = JN{0,2}". Poniewaz b? = bi* = a oraz b; A a = b; dla kazdego
bi € Fa, wiec Aj(by, ..., bn) = fi,7)(b1, ., bp).

(c) Oczywiscie b; A a = b; dla kazdego b; € F, (i = 1,...,n). Stad
fp(biy s bn) = Agypy(br, ..., by). [ |

Twierdzenie 8. Niech L = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrq Stone’a oraz
X C F, dla pewnego a € S(L). Wowczas

X € Ind(L, S;) & X € Ind(Fy, S).

Ponadto, jesli a # 0,1, to X € Ind(L, Ay).

Dowéd Wobec faktu 1 pozostaje udowodni¢ implikacje («<). Przypusémy
zatem, ze X € Ind(F,, Sy) oraz p € XX. Wtedy p(b;) € F, dla wszystkich
b; € X (i =1,...,n). Niech f(by,...,b,) = g(b1,...,b,) dla pewnych f,g €
T(")(L). Z twierdzenia 7 wynika, ze f(by,...,b,) = Ay (by,...,b,) oraz
g(b1,....,b,) = Ay (by, ..., b,) dla pewnych J;, Jo C {0,1,2}".

Zgodnie z wnioskiem 4 musimy rozwazy¢ nastepujace 4 przypadki:

(1) f(br,...,b0n) =0,
(2) f(br,...,bn) = a*,
(3) f(bla ceey ) € Faa
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(4) f(b1,...,bn) € vr(a).

Ad. (1)1i(2) W tych przypadkach wszystkie atomy dzialan f i g sa réwne
0 lub a*. Z lematu 2 (a),(c), mamy f(p(b1),....,p(bn)) = g(p(b1), ..., p(bn))-
Ad. (3) Korzystajac z wniosku 5, mamy f(by,...,b,) = Az (b1,....b,) =
Az (by,...;b,) = g(b,...,b,). Na mocy lematu 3(b) otrzymujemy za-
tfem f(b1, o 0n) = [,y (b1, -0, bn) = f¢2(~j2)(b1,...,bn) = g(by, ..., b,) oraz
fony € T (Fa) dlai = 1,2. Wowczas f4,7,)(p(b1), ..., p(bn)) =

= f¢2(j2)(p(bl),..., (bn)), poniewaz X € Ind(Fa, Sp). Lemat 3(c) im-

phkuje f(bg(j,-)(p(bl)""v (b )) A¢3 (¢2( Jz))( ( ) (b ))
= Az (p(b1),...,p(by)) dlai =1,2. A w kOHSGkWGnCJl fp(by),...,pbn)) =

= g(p(b1), ..., p(bn))-

Ad. (4) Biorac pod uwage twierdzenie 7 i lemat 2 otrzymamy
f(b1, .. .bn) = Az (b1, ...;0,) Va* = Az (by,....0,) Va* = g(by,....by).
Poniewaz odwzorowanie ¢, zdefiniowane wzorem 2.7, jest bijekcja F, na
or(a), wiec Aj (b, ...,b,) = Ay, (b1, ..., b,) € F,. Zgodnie z rozwazaniami
zawartymi w punkcie (3) mamy Ay, (p(b1), ...,p(bn)) = Az, (p(b1), ..., p(by)).
A stad Az, (p(b1),...,p(bn)) V a* = Ay, (p(b1), ..., p(b,)) V a*, co implikuje
f(p(br), ... p(ba)) = g(p(b1), .., p(bn)).

Wykazemy teraz, ze X € Ind(L, A;) dla dowolnego X C F,, a €
S(L)\ {0,1}. Oczywiscie, a* # 0, a* ¢ ¢ (a) oraz F, Npr(a) = 0.

Rozwazmy wszystkie unarne dziatania termowe na zbiorze X. Defi-
niuja one pie¢ nietozsamosciowych odzwzorowan p; : X — L:

pi(z) =2 dlai=1,2; p3(z) =0, ps(x) =1 oraz ps(v) = ¢p(z) = V z*.
(2.14)
Dla kazdego b € F,, mamy p;(b) = a*, p2(b) = a, p3(b) = 0 oraz ps(b) = 1.
Oczywiscie a*,a,0,1 € S(L). Ponadto, ps(b) = bVvb* € D(L) = F;. Niech
f(by,....b,) = g(by,...,b,) dla pewnych by,....b, € X i f g € T™(L).
Musimy rozpatrzy¢ przypadki (1)-(4) wspomniane powyzej.
Na poczatek zalozmy, ze f(by, ..., b,) = 0. Wowczas wszystkie atomy
dzialan f i g dla elementéw by, ..., b, sa réwne 0. Z lematu 2(c) otrzymu-

jemy f(pi(b1), ..., pi(bn)) = 0 = g(pi(b1), ..., pi(bn)) dla i =0,..., 5.
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Przypusémy teraz, ze f(by,...,b,) = a*. Wtedy wszystkie atomy
dzialan f i g sa réwne O lub a*. Zatem f(p;(b1),...,pj(b,)) = [p;(br)]* =
g(pj(b1),...,pj(by)), dla j = 0,...,5, na mocy lematu 2(a), (c).

Nastepnie rozwazmy przypadek, gdy f(by,...,b,) € F,. Korzystajac
z wniosku 4 otrzymujemy f(by,...,b,) = Ay (b1, ....,b,) = Ay, (b1, ..., b,) =
g(by,...,b,). Poniewaz p;(by) € S(L), dla j = 1,...,4, zatem mamy
f(pi(b1),...,p;i (b)) = pj(br) = g(p;(b1), ..., p;(bn)), na mocy Lematu 2(b).
Poniewaz ¢|f, jest homomorfizmem kratowym, wiec f(ps(b1), ..., p5(bn)) =
= 9(p5(b1), ..., p5(bn))-

Rozwazanie dotyczace przypadku (4) mozemy przeprowadzi¢ ana-
logicznie do dowodu tego przypadku dla Sy-niezaleznosci. |

Ze wzgledu na dziedzicznosé rodziny zbioréw A;p-niezaleznych oraz
wniosek 3(iv), oczywiste jest, ze X ¢ Ind(L, A;) dla kazdego X C F.

Opiszemy teraz zwiazek miedzy G-niezalezno$cig podzbioréw zbioru
gestego D(L) w algebrze Stone’a a G-niezaleznoscia w kracie dystrybutyw-
nej.

Twierdzenie 9. Niech L bedzie algebrg Stone’a oraz X C D(L). Wowczas
X € Ind(L,G) wtedy i tylko wtedy, gdy X € Ind(D(L),G).

Dowdéd Zauwazmy, ze implikacja X € Ind(L,G) = X € Ind(D(L),G)
ma dowdd analogiczny do dowodu implikacji (1.5) z faktu 1, poniewaz dla
kazdego a € X C D(L) oraz p € G zachodzi p(a) € D(L).

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej, przypusémy, ze X €
Ind(D(L), G). Mozemy zalozy¢ réwniez, ze 1 ¢ X, poniewaz w dowolnej
algebrze A zachodzi wlasnosé (1.4).

Niech f(by,...,b,) = g(b1,...,b,) dla pewnych by, ....b, € X C D(L)
oraz f,g € T™(L). Z twierdzenia 7 wynika, ze

flz,cnxn) = Ap (21, mn), g1,y xn) = Ap (21, o0y T0),
dla pewnych Ji,Jy € {0,1,2}". Zatem Ay (by,....b,) = Ay (b1, ..., b,).
Wobec lematu 2 mamy A, i.(b1,...,b,) = 0, jesli i, = 1 dla pewnego
k e {1,....n}. Zatem f(by,...,0,) = Az (b1,....0,) = Az (b1,....,b,) =
g(by,....,b,). Latwo zauwazyé¢, ze D(L) U {0} jest podalgebra algebry
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Stone’a L. Tak wiec
f(bh...,bn):g(bl,...,b ) (L) lub (bl,...,b ):g(bl,,b ):O

Przypuéémy, ze f(bl, .sbn) € D(L ) Korzystajac z lematu 3(b)
otrzymujemy f, (1) (01, -y bn) = Fin(aa) (b1, -ov, bn) 018z fgy (1) € T (D(L))
dla:=1,2.

Niech p bedzie odwzorowaniem zmniejszajacym. 7 wniosku 2 wynika,
ze p(b;) € D(L) dla kazdego ¢ = 1,..,n. Z zalozenia otrzymujemy
i¢2(J1)(p(b1), ,p(bn)) = f¢2(J2)(p(bl), >p<bn)) POH&CIJCO7 dla 7 = 1,2,
f¢2(Ji)(p(b1)’ s D(bn)) = A¢3(¢2(Jz))(p(b1)7 s p(bn)) = Ay (p(b1), ..., p(by)),
na mocy lematu 3(c). Czyli f(p(b1),...,p(b,)) = g(p(b1), ..., p(bn)).

W drugim przypadku wszystkie atomy dziatan f i g musza by¢ réwne
zero, bedg réwniez réwne zero dla obrazéw elementéw by, ..., b,, poniewaz

p(bi) € D(L), dla kazdego i = 1, ..., n, lemat 2(c). [ |

2.6. Zwigzki miedzy niezaleznosciag w algebrze Stone’a i
algebrze Boole’a S(L)

Podamy teraz charakterystyke rodziny t¢-niezaleznych podzbiorow
algebry Stone’a L, wykorzystujac odpowiadajace im elementy ze szkieletu
(tj. algebry Boole’a S(L) = (S(L); V,A,*,0,1)).

Twierdzenie 10. Niech L = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz
X C L. Wowczas X € Indy(L) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaZdych
parami roznych by, ....b, € X istniejg ay, ..., a, € S(L) spelniajgce warunki:
a) a;#b€F, (i=1,..,n) oraz
b) {ai,...,a,} € Ind(S(L)).

Dowdéd Niech X € Indy (L) oraz by, ...,b, beda réznymi elementami
zbioru X. 7 faktéw 2(iii) oraz 3 wynika, ze b; € F,, oraz b; # a;
(¢ =1,...,n) dla pewnych, réznych ay,...,a, € S(L) \ {0, 1}.

Zatézmy nie wprost, ze {ay,...,a,} ¢ Ind,(S(L)). Poniewaz w alge-
brach Boole’a rodziny zbioréw M-niezaleznych i t-niezaleznych pokrywaja
sie, wiec z twierdzenia 5 mamy

a’ A....Aa‘r =0 dla pewnych i, € {0,1} (k=1,...,n). (2.15)
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Zatem bl A ... A bir € Fy = {0}. Czyli
b A Ab = 0. (2.16)

Przypusémy, ze i; = ... = 1, = 0. Wtedy b7 V ... Vb, = 1, a stad,
wykorzystujac dystrybutywno$é¢, otrzymujemy by = by A (bj V ...V b)) =
bi A(b5V...VD;). Rozwazmy nastepujace dziatanie termowe f(xy, ..., 2,) =
oAz Vak). Wowezas f € T (L), f(by,...,b,) = by oraz f(1,...,1) =
0 (czyli f nie jest rzutowaniem), whrew zalozeniu.

Zatézmy teraz, ze i, = 1 dla pewnego k € {1, ...,n}. Bez ograniczenia
ogblnoéci mozemy przyjaé, ze k = 1. Zatem b Ab2 A ... Abi» = 0, a stad
bV (BIADZ A Ab™) = by. Rozwazmy g(x1, ..., 2n) = 21V (ZIATZ AL Azin).
Woéwezas g € T™(L), g(by,...,b,) = by oraz, co tatwo udowodnié, g
nie jest rzutowaniem. Cgzyli rowniez w tym przypadku otrzymujemy
Sprzecznosc.

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej zat6zmy, ze dla kazdych
parami réznych elementéw by, ..., b, € X istnieja ay,...,a, € S(L) takie,
zvea; b, € F,, (i=1,...,n) oraz {ay, ..., a,} € Ind;(S(L)).

Przypuéémy, ze by, = f(bi,...,b,) dla pewnego f € T (L) oraz
ke {1,...,n}. Woéwczas f(bi,....bn) € Fyay, . an) 1 b € F,,. Stad
ar = flay,...,a,) = f(ay, ...,a,) oraz f € T™(S(L)) (definicja (2.11)). Z
zalozenia mamy zatem f = ef w S(L). Czyli f(zy,...,2,) = z}* (co jest
sprzeczne z zalozeniem) lub f jest rzutowaniem. Stad X € Indy,(L). N

Fakt 2 oraz wniosek 3 charakteryzuja jednolementowe zbiory nieza-
lezne. Obecnie rozwaza¢ bedziemy zbiory co najmniej dwuelementowe.
Udowodnimy w tym celu nastepujacy lemat:

Lemat 4. Niech L bedzie algebrg Stone’a, a € D(L) i b ¢ D(L) (lub
a=01b#0). Wowczas {a,b} ¢ Ind(L, Sp).

Dowéd Niech a € D(L) i b ¢ D(L). Rozwazmy dwa binarne dziata-
nia termowe fi(z,y) = x* Ay, q1(z,y) = x* A y* oraz odwzorowanie
p : {a,b} — {a,b} dane wzorem p(x) = b. Wtedy fi(a,b) = gi1(a,b),
ale fi(p(a),p(b)) = fi(b,0) = 0 # b" = gi(p(a),p(b)). Stad {a,b} ¢
Ind(L, Sp).
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Analogiczny wniosek dla a = 0 1 b # 0 uzyskamy rozwazajac dziata-
nia fo(r,y) = Ay iga(z,y) = 0. u

Dla zbioru X C L zdefiniujmy X** = {z** | © € X}. Oczywis-
cie X** = g(X) dla retrakcji g. Kolejne twierdzenie formutuje warunek
konieczny na to, aby zbior X nalezal do rodziny zbioréw (Q-niezaleznych.

Twierdzenie 11. Niech L = (L;V,A,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a, X C
L oraz |X| > 1. Jesli X € Ind(L,Q), to X** € Ind(S(L),Q) dla
Q=M,A,S, Sy, I oraz G.

Dowéd Wobec twierdzenia 1(b) implikacja ta jest prawdziwa dla @ =
M, A,. Przypu$émy zatem, ze X € Ind(L,Q) oraz X** ¢ Ind(S(L), Q)
dla @ = 5,5y lub I. Poniewaz dla zbiorow co najmniej dwuelementowych
w algebrze Boole’a rodziny te pokrywaja sie, wiec zgodnie z twierdzeniem
5 otrzymujemy (2.15) dla pewnych, parami réznych ay,...,a, € X**. Z
definicji zbioru X** istnieja by, ...,b, € X takie, ze b; € F,, (i =1,...,n),
czyli (2.16). Rozwazmy nastepujace n-argumentowe dzialania termowe
algebry Stone’a L:

flzy,.my) =2 A Ax™, g(xy,...,2,) = 0. (2.17)
Oczywiscie
f(bbvbn) :g(b1a7bN) oraz f%g (218)
Na mocy zalozenia, dla dowolnego p; € Q@ N LX, mamy
f(pi(1), ..., pi(bn)) = g(pi(b1), ..., pi(bn)). (2.19)

Zdefiniujmy teraz odwzorowanie p; : X — X nastepujaco:

b1 dla x = b, oraz i, = 0,
pi(x)=<by dlax="b,orazip,=1, (k=1,...n).

x dlax # by.
Jesli 4 = 0 (lub 4, = 1) dla wszystkich £ = 1,...,n, to otrzymamy
by = 0 lub b5 = 0 (czyli by € D(L)), co jest sprzeczne z lematem 4. W
przypadku, gdy i, = 0 oraz i, = 1 dla pewnych k,I € {1,..,n} mamy
by ANby = 0. Stad a; A a3 = 0, co implikuje a; < a3 = ay. Wobec
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dziedzicznosci, {by,b2} € Ind(S(L),Sp). Rozwazmy teraz dwa binarne
dziatania termowe: fi(z,y) = = A y*,g91(x,y) = 0 oraz odwzorowanie
po 2 {b1,b2} — {b1, b2}, zdefiniowane po(by) = bo, pa(by) = by. Wowcezas
fi1(p2(b1),p2(b2)) = fi(be,b1) = ba ANbT = 0 = g1(bs, by). Oznacza to, ze
az Naj = 0 oraz as < a;. W konsekwencji otrzymamy a; = ag, whrew za-
tozeniu. Zatem powyzsza implikacja jest prawdziwa dla Sp-niezaleznosci,
jak réwniez, na mocy wtasnosci (1.1), dla S-niezaleznosci.

Jesli X € Ind(L, I), to zgodnie z wnioskiem 3, mamy X NS(L) = (.
Rozwazmy zatem réznowartosciowe odwzorowanie :
1 dlax=0b oraz i; =0,
p3(by) =<0 dlax=b oraz iy =1,
x dlax # b;.

Wowezas f(ps(b), ..., p3(bn)) = g(p3(by), ..., ps(bn)), czyli BZ A....Abin = 0.
Po n — 1 podobnych krokach otrzymamy b,, = 0 lub b} = 0. Co, na mocy
wniosku 3, prowadzi do sprzecznosci.

Zatozmy teraz, ze X € Ind(L,G) oraz X** ¢ Ind(S(L), G). Korzys-
tajac z wlasnosci (1.4) mozemy przyjaé, ze w zbiorze X** nie ma statych.
Czyli nastepujace odwzorowanie jest zmniejszajace (wniosek 2):

1 dlaxz = b, oraz 1, =0,
palby) =<0 dlax=0byorazip=1, (k=1,...,n).
x dla x # bg.
Przypomnijmy, ze w algebrze Boole’a rodzina zbioréw G-niezaleznych

nie zawierajacych statych pokrywa si¢ z rodzing zbiorow M -niezaleznych.
Mamy zatem (2.19) dla i = 4. A stad 1 = 0, sprzecznos¢. [ |

Whniosek 6. Niech L bedzie algebrg Stone’a, X C L, | X| > 1 oraz X €
Ind(L,Q) dla Q@ = M, S oraz I . Wowczas

fby,...;by) = g(by,....0,) = f =g wS(L) (2.20)

dla kazdych f,g € T (L) oraz parami réznych by, ...b, € X.
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Istotnie, jesli f(b1,...,bn) = g(b1,...,b,) dla pewnych f,g € T™ (L) oraz
parami réznych by, .., b, € X. Woéwczas f(b1,...,bn) € F(ay,...an) 1

g(b1, ..., bn) € Fylay,....an)» gdzie a; = b7 € X** € Ind(S(L),Q). Z zaloze-
nia oraz faktu 3, elementy a4, ..., a,, sa parami rézne. Czyli f(aq,...,a,) =
g(ay, ..., ay), coimplikuje f(ay,...,a,) = g(ai, ..., a,). Poniewaz rozwazane
rodziny zbiorow niezaleznych w algebrze Boole’a pokrywaja sie z rodzi-
ng zbioréw M-niezaleznych zatem otrzymujemy f = g w S(L), na mocy
definicji M-niezaleznosci.

Podzbiory szkieletu S(L) nie moga by¢ zbiorami M, I, oraz t-nieza-
leznymi. Dla pozostatych rozwazanych przez nas rodzajéw niezaleznosci
twierdzenia 1 i 11 pozwalaja sformutowaé nastepujacy wniosek:

Whiosek 7. Niech L bedzie algebrg Stone’a oraz X C S(L);|X| > 1.
Wowczas

X € Ind(L,Q) & X € Ind(S(L), Q)
dla Q = Sy, S, G oraz A;.

Za wyjatkiem t-niezaleznosci przedstawiony w twierdzeniu 11 waru-

nek nie jest warunkiem wystarczajacym dla rozwazanych przez nas rodza-
jow niezaleznosci.
Przyktad 1. Rozwazmy algebre Stone’a L odpowiadajaca kracie Stone’a
przedstawionej na rysunku 2.1. Jest to produkt prosty trzech tréjelemen-
towych i jednej dwuelementowej algebry Stone’a. Korzystajac z twierdze-
nia 5, tatwo zauwazy¢, ze {b,c} € Ind(S(L), M). Natomiast {by,c1} ¢
Ind(L,Q) dla Q@ = M,S, Sy, I,G. Rzeczywiscie, rozwazmy dwa bina-
rne dziatania f(z,y) = x Ay i g(z,y) = v Ay™. Wowcezas f(by,c1) =
a; = by A" = g(b1,c1). Jesli zdefiniujemy odwzorowanie p nastepujaco:
p(b1) = c1, plc1) = by, top € MUSUSyUGUI. Otrzymujemy zatem
f®(b1),p(cr)) = fler,br) = a1 oraz g(p(b1),p(c1)) = c1 AbT" = c1 Ab=a.
Rozwazajac odwzorowanie ¢(z) = =V x* analogiczny wniosek otrzymamy
réwniez dla A;-niezaleznosci.
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Rysunek 2.1. Diagram Hasse’a przedstawiajacy przyklad kraty Stone’a

Twierdzenie 12. Niech L = (L;V,A,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a, X C
L, |X|>1oraz X = {by | ar # by € F,, dla réznych ay € S(L),k €
K} € Ind(L,Q) dla@Q = M, S, Sy lub I. Wowczas ¢(X) € Ind(D(L), M).

Dowdéd Przypusémy, ze ¢(X) ¢ Ind(D(L), M). Z twierdzenia 2 wynika

zatem, ze ¢(c1)A...Ap(cp) < @(di)V...Vo(d,) dlapewnych ¢(cq), ..., p(cm),

o(dy), ..., ¢(d,) parami roznych elementow zbioru ¢(X). Zdefiniujmy naste-
pujace dziatania termowe:

F(@1, o Tmgn) = (@ V)AL A (@ VTS ) A [T VT VNV T VT, ],

9(x1, ooy Tin) = (X1 VIT) A oA (200, V 2. Z zalozZenia otrzymujemy

f(Cl, ..,Cm,dl, ,dn) = g(Cl, ..,Cm,dl, ,dn) (221)

Przypusémy teraz, ze X € Ind(L,Q) dla Q = M, S, Sy. Rozwazmy
odwzorowanie p; € (Jx dane wzorem:
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c  dlax=c¢,

m(z)=<¢d, dlaz=d, (k=1,...m; l=1,..,n).
xr  w pozostalych przypadkach.

7 (Q-niezaleznosci zbioru X w algebrze L otrzymujemy zatem

(V) AN(diVvdy)=e Vi, (2.22)

a stad ¢(c1) < ¢(dy). Jesli w tym samym celu wykorzystamy odw-

zorowanie
di  dlax=c¢,

po(z) =< ¢ dlaz=d, (k=1,...m; l=1,..,n),
xr  w pozostalych przypadkach,

to uzyskamy ¢(d;) < ¢(c1). Reasumujac ¢(c1) = ¢(d;), wbrew zalozeniu.

Zatézmy teraz, ze X € Ind(L,I) i rozwazmy odwzorowanie
1 dla x = ¢4,
ps(z) =

k3%

x w pozostatych przypadkach.
Zgodnie z definicja zbioru X odwzorowanie to jest roznowarto$ciowe. Za-
tem roéwnos¢ (2.21) implikuje (1 VE) A[di VAV ...V d, Vdi] = (1 V).
Jedlin = 1, to mamy (2.22). W przeciwnym wypadku rozwazmy dziatania

termowe f1(21, .., Zmin) = (X1 VT]) A [Zpy1 VZ5 0 Voo V T V 251
91(x1, .., Tan) = (21 V 27) oraz odwzorowanie

dy dla x = d,
pa(z) = ¢ d(dy)  dla z = do,

x w pozostatych przypadkach.
Z I-niezaleznosci zbioru X oraz twierdzenia 11 wynika, ze dy ¢ D(L)
(czyli di # ¢(dy)), zatem odwzorowanie py jest réoznowartosciowe. Mamy
zatem fi(cy, .., Cm,dy, ..y dy) = g1(c1, ..y Cm, dy, ..., dy), & W konsekwencji
(V) N[dVvdiVd VdiV..Vd,Vdi] = (V). Pon—1
podobnych krokach uzyskamy réwnosé (2.22), na podstawie ktorej tatwo
wywnioskowaé sprzeczna z zalozeniem réwnosé ¢(cy) = ¢(dy). [ |

Powyzsze twierdzenie nie jest prawdziwe dla A;-niezaleznosci.
Przyklad 2. Rozwazmy podzbior X = {by, by} algebry odpowiada-
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jacej kracie Stone’a przedstawionej na rysunku 2.2. Jak tatwo zauwazy¢
o(b1) = dy < dy = ¢(by). Zatem z twierdzenia 2 otrzymujemy ¢(X) ¢
Ind(D(L), M). Poniewaz X spelia warunek konieczny A;-niezaleznosci
zawarty w twierdzeniu 11 ({aq,as} € Ind(S(L), Ay)), wiec analizujac bi-
narne dziatania termowe algebry Stone’a generowane przez termy opisane
ponizej mozemy wykazaé, ze X € Ind(L, A;).

= ‘:{“ﬁ‘i‘m

AT

Hip i O
0t
T

Rysunek 2.2. Diagram Hasse’a przestawiajacy krate Stone’a

Algebra terméw dwuargumentowych algebry Stone’a jest oczywiscie
izomorficzna z wolng algebra Stone’a generowana przez zbiér dwuelemen-
towy X = {z,y}:
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Fy ={0,1,z,y,z*, y*, 2™, y™*, a Vz*,y Vy*',z ANy, x ANy™, o Ay, a** A
L A

TNy ANy, AT e Ay (e Ay) V(e Ay, (e Ay) V(@AY (A
y) Vv (z* Ay),

(@Ay)V (@ Ay™), (@Ay) V(@ Ay*), (@Ay™)V (@™ Ay), (e Ay™) V(@™ Ay),
@AYV (@* Ay), (e Ay )V (@ Ay™), (@Ay™)V (@ Ay"), (2 Ay)V (2 Ay7),
(@ Ay) V(2 Ay*), (@ Ay) V(2 Ay™), (2 Ay) V(2" AyF), (@ Ay™) vV
(z* N y),

(@AY )V (@AY, (7 Ay )V (@AY, (@AY )V (2" Ay), (xAy )V (27 Ay™),
(@AY )V (@ AY?), (@ Ay )V (2" Ay), (2 Ay )V (@ Ay™), (2" Ay)V (27 Ay"),
(@ Ay™)V (@ Ay*), (AY) V(2 Ay )V (2" Ay), (zAy) V(T Ay™)V (2" Ay™),
@AYV (@AY )V (@AY, (xAy) V(@™ Ay V(" Ay), (zAy) V(™ A
YV (T Ay,

@AYV, (@Ay)V (@ Ay)V (@ Ay*), (xAy)V (@ Ay )V (2" Ay"), 2V (@ Ay),
@AYV (T AY) V(@ Ay*), (2 Ay™)Vy, (R AYy™) V(@™ Ay) v (z* Ay*
(xAY*)V (e ANy) V(" Ay*),xV (2" Ay),zV (2" ANy™),x V(" AyY),
@AYV (@AY )V (@ Ay), (B AYy™)V (@ Ay )V (2" Ay™), (e Ay™) Vy*,
@AYV (@ Ay) V(@ Ay, (e Ay™) V(@ Ay™) V(" Ay, (2 Ay) vV
(@AY V(z" Ny),

(@ AY)V (T Ay )V (25 Ay*™), (@ Ay) V(e Ay*) V(2" Ay), (2 Ay*) vy,
(@ Ay) V(@ AY*) V(2 Ay*), (@ Ay) VY y Vit Ay),

(@AY V(& AYy™) V(@ Ay"), (@ Ay™) V(e Ay V(" Ay),

YUV (@AY, (@AY (@AY V(2T AYT), 2V (T Ay), 2V (2T Ay,
T ANYT)V Y (@AY V(@ AY) V(@ AYT), YTV (@AY, (R AYT) Y
(@ Ay)V(z* Ay"),

@Ay )vVa®,y V(@ Ay), (@ Ay) Ve, (@ Ay) V(@ Ay) V(@ Ay") V(z"Ay"),
cAyY)V(z Ay )V (e Ay)Vy* V(2" Ay), (x Ay) V(2™ Ay*) V¥,
eV (™ Ay)V(*Ay),zV (2 Ay) V(2" Ay*™),xV (2™ Ay) V (2 Ay"),
@AY")VyV (@ Ay), (@Ay™) V(@™ Ay) V(@™ Ay V(a" Ay™),
@AYV (@ Ay) VY (@ AYy™)Vy V(@ Ays), (@ Ay™) V(@™ Ay) Var,
V(@AY V(@ AY), (@AY VYV (@ AY), (T Ay V(@ AyT) Ve,
@Ay V(@ Ay V(@AY )V (@ Ay), (@ Ay) V(@ AyT)Va®,
(@AY V(@AY )V ar (@ Ay V(@AY V(@ Ay V(@ AYY),
(Z*ANY*)V (z Ay )V, (e ANy™)V (a* Ay) Vy oV (¥ ANy) Va,

*)7
")
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eV (x*AyY)V (" Ay) V(2" Ay, (e Ay™)V (@ Ay)V (e Ay*) Ve
(xAy™)VyVy'}.

Twierdzenie 13. Niech L = (L;V,A\,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz
X C L. Woéwczas X € Ind(L,Ay) wtedy i tylko wtedy, gdy X** €
Ind(S(L), Ay) oraz

Fo1,. b)) = g(b1, .o by) = f(D(b1), o, d(b1)) = G(B(b1), ..., p(bn))

dla kazdych f,g € T™(L), by,..,b, € X.

Dowéd Przypusémy, ze L O X € Ind(L, Ay). Z twierdzenia 11 otrzymu-
jemy natychmiast X** € Ind(S(L), 4;).

Niech f(by,...,bn) = g(by, ..., b,) dla pewnych f, g € T™(L), by, ...,
b, € X. Poniewaz ¢ € TW (L), wiec otrzymujemy f(¢(b1), ..., ¢(by)) =
= g(o(b1), ..., ¢(b,)). Namocy twierdzenia 7, f(x1,...,z,) = Ay (21, ..., Ty)
1g(xy,..,xp) = Ap (21, ..., x,) dla pewnych Jy, Jo € {0, 1,2}

Oczywiscie ¢(z) € D(L) dla wszystkich x € L, zatem [gb(bz)]* =0
oraz [6(b)]* = 1. Wobec tego £(¢(br), - 6(bn)) = Ay, (B(b1), - 6(b)) =

f¢2(Jl)(¢>(bl) L 0(by)), gdzie f¢2 7y zdefiniowane jest wzorem (2.12).
Podobnie g(¢(by1), ...,0(b,)) = f¢2 T (@(b1), ..., (bn)). Zatem otrzymu-
jemy (2.23).

W celu udowodnienia implikacji przeciwnej przypusémy, ze
fi(by,....by) = g1(by,...,b,) dla pewnych f1,g; € T™(L), by,..,b, € X.
Przypomnijmy zbiér nietozsamosciowych unarnych dziatan termowych
w algebrze Stone’a: pi(z) = z*,pe(x) = 2, p3(x) = 0,ps(x) = 1 i
ps(x) = ¢(x) = x V a*. Oczywiscie, dla i = 1,...,4, mamy p;(by) € S(L)
(k = 1,...,n), ponadto p;(by) = pi(ax). Z zatozenia otrzymujemy zatem

(Pz(a1)> spilan)) = gi(pi(ar), ..., pi(an)), a stad fi(pi(b1), ..., pi(bn)) =
( i(b1), ..., pi(bn)). Natomiast z (2.23) mamy fi(p(by), ..., 0(b1)) =
91(¢(b1), ..., (bn)). [

7 definicji f € T™(D(L)) dla dowolnego f € T (L). Poniewaz
D(L) jest krata, wiec dziatania V, A sa idempotentne. Mamy zatem
nastepujacy wniosek:



40 Rozdzial 2. Q-niezaleznosé w algebrach Stone’a

Whiosek 8. Niech L = (L;V,A,*,0,1) bedzie algebrg Stone’a oraz X €
L. Jesli X** € Ind(S(L), A1) oraz |p(X)| =1, to X € Ind(L, Ay).

Warunek |¢(X)| = 1 nie jest warunkiem koniecznym A;-niezaleznosci

zbioru X w algebrze Stone’a. Istotnie:
Przyklad 3. Rozwazmy podzbiér X = {c, b1} algebry przedsta-
wionej w przykladzie 1 (rysunek 2.1, strona 35). Jak tatwo zauwazyc
o(c) = 1 # ¢(by). Analizujac binarne dzialania termowe tej algebry
mozemy wykazaé, ze X € Ind(L, A;).

Zbiér ten nie spelnia rowniez warunku (f) twierdzenia 1, poniewaz
ce€ S(L)oraz by ¢ S(L) = g(L). Zauwazmy réwniez, ze w przyktadzie
tym zbiér {b,by,c} € Ind(L,A,), zatem twierdzenie 1(e) i (f) nie jest
prawdziwe dla A;-niezalezno$ci.



Rozdzial 3

Q-niezaleznos¢ w pewnych algebrach
nietgcznych

3.1. Grupoidy *-lgczne

Idea badania algebr *-tacznych wywodzi si¢ z pojecia 7-pierscieni
wprowadzonego przez B. Gleichgewichta w [14]. K. Gtazek w [16] i [17]
rozwazal nietgczne pierscienie oraz algebry, w ktérych dziatania binarne
sg *-taczne.

Standardowa terminologie dla poétgrup, quasigrup i potkrat mozna
znalez¢ odpowiednio w [29], [37], [42] oraz [5].

Grupoidem z inwolucjg nazywamy algebre A = (A;+,*) typu (2,1)
speliajaca nastepujace warunki:
(z")" ==z, (3.1)
(+y) =y +a" (3.2)
Dziatanie * jest zatem anty-automorfizmem grupoidu A rzedu 2.
Grupoid z inwolucja (A4;+,* ) nazywamy *-lgcznym, gdy
(x4+y) +z=a+ (y+2)". (3.3)

Przyklady:
1) Rozwazmy zbior A = {a,b,c,d} z dzialaniem & zdefiniowanym w
tabeli 3.1 oraz inwolucjg * taka, ze a* = b, ¢* = c oraz d* = d. Wowczas
algebra (A; @, ) jest grupoidem *-tacznym. Co wiecej, jest to najmniejszy
grupoid *-taczny, nie bedacy potgrupa.
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®lal|blc|d
al|lblc|lc|c
bld|al|lc|d
clclelcelec
d|d|c|c|ec
Tabela 3.1.

2) Rozwazmy zbior jednostek kwaternionowych Hy = {1, —1,4, —i, j, —J,

* * o

k,—k}. Zdefiniujmy dziatanie * nastepujaco: (1)* = 1, (—=1)* = —1,
(Z)* = —1, <_Z)* =1, (])* = =7, (_])* =7 (k>* = —k, (_k)* = k oraz
dziatanie binarne ¢ za pomoca tabeli 3.2. Latwo udowodnié¢, ze algebra
(Ho, ®,*) jest grupoidem *-tacznym.

k|-k|k G-l i| 1)1
kil k[-kf 51111
Tabela 3.2.

3) i 4) Zdefiniujmy w zbiorze Z5 nastepujace dzialania:

x* = 4x (mod 5),
T ®y = 4dr + 4y + 22%y*(z + y) (mod 5);

oraz w zbiorze Zy:

x* = 62 (mod 7),
T @y = 6z + 6y + 22%y%(2® + v®) + 423y3(z + y) (mod 7).

Wowezas (Zs; @,* ) oraz (Z7;®,* ) sa grupoidami *-tacznymi.



8.1. Grupoidy *-lgczne 43

5) Zbiér A = {a,b,c,d,e, f,g,h,i,j,k,l,m,n, o} z dzialaniem @& zdefi-
niowanym w tabeli 3.3 oraz inwolucja * dang wzorami a* = b, ¢* = c,
d*=e, f*=f,9g*=h, 1" =3, k" =1, m*=n, 0" = o jest przemiennym
grupoidem *-tacznym.

D | al| b cld|le | flg|lh|i|ljlk|l|m|n/|o
a | b c|lcl|lk|lgli|ln|g|lo|li|m|k|n|m]|o
b cla|c|h|l|j|lh|m|jlo|l |n|n|m]|o
clclclec|n|mljo|ln|mlolo|m|n|n|m]| o
d|l k| h|n|el|l f|lf|h|di]|g|t|Jj|k|n]|olo
e | g L im | f|ld | flglglg]|i]l i | o | m|o
Fliljlolflfslililililililololo
g|n|h|n|h|j|lFj|lh|ol|ljlo]j|n|n]|olo
h|lg|m| m]|i|gl|i|lo|glo|lit|m|i|o]|m]|o
) o i o |7 |13 13131013 |0]| 3 ol o o | o
i 7 o o | 1 7 t ol 72 |o|t]| o] o o | o
klm| 1l | m|j|l]|j]l7|m|jlo|]l |o|o|m]|o
l kln|n|k|di|di|n|i|lo|li|lo|k|n]|o|o
m|n|n|n|n|o|lo|ln|o|o|lo|lo|n|n|olo
n|m|m|m|o|m|o|lo|m|o|lo|m|o| o|m]|o
o|lo|lo|o|lo|lo|o|lo|lo|o|lo|o|o|]o]| o]lo
Tabela 3.3.

Przedstawimy teraz pewne wtasnosci zdefiniowanej przez nas alge-
bry, ktore stang sie narzedziami do dalszego jej badania.

Element a € A nazywamy elementem lewostronnie (prawostronnie)
anihilujgcym, lewym (prawym) zerem, jeSli a + x = a ( odpowiednio,
r+a=a,a+x=x,x+a=ux),da kazdego z € A.

Fakt 4. Niech (A;+*) bedzie grupoidem z inwolucjg. Jesli a € A jest
elementem lewostronnie anihilujgcym (prawostronnie anihilujgcym, lewym
zerem, prawym zerem), to a* jest elementem prawostronnie anihilujgcym
(lewostronnie anthilujgcym, prawym zerem, lewym zerem,).

Rzeczywiscie, niech a4z = a dla kazdego x € A. Wowcezas (a+z)* =
a* oraz ¥ 4+ a* = a*. Dzialanie * jest bijekcja, zatem a* jest elementem
prawostronnie anihilujacym. |
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Fakt 5. Niech (A;+,*) bedzie grupoidem *-lgcznym. Wowczas nastepu-
jace warunki sq rownowazne:

(@) (30€ A) (Vx € A) [0+ 2 =x];

(b) (A;+,0) jest polgrupg przemienng z zerem.

Dowdéd Przypusémy, ze element 0 € A jest zerem grupoidu *-tacznego
oraz x € A. Jak latwo wykaza¢ 0* = 0. Woéwcezas © = (0+x) +0 =
(x* 4+ 0%)* 4+ 0 =z*+ (0+ 0)* = z*. Skoro * jest inwolucja, zatem dzia-
tanie binarne bedzie przemienne, a z *-tacznosci otrzymamy natomiast
jego tacznosé. [ |

Oczywiscie, jesli inwolucja jest dziataniem tozsamosciowym wowczas
grupoid *-taczny jest poétgrupa przemienna. Implikacja odwrotna nie za-
chodzi, wystarczy rozwazy¢ algebre ({a, b, c}; ®,* ), w ktérej a* = b, ¢* = ¢
oraz dziatanie binarne definiuje wzér z & y = c.

Niech A = (A; +,*) bedzie grupoidem *-tacznym. Przez P, bedziemy
oznaczaé zbiér wszystkich idempotentow algebry A (to znaczy elementdéw
speliajacych warunki z + = = x oraz x* = ).

Fakt 6. Niech (A;+,*) bedzie grupoidem *-tgcznym. Relacja < zdefi-
nLowana nastepujgco:

a<bsea=a+b=b+a
jest relacjq czesciowego porzgdku na Py.

Dowéd. Zwrotnos¢ i antysymetrycznos$c tej relacji jest oczywista. W
celu udowodnienia tranzytywnosci, przypusémy, ze a,b,c € P4, a < b
oraz b < ¢, wtedy
atc=a"+c=(a+b*+c=a+b+c)*=a+b"=a+b=aoraz
cta=c+a*=c+(b+a)=(c+b*+a=b+a=ua. [ |

Fakt 7. Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem *-lgcznym. Wowczas
nastepujgee warunki sqg rownowazne:

() (Vo,yePa)(y+a)+y=y+(x+y);

(B) (Pa;+,") jest podalgebrg algebry A;

(v) (Pa;+) jest potkratq.
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Dowdéd. Zalézmy, ze w zbiorze Py zachodzi warunek («). Udowodnimy
najpierw, ze dziatanie + jest przemienne na P4. Dla dowolnych x,y € Py
mamy z+y = z+y* =2+ (y+y)* = (z+y) +y = (Y +2*)+y = (y+x)+
y=y+(z+y) =y+(@*+y") =y+(y+2) = (y+y)*+2 = y+z. Zatem
(r4y)* = y*+2* = y+r = vty astad (z+y)+(z+y) = (z+y) +(z+y) =
r+(y+(@+y))" = a+((a+y)" +y") = a+(@+(y+y")") = 2+ (@ +(y+y)") =
r+(x+y*) =z+(r+y) = z+(x+y)* = (x+2)"+y = +y. Reasumujac
P, jest podalgebra grupoidu *-tacznego A.

Oczywiscie, jesli P4 jest podalgebrg grupoidu *-tacznego A, woéwczas
dziatanie binarne jest taczne i przemienne na zbiorze idempotentow Pjy.
Zatem (Pa;+) jest potkrata. Fakt ten natychmiast implikuje warunek
(). [ |

Opiszemy teraz zwiazek pomiedzy pewng klasa grupoidéw *-tacznych
a pétkratami gérnymi (lub inaczej V-potkratami).

Twierdzenie 14. Niech (A;+,") bedzie *-lgcznym grupoidem przemien-
nym spetniajgcym warunek v + x = x* dla kaidego x € A. Zdefiniugmy
relacje o nastepujgco:

roy & r+y=y".

Wowezas (A; ) jest zbiorem czesSciowo uporzgdkowanym takim, Ze dla
kazdej pary elementow ze zbioru A istnieje supremum ze wzgledu na relacje
0. Ponadto, odwzorowanie x — x* jest 1zotoniczne.

Dowd6d Zwrotnosé i antysymetryczno$é relacji o jest oczywista. Przy-
pusémy zatem, ze x,y € A, xoy oraz yoz. Wtedy x + 2z = = + (2%)* =
r+y+z2)=@+y)+z2=U)+2z=y+z=2" Czyli g jest réwniez
tranzytywna.

Udowodnimy teraz, ze sup,{z,y} = (r+y)* dla wszystkich z,y € A.
Poniewaz x + (z+y)* = (x +z)"+y =z +y = ((z + y)*)* otrzymujemy
zo(z + y)* i podobnie yo(x + y)*. Niech zop i yop dla pewnego p € A.
Zatem (x+y)*+p=x+(y+p)* =+ (p*)" = z+p = p*. Stad (z+y)*op.

W celu wykazania izotonicznosci relacji g, przypusémy, ze zoy, czyli
r+y=y*. Zatem z*+y* = (z+y)" = (y*)*, a w konsekwencji z*py*. B
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Twierdzenie 15. Niech (A; o) bedzie zbiorem czesciowo uporzgdkowanym
takim, Ze dla kazdych a,b € A istnieje sup,{a,b}. Niech * bedzie izo-
tonicznym odwzorowaniem spetniajgcym warunek (x*)* = x. Zdefiniujmy
dziatanie & nastepujgco:

T @y = sup,{*,y*}.

Wowezas (A; ®,*) jest *-lgcznym grupoidem przemiennym spelniajgcym
warunek
@ x=1z* dla wszystkich x € A.

Dowdd 7 definicji dziatania & wynika, ze t @ x = x* oraz t Dy = y D x.
Aby udowodnié, ze dziatanie * jest inwolucja na (A; @) wezmy dowolne
z,y € A. Woéwezas y* @ x* = sup,{z,y} = a dla pewnego a € A oraz
(x®y)" = (sup{z”,y"})"
Wykazemy, ze sup,{z*,y*} = a*. Rzeczywiscie, mamy zpa i ypa. Ko-
rzystajac z izotonicznosci *, uzyskujemy z*pa* oraz y*oa*. Przypusémy
teraz, ze x*op i y*op dla pewnego p € A. Wtedy xop* oraz yop*. Zatem
app*, a stad a*gp. Reasumujac sup,{z*,y*} = a*, czyli (B y)* = z* By*.
Pozostaje udowodnié¢, ze dziatanie & jest *-taczne. Zaltézmy zatem,
ze x,y,z € Aoraz (x ®y)* @ 2z = w dla pewnego w € A. Oznacza to, ze
sup,{x @y, 2"} = w. Co implikuje sup,{z*,y*}ow i z*ow. A stad z*ow
oraz y*pw. Jak latwo wykazaé w = sup,{z*,y & z}. [ |

Niech (A; ®,* ) bedzie *-tacznym grupoidem rozwazanym w Przykta-
dzie 5. Wéwczas (A; p) jest zbiorem czgdciowo uporzadkowanym o nastepu-
jacym diagramie:
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Rysunek 3.1. Diagram Hasse’a dla zbioru uporzadkowanego rozwazanego w
przyktadzie 5

Grupoid *-tacznym A = (A;+,*) nazywamy indukujgcym pélkrate,
jesli dzialanie binarne jest przemienne oraz dla kazdego x € A zachodzi
warunek r + z = z*.

Grupoidy *-taczne zdefiniowane w przyktadach 3, 4 oraz 5 indukuja
potkraty.

Odnotujmy, ze jedynymi unarnymi dzialaniami termowymi w gru-
poidzie indukujacym potkrate sa: pi(z) = =z, f(x) = z* oraz g(z) =
r+2x*. Ponizej przedstawiamy tabele dla dodawania w wolnym grupoidzie
indukujacym poétkrate generowanym przez zbiér {x}. Oczywiscie grupoid
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ten jest izomorficzny z algebrag dziatan termowych jednoargumentowych
omawianego grupoidu.

+ T T T+ x"

T T r4+z* | z+ 2

T ¥+ T T+ x"

z+az" | x+2" | z+2" | z+a"
Tabela 3.4.

Latwo sprawdzié, ze f,g € End(A). Zatem otrzymujemy
Ind(A, Ay) =24

Ponadto g(g(x)) = g(z), a wiec g jest retrakcja, g(A) = P4 oraz
Pa = (Pa;+) jest potkrata. W rozwazanej algebrze F, = {xr € A | x +
* = a+ a* = a} dla dowolnego a € P4. Jak latwo wykazaé F, =
(Fu;+,*) jest podalgebra grupoidu A indukujacego potkrate. W algebrze
F, element a jest anihilatorem. Istotnie, a +x = (v + z*) + = =
=z 4+ (" +z*) =" +zr=a.

8

3.2. Dzialania termowe w *-lgcznym grupoidzie przemiennym

Opiszemy teraz ogdlna posta¢ dziatan termowych w *-tacznych gru-
poidach przemiennych, ktora jest niezbedna do badania ()-niezaleznosci
w omawianych algebrach.

Przyjmujemy, ze N = {1,2,3,...}, Ny = N U {0}, natomiast 2N
oznacza zbiér liczb naturalnych parzystych. Dla uproszczenia zapisu
wprowadzimy nastepujace oznaczenia:

' =2* 2'=1x oraz i’ =i+ 1(mod2).
1 dlan € 2N;

Zdefiniujmy funkcj N — {0,1}: x(n) =
jmy je X {0,1}: x(n) {o dla n ¢ 2N,

Jest to oczywiscie funkcja charakterystyczna zbioru liczb parzystych.

Przedstawimy teraz kilka prostych wtasnosci dziatan w grupoidzie
*-tacznym, przemiennym.
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Lemat 5. Niech (A;+,") bedzie grupoidem *-{gcznym, przemiennym.

Wowczas:
(x+y)+z=a"+(y+2%), (3.4)
(x+y)+2z=(r+2") +vy (3.5)
(w+z)+(y+2)=(w+y) + (z+2), (3.6)

(o 4+xe)+ ) +a) +a7) . +2")+x)+...) +a, =
((zr+ ) + )+ x) + ) +2) +25) +...) + X,
jesli v > 1 oraz x* wystepuje w liczbie parzystej,
(ol al)al )+l = (e 4as) +aid )+ ) +ain)+ (@)™, (3.8)
(oo +a25) + ) ) +.) + o) =
(@ 2i2) )+ + sc,fjf) R D I i A I S
(3.9)

Oznaczmy
gy () = ((@™ +22) + ) +2') + ) + 2k, (3.10)

gdzie | < k oraz

1) dla { = 0 mamy is = 1 dla kazdego s € {1, ..., k};

0 dy s =1 lub te;

2) dlal=1mamy i, =< sy s 1D & DATAYSIE:
1, w pozostatych przypadkach;

3) dlal>1, mamyi, =14 = o ° + 2r dla pewnego r € N;
1, w pozostatych przypadkach .

Przyktady.
gao (@) =z (czyli gao) = ej),
g () = (((z"+2") + z) + 27) + 2,
963 (7) = ((((z +2) + 2) + 2) + 2%) + 2.

Dla uproszczenia piszemy gfj, () zamiast (g (x))”.
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Twierdzenie 16. Kazde unarne dziatanie termowe w przemiennym gru-
poidzie *-tgcznym (A;+.") mozna przeksztalcic do postaci gugy(x) dla
pewnych | € Ng, k € N orazl < k.

Dowod twierdzenia 16 otrzymamy jako konsekwencje nastepujacych
lematow.

Lemat 6. Dilal =0 mamy

O = 9 (), dla k=1,2;
k,0) =
(k0 g(k‘,k:—l—x(k))(l'), dla k > 2.

Dowéd. Dowdd przeprowadzimy dla k& > 2 oraz k parzystego (x(k) =
1). Podkreslone zostaty miejsca, w ktérych korzystamy z wlasnosci (3.7).
Mamy zatem

Io(@) =(.(z+z)+. . )+2) =(.(z"+a")+.)+a") +a" =
(@+o)+.)+)+r=((z+2")+2)+..)+2)+z)+2" =
((z+a*)+..) + %) +a*) +x)+a* = ((z42)+2)+..)+2*)+x)+2* =
9k k-2) (L) = Gk k-1 —x(k) (2)-
Dowody pozostatych przypadkéw przebiegaja w analogiczny sposob. W

Lemat 7. Niech | > 1. Wowczas

gwoy(@), dlak=12il=1;
oraz dlal € 2N ¢ | =k — 2,k — 1;
Iz (w), dlak>2il=1;
gfkk,l)(l") =< gu(x), dlak>21il=3;
Jik—3)(x), dlal ¢ 2N i [ > 3;
Jeaa3)(x), dlal e 2N i 143 < k;
| Jwy (), dlale2N i l=k.

Dowéd Dwa pierwsze przypadki sa oczywiste. Roéwniez dwa kolejne
mozemy tatwo udowodnié¢ wykorzystujac wlasnosé (3.7).

Przypusémy zatem, ze k > 2 il = 1. Wtedy
Iy (@) =[( (2" +2") + o)+ .7 = ((z+2) +27) + ... = g3 (@)
Podobnie przebiega dowod dla przypadku & > 21 = 3.
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Przypusémy teraz, ze [ jest nieparzyste oraz [ > 3. Woéwczas mamy
9k (@) = [((ga-10(2) +27) + .]" = (. (gu-11-3)(z) + ) + ... =

= (...(9(1_470)@]) + ZL’*) + ... = g(k,l—S)(x)-

Niech [ bedzie parzyste oraz [ + 3 < k. Rozwazymy teraz dwa
przypadki:

a) dla [ = 2 otrzymujemy g )( z)=(..(z+2")+2)+2*)+a)+..) =
(4 x)+z)+z)+a2)+...=(.(z+z")+z")+az)+a")+... =
(& +2)+2) +2) + ) + o = g @),

) dlal > 4 mamy gy (2) = ((guoro(x) +o%) +2) +a%) +2) ) =

(9a-11-2)(7) + ) +2%) +2) + 27) + ... =

(90~ 30() ) ta)tx)tat)ta)+at)+ .. =

(gu-s (@) +2") +a") +a") +a") +a)+a") + .. =

(9a-30)(®) + ) +2) + x) + ) + ) + 27) + ... = Gk (2)-
Przypusémy, ze [ jest parzyste oraz | = k. Roéwnoscé 9?272)@) =

(-
(-
b
(-
(-
(-
(-

92,2)() jest oczywista. Wezmy zatem k > 2. W tym przypadku zachodzi
9w (@) = (gu—1,0)(2) +2°)° = gu—15-2)(2) + 7 = ((gu—30)(2) + 2") +
z) + = = ((goe-3,0 (@) + ) + ") + 2° = ((gu-30)/(%) + 7) + 2) + 2" =
90k ()- u

Prawdziwo$¢ kolejnego lematu mozna udowodni¢ przez indukcje wzgle-
dem n.

Lemat 8. Niech t bedzie termem *-lgcznego grupoidu przemiennego A.
Wowczas

td [+ 22) +23) + )+ an] = (LY pa)) Fad) £ L) ol
Il
Wprowadimy teraz nast@puj@ce oznaczenia:
Moy (Y, ) = (o (y + 27) + 22) + ) +2') 4 ..) + a2,

gdzie p,r € Ny, r < p; 1, = 0dla s < r; 4,409 = 0 oraz 4,491 = 1 dla
[ € Ny.

Dla uproszczenia bedziemy pisa¢ gy (x) ® ey (y) W miejsce
hip.r) (9 (), y). Przyjmujemy, ze

h(o,o)(y, w) = Yy oraz 9(0,0)(@ D h(p,r) (?J) = g(p,r)(y)'
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Lemat 9. gy (x) + gpn(x) =

gék,l) () ® hpy(x), dlar=1;
) 94p(@) ® hee-n(@), dlar ¢ 2N, r>1;
N 921:,1) () @ hprir)(x), dlare 2N, r < p;
9&;,;) () ® hpoy(x), dlare2N, r=p

gdzie i = x(p+1).

Dowéd. Rozwazamy kolejno przypadki naszego lematu, wykorzystujac
lemat 8:

Ad 1 g () + 9.0 (2) = g (@) + [ (27 +2) +2) + .. ] =

("(gék,l) () +2*)+z)+2")+ ... = Ik () @ hpay ().

Ad 2. gy (@) + 9o () = gy (@) + [+ 2) + ) +2) +2%) +..] =
(gl (@) +2) +27) +.2”) +27) + 2) + ... =
(- (Gl (@) +2) + ) +2) +27) +2) + oo = gig ) (2) © hpr—ny (2).

Ad 3. g (@) + 960 () = g (@) + [ (@ +2) +.) Fa) +a7) + o)+ .. ] =
((Gup@) +o)+2)+ . ) ta)+a)+a7)+.. =
(Gl () +2) + 2) 5 ) £ )4 2) ) o= gl () © i (2).
Ad 4. g (7) + 9. () = gy (@) + [ (T +2) + ) +2) +27] =
(G (@) F ) +2) + ) +a") +2) =

(g (@) +2) +2) + ) + 1) + ) = gy (2) D hpo) (). u

%
(k.

%
(k.

Lemat 10. g(kJ)(Z‘) b h(pp)(l‘) =

(¢ ktp,0) (), dla | = 0;

(
Gk+p0) (), dlap=1oraz[l =1,k € 2N] lub [l > 1, k —1 € 2NJ;
Gktpp) (T), dlal =1, p € 2N;
Iktpp-1)(x), dlal=1p>1, p k€ 2N;
Y(k+p,p+1) (l’), dlal = 17 b, k ¢ QN,
Getpiitp) (T), dlal>1, p € 2N;
Getpitp-1)(x), dlal>1,p>1 pec2N orazk —1 € 2N;
| Jtpieps)(®), dlal>1, p¢& 2N orazk —1 ¢ 2N.
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Dowéd Rozpatrujemy kolejno przypadki lematu.
Ad 1. Oczywisty.

Ad 2. Rozwazymy tylko przypadek gdy [ = 1 oraz k jest parzyste.
Woéwcezas mamy gg1)(2) @ haoy(z) = [..(z" +2°) +2)+...) +2*]+ 2 =
9(k+1,)- Dowod dla | > 1 oraz k — [ parzystego przebiega analogicznie.

g(k,l)(x) ) h(p 0) (33) = ( ...... (33* + x*) + x) + ] © h(p’(]) (x) =
(o  © By (2)) - 7) +2) 4 = (- (4 7 hiyay () ) +2°) +

Ad 4. g(k,l)(x) @h(pjo) (ZL’) = ([(l’* +l‘*) —f-) +£L‘*] @h(p_lp)(l’)) +x =
(.)..(x*@h(p_lvo)(x))%—x* +a)+... = ((r4+2") Dhp-s0(r)) +x)+2°)+
T)+ .=

(@ hpso(@) + ) +2)+ ... = ((gpo0(@) +2*) +2)+ .. =
Iihtpp—1)(2)-

Ad5. guny(@)®hpo)(z) = ([ (@ +2*)+.)+a] + 2) + @+ L)t =

()(x* ®hprr0(2)+a*) +z)+... = (. (z+z¥) @h(p_lvo)(?)r)l—l—x) +a%) 4+
(2 ® hgpag(@) +2) +2) + o = (lopon(@) +2%) +2) + . =
Ik4pp+1) (7).

W podobny sposéb mozna zweryfikowaé¢ pozostate przypadki. W

Lemat 11. Niechr # 0; s = [E2] — [E2£2] dla | = 1 oraz t = [A=LE2] —
[7%”] dlal > 1. Woéwczas:

9y () © hp () =
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\

9(k+p,1) (1’),
9(k+p,r—2) ($)’
9(k+p,r—1) (I)’
g(k—i—p,l—i—r—Q) (l’),
9(k+p,l+r—1) (z),
(

g k+p,0) (l‘) )

Y(k+pk+p—21s)+2) (T),
g(k+p,k+p72\s|+1)(x)a
G(k+pJetp—2t]+1) (T),

I(htpktp—2it/+2)(T),

dlal=1 oraz [r =11k ¢ 2N]|
lub [r =2 ik € 2NJ;
dlal=1,r > 2 oraz k,r € 2N,
dlal=1,r > 1 oraz k,r ¢ 2N;
dlal>1 oraz k +1,r € 2N;
dlal>1 oraz k+1,r ¢ 2IN;
dlal=1,k>1orazk+r ¢ 2N,s =0;
lubl > 1 oraz k+r ¢ 2N,t = 0;
dlal=1; k,p € 2N; r ¢ 2N oraz s > 0,
lub k € 2N; p,r ¢ 2N oraz s < 0,
lub k,p ¢ 2N; r € 2N oraz s > 0,
lub k ¢ 2N; p,r € 2N oraz s < 0;
dlal=1; k,p € 2N; r ¢ 2N oraz s <0,
lub k € 2N; p,r ¢ 2N oraz s > 0,
lub k,p ¢ 2N; r € 2N oraz s < 0,
lub k ¢ 2N; p,r € 2N oraz s > 0;
dlal>1; k+1€2N; p,r ¢ 2N orazt > 0,
lub k+1,p € 2N; r ¢ 2N orazt <0,
lub k+1¢ 2N; p,r € 2N orazt > 0,
lubk+1,p ¢ 2N; r € 2N oraz t < 0;
dlal>1; k+1€2N; p,r ¢ 2N orazt <0,
lub k+1,p € 2N; r ¢ 2N orazt > 0,
lub k+1¢ 2N; p,r € 2N orazt <0,
lub k+1,p ¢ 2N; r € 2N oraz t > 0.

Dowdd. Liczby s,t sa rezultatem dzielenia liczby wystepowan symbolu

* w dziataniu g )(z) przez liczbe wystepowan symbolu

*

w dziataniu

hpry(x) dlal =1 oraz [ > 1, odpowiednio.

Ad 1. Przypusémy, ze [ = 1. Latwo zauwazy¢, ze réwnosc¢ jest prawdziwa
dla » = 1 oraz k nieparzystego. Wezmy teraz r = 2 oraz k parzyste.
Wowezas mamy

9e) () © hp2) () = [gr—1,0)(2) + 2% © [2 D hip_1,)(T)] = Glhap,1) (7).
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Ad 2. gu1) (@) D hepn (@) = (901 (7) © hp—20)(2)] © hp—ri22)(T) =
Ii+r—2,-2)(2) B h(p—r12,2) () = [Getr—3,r-2)(@) + 2] B[ B hpri11) ()] =
9(k+p,r— 2( )

Ad 3. gu1)(@) ® b (@) = [946,1) (@) S hi-1,0)(@)] D hpria) (@) =
9(k+r—1,r— 1)(-73) > h'pfr+1 1) ( ) [ 9(k+r—2,r—1) ( ) + -73] S¥ h(pfrJrl,l)(x) =
9(k+p,r— 1( )

Ad 4. gap(@) @ b (@) = (g0 (T) © hp—20)(T)] S hip—ri22)(z) =
Gitr—204r—2) (T)BRp—r122) (T) = [gh4r-314r-2) (T)+27]|B[TBhp—r11,1) (7)) =
Iktpiir—2) (7).

Ad5. gun(®) @ hpn(®) = [gan () © hp-1,0)(7)] B hp—ri11)(7) =
g(k+r—1,l+r—1)(x)@h(p r+1,1) (z) = [((9(k+r—2,z+r—1)($)+$)+$*]@h(p—n2)(x) -
Iiktplr—1) (T)-

Ad 6. Niechl =1,5s =0, k > 1, k bedzie parzyste oraz r nieparzyste.

m] - [w]
2 2 I
Oczywiscie, ¢ > 2, poniewaz k jest parzyste. Zatem r < p. Wezmy teraz

Przeprowadzimy dowdd przez indukcje wzgledem i = |

1 = 2. Jesli p jest nieparzyste, to otrzymamy

92.)() ® hpp-2)(z) = (([921) () ® hp-s0)(x)] +2%) + 2) + 27 =
Ip-1p-3)(7)B[(z* +w)+x | = [((9(p-a.0) () +2%) +2) +2*|B (2% +2) +27] =
(((gp-a0)(x) +2%) + ) + 2%) + 2%) + 2) + 2" =
((((9p-a0)(®) +2) + 2) + 2) + ) + ) + T = gpr2.0)(T)-

W przypadku p parzystego mamy

91)() @ hpp-3)(7) = (([921)(2) S hp-a0)(@)] +2°) +2) +2%) + = =
Ip—2p-0)(®) & [((z* + ) +2%) + 2] =
[((9p-s0)(z) +2*) +2) + 2" © [((z" + 2) + 27) + 2] =
((((gp-s.0)(@) + ) + 2) + 2%) + 2%) + 2) + 2°) + z =
(950 () + ) +2) + 2) + ) +2) + 7) + T = gpya0)(2).

Przypusémy teraz, ze lemat jest prawdziwy dla i. Wowczas otrzy-
mamy
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91 (T) © hipr) (T) = g1y () © [9(r-1,0)(T) B hp—r11)(7)] =
Ghtr—1,r—1)(7) @ h(p T+11)(x):[ Iikrr—2,—1)(T) + 2] B [2 ® h- r2)(T)] =
[(Gprr—2-1)(T) +27) + 27] © hpr2)(T) =

[(g(k_i_r 92— 1)(x)+:c)+:z:]69h(p r2)(517) =
I(ktrr+1)(T) B hpr2)(T) = [9(r,0) () © hre,1)(2)] B hip—r2)(2) =
[(9( )()@hk 11()) z] @ [x @hprllm]:
(912,00 () B P—11)(2)] D hp—r_1,1)(x) =
9(r+20( )@h(k r— 20)( )—9(k+p,0)(93 .

Wykazalismy zatem prawdziwo$¢ hipotezy dla i + 1 w rozwazanym
przypadku.

Dowody dla pozostatych przypadkoéw przebiegaja podobnie, wigc je
pomijamy.

Ad 7. W tym przypadku i kolejnych trzech rozwazamy tylko pierwszy
podpunkt, poniewaz pozostate mozna udowodni¢ tymi samymi metodami.
9k1)(2) B hipry (@) = [90,1) (@) B hr—1,0)(2)] S h(p—rt1,1)(7) =
g(k+r71,7“71)(l‘) S h(p7r+1,1)(x) = [g(r—z,o) (z) @ h(k+1,1)(27)] S h(pfrJrl,l)(l‘) =
[l96—2.0) () ® h(p—prr+1,1)(@)] B hpr1) (%)) © hipr1)(2)] + @ =

[[9¢r—2,0) (%) © P(—prri1,0)(2)] © P2p—2r0) ()] + 7 =

[Gk—pr2ar—1,,-1)(T) B Piap—2r0)(®)] + T = Grp-1,2p—r—1)(T) + 2 =
[9(k+p—2,20-r- 1)( ) + 7] + T = Geap2p—r+1) (L) = Ghtpetp—2)si+2)

k+2 _ p—r+l
3 .

Ostatnia réwno$¢ wynika z |s| = 5

Ad 8. gu1) () ® hipr) () = [9,1)(T) © hr-1,0) ()] © hp—ri1,1)(2) =
Ihrr—1.0-1)(T) B hprr11y(T) = [9(r—270)( ) @ her1,1) (@) © hpri11) () =
[[96—2.0)(z ) D hik+1,1)(@)] © Ager1,1) (2)] @ hp—r—i2)(2)] =

[9(-—2,0) (@) D h2k+2,0)(@)] © hip—r—k,2)(T) = G(2b+r,0)(%) D hp—r—1,1)(T) =

9(k+p,2k+r+2) ($) = g(k+p,k+p—2|s|+1)($)- W tym przypadku ’5’ =B ;+1 k_22

Ad 9. g () @ hppry(2) = (g0 (7) © hr—1,0)(2)] © hp—ri1,n)(7) =
9(k+r—1,14+r—1) (.’L’) D h(pfr‘«#l,l) (l‘) =

[g(k—p,l-i-r—l)(x) D h(p—r+l,1)(x)] S¥ h(p—r—i—l,l)(x) -
g(k—P+2r—2,l+7"—1)(J7> D h(2p—27“+270)(x> = g(k+p72p—r+l+1)(x) =
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k=42 prt2
5 .

9(k+p,k+p—2|t|+1)($)a gdzie ’t| = B

Ad 10 gy () @ hipr) (@) = (960 () @ h(r-1,0) ()] @ hp—ri1,1)(7) =
Getr—1,47-1)(T) B hp—ri1,1)(T) =

[9(+r-2,0) (%) & h(p—111,1)(@)] D Pe—i1,1)(2)] © Ap-nti—r2)(T) =
[9(11r—2,0) (%) B har—212,0)(T)] B Pp—iti—r2)(T) =

92k—147.0) (%) B hip—rti—r2)(T) = Gltp2k—i4r4+2) (L) = Glhotp krp—2)t|+2) (T)-

W tym przypadku [¢| = =02 — k=2, .

Uogolniajac twierdzenie 16 otrzymujemy nastepujace:

Twierdzenie 17. Kazde n-argumentowe dziatanie termowe w *-tgcznym
grupoidzie przemiennym mozna sprowadzi¢ do nastepujgcej postaci:

f(@1, @2, m0) = (o (Gl 1) (T1) B Aihantn) (T2)) D +0) D By 1) (T),
gdzie ki, l; € No, k; > 1; dlai=1,....,n oraz k1 + ... + k, # 0. O

Biorac pod uwage tabele 3.4 przedstawiajaca dziatanie binarne w
algebrze dziatan termowych jednoargumentowych grupoidu *-tacznego in-
dukujacego potkrate oraz uwzgledniajac lematy 9, 10 oraz 11 otrzymamy:

Whniosek 9. Dowolne n-arne dziatanie termowe w grupoidzie *-tgcznym
indukujgcym potkrate mozna przeksztalcic do postaci:

F@r, e mn) = ((z) +22) + ) + 2 (3.11)

dla pewnych 0 < ky < ... <k, <n orazi, € {0,1,2} (r=1,...,p), gdzie
2 =a* 2l =2, 2% =2+ 2",
Jesli w grupoidzie tym spelniony jest dodatkowo warunek

(Vo € A) x + 2* = a, to w postaci (3.11) mamy i, € {0,1} (r=1,...,p).

3.3. ()-niezaleznosé¢ w poétkratach

W rozwazanych *-tacznych grupoidach retrakt g(A) = P4 jest pétkrata,
zatem aby mozna byto zastosowaé twierdzenie 1 konieczne jest zbadanie
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rodzin zbioréw (Q-niezaleznych w potkratach. Przedstawione w tym roz-
dziale twierdzenia dla potkrat gérnych na zasadzie dualnosci odnosza sie
oczywiscie réwniez do potkrat dolnych.

M-niezalezno$¢ w tych algebrach badat G. Szdsz w [43].

Twierdzenie 18. Niech L = (L;V) bedzie pétkratq gorng. Zbior X C L
jest M -niezalezny wtedy @ tylko wtedy, gdy dla kazdych parami roznych
ai,...,a, € X mamy

Q, ﬁ aV..Va,_q.

g

K. Golema-Hartman wykazata (por. [21], [22]), ze X € Ind;(L) wte-
dy i tylko wtedy, gdy wszystkie elementy zbioru X sa parami nieporowny-
walne.

Oczywiscie Ind(L, A;) = 2L.

Opiszemy teraz pozostate, omawiane przez nas, rodziny zbiorow
(-niezaleznych w potkratach.

Zauwazmy najpierw, ze kazde dziatanie termowe w pétkracie mozna
jednoznacznie przedstawi¢ w postaci

f@y, oy xn) = o, VoV ay,

dla pewnych 1 <4 < ... <1y < n.

Twierdzenie 19. Niech L = (L;V) bedzie pétkratg gorng oraz Q = Sy, S
lub G. Wowczas
Ind(L, M) = Ind(L, Q).

Dowéd. Dowdd mozna przeprowadzi¢ analogicznie do dowodu twierdzenia
3. Rozwazamy wéwczas dziatania termowe f(xq,...,2,) =21 V.. V2,1V

a; dla z # a,;
a, dlazx=a,.
Oczywiscie w potkratach wszystkie odwzorowania sa zmniejszajace, poniewaz

T, g(x1, ..., ) = 21V...V2,_1 oraz odwzorowanie p(x) = {
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jedynym dziataniem termowym jednoargumentowym jest dziatanie tozsa-
mosciowe.

Zauwazmy teraz, ze rodziny zbiorow M-niezaleznych oraz [-niezalez-
nych w potkracie gornej nie musza by¢ jednakowe.
Przyktad

W przedstawionej potkracie mamy a Vb =a V bV c. Z twierdzenia
18 wynika, ze zbior {a,b,c} nie jest M-niezalezny, gdyz ¢ < a V b. Jest
on natomiast [-niezalezny, poniewaz suma dowolnych réznych elementow
bedzie zawsze réwna elementowi d.

Przypadek ten mozna uogélni¢. Poétkrate (L;V) nazywamy niskq,
jesli posiada element najwiekszy, a pozostate jej elementy sg parami niepo-
rownywalne. 7 punktu widzenia teorii grafow zbior czesciowo uporzad-
kowany tego typu mozna traktowac jako graf drzewiasty, w ktérym tylko
jeden wierzchotek ma stopienn wigkszy niz jeden (taki graf nazywany jest
zwykle gwiazda).

Twierdzenie 20. Niech L = (L;V) bedzie potkratq. Jesli L jest potkratq
niskq, to
Ind(L,I) = Indi(L).

Jesli L nie jest potkratq niskq, to
Ind(L,I) = Ind(L, M).

Dowdéd. Niech L bedzie potkrata oraz X € Ind(L, I). Zatézmy, ze a < b
dla pewnych a,b € X. Rozwazajac binarne dzialania termowe f(z,y) =
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x V vy, ex(xr,y) = y oraz réznowartosciowe odwzorowanie p : X — L
dane wzorami p(a) = b, p(b) = a, p(x) = x dla x # a,b, otrzymamy
sprzecznosc¢. Zatem wszystkie elementy zbioru /-niezaleznego w potkracie
musza by¢ parami nieporéwnywalne. Czyli X € Ind,(L).

Przypusémy teraz, ze L jest potkrata niska, wszystkie elementy
zbioru X C L sa parami nieporéwnywalne oraz f(aq, ..., a,) = g1(ay, ..., ay)
dla pewnych, réznych ai,...,a, € X oraz fi,g1 € T™(L). Z definicji
pétkraty niskiej wynika zatem fi(p(ai),...,p(an)) = g1(p(ay),...,p(a,))
dla dowolnego réznowartoéciowego odwzorowania p : X — L. Stad
X € Ind(L, I).

Zalézmy teraz, ze L nie jest poétkrata niska, X € Ind(L, ) oraz
X ¢ Ind(L, M). Z twierdzenia 18 otrzymujemy b, < by V ... V b,_; dla
pewnych, parami réznych by,....b. € X. Stad by V...V b._1 = b V...V
b,—1 V b.. Rozwazmy nastepujace dzialania termowe: fo(xq,...,2,) =
r1 V...V x._q oraz go(x1,...,x,) = 21V ... V2,1 V z,. Oczywiscie
fa(bi, ..., ) = g2(by, ..., b,). Zdefiniujmy odwzorowanie p; nastepujaco:
by Vbs dlax = b

dla z # b;.
Wykazalismy wczeéniej, ze elementy zbioru [-niezaleznego muszg by¢é

pi(z) =

parami nieporownywalne, zatem powyzsze odwzorowanie jest réznowartos-
ciowe. Co implikuje
fo(p1(b1), ..., p1(br)) = g2(p1(b1), ..., p1(b;)). Stad mamy by V ... V b,y =
by V ...V b._1Vb.. Por — 3 takich krokach otrzymamy b, 5 V b,_; =
b,—_o V b,_1 V b,.. Rodzina zbiorow
I-niezaleznych jest dziedziczna zatem {b,_o,b,_1,b.} € Ind(L,I). Rozwa-
zana potkrata nie jest niska, wiec istniejg rézne elementy ¢y, co € L takie,
ze c1V ey #b_oVb._1.

Przypusémy, ze ¢; V ca > b,_o V b._1. Rozwazajac odwzorowanie
b; dla ¢ # r;
cgVe dlai=r
otrzymamy b, oV b,y =b._oVb._1Vci Ve, astad b,_oVb._1 =c1 Ve,
co przeczy zalozeniu.

roznowartosciowe po(b;) = (t=r—2,r—1,r),

Zatozmy teraz, ze ¢; V co # b._o V b._1. W tym przypadku odw-
zorowanie
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() G dlats=r—2,r—1; (i 9 1)
i) = t=r—2,r—1,r
bs by oV by dlai=r

jest réznowartosciowe. Korzystajac z [-niezaleznosci rozwazanego zbioru
uzyskamy ¢; Vg = ¢ Ve Vb._oVb,._1. Wobec tego ¢4 Veg > b,_oVb,_q,
sprzecznosc.

Reasumujac X € Ind(L, M). |

3.4. ()-niezaleznos¢ w grupoidach *-lgcznych z retrakcja

Latwo zauwazy¢, ze w grupoidzie *-tacznym indukujacym poétkrate
A = (A;+) mamy O(a) = w (czyli element a jest beztorsyjny) wtedy i
tylko wtedy, gdy a ¢ P4. A takze O(a) = ¢ wtedy i tylko, gdy a € Pj.
Ponadto

Lemat 12. p jest odwzorowaniem zmmniejszajgcym grupoidu indukujgcego
potkrate (A;+,*) wtedy i tylko wtedy, gdy p(a) € P dla kaZdego a € Py.
O

Z twierdzenia 1(a) wynika

Lemat 13. Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem *-lgcznym indukujg-
cym potkrate. Wowcezas dla kazdego a € A mamy
(1) {a} € Ind(A,M) < {a} € Ind(A,I) < {a} € Ind,(A) &
a ¢ PA,'
(i1) {a} € Ind(A,Q) dla Q = 5,5,G. O

Twierdzenie 21. Niech A. = (A;+,*) bedzie grupoidem *-lgcznym in-
dukujgcym potkrate spetniajgcym warunek (3c € A) (Vo € A) [x+2* = ¢].
Dla dowolnego X C A nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

() X € Ind(A., M);

(6) X € Ind(A.,S);

(7) (.02 +02)4...) +bin # ¢ dla kazdych parami réznych by, ..., b, €

X orazip € {0,1} (k=1,...,n).
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Ponadto X € Ind(A.,G) < X \ {c} € Ind(A., M).

Dowéd Wobec (1.1) implikacja (o = ) jest oczywista.

Przypuéémy zatem, ze X € Ind(A., S) oraz (...(b} +b2)+...)+bin =
¢ dla pewnych parami réznych by, ....,b, € X, i, € {0,1} (k = 1,...,n).
Rozwazmy odwzorowanie p : X — (X)a, zdefiniowane wzorami:

p(b) = {b2 date =1 e k21,2 oraz p(r) =2 dla z £ by, by
by dla i = 0;

oraz dziatania fi(x1,...,7,) = (..(a0 + 2B2) + ..) + 2ir, foz1, ..., 2,) = C.
Korzystajac z S-niezaleznosci zbioru X otrzymamy (...(ba+bg)+...)+bir =
c. Stad (...(b5 +b%) + ...) + b = c. Po skoniczonej liczbie takich krokéw
otrzymamy b’ = ¢, czyli b, = c. Jesli zastosujemy wlasnosé (3.9), to w
analogiczny sposob mozemy otrzymac¢ by = ¢ dla kazdego &k = 1,....n.
Whrew zalozeniu.

Przypuéémy teraz, ze zbiér X C A spelnia warunek () oraz

fl(bla ) bn) = f2(bl> EaS) bn) dla pewnych réZnyCh f17 f2 € T(n)(Ac)a b17 sty
b, € X. Namocy Wn'}osku 9 mamy fl(:§1, iy Tp) = (...(:B?l—i—x}é)—i-...)—{—x;c’;,
fo(@y, .y xn) = (o (@) +22) +...) + 2" dla pewnych, réznych podciggow
0<k <.<k<n 0<hL<..< < n oraz il,...,ip,jl,...,jr €
{0, 1}. Zatem (..(by, +bp2) +..) + b7 = (.(0f} +b2) +...) + b’ . Poniewaz
f1 # fa, wige istnieja liczby s it takie, ze l, & {ki1, ..., ks—1, ksi1, ..., ky} oraz
(bje )XP=2) £ (b)) =1 Wowezas, stosujac wlasnosé (3.9), otrzymamy

(B B2) ) B ) B ) ) by ) o (B )X =

= ((b{l1 + bﬁ) L) —I—bﬁ“) +..)+ b{f) + (b{f)X(’”*t) . Dodajac do

Tl le41
obu stron réwnania (bﬁjs)X(p_s) i korzystajac z wlasnosci (3.4) mamy

[ (B B2 ) ) B by )+ B T (Bl )X (b )X P=))*] =

ks+1
= [ (O b)) ) B A )b T [ )XD (bl X)),

Stad ¢ = [(...(0 +02) + ..) + b)) + (b2 )X, jesli I, # k.
W przypadku, gdy I = ks mamy x(r—t) = x(p—s)+1(mod 2). Wowczas
c= [(...(b{;+b§j)+...)+b§jj)+b§;j)+...)+b{:]*+[(b{:)X<"—t>+(b{:)x(r—t>] =

= (B b))+ B B L) B [ xe0) =

li+1



8.4. Q-niezaleznosé w grupoidach *-tgcznych z retrakcjq 63

= [ (B 4 B2 ) B ) ) B+ (X0 =

1 let1
[((b{li +bff)+...) bﬁ:f)—i-b{f)—i-bﬁill)—l—)%—bl]:] W obu tych przypadkach
otrzymujemy sprzecznos¢ z zatozeniem. Czyli X € Ind(A., M).
Z wtlasnosci (1.4) mamy X € Ind(A.,G) & X \ {c} € Ind(A,, G).
W rozwazanej algebrze Py = {c}, czyli wszystkie elementy zbioru X \ {c}
sa beztorsyjne, zatem na mocy wtasnosci (1.4) i (1.7) otrzymujemy X \

{c} € Ind(A.,G) & X \ {c} € Ind(A., M). [ |

Z twierdzenia 1(d) wynika, ze szukajac zbioréw M oraz [-niezaleznych
musimy wybiera¢ elementy sposréd réznych klas F,. To samo dotyczy S
oraz Sp-niezaleznosci, jesli dany zbiér nie zawiera sie w pewnej klasie
(twierdzenie 1(e)). W grupoidach indukujacych potkraty wlasnosé ta
dotyczy rowniez G-niezaleznoci.

Whiosek 10. Niech A = (A; +,*) bedzie grupoidem indukujgcym potkrate
oraz by, by € F, dla pewnego a € Py. Wowczas {by, by} ¢ Ind(A,G).

Istotnie, w kazdej klasie [ jest doktadnie jeden element z P,. Za-
tem, mozemy przeprowadzi¢ dowdd analogiczny do dowodu twierdzenia
1(d), przyjmujac za a ewentualny element z P4. Wowczas zdefiniowane we
wspomnianym dowodzie odwzorowanie p; bedzie zmniejszajace, na mocy
lematu 12. ]

Natomiast zbiory ztozone z elementow pewnej klasy abstrakcji moga
by¢ zbiorami t-niezaleznymi w rozwazanych algebrach.
Przyktad 5°. W grupoidzie indukujacym potkrate rozwazanym w Przy-
ktadzie 5 zbiér {g,k} C F, jest t-niezalezny. Ponadto w rozwazanej
algebrze zbior {c, e} nalezy do rodziny zbior6w G-niezaleznych, chociaz
ceg(A)ied g(A). Wynika stad, ze twierdzenie 1(f) nie jest prawdziwe
dla G-niezaleznosci.

Na mocy twierdzenia 1(b) kolejnym warunkiem koniecznym dla M-nie-
zaleznosci zbioru X jest g(X) € Ind(g(A), M). Wykazemy, ze w przy-
padku grupoidéw indukujacych potkraty implikacja ta jest prawdziwa
rowniez dla S, Sy oraz G-niezaleznosci.
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Oznaczmy przez Xp = {z + 2" |z € X} = g(X).

Twierdzenie 22. Niech A = (A;+,") bedzie grupoidem indukujgcym
potkrate,

X C A oraz |X| > 1. Jesli X € Ind(A,Q), to Xp € Ind(P,Q) dla
Q=25,5),G oraz I.

Dowéd. Przypusémy, ze X C A, | X| > 1 oraz Xp ¢ Ind(P4, Q) dla
Q@ =195,50,G. Zgodnie z twierdzeniami 18 i 19 w potkracie P 4 zachodzi

g(b1) + g(b2) + .. + g(bn1) = g(b1) + g(b2) + ... + g(bn-1) + g(bn) dla
pewnych, parami réznych g(b), ..., g(b,) € Xp. Stad

(oo((br +07) + (b2 +03)) + ...) + (bp—1 + b,,_;) =
(((br 4+ 07) + (b2 +03)) 4+ ...) + (bp1 + b}, _1)) + (b + 1),
Zdefiniujmy nastepujace dziatania termowe
[y, xp) = (((e + 27) + (w2 +23)) + ..0) + (-1 + 25 _4),
g1y, xn) = (w1 +23) + (zo423) + )+ (@ + i) + (2, +22).
Zaktadajac, ze X € Ind(A,Sy) oraz rozwazajac odwzorowanie
by dla x # by;
b, dlax="b,.
otrzymamy ¢(by) = g(b1) + g(b,), a stad, wykorzystujac Sp-niezaleznosé

(3.12)

pi(z) =

zbioru X, mozna tatwo wykazaé, ze g(by) = g(b,), co przeczy zalozeniu.

Wobec (1.2) oraz twierdzenia 19 rozwazana implikacja jest prawdziwa
rowniez dla S-niezaleznosci.

Jesli b; ¢ P4 (1 = 1,..,n), to odwzorowanie p; jest zmniejszajace.
W przeciwnym razie wystarczy w definicji odwzorowania p; w miejsce by
wzig¢ dowolny element, ktéry nalezy do P4. Zatem implikacja ta jest
prawdziwa réwniez dla G-niezalezno$ci.

Przypusémy teraz, ze X € Ind(A,I) oraz Xp ¢ Ind(P4,I). Na
mocy twierdzenia 1(a) odwzorowanie

by+b; dlaz=0b;, . . o

po(z) = jest réznowartosciowe, poniewaz X NPy =
x dla x # by

0.

Jesli potkrata P4 nie jest niska, to z twierdzenia 20 mamy Xp ¢
Ind(P 4, M). Mozemy zatem przeprowadzi¢ analogiczne do powyzszego
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rozumowanie otrzymujac z warunku (3.12) réwnosé

(b +05)+ )+ (bper+ 05 ) = (((ba+05)+..) + (b1 + 05 4)) +
(b, + 07).

Po skoniczonej liczbie takich krokéw uzyskamy ¢(b,_1) = g(bn—1) + g(bn),
co implikuje ¢(b,_1) = g(b,), wbrew zalozeniu.

W przypadku, gdy potkrata P4 jest niska, z zalozenia wynika, ze w
zbiorze X p istniejg co najmniej dwa elementy poréwnywalne ze sobg. Za-
tem mamy warunek (3.12) dla n = 2. Wéwczas, wykorzystujac [-niezalez-
nosc zbioru X, tatwo wykazaé sprzecznosc. |

Z twierdzenia 1(c) i twierdzenia 22 otrzymujemy natychmiast nastepu-
jacy:

Whniosek 11. Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem indukujgcym pétkrate.
Wowczas

(VX C Py) [X € Ind(A,Q) & X € Ind(Pa,Q)]
dla QQ = S, S5y oraz G.

3.5. Quasigrupy *-laczne

Grupoid *-taczny (A; +,* ) nazywamy quasigrupg *-lgczng, jesli (A4; +)
jest quasigrupa.

Rozwazmy grupoid *-taczny (A; +,*) spelniajacy nastepujace warunki:
(Fee€ A) (Va€e A) e+a=a, (3.13)

Vae A) (Fbe A) b+a=c¢, (3.14)

gdzie € jest elementem spetiajacym warunek (3.13).
Wykazemy, ze tak zdefiniowany grupoid jest quasigrupa.

Lemat 14. Niech (A;+,") bedzie grupoidem *-lgcznym oraz € € A spel-
nia warunek (3.13). Wowczas € € Py, € nalezy do centrum algebry A oraz
jest jednoznacznie okreslony.
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Dowéd Wykazemy najpierw, ze ¢ = ¢*. Z warunku (3.13) oraz aksjo-
matéw (3.1), (3.2) wynika, ze 2* + ¢* = = dla wszystkich € A. Podsta-
wiajac y w miejsce z* (poniewaz * jest "na” A), otrzymujemy y +¢* = y*
dla kazdego y € A. Stad e+&* = &*, az warunku (3.13) e4+&* = (¢*)* = ¢.
Czyli € = ¢*. Zatem

(Fe€ecA) (Va€e A) a+e=a"=c+a. (3.15)

Element ¢ komutuje ze wszystkimi elementami zbioru A, zatem nalezy do
centrum rozwazanej algebry. Co wiecej, € + & = ¢ = £*. Zauwazmy, ze
element ¢ jest jednoznacznie okreslony. Rzeczywiscie, niech ¢, &’ spelniaja
(3.13), wowczas, korzystajac z warunku (3.15), mamy ¢ = e* = e+’ =
(e =¢. [ |

Lemat 15. Niech (A;+,") bedzie grupoidem *-lgcznym spetniajgcym wa-
runki (3.13) i (3.14). Jesli a,b € A ib+a = ¢, to b jest jednoznacznie
okreslony oraz a + b = ¢.

Dowdéd Dla dowolnego a € A istnieje b € A speliajace warunek b+a = ¢.
Roéwniez dla elementu b mamy ¢ + b = ¢ przy pewnym ¢ € A. Wowczas

cF=ct+e=ct+er=c+(bt+a)=(c+b)+a=c"+a=c+a=a"

Stad a = ¢, poniewaz odwzorowanie x — x* jest réznowartosciowe. Zatem
(Vae A) (FIbeA) b+a=ec=a+bh. (3.16)

Wykazemy teraz, ze element b z warunku (3.14) jest jednoznacznie wyz-
naczony przez a. Niech by, by spelniaja (3.14). Wtedy

bT :€+b1 :€*+b1 = (b2+a)*+b1 :b2+(a+b1)* :b2+€:b§,
a wiec by = bs. [ |

Twierdzenie 23. Niech A = (A;+,*) bedzie grupoidem *-lgcznym. Wow-
czas nastepujgce warunki sq rownowazne:

(1) A spelnia (3.13) oraz (3.14);

(2) (A;+) jest quasigrupg.
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Dowdéd Przypusémy, ze algebra A spelnia warunki (3.13) i (3.14). Udo-
wodnimy, ze dla dowolnych a,b € A réwnania a +x = b, y + a = b maja
jednoznaczne rozwiazania. Zatézmy, ze a+x = b. Zatem (a+x)* = b*. Z
lematu 15 wynika, ze istnieje doktadnie jedno c takie, ze ¢ +a = e. Stad
c+(a+x)* = c+b*, atakze (c+a)*+z = c+b*. Czyli e*x = c¢b*. Na mocy
lematu 14 mamy € + x = ¢ + b*. Stosujac (3.13) uzyskujemy z* = ¢ + b*.
Co implikuje x = b + ¢*. Podobnie mozna wykazac, ze y = d* + b dla
pewnego elementu d € A jednoznacznie wyznaczonego przez a.
Przypusémy teraz, ze (A;+) jest quasigrupa. Dla ustalonego ele-
mentu a € A istnieje ¢, takie, ze £, + a = a*, poniewaz (A,+) jest
quasigrupg. Nalezy wykazaé¢, ze dla kazdego b € A mamy ¢, + b = b*.
WeZmy zatem b € A. Oczywiscie ¢ + a* = b dla pewnego ¢ € A. Stad
(a+b)* ="+l = (c+a*) +ei = c+(a*+£5)* = c+(g,+a) = c+a* =b.
W konsekwencji otrzymujemy ,+b = b*, czyli grupoid A spelnia warunek

(3.13).
Rozwazmy teraz rownanie x+a = €. Ma ono jednoznaczne rozwiaza-
nie, zatem w algebrze (A;+,*) zachodzi warunek (3.14). [ |
Przyklady.

1) Rozwazmy zbior A = {¢,a,b, ¢} wraz dzialaniem binarnym & zdefi-
niowanym tabela 3.5 oraz z inwolucja * taka, ze ¢ = ¢*, a* = b, ¢ = c.

Glelalb]|c
elelblalc
a|ble|c|a
blalclel|bd
clclal|b]|e
Tabela 3.5.

Woéwezas (A; +,*, ¢) jest quasigrupa *-taczna.
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2) Algebra (Z;®,"), gdzie 2 @y = —(z +y) + 3a (dla ustalonego a € Z)
oraz ¥ = —x + 2a jest quasigrupa *-taczna.

Ponadto grupoid *-taczny (Hy,®,*) zdefiniowany w rozdziale 3.1
(przyktad 2, strona 43) oraz grupoidy opisane w przyktadach 3,4 (strona
44) tegoz rozdziatu sa rowniez quasigrupami *-tacznymi.

Kolejne przyktady quasigrup *-tacznych otrzymamy, gdy w grupoidzie
*tacznym (A;+,") istnieje idempotent e. Mozemy woéwczas zdefiniowaé
zbior (). w nastepujacy sposob:

Qe={acAle+ta=a+e=a* a+b=>b+a=edlapewnego be A}.

Fakt 8. Niech A = (A;+,") bedzie grupoidem *-tgcznym. Wowczas
(Qe; +,") jest quasigrupg *-lgczng oraz

Qe={acA] a"c(e+AN(A+e), ec(a+A)N(A+a)}l.

Dowéd. Udowodnimy najpierw, ze (). jest podalgebra algebry A. Niech
a € Q.. Wtedy a+e = e+a = a* oraz a+b = b+a = e dla pewnego b € A.
Zatem e+a* =(a+e)* = (a*)* = a = a*+e, a*+b* = (b+a)" = e = b*+a*.
Co implikuje a* € Q..

Przypusémy teraz, ze a,b € Q.. Stad a + ¢ = ¢+ a = e oraz
b+ d=d+ b= e dla pewnych c,d € A. Wowczas

e+(a+b)=(e+a)+b=a"+b=a-+b,
(a+b)+e=a+(b+e)=a+b,
(a+b)*+(d+e)* =a+ b+ (d+e)) =a+ ((b+d)*+c) =
at+(e+ce) =(a+e)+c=a+c=e=(d+c)" + (a+b)"

Tak wiec (a + b)* € Q., co implikuje a + b € Q..

Aby udowodnié, ze Q. 2 {a € A : a* € (e+A)N(A+e), e€ (a+
A)N(A+a)}, przypusémy, ze a* € (e+A)N(A+e) oraz e € (a+A)N(A+e).
Zatem a* = e+ p, a* = q+e, e =a—+r oraz e = t + a dla pewnych
p,qg,rt € A Stade+a=e+(e+p)*=(e+e)+p=e+p=a"
Analogicznie a + e = a*.

Wezmy teraz b = (t +e)*. Wtedy t +e=t+e* =t+ (a+7)* =
(t+a)*+r=e+r=(t+a)+r. Czyli (t+a)+r =>b"=t+(a+r), astad
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a+b=a+((t+a)+r)* =a+(e+r) = (a+e) +r=a*+r=a+r =c.
W podobny sposéb mozemy udowodni¢, ze b+ a = e. W rezultacie otrzy-
mamy a € Q.. [ ]

Niech A = (A4;+,",¢) bedzie quasigroupa *-laczna. Dla dowolnego
a € A oznaczmy przez —a element spetniajacy warunek a + (—a) = e.
Piszemy a—b w miejsce a+(—b). W dalszych naszych rozwazniach unarne
dziatane a — —a dodajemy do zbioru dziatan fundamentalnych algebry
A.

Fakt 9. Niech (A;+,—,",¢) bedzie quasigrupg *-tgczng. Wowczas naste-
pujgce warunki sq rownowazne:

(1) (Va€ A)a=a*;

(2) (A;+,—,¢) jest grupg przemienng.

Dowdéd. (1) = (2). W quasigrupie *-lacznej zachodzi warunek (3.15). Z
zalozenia wynika zatem a + ¢ = a = ¢ + a. Warunek (3.16) gwarantuje,
ze dla kazdego elementu istnieje element przeciwny. Oczywiscie + jest
taczne i przemienne.

(2) = (1). Konsekwencja faktu 5. [ |

Udowodnimy teraz kilka prostych wtasnosci dziatan w quasigrupie
*-tacznej oraz *-tacznej quasigrupie przemienne;j.

Lemat 16. Niech (A;+,—,*,¢) bedzie quasigrupg *-tgczng. Wowczas dla
dowolnych a,b,c € A mamy:

(@) (—a)" =—(a");

(b) —(a+b)=(=b)+ (—a);

(¢c) a=besa—b=c¢;

(d) a+b=c & a=—-b"+c & b=c—a’;

() a+c=b+c=a=borazct+a=c+b=a=0b.

Dowéd. Ad. (b) (a+b)+((=b)+(—a)) = (a+b)+ ((—a*) +(=b*))" =

= ((a+b) + (=a")" + (=b") = ((b" + a")" + (=a"))" + (=b") =

= (0" + (0" + (=a"))")" + (=07) = (0" + )" + (=b") = b" + (=0") = &.
Proste dowody pozostalych wlasnosci pomijamy. |
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Lemat 17. Niech (A;+,—,",¢) bedzie przemienng quasigrupg *-lgczng,
a € A orazi=0,1. Wowczas

() —(a—a") = (a—a),

(f) o' +(a—a")=d,

(9) (a+a*)+(a—a*) =d +a O

7

Opiszemy teraz ogélna postaé dziatan termowych w *-tacznych quasi-
grupach przemiennych. W tym celu zdefiniujmy 77 i 75 jako zbiory ter-
moéw postaci gg () (wzor (3.10)) spetniajacych odpowiednio nastepujace
warunki:

1)l =0dlak =2; [ =1 dlak nieparzystych; | =3 dlak > 2ik
parzystych;

2)l =0dlak =1; [ =1dlak parzystych; [ =3 dlak > 11k
nieparzystych.

Oznaczmy

f(k,l,m,n) (SL’) = gk, (l’) + 9(mn) ('x - 513'*), (317)

gdzie k,l,m,n € Ny, go,0)(x) = € oraz jesli m # 0, to
90k)(2) € T1 i Gmmy () € T2] 1ub [ () € T2 1 gmmy(2) € Th].

Twierdzenie 24. Kazde unarne dziatanie termowe w *-lgcznej quasi-
grupie przemiennej (A; 4, —* ,€) mozna przeksztalci¢ do postaci
* fkin,m) (7).

Dowd6d Oczywiscie kazda *-taczna quasigrupa jest réwniez *-tgcznym
grupoidem. Na mocy twierdzenia 16 dziatania termowe postaci g (),
a takze —gu,(x) nalezg do zbioru dziatan termowych *-lacznej quasi-
grupy przemiennej. 7Z wlasnosci (3.5) oraz lematu 16(a) i (b) wynika, ze
9y (%) £ Gy (T — 2*) oraz —gr1)(2) £ Gamn) (xr — 2*) réwniez do niego
nalezg. Na mocy lematu 17(a) sg one réownowazne z =[G (%) + Gamn) (T —
93*)] = if(k,l,n,m)(x)'

Rozwazamy tylko dzialania termowe postaci f(xnm)(®), poniewaz
dla dziatania termowego postaci — f(inm)(z) dowdd przebiega analogi-
cznie. Dla i = 0,1 zdefiniujmy j = ¢ + 1(mod 2).
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Na poczatek zauwazmy, ze w przypadku m # 0 wystarczy rozpa-
trywaé tylko dzialania termowe postaci g () nalezace do Ty lub T,
poniewaz pozostate mozna przeksztalci¢ do zadanej postaci: = fiy i ms ) ().

Przypusémy zatem, ze [ = 2. Dla k = 2 otrzymamy
f(2,2,n,m) (SL’) = (.73 +x*) +g(m,n)(x - SL’*) :(l’ +x*) + [g(m—l,n) (I - x*) + (*T -
2] = [0+ G- (= 2]+ [0 (2 —")] = [+ g1y (a7~ )] 27 =
(27 +a27) + Gim—1my (T — "), gdzie '+ 3t = gy (z) € Th lub Th.

Dla k > 2 oraz k parzystego mamy
fk2nm) () = g12) (%) + Gnmy (T — 27) = .

[(z +27) © ge—2.2) ()] + [gom—1m (z — 27) + (z — 27)'] =

[((27 @ g2 (@) + 2] + [gm-1m) (& — ") + (2 — 27)'] =

(@' + (2 = )]+ [(27 @ g-22)(®)) + Gim-1m) (¥ — 27)] =

'+ [(27 @ gr—22)(7)) + gm-1m)(z — 7)) =

[xj + (xj D g(k—2,2)<m)] + 9 *¥(m—1,n) (z—27) =

[(xj + xj) D g(k—272)(x)] + 9 *¥(m—1,n) (z — 7).

Po skonczonej liczbie podobnych krokéw otrzymamy fiu i msn (), gdzie
m' = 0 lub g ) (x) naleza do T} or T,. Zatem mozemy przyjac, ze | # 2.

Oczywiscie (z + z) + x = (x + a*) + 2* zatem, stosujac powyzsze
metody uzyskujemy [ < 3 dla k > 3. W konsekwencji, g () € 11 lub
9w (x) € T.

Poniewaz g(2.9)(x —2*) = (x —2*)+ (v —2*)" = ¢ oraz g0 (x —2*) =
(z—a")+(r—2%))+(x—2*) = (x — "), wiec term gy, ) (x — 2*) nalezy
do T} lub T5.

Przypusémy teraz, ze gg. (), Gumn) () € T1. Wowczas dla k = 1,
m = 1 otrzymamy fq.1,11)(%) = ga,n(x) + 9o (z — 2*) = 2%, z lematu
17(b). Czyli mozemy dziatanie termowe przeksztatci¢ do formy fi v n ) (%),
gdzie m’ = 0.

Dla k=1 m>1mam}’fllnm( )—911 ($)+g(mn( r— )=
2+ (gt (@ = 3°) (5= ) = (& + (0 = 2°)) F Gy 0 —27) =
T+ g(m—lm,) (x — %) = 91,0)(2) + g{n_1.)(® — 77), gdzie guo)(z) € T2 i
gz‘m_lvn) (x —z*) € Ty.

Dla £ > 1,m = 1 zauwazmy, ze
S (@) = gwp(@) + 9oz — %) = (g1 () + 2) + (x — 27)" =
(@ + (@ —2%) + g{1(@) = g{_1(x) + 2. Stad m’ = 0.
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W przypadku k = 2 i m = 2, z wlasnosci (3.5) i lematu 17(b) mamy
f2020)(2) = ge0)(2).
Dla k = 2 oraz m > 2 otrzymamy
feomm) () = (@ +2) + (gm-1,n)(x — ) + (z — 27)) =
(@+ (z—2") + (& + gim— 1n)(x—x*)) =7+ (T + gm-1,m)(x — 2")) =
(@ +2%) 4+ gl 1@ —2") = (& +27) + ([ _on (T —2") + (. —27)) =
(z+2) 4+ (x —2%) + gom-2n)(x — %) = ((x + 2%) + (z — 2¥))+
Im—2m)( — ") = ((x + %) + (. — %)) + Gom—2.n)(x — ") =
(" +2%) + gim—2n) (x — %), gdzie g1y (x) € Th oraz gum—2.n)(r —2*) € T1.
W przypadku k& > 2, m = 2 uzyskamy
fii20)(®) = (G 10() +2) + (& — 2%) + (2 — 27)) =
((z —2") + @) + (gu—1 (@) + (@ = 27)) = 2+ (gu-1p(z) + (z — ")) =
T+ (920 (@) + 2°) + (2 — 27)) = 2+ (9o (@) + (" + (z — 27)") =
T+ (G_ap (@) +27) = (g{y_oy(z) +2") + z. Zatem m’ = 0.
Dla k> 2,m > 2 mamy f(n.m) (%)

((gee—2 () +27) + @) + (gon-2)(x = 27) + (2 = 27)") + (2 — 27)) =
(9(k—a.) () + (w +27)) + (9lmoom (& — 27) + (2 = 27)" + (z = 27)") =
(9&: 20 (@) + Im—2.0 (x —2%) + ((z" +27) + ((z —2")" + (2 — ")) =
(90— 21( )+ Gl 2n)( 7)) + (27 +a7) =

((x—l—x) + G2y () + gon—2.m) (¥ — 2*). Po skoriczonej liczbie podobnych

przeksztalcen uzyskamy dzialanie termowe o zadanej postaci.
Analogiczny wniosek otrzymamy dla gg. (), gumn) (x) € Ta. [ |
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Streszczenia

Q-NIEZALEZNOSC W ALGEBRACH Z RETRAKCJA

W latach 60. ubiegtego wieku E. Marczewski zauwazyl, ze szereg réznych
pojec niezaleznosci wystepujacych w wielu dziedzinach matematyki mozna zdefi-
niowaé¢ w jezyku odwzorowan i rozszerzen do homomorfizméw. Przedstawit
ogollny schemat niezalezno$ci w ramach algebry uniwersalnej - pojecie nieza-
leznosci wzgledem rodziny odwzorowan ). Rézne, wczedniej zdefiniowane ro-
dzaje niezaleznosci, sprowadzaja sie¢ do wyboru odpowiedniej algebry oraz rodzi-
ny odwzorowan (). Jako standardowe rozwaza sie M, S, Sy, A1, G, I oraz
t-niezaleznos¢.

W niniejszej pracy badano rodziny zbioréw Q-niezaleznych w algebrach
Stone’a w oparciu o trojkowa reprezentacje tych algebr. Nastepnie czesé uzys-
kanych rezultatéw uogdlniono na algebry, ktére w zbiorze swych dzialan ter-
mowych posiadaja retrakcje. Uzupelnione zostaly réwniez wyniki Marczewskie-
go i Szasza o charakterystyke zbioréw S, Sp, G oraz I-niezaleznych w kratach
dystrybutywnych i potkratach. W nastepnej czeéci pracy zdefiniowano pewne
uogolnienia pdélgrup i grup przemiennych, mianowicie grupoidy i quasigrupy
*-taczne. Podano ich podstawowe wlasnoéci wraz z opisem dziatan termowych.
W konicowej czesci pracy rozwazano zbiory QQ-niezalezne w pewnej klasie grupo-
idow *-tacznych, ktérych retraktami sa poétkraty.

Q-INDEPENDENCE IN ALGEBRAS WITH RETRACTION

In 1966 E. Marczewski introduced a general notion of independence,
which contained as special cases the majority of independence notions used
in various branches of mathematics - independence with respect to a family )
of mappings in an abstract algebra (Q-independence).

We investigated Q-independent subsets for some specified families @) of
mappings (e.g. M, S, So, A1, G, I) in Stone algebras, using the triple rep-
resentation of Stone algebras. Next, some of these results were generalized
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for algebras which have a retraction in their set of term operations. We char-
acterized also the families of Q-independence sets in distributive lattices and
semillattices for Q = S, S5y, G and I. Special classes of groupoids with invo-
lution, the so-called *-associative groupoids and quasigroups was introduced.
We gave the description of term operations in these algebras and investigated
their ()-independent subsets.
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