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Streszczenie: Metody taksonomiczne są często wykorzystywane do grupowania jednostek 
administracyjnych (gmin, powiatów, regionów, państw). Ich przedmiotem są najczęściej: ja-
kość życia mieszkańców, atrakcyjność inwestycyjna regionów, poziom rozwoju infrastruk-
tury lub inne bezpośrednio niemierzalne zjawiska. W klasycznych procedurach grupowania 
nie uwzględnia się powiązań przestrzennych jednostek administracyjnych, co prowadzi za-
zwyczaj do braku spójności przestrzennej otrzymanych grup. Interesujące byłoby opracowa-
nie modyfikacji metody k-średnich pod kątem zapewnienia spójności przestrzennej uzyski-
wanych podziałów jednostek terytorialnych. W pracy omówiono zmodyfikowany algorytm  
k-średnich oraz zaprezentowano jego implementację w  postaci rozszerzenia programu  
STATISTICA. Przedstawiono przykładowe wyniki grupowania na spójne podzbiory dla da-
nych dotyczących powiatów. Porównano uzyskany podział do klasycznej klasyfikacji, w któ-
rej nie uwzględniono warunku spójności.

Słowa kluczowe: metoda k-średnich, grupowanie z warunkiem spójności, analiza regionalna.

Summary: Clustering methods are often used to group administrative units (municipalities, 
counties, regions, countries). Their most common subjects are: quality of life, investment 
attractiveness of regions, the level of development of infrastructure or other directly immeas-
urable phenomena. In the classic procedures for clustering one does not consider the spatial 
relationships of administrative units, which can lead to some cognitive dissonance when the 
isolated groups are characterized by the lack of spatial coherence. In the paper the modified 
algorithm of the k-means method with coherence property and its implementation in the form 
of an extension of the STATISTICA software was presented. Some examples of clustering 

1 Publikacja została dofinansowana ze środków przyznanych Wydziałowi Zarządzania Uniwer-
sytetu Ekonomicznego w Krakowie w ramach dotacji na utrzymanie potencjału badawczego.
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results into coherent subsets for the data on districts were presented. The obtained division 
was compared to the classic division of the classification, which does not take into account 
the coherence condition.

Keywords: k-means method, clustering with coherence condition, regional analysis.

1.	Wstęp

Grupowanie jednostek administracyjnych (państw, regionów, województw, po-
wiatów itd.) metodami analizy skupień daje zwykle podział na podzbiory niespój-
ne terytorialnie, co znacząco zmniejsza możliwość wykorzystania tych rezultatów 
w praktyce. W klasycznych metodach grupowania uwzględnia się jedynie informa-
cje o wartościach cech diagnostycznych w badanej zbiorowości, nie biorąc w ogó-
le pod uwagę relacji przestrzennych. Dlatego też użyteczne byłoby opracowanie 
takich metod, które pozwolą na utworzenie skupień maksymalnie jednorodnych 
pod względem wartości zmiennych diagnostycznych, zapewniając jednocześnie ich 
spójność przestrzenną.

W ostatnich latach opublikowano kilka prac zawierających propozycje uwzględ-
niania relacji przestrzennych w  analizach taksonomicznych. Kilku autorów, nie-
zależnie od siebie, zaproponowało korektę miernika syntetycznego w  metodach 
porządkowania liniowego ze względu na relacje przestrzenne [Antczak 2013; So-
bolewski, Migała, Mentel 2014; Pietrzak 2014; Kuc 2015]. Uzasadnieniem przed-
stawionych koncepcji było spostrzeżenie, iż jednostki administracyjne oddziałują na 
siebie wzajemnie, a żaden obszar nie może być traktowany jako zupełnie izolowany. 
Kwestia ta jest istotna zwłaszcza dla relatywnie niewielkich obszarów (gmin czy po-
wiatów). Jeśli chodzi o metody grupowania, zaproponowano uwzględnienie relacji 
przestrzennych w algorytmie Warda [Markowska, Sobolewski 2014].

W pracy przedstawiono propozycję modyfikacji algorytmu grupowania metodą 
k-średnich, tak by określane za jego pomocą grupy jednostek terytorialnych były te-
rytorialnie spójne. W efekcie zastosowania zmodyfikowanego algorytmu k-średnich 
zyskujemy spójność przestrzenną utworzonych skupień, dzięki czemu wyniki ła-
twiej można wykorzystać w  zarządzaniu regionalnym. Z  drugiej strony, nakłada-
jąc ograniczenia na proces grupowania, tracimy częściowo spójność ekonomiczną 
– powstałe skupienia będą mniej jednorodne ze względu na wartości zmiennych 
diagnostycznych.

2.	Algorytm metody k-średnich z warunkiem spójności

Metoda k-średnich jest szeroko stosowana w analizach danych z różnych dziedzin. 
Zaletą metody k-średnich jest intuicyjność i  prostota podstawowej idei oblicze-
niowej. Przedmiotem analizy jest zbiór n obiektów (np. jednostek terytorialnych) 
opisywanych przez m cech (tzw. zmiennych diagnostycznych). Celem analizy jest 
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znalezienie optymalnego podziału wyjściowego zbioru obiektów na k podzbiorów, 
przy czym kryterium jakości podziału jest maksymalizacja sumy wariancji między-
grupowej zmiennych diagnostycznych (równoważnie – minimalizacja wariancji we-
wnątrzgrupowej). W metodzie k-średnich odległości pomiędzy obiektami określa się 
za pomocą odległości euklidesowej lub jej kwadratu (specyfika algorytmu powodu-
je, że wyniki w obu przypadkach są takie same).

Algorytm k-średnich można opisać w trzech punktach: 
1.	 Punktem wyjścia jest podział danego zbioru obiektów na k podzbiorów 

(najczęściej generowany poprzez przypisanie każdego elementu do „najbliższego” 
wstępnie wybranego przedstawiciela k grup).

2.	 Wyznaczane są środki ciężkości każdej grupy w przestrzeni zmiennych dia-
gnostycznych.

3.	 Przypisujemy każdy element do najbliższego środka ciężkości, po czym po-
wracamy do punktu 2, jeżeli choć jeden element został przeniesiony do innej grupy.

Algorytm metody k-średnich można traktować jako swego rodzaju „odwrot-
ność” analizy wariancji. Za jego pomocą znajdujemy taki podział badanej zbioro-
wości na k grup, który maksymalizuje wariancję międzygrupową i w konsekwencji 
statystykę F.

Wprowadzenie do metody k-średnich warunku spójności przestrzennej (każdy 
obiekt graniczy przynajmniej z jednym obiektem z tej samej grupy) można rozpatry-
wać jako nałożenie warunków ograniczających na etap algorytmu opisany w punk-
cie 3. Pewnych modyfikacji dokonuje się również w punkcie 1, zakładając, iż wyj-
ściowy podział składa się ze spójnych podzbiorów. Oto opis algorytmu k-średnich 
z warunkiem spójności.

1.	 Punktem wyjścia jest podział danego zbioru obiektów na k spójnych pod-
zbiorów (może on być generowany na podstawie odpowiedniego algorytmu bądź 
być dany a priori – na przykład otrzymany za pomocą grupowania metodą Warda 
z warunkiem spójności, opisaną w pracy [Markowska, Sobolewski 2014]).

2.	 Wyznaczamy środki ciężkości poszczególnych skupień.
3.	 Uwzględniamy tylko obszary graniczne, i to takie, których usunięcie z da-

nego skupienia nie narusza jego spójności, i szukamy wśród nich takich obszarów, 
które leżą bliżej środka ciężkości graniczącego z nimi skupienia niż środka ciężkości 
„własnego” skupienia – jeżeli nie ma takich obszarów kończymy obliczenia, w prze-
ciwnym wypadku przesuwamy do odpowiedniego skupienia ten obszar, który daje 
największy przyrost zmienności międzygrupowej dla zmiennych diagnostycznych 
i wracamy do p. 2.

Reasumując, różnice w stosunku do klasycznego algorytmu k-średnich są dwie: 
po pierwsze, ograniczamy możliwość przenoszenia obiektów tylko do tych, które 
nie powodują powstawania niespójnych grup – czyli do części obiektów leżących 
przy granicy skupień; po drugie, po każdym przeniesieniu jednego obiektu, wylicza-
my od początku środki ciężkości – w algorytmie klasycznym przenosi się od razu 
wszystkie obiekty, które są bliższe środka ciężkości jakiejkolwiek innej grupy niż 
własnej.
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Komentarza wymaga definiowanie wyjściowego podziału. W klasycznej meto-
dzie k-średnich zaproponowano kilka sposobów generowania początkowego podzia-
łu – może być on uzależniony od wskazanych arbitralnie elementów skupień, może 
być optymalizowany pod kątem jednorodności. W spójnym algorytmie k-średnich 
proponujemy wykorzystać jedną z opcji:
•	 arbitralny podział administracyjny (na przykład przy klasyfikacji województw 

na 6 skupień mogą być to regiony Polski na poziomie NUTS-1);
•	 podział wygenerowany za pomocą spójnej metody Warda;
•	 spójny podział uzyskany poprzez dołączanie kolejnych elementów sąsiadują-

cych ze wstępnie zdefiniowanymi elementami skupień.

3.	Implementacja algorytmu

Algorytm grupowania metodą k-średnich z  warunkiem spójności został zaimple-
mentowany jako autorskie rozszerzenie pakietu STATISTICA2. Opracowany pro-
gram jako wejścia do analizy wymaga dwóch plików – z wartościami zmiennych 
diagnostycznych oraz z informacją o relacjach przestrzennych (czyli macierzy są-
siedztwa). W  wyniku obliczeń w  wyjściowym arkuszu danych pojawia się nowa 
zmienna, zawierająca wyniki grupowania spójną metodą k-średnich.

Trudność techniczną przy opracowywaniu algorytmu stanowiła kontrola spój-
ności obszarów na każdym etapie algorytmu. Czasochłonne jest sprawdzanie, czy 
wykluczenie danego elementu ze skupienia nie narusza jego spójności. Okazuje się 
jednak, iż na początek wystarczy sprawdzić spójność zbioru wszystkich sąsiadów 
usuwanego obiektu. Jeżeli „półpierścień” sąsiadów danego obiektu jest spójny, jego 
usunięcie nie spowoduje naruszenia spójności całego zbioru. Ponieważ większość 
obszarów zwykle spełnia ten warunek, czas obliczeń można dość znacznie skrócić.

W  programie zaimplementowano dwie możliwości określania wyjściowe-
go podziału. Może być to informacja o spójnym przestrzennie podziale określona 
w zmiennej wejściowego arkusza danych bądź też efekt działania algorytmu doboru 
wejściowego podziału określonego w programie. W  tym drugim przypadku użyt-
kownik proszony jest o  podanie numerów k obiektów, będących reprezentantami 
każdego ze skupień. Wśród ich sąsiadów przestrzennych wyszukiwany jest obiekt 
najbliższy w  sensie odległości ekonomicznej, który jest dołączany do odpowied-
niego wyjściowego elementu. Ta procedura jest powtarzana aż do uzyskania kom-
pletnego podziału – na każdym jej etapie do pewnego z k skupień „dolepiany” jest 
obiekt z nim sąsiadujący i najbliższy w sensie odległości ekonomicznej.

2 Ponieważ celem poniższego opracowania jest rozpowszechnienie idei grupowania „spójnego” 
program ten będzie udostępniany wszystkim zainteresowanym osobom. Na pewno przyczyni się to 
do krytycznej oceny zarówno samej implementacji, jak i praktycznej wartości algorytmu grupowania 
spójną metodą k-średnich.
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4.	Przykładowe wyniki

W  przedstawionym poniżej przykładzie analizowano poziom życia w  powiatach 
w roku 2013. Przykład ma mieć charakter poglądowy, dlatego też liczbę zmiennych 
diagnostycznych ograniczono do czterech wskaźników: wynagrodzenia, stopy bez-
robocia, wskaźnika rodności, wskaźnika wybudowanych mieszkań (na tys. mieszk.).

Dane poddano klasycznej procedurze standaryzacji, a następnie dokonano po-
działu na 5 skupień za pomocą klasycznej metody k-średnich oraz jej wersji z wa-
runkiem spójności przestrzennej. Uzyskane wyniki przedstawiono na rys. 1.

Rys. 1. Porównanie wyników grupowania powiatów ze względu na wartości wybranych wskaźników 
ekonomiczno-społecznych uzyskanych za pomocą klasycznej metody k-średnich i metody k-średnich 
z warunkiem spójności

Źródło: opracowanie własne.

Aby określić stopień jednorodności powstałych skupień, wykorzystano współ-
czynnik determinacji (R2) obliczony na podstawie wyników jednoczynnikowej ana-
lizy wariancji. Ponieważ mamy cztery zmienne diagnostyczne, wyznaczono średnią 
wartość R2. Podział uzyskany za pomocą klasycznej metody k-średnich charaktery-
zuje się dość wysoką jednorodnością skupień, bowiem uśredniony po zmiennych 
diagnostycznych współczynnik determinacji wynosi 60%. Jednakże z praktycznego 
punktu widzenia problemem jest chaotyczne rozmieszczenie elementów poszcze-
gólnych skupień. Jak bowiem wykorzystać w praktyce fakt przynależności do jed-
nego skupienia (oznaczonego na rysunku kolorem zielonym) powiatu sanockiego, 
kołobrzeskiego, jeleniogórskiego i augustowskiego, które są położone na czterech 
krańcach Polski. Po zastosowaniu spójnej metody k-średnich otrzymano podział 
o mniejszej jednorodności ekonomicznej (R2 = 26%), ale uporządkowanym układzie 
terytorialnym. Jako ciekawy fakt uznać należy równoleżnikowy układ utworzonych 
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skupień. Oczywiście, ocena układu uzyskanych skupień może prowadzić do decyzji 
o zmianie ich liczby – na przykład w spójnym podziale, w skupieniu oznaczonym 
kolorem czerwonym (rys. 1) widoczne jest wyraźne „przewężenie”, co może su-
gerować konieczność dokonania podziału na 6, a nie 5 grup. Kończąc omawianie, 
w skrótowy z konieczności sposób, wyników grupowania, podkreślić należy, iż od 
praktycznego celu prowadzonej analizy zależy, czy bardziej przydatne będą wyniki 
klasycznego czy też zmodyfikowanego algorytmu.

Drugi przykład dotyczy tej samej zbiorowości i tych samych zmiennych diagno-
stycznych, lecz inny jest cel analizy. Punktem wyjścia jest podział administracyjny 
na 16 województw, zaś algorytm k-średnich z warunkiem spójności wykorzystano 
do oceny jednorodności województw ze względu na wartości rozważanych cech dia-
gnostycznych. Obrazowo rzecz ujmując, jeżeli któryś z powiatów granicznych nie 
pasuje do „swojego” województwa w sensie jednorodności ekonomicznej, przeno-
szono go do województwa „bliższego”.

Na rys. 2 zamieszczono wyjściowy podział administracyjny Polski na woje-
wództwa i  podział skorygowany pod kątem jednorodności ekonomicznej woje-
wództw. Zróżnicowanie województw, oceniane jako średnia wartość współczynnika 
R2 dla zmiennych diagnostycznych, wynosi 21,2%, zaś po korekcie za pomocą me-
tody k-średnich więcej, bo ok. 34%. W sumie dokonano przeniesienia 108 powiatów, 
które w przestrzeni rozważanych zmiennych diagnostycznych bardziej „pasują” do 
sąsiednich województw.

Rys. 2. Przykładowy wynik grupowania spójną metodą k-średnich na podstawie arbitralnie 
określonego podziału wyjściowego – ocena jednorodności województw w podziale na powiaty 
pod względem wartości wybranych wskaźników ekonomiczno-społecznych

Źródło: opracowanie własne.

Objętość artykułu nie pozwala na przytoczenie dokładniejszych wyników, warto 
jednak podać, z których województw „ubyło” najwięcej powiatów, a z których naj-
mniej – otóż najmniejszą jednorodnością ekonomiczną charakteryzowało się woj. 
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zachodniopomorskie (po korekcie pozostało w nim ok. 40% powiatów), na drugim 
biegunie sytuuje się województwo łódzkie, które nie „straciło” żadnego powiatu, 
„zyskując” kilkanaście nowych (głównie z woj. śląskiego).

5.	Podsumowanie

Wprowadzenie do algorytmu k-średnich warunku spójności pozwala uzyskać ko-
herentne przestrzennie podziały jednostek terytorialnych klasyfikowanych według 
wartości zmiennych diagnostycznych. W pracy przedstawiono propozycję takiego 
algorytmu, jego implementację oraz rezultaty przykładowych analiz dla przestrzeni 
regionalnej Polski na poziomie powiatów.

Wprowadzając warunek spójności, poprawiamy obraz przestrzenny, ale pogar-
szamy jakość dokonanego podziału, w  sensie jednorodności powstałych skupień. 
Z praktycznego punktu widzenia spójność przestrzenna wydzielanych obszarów wy-
daje się jednak bardzo istotna – takimi obszarami po prostu łatwiej zarządzać. Opty-
malne rozwiązanie to przeprowadzenie grupowania na dwa sposoby – z warunku 
spójności i bez tego warunku – oraz porównanie obu podziałów. Jeżeli utrata zmien-
ności międzygrupowej w przestrzeni zmiennych diagnostycznych jest niewielka, na 
pewno warto wybrać podział spójny przestrzennie.

Zaproponowany algorytm pozwala na przenoszenie obszarów granicznych – 
można i należy rozbudować proces przeszukiwania tak, by sięgał „w głąb” prze-
kształcanych skupień – to na pewno zwiększyłoby jego efektywność i jakość koń-
cowych podziałów.

Przedmiotem dalszych rozważań może być też związek korelacji przestrzennych 
zmiennych diagnostycznych z  jakością podziału uzyskiwanego w  wyniku grupo-
wania spójnego. Można postawić roboczą hipotezę, iż w przypadku występowania 
silnych dodatnich autokorelacji przestrzennych wszystkich zmiennych diagnostycz-
nych wyniki uzyskiwane za pomocą metody z warunkiem spójności będą zbliżone 
do rezultatów klasycznej metody grupowania.
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