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Wykaz podstawowych oznaczen

Ponizsza lista zawiera najwazniejsze oznaczenia pojawiajace si¢ w pracy. Oznaczenia wielkosci
tensorowych odpowiadaja oznaczeniom wielkosci wektorowych i macierzowych, dlatego jako rzadziej
uzywane nie sg wyszczegélnione ponize;j.

Wielkosci skalarne

e:1<<q>*§ <ITOMmMmQU>»—=

grubos$¢ warstwy (ptyty lub belki)

dtugos¢

pole powierzchni

sztywnosc¢ plytowa

modul Younga

modut Kirchhoffa (odksztatcenia postaciowego)

catkowita grubos¢ (ptyty lub belki)

objetosc

wspotczynnik wzmocnienia (kinematycznego lub izotropowego)
mnoznik Lagrange’a, parametr okreslajacy przyrost odksztatcen plastycznych
granica plastyczno$ci

wspotczynnik Poissona

zmodyfikowany funkcjonat Hu—Washizu (forma ciagta lub dyskretna)
funkcja plastycznosci

Wielkosci wektorowe i macierzowe

S
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wektor prawej strony rownania MES

wektor obcigzen weztowych

wektor przemieszczen weztowych

wektor przemieszczen

wektor niewiadomych roéwnania MES

macierz wyznaczana na podstawie macierzy geometrycznej B
macierz statych sprezystosci

macierz identycznosciowa

macierz sieczna rownania MES

macierz styczna rbwnania MES

macierz operatorow rézniczkowych

macierz funkcji ksztattu

wektor odksztatcen sprezystych

wektor odksztatcen plastycznych

wektor naprezen

macierz formy kwadratowej w funkcjach plastycznosci @



Wstep

Teoria plastycznosci jest gatezig fizyki, ktora ma niewatpliwie szerokie zastosowanie w praktycznych
problemach inzynierskich, m.in. dotyczacych konstrukcji budowlanych. Rozwigzania analityczne
istnieja tylko w nielicznych przypadkach prostych zagadnien, dlatego powszechnie wykorzystuje si¢
metod¢ elementow skonczonych (MES) do symulacji zachowania konstrukcji w stanie plastycznym.
W literaturze mozna znalez¢ wiele opisow algorytméw MES, pozwalajacych na zbudowanie
programow odwzorowujacych prace materiatu w przypadku dowolnego modelu plastycznosci.

Brakuje jednak pozycji, ktéra problem tworzenia algorytmu traktowataby w sposob ogolny —
tzn. pokazywataby jak dla dowolnego modelu plastycznosci mozna doj$¢ do rownan MES, a nastgpnie
je rozwigza¢. Nie chodzi tutaj o zbiorcze zestawienie algorytmoéw, a raczej o uniwersalny aparat
matematyczny, ktory dzicki bezposredniemu sformulowaniu problemu moglby takze pozwolic
na tworzenie prostszych i wydajniejszych od dotychczas stosowanych algorytméw MES dotyczacych
zagadnien plastycznosci. Jest to gldowna motywacja powstania tej pracy.

W klasycznym podej$ciu MES kazde roéwnanie MES powstaje w oparciu o dyskretng forme
pewnego funkcjonatu. | tak na przyktad w obszarze teorii sprezystosci znane sg funkcjonaty Lagrange’a,
Hellinger’a-Reissner’a oraz Hu-Washizu [29]. Z warunku stacjonarnosci tych funkcjonatow (w formie
cigglej) wynikaja rézniczkowe rownania teorii sprezysto$ci. Zatem by¢é moze istnieje funkcjonat
prowadzacy do réwnan teorii plastycznosci?

Okazuje si¢, ze funkcjonat Hu-Washizu po pewnych modyfikacjach moze sta¢ si¢ takim
narzedziem w zadowalajacym zakresie. Przedstawiony w pracy funkcjonat ma zastosowanie do teorii
plastyczno$ci przy zatozeniu liniowych zwigzkéw geometrycznych oraz stowarzyszonego prawa
plastycznego ptynigcia. Mozliwe jest zadanie dowolnego warunku plastycznos$ci, w tym uwzglgdnienie
wzmocnienia materiatu podczas ptynigcia.

W kolejnych rozdziatach stopniowo, przechodzac od ogdtu do szczegoétu, przedstawione sg
tresci niezbedne do sformutowania, zastosowania oraz wykazania poprawnosci i przydatnosci
funkcjonatu.

Rozdziat 1. zawiera opis podstawowych zagadnien teorii plastycznosci, algorytméw MES
rozwiazujacych te zagadnienia i stosowanych w MES funkcjonatow, prowadzac w ten sposob

do okreslenia celu i zakresu pracy.



Rozdziat 2 nie tylko przedstawia zmodyfikowany funkcjonat Hu—Washizu, ale i pokazuje tok
rozumowania, ktory prowadzi do jego sformutowania. Wyszczegdlnione sg zatozenia i ograniczenia
dotyczace stosowalnos$ci tego funkcjonatu.

Rozdziaty 3 i 4 pozwalajg przesledzi¢, w jaki sposob dla dowolnych elementéw skonczonych
i dowolnego warunku plastycznoséci, bazujagc na zmodyfikowanym funkcjonale Hu—Washizu,
wyprowadzi¢ rownanie MES oraz jak skonstruowa¢ algorytm MES, pozwalajacy na rozwigzanie tego
roéwnania.

W rozdziale 5. odnalezé mozna wyprowadzenie funkcji plastycznosci dla kryterium
Hubera—Misesa—Hencky’ego w przypadkach: idealnej plastycznosci, plastycznosci ze wzmochieniem
kinematycznym, jak réwniez ze wzmocnieniem izotropowym. Funkcje te stanowig niezbedny element
rownania MES i sg stosowane w pozniejszych przyktadach.

Rozdzial 6. poswiecony jest przedstawieniu przyktadow numerycznych w odniesieniu do dwu
grup elementow skonczonych — tarczowych i plytowych. Pokazane sa szczegdtowe réwnania MES
wynikajace z definicji elementéw skonczonych i zastosowanych funkcji plastycznosci oraz liczne
przyktady numeryczne, ktorych rezultaty sa porownywane z rozwigzaniami §cistymi, rozwigzaniami
uzyskanymi za pomocg powszechnie dostgpnego oprogramowania MES, a takze pochodzacymi
z publikacji.

Rozdziat 7. stanowi podsumowanie rozprawy.



1. Przeglad wybranych zagadnien i cel pracy

1.1. Wprowadzenie

W rozdziale 1. znajduje si¢ przeglad literatury, majacej zwiazek z tematyka rozprawy. Oméwione sa
zagadnienia teorii plastycznosci, jak rowniez stosowane algorytmy MES, wykorzystywane
do numerycznego rozwigzywania tych zagadnien. Rozdziatu 1. nie nalezy traktowac jako cato$ciowego
przegladu wymienionych zagadnien. Jest on przede wszystkim wprowadzeniem tre$ci, bedacych
nastepnie tematem dyskusji oraz przedmiotem pracy doktorskiej. Na koncu rozdziatu poruszona jest
tematyka funkcjonaléw w plastycznosci oraz w MES, po czym przedstawione jest sformutowanie celu,

motywacji oraz zakresu pracy.
1.2. Teoria plastycznosci

1.2.1. Warunki plastycznoSci
Podstawowym zatozeniem kazdego modelu materiatu uwzgledniajacego uplastycznienie jest warunek

plastycznosci

D(6) =0, (1.1)
gdzie

.
6:[0'1102’0317231713’712] (1.2)

jest wektorem naprezen w notacji Voighta, za$ funkcja ® nazywana jest funkcja plastycznosci.

Rownanie (1.1) definiuje pewna powierzchni¢ w przestrzeni naprezen o, wewnatrz ktorej
przyjmuje si¢ sprezysty stan materialu, natomiast w kazdym punkcie na tej powierzchni materiat
podlega réwnaniom teorii plastycznosci.

Istnieje duza liczba warunkow plastycznosci. Ponizej przedstawiono dwa najpopularniejsze
z nich, ktére dotycza materialow izotropowych i1 pozwalaja si¢ zdefiniowaé w prosty sposob
w przestrzeni naprezen gtownych (o1, ou, om). Rys. 1.1 przedstawia fragmenty powierzchni
plastycznosci Hubera—Misesa—Hencky’ego (HMH) oraz Tresci-Guesta (TG) przecigte tzw. ptaszczyzna

dewiatorowa, opisang rOwnaniem o, +¢, +o,, =0 .
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Rys. 1.1. Powierzchnie Hubera—Misesa—Hencky’ego oraz Tresci—Guesta w przestrzeni naprezen glownych

Warunek HMH definiuje si¢ nastgpujaco

(a, -0, )2 +(aI -o )2 + (0'” -oy )2 -26,2=0, (1.3)

y

natomiast warunek TG ma posta¢
max(|a, —a"|,|0'I —0,”|,|0'” —0”||)—0'y =0. (1.4)

Wielkos$¢ oy jest umowna granicg plastycznosci wyznaczang w rozny sposob (por. [33]) dla kazdego
z warunkow, zgodnie z zatozeniami modelu materiatu. Do wyznaczenia przyktadowych powierzchni
pokazanych na rys. 1.1 przyjeto oy = 100 MPa. Ze wzgledu na zastosowanie w kolejnych rozdziatach,
funkcje plastycznosci dla warunku HMH (1.3) przedstawia si¢ takze w przypadku dowolnego wektora

naprezen ¢
O(6)=(0, -0, )2 +(0,—0y )2 +(o, -0, )2 + 6('[122 R ) — 2ay2 , (1.5)

CO jest rownowazne w zapisie macierzowym

(o) = %GT\V(S - 20y2 , (1.6)
gdzie
4 2200 0]
24 2000
|2=24000 an
Y=lo 001200 '
0000120
00 00 012

-10 -



W przypadku materiatlow anizotropowych (np. kompozytowych) czesto wykorzystywany jest

warunek plastycznosci Tsai-Wu (TW) [11, 19]

F,6+6 F,6-1=0,

(1.8)

gdzie macierze F, oraz F, zaleza od wytrzymatosci na $ciskanie i rozcigganie materialu w trzech

kierunkach oraz od wytrzymatosci na S$cinanie w trzech plaszczyznach. W celu uproszczenia

przedstawiono funkcje plastycznosci TW dla przypadku ptaskiego stanu napr¢zenia
R T
(tutaj 62[0'1,0'2,‘[12] )
F'6+6'F 6-1=0, (1.9
gdzie
I 1 1 / 1 | 11
RitRlc 2 thRlcRZtRZC R_lt a
F |1 f 1 L 0 Pt L (1.10)
2 thRlcRZtRZC RZtRZC RZI RZc
1
0 0 Rz

Rut, Rat, Ric, Roc sa odpowiednio wytrzymatosciami na rozcigganie i Sciskanie w obu kierunkach, a Rs jest
wytrzymato$cig materialu na Scinanie. Przykladowa powierzchnig¢ plastycznosci (Ri = 250 MPa,

Ra:= 200 MPa, Ric = 150 MPa, Rz = 50 MPa, Rs= 100 MPa) przedstawia rys. 1.2.

400 ~100

Rys. 1.2. Powierzchnia plastycznos$ci Tsai—-Wu w przypadku ptaskiego stanu naprezenia

-11 -



Szczegdlnym przypadkiem warunku TW (przy zatozeniu jednakowych granic na $ciskanie
1 rozciaganie w kazdym kierunku) i jednocze$nie uogolnieniem warunku HMH jest kwadratowe

kryterium plastycznosci Hilla [12]

F(o, —03)2 +6(O’1 —03)2 +F](O’1 -0, )2 + 2(21132 + M, +X/r122)—1= 0, (1.11)

gdzie F, G, H, L, M, N =zalezg od wytrzymatoSci materialu na rozcigganie ($ciskanie)

w odpowiednich kierunkach (Ri1, Rz, Rs3), a takze od wytrzymatosci na $cinanie w odpowiednich

ptaszczyznach (Riz, Rzs, R13)

oaf1,1 1) o1
= 5 R22 R32 R12 - 2R232
- 1| 1 1 1 — 1
_iy1 11 M = 1.12
¢ Z{R; TR? R;} ! 2R, (L12)
— 1| 1 1 1 ~ 1
H=Z| —=+—-— N=—
2 { R R’ R? } 2R,
Stosujac oznaczenia (1.12) warunek (1.11) mozna przedstawi¢ w formie macierzowe;j
¢ Fo6-1=0, (1.13)
gdzie
[2G+H) —2H —2G 0 0 O |
2H 2(F+H) —2F 0 0 0
-2G —2F 2(F+G) 0 0 O
Fy = _ (1.14)
0 0 0 4L 0 O
0 0 0 0 4M 0
0 0 0 0 0 4N|

Istnieje wiele innych warunkow plastycznosci, ktorych nie omoéwiono w tym rozdziale. Ich duza
liczba wynika z faktu réznorodnego zachowania si¢ materialow w stanie plastycznym. Na uwage
zastuguje fakt, ze czes¢ z funkcji plastycznosci nie jest rézniczkowalna, co wida¢ na przyktadzie
powierzchni TG (rys. 1.1). Roézniczkowanie jest konieczne ze wzgledu na wprowadzenie prawa
plastycznego ptyniecia (p. rozdziat 1.2.4). W algorytmie MES problem ten moze by¢ rozwigzany przez
,»wygtadzenie” pierwotnej funkcji plastycznosci w miejscach nierézniczkowalnosci funkcja przejsciowa

badz poprzez rdzniczkowanie numeryczne.
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1.2.2. Modele materialowe
Kolejnym elementem koniecznym do zdefiniowania modelu materiatu jest okreslenie, czy ma on
zdolno$¢ do odksztatcen sprezystych oraz czy wystepuje wzmocnienie materiatu. Klasyczne modele

materialow plastycznych przedstawia w sposob schematyczny rys. 1.3.

% g
e} a 1
y ¥ E,
—————®¢ & &
sztywno-idealnie sprezysto-idealnie sztywno-plastyczny  sprezysto-plastyczny
plastyczny plastyczny Ze wzmocnieniem Ze wWzZmocnieniem

Rys. 1.3. Modele materiatow plastycznych

Rys. 1.3 wyrodznia 4 przypadki jednowymiarowego przyktadu rozciagania preta, zobrazowane
wykresem zalezno$ci naprezenie — odksztatcenie. W przypadku materialu o wtasciwo$ciach sprezystych
(modele o nazwie z przedrostkiem ,,sprezysto,,) naprgzenie ro$nie proporcjonalnie do odksztatcenia
w statym stosunku Eo (modut Younga). Gdy napre¢zenie osiaga granice plastycznosci ay, uplastyczniony
materiat albo ptynie — jego odksztalcenia rosng bez zmiany naprezenia (modele 0 nazwie z sufiksem
»idealnie plastyczny”), albo ulega wzmocnieniu (modele 0 nazwie z sufiksem ,plastyczny

ze wzmocnieniem”) — wtedy przyrost naprezen do odksztatcen w stanie plastycznym wynosi E;.

1.2.3. Wzmocnienie

Po uplastycznieniu materialu na skutek odcigzenia i zmiany kierunku obcigzenia moze dojs$¢
do kolejnego uplastycznienia, jednak w ogodlnoSci przy innej wartosci bezwzglednej granicy
plastyczno$ci. W zalezno$ci od rodzaju wzmocnienia mogg wystapi¢ 3 ogélnie przyjmowane
scenariusze (rys. 1.4).

W przypadku braku wzmocnienia, warto$¢ bezwzgledna granicy plastycznos$ci pozostaje bez
zmian. Podczas wzmocnienia izotropowego nastepuje jednakowy wzrost granicy plastycznosci
na rozcigganie 1 $ciskanie. Wzmocnienie kinematyczne charakteryzuje zmniejszenie granicy
plastycznosci na $ciskanie podczas zwigkszenia granicy plastycznosci na rozcigganie (i odwrotnie).
Popularnym przyktadem obserwowanego doswiadczalnie wzmocnienia kinematycznego jest tzw. efekt

Bauschingera [9] wystepujacy wsrdod niektorych metali i stopow.
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Rys. 1.4. Rodzaje wzmocnienia na przykladzie jednoosiowego stanu naprezenia

W ogoélnosci wzmocnienie opisywane jest W dowolnym stanie napr¢zenia. Zwickszanie
obcigzenia po przekroczeniu granicy plastyczno$ci przez naprezenia moze prowadzi¢ do zmiany
powierzchni plastycznosci. W przypadku idealnej plastycznosci, powierzchnia ta nie ulega zmianie

w trakcie plastycznego ptyniecia. W przeciwnym razie, wystepuje wzmocnienie materiatowe (rys. 1.5).

Oy

o,
A
.
T : i B .
. \0@)=0 ; @=9 /.-

-
- . -

wzmochnienie izotropowe wzmocnienie kinematyczne

Rys. 1.5. Schemat wzmocnienia izotropowego i kinematycznego

Kazde ze wzmocnien polega na transformacji powierzchni plastycznosci w przestrzeni naprezen
w trakcie plastycznego plynigcia. W przypadku wzmocnienia izotropowego, powierzchnia

plastyczno$ci ulega przeskalowaniu w tejze przestrzeni, zas w przypadku wzmocnienia

kinematycznego — translacji.

W ogélnosci wzmocnienie moze by¢ kombinacja kinematycznego oraz izotropowego, przy

czym stosunek przyrostu naprezen do odksztalcen w trakcie plastycznego ptynigcia moze by¢ takze

dowolnie definiowany.
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1.2.4. Plastyczne plyniecie
Oprocz zdefiniowania powierzchni plastyczno$ci konieczne jest opisanie zalezno$ci miedzy
odksztatceniem a naprgzeniem podczas plastycznego plynigcia. Podstawowe teorie opisuje przejrzyscie
Mase [18]. W ponizszym opisie zmieniono oznaczenia zawarte w jego pracy oraz w pracach [24, 25,
26, 33], w taki sposob, aby byly one spojne w obrebie rozprawy doktorskie;j.

Dwie pierwsze teorie: Levy’ego-Miesesa (LV) oraz Prandtla-Reussa (PR) wyrazajg si¢

rownaniami, w ktorych wystepuja przyrosty odksztatcen — stad nazywane sg teoriami przyrostowymi.

tot

Teoria LM wiaze catkowity przyrost odksztalcenia ( de;” ) z dewiatorem naprezenia (S;;)

det = s . (1.15)

] ]

Roéwnanie (1.15) reprezentuje prawo plynigcia dla sztywno-idealnie plastycznego modelu materiatu.
Wspotczynnik A jest zwykle przedstawiany w formie przyrostowej (dA). Jest on wielko$cig zmienng
w trakcie procesu plastycznego plynigcia. W tej pracy bedzie uzywany symbol A dla uproszczenia
zapisu.

Teoria PR zaklada sprgzysto-idealnie plastyczny model materiatu, tzn. przyrost odksztatcenia

jest suma sprezystej (de;; ) i plastycznej (d &i ) czesci

de™ =de; +de (1.16)

1 =

a rownanie prawa ptyniecia dotyczy tylko czesci plastycznej przyrostu odksztalcenia
deij = As; . (1.17)

W ogoélnosci prawo ptynigcia dla teorii przyrostowych mozna opisa¢ rownaniem

- . &
dei = a_g’ (1.18)

o

gdzie g(o;) jest tzw. funkcja potencjatu plastycznego. W szczeg6lnym przypadku, kiedy funkcja ta jest
jednoczesnie warunkiem plastycznosci, tzn. g(o;) = @(o; ) , rownanie (1.18) jest tzw. stowarzyszonym
prawem plastycznego ptynigcia. Gdy g(o;) = @(o;) , mamy do czynienia z niestowarzyszonym prawem
plastycznego plynigcia. Jako ze 4 jest skalarem, to wtasnie funkcja potencjatu plastycznego determinuje

kierunek przyrostu odksztatcen plastycznych, co obrazuje rys. 1.6.
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Rys. 1.6. Stowarzyszone oraz niestowarzyszone prawo plastycznego ptyniecia [16]

W przeciwienstwie do opisanych teorii przyrostowych (LV oraz PR), teoria matych odksztalcen

sprezysto — plastycznych Hencky’ego—lliuszyna (HI) wiaze naprezenie z catkowitym odksztalceniem

C

eitjot _ (E €eq + lGJsij

204 2 , (1.19)
gitiOt = ﬂO'ii

E

tot

gdzie g jest dewiatorem catkowitego odksztalcenia, natomiast zastgpcze warto$ci naprezenia o,, 0raz

catkowitego odksztatcenia plastycznego ;eq wyznacza si¢ ze Wzorow

3
Ogq = Esijsij
, (1.20)
fon = /3;.. -
eq = 3 ij €ij
za$ prawo plynigcia opisane jest rownaniem
- 3¢
g == (1.21)
o

1.3. Algorytmy MES rozwiazywania zagadnien plastycznosci

Metoda elementéw Skonczonych stuzy rozwigzywaniu uktadow réwnan rézniczkowych. W przypadku
teorii plastycznosci sg to rownania: rownowagi, prawa Hooke’a, zwigzkéw geometrycznych
(opisujgcych relacje przemieszczen do odksztalcen), prawa plastycznego ptyniecia oraz warunku
plastycznosci. Celem tego podrozdziatu jest pogladowe i opisowe przedstawienie ogdlnego dziatania

algorytméw MES rozwiazujacych zagadnienia teorii plastycznosci — stad brak wzorow.
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Na podstawie szerokiego przegladu literatury na temat algorytmow MES rozwigzujgcych
zagadnienia plastyczno$ci, a w szczegolnosci pozycji [1, 2, 3, 15, 16, 21, 27, 32], mozna stwierdzi¢, ze
do rozwiagzywania zagadnien plastycznych najczesciej wykorzystywane sg przyrostowe algorytmy MES

o nastgpujacym schemacie dziatania w ramach pojedynczego kroku przyrostowego:

{1} Wczytanie przyrostu obciagzenia.

{2} Wykonanie obliczen (wyznaczenie napr¢zen, odksztatcen, przemieszczen) przy zatozeniu
stanu sprezystego we wszystkich elementach skonczonych.

Rozwigzanie to spetnia rownania: rownowagi, prawa Hooke’a, zwiazkow geometrycznych.

{3} Sprawdzenie w ktorych elementach skonczonych napr¢zenia znajduja si¢ na zewnatrz
powierzchni plastycznosci.

{4} Dla tych elementow przeprowadzany jest tzw. return-mapping, czyli wyznaczenie naprezen
lezacych na powierzchni plastyczno$ci w poblizu napr¢zen wyznaczonych w etapie {2}.
Rozwigzanie to spetnia réwnania: prawa plastycznego ptynigcia, warunku plastycznosci.
Przestaja by¢ spelnione rownania z etapu {2}.

{5} Przejscie do kolejnego kroku petli przyrostowej = etap {1}.

Na podstawie przedstawionego schematu widac, ze stosowane algorytmy nie sa w stanie spetni¢
jednoczesnie roéwnan teorii sprezystosci oraz réwnania prawa plastycznego plyniecia i warunku
plastyczno$ci — rozwigzania z etapu {2} oraz {4} nie sg spojne. Oczywiscie btad rozwigzania w kazdym
kroku przyrostowym moze by¢ kontrolowany. Jego wielkos¢ zalezy od tego, jak duzy przyrost
obcigzenia w danym kroku jest przyjety. Sposobem zmniejszenia tego bledu jest zatem zmniejszenie
przyrostow obciazenia, a wigc zwiekszenie liczby krokoéw, co prowadzi do wydtuzenia czasu obliczen.
Z drugiej strony zbyt mata liczba krokow przyrostowych ma dwa negatywne skutki — duzy btad
rozwigzania oraz mozliwg utratg zbiezno$ci algorytmu z powodu oddalenia si¢ od Scistego rozwigzania.

Tym co wyroznia algorytmy MES rozwiagzujgce zagadnienia plastycznosci od algorytméow
MES dla innych zagadnien jest return-mapping (rys. 1.7). Problem return-mappingu mozna zdefiniowac
jako poszukiwanie punktu w przestrzeni napr¢zen, ktory nalezy do powierzchni plastycznosci
(®(0,,,) =0), w poblizu jakiegos poczatkowo zadanego punktu, lezacego na zewnatrz tej powierzchni
(®(6,)>0). Istniejg rozne sposoby return-mappingu, prowadzace do roznych, aczkolwiek
zblizonych, rozwigzan. Jednym z najpopularniejszych jest tzw. radial return-mapping, zobrazowany

narys. 1.7.
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Rys. 1.7. Radial return-mapping w przypadku idealnej plastycznos$ci

Radial return-mapping polega na rzutowaniu punktu na powierzchnie plastycznosci w taki

sposob, ze punkty 6., 6, leza na prostej przechodzacej przez punkt o =0. Naprezenia G pred
spetniaty réwnania teorii sprezystosci (etap {2}). W wyniku rzutowania naprezenie Opg spelnia
roOwnania prawa plastycznego plyniecia oraz warunku plastycznosci (etap {4}), jednak przestaje
spetnia¢ rownania teorii sprezystosci. Nalezy dodaé, ze procedury stosowanych algorytméw return-
mappingu sg dos¢ rozbudowane i czasochtonne, co wynika z konieczno$ci rozwigzania ztozonych
rownan metodami catkowania numerycznego.

Podsumowujac, stabymi punktami dotychczas stosowanych algorytmow MES rozwiazujacych
zagadnienia teorii plastycznosci sa: mozliwo$¢ utraty zbieznosci i stabilnosci algorytmu MES, brak

mozliwosci spetnienia wszystkich rownan teorii plastycznosci oraz skomplikowane procedury return-

mappingu.

1.4. Funkcjonaly a teoria plastycznosci
W  klasycznym podejsciu  MES, réwnania MES wuzyskuje si¢ za pomoca funkcjonatu
charakterystycznego dla danego zagadnienia fizycznego. W przypadku teorii sprezystosci powszechnie
znane s3 funkcjonaty Lagrange’a, Hellingera—Reissnera, Reissnera (opisane m.in. w [22])
oraz Hu-Washizu [29]. Jednak nie ma funkcjonatu, z ktérego stacjonarno$ci wynikatyby rézniczkowe
roOwnania teorii plastycznosci.

Do rozwigzywania zagadnien teorii plastycznosci wykorzystuje si¢ wymienione powyzej
funkcjonaly oraz ich zmodyfikowane wersje. Modyfikacje te jednak nie prowadza do réwnan teorii
plastycznosci. I tak, przyktadowo, autorzy publikacji [6, 7, 30] zmienili funkcjonat Hu—Washizu jedynie

w celu poprawienia efektywnosci obliczen 1 doktadno$ci wynikow uzyskanych przez algorytm MES.
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Mimo ze w przypadku [6] i [30] analizy dotyczyly zagadnien teorii plastycznosci, to same algorytmy
bazowaly na podejsciu opisanym w poprzednim rozdziale.

W literaturze mozna odnalez¢ takze proby skonstruowania funkcjonatu dla zagadnien teorii
plastycznosci. Przedstawiony w pracy [27] funkcjonat dla teorii plastycznosci jest formalizmem,
prowadzacym zaréwno do rownan teorii sprgzystosci, jak i rownan opisujacych return-mapping, wigc
de-facto zmusza do wykorzystania procedur opisanych w poprzednim rozdziale.

Na podstawie powyzszych informacji wida¢ zatem, ze wsrod funkcjonalow brak jest takiego,
ktory prowadzitby do rownan teorii plastycznosci. Z drugiej strony natomiast wiadomo, ze mozliwe jest

skonstruowanie funkcjonatu dla dowolnego nieliniowego zagadnienia [28].

1.5. OKreslenie celu i zakresu pracy

Biorac pod uwage stabe strony dotychczasowych algorytmow MES przedstawione w punkcie 1.3 oraz
brak funkcjonatu, prowadzacego do rdwnan teorii plastycznosci (por. 1.4), w naturalny sposob wyptywa
cel rozprawy doktorskiej: skonstruowanie funkcjonalu pozwalajacego na wyprowadzenie réwnania
MES dotyczacego teorii plastycznosci.

Dzieki takiemu funkcjonatowi mozliwe byloby przedstawienie spdjnego, uniwersalnego i
czytelnego podejscia dla teorii plastycznosci w ujeciu MES. Uproszczeniu uleglyby procedury
algorytmu MES w stosunku do dotychczas stosowanego podejscia (por. 1.3), wskutek czego mozna by
spodziewaé si¢ zmniejszenia ztozonosci obliczeniowej, a takze lepszej stabilnoéci i zbieznos$ci
algorytmu.

Ogo6lny zakres pracy stanowig: skonstruowanie wlasnego funkcjonatu, wyprowadzenie
réwnania MES, do jakiego prowadzi ten funkcjonat, opracowanie algorytmu MES rozwigzywania tego
robwnania oraz oprogramowanie algorytmu i wykonanie przyktadéow obliczeniowych (takze

weryfikacyjnych) obrazujacych efektywnos¢ zastosowanego podejscia.
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2. Funkcjonal w formie ciaglej | rownania
rézniczkowe

2.1. Wprowadzenie

Rozdzial 2. zawiera opis etapow, ktore doprowadzily do powstania ostatecznego funkcjonatu.
Przedstawiony jest oryginalny funkcjonat Hu—Washizu oraz jego kolejne modyfikacje. Nakreslony jest
tok rozumowania, ktory sktonit do ich wprowadzenia. W kazdym z etapow pokazane jest, do jakich
rownan rézniczkowych prowadzi warunek stacjonarnos$ci funkcjonatu. Opisane sa takze zalozenia oraz

zakres stosowalnosci sformutowanego funkcjonatu.

2.2. Oryginalny funkcjonal Hu—Washizu w teorii sprezystosSci

Idea wykorzystania funkcjonatu Hu—Washizu bierze si¢ stad, ze jego niezaleznymi polami sa:
naprezenia, odksztalcenia oraz przemieszczenia. Dzigki temu, rownania rézniczkowe, do ktorych
prowadzi stacjonarno$¢ tego funkcjonatu, zawieraja funkcje odksztatcen i naprezen, bez ktorych nie

sposob opisaé teorii plastycznosci.

Rys. 2.1. Schemat dowolnego ciata o narzuconych przemieszczeniach i zadanym obciazeniu

Oryginalny funkcjonal Hu—Washizu [29], opisujacy stan dowolnego ciata (rys. 2.1), w zapisie

tensorowym ma postac

H(aij,sij,ui)=%j.Cijk,8ijek,dV—J.aij [eij —%(”i»,— +uj,i)}dV—J.fi w,dV
\ \% \%

: (2.1)
—Jaijnj (ui —;i)dS— I ;iuidS
S, S,
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gdzie o;,¢;,u; to odpowiednio poszukiwane pola naprezen, odksztalcen sprezystych i przemieszezen,

ij?
fi wektor sit objgtosciowych, V objetos¢ ciata, Cyy, tensor statych sprezystosei, Ei wektor obcigzen
zadanych na brzegu S, za§ u; wektor przemieszczen zadanych na brzegu S, do ktérego normalny
jest wektor n; .
Opierajac si¢ 0 prawa rachunku wariacyjnego [10] z warunku stacjonarnosci tego funkcjonatu

wyznacza si¢ rownania teorii sprezystosci

oy, +fi =0
0jj =Cijk|8k|
oll=0— gij:%(ui,jﬂtj,i), (2.2)
u=u na S,
oyn;=p, na S,

gdzie (2.2): to rownanie rownowagi, (2.2); prawo Hooke’a, (2.2)3 liniowe rownanie zwigzkow
geometrycznych, a (2.2). oraz (2.2)s to odpowiednio warunki brzegowe przemieszczeniowe

1 obcigzeniowe.

2.3. Przyrostowa forma funkcjonalu

Ze wzgledu na nieliniowy charakter teorii plastyczno$ci oraz przyrostowe réwnania w klasycznym
sformutowaniu prawa ptynigcia (1.18), uzasadnione jest wprowadzenie przyrostowej formy funkcjonatu
(2.1)

H(Uij,aij,ui):%J.Cijk, (8ij —85)(6‘“ —&q )dV—J.(crij —O'i?)|:8ij —%(ui,j +uj, )}JV
\"

v , (2.3)
— [ Af udv
\%

gdzie indeks ,,n” dotyczy wielkosci z poprzedniego kroku przyrostowego, za$ jego brak — aktualnych
wielkosci. Af, = f, — f." oznacza przyrost wektora sit objetosciowych.

Na tym etapie zostaly pomini¢te sktadniki zwigzane z warunkami brzegowymi, poniewaz
w MES sa one spetniane poprzez modyfikacj¢ glownej macierzy rownania. Zatem sktadniki te nie sa

potrzebne w dalszych rozwazaniach.
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Stacjonarno$¢ funkcjonatu (2.3) prowadzi do przyrostowych roéwnan teorii sprezystosci

oll=0—

(o’ij —ai?),j +Af, =0
(

0ji _O-ir;):Cijkl (gkl _813)- (2.4)

1
&ij :E(”i’ﬁ”j’i)

W szczegélnym przypadku, gdy of =& = ;" =0, funkcjonat (2.3) jest tozsamy z (2.1).

2.4. Modyfikacja funkcjonalu do zagadnien plastycznosci

Warunek plastyczno$ci mozna rozumie¢ jako dodatkowe ograniczenie narzucone na pole naprgzen

w stosunku do naprezen wynikajacych z uktadu rownan teorii sprezystosci. Naturalne wydaje si¢ wigc

skorzystanie z metody mnoznikow Lagrange’a [10] w celu zmodyfikowania funkcjonatu.

Wprowadzajac do (2.3) dodatkowy sktadnik z mnoznikiem Lagrange’a A i funkcja plastycznosci @,

a takze uwzgledniajac odksztalcenia plastyczne &ij, powstate wskutek wczesniejszego obcigzenia,

otrzymuje si¢ ostateczng posta¢ poszukiwanego funkcjonatu

H(aij $ & Uy ,/1) = %\.[Cijk, (Sij —¢

i) =2 )dV_.[("u _”i?){gu +e _%(ui’i i )}JV
\

. (2.5)

~ [ Af, uaV - [ A0(oy)dV
\% \

gdzie A jest traktowane jako parametr funkcjonatu. Stacjonarno$é¢ funkcjonatu (2.5) prowadzi do réwnan

teorii plastycznos$ci:

oll=0—

(o —=03),;+4%; =0
(Jij _Ui?) = Cijq (Skl _813)

S 00(oy) 1

. (2.6)
sij+8ij+/1 E(ui,jJruj,i)

aaij

(D(aij) =0

Przyrostowe réwnanie rownowagi (2.6): oraz prawo Hooke’a (2.6). maja nadal t¢ sama posta¢ jak

W (2.4). (2.6)4 jest warunkiem plastycznosci. Rownanie zwigzkow geometrycznych (2.6)3 zawiera teraz

sktadnik, ktory mozna utozsami¢ z przyrostem odksztatcen plastycznych w aktualnym kroku

przyrostowym
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00(a;)

A;ij =1
oo

@2.7)

i
co odpowiada stowarzyszonemu prawu plastycznego ptynigcia (por. rozdzial 1.2.4). Catkowite

odksztatcenie plastyczne wyraza si¢ wigc wzorem

- -n 8CD(0|) -n -
gij = ¢&ij + A 1~ —gij + Acij . (2.8)

ij
Rownanie (2.6)s laczy w sobie zatem zaréwno zwiazki migdzy przemieszczeniem a odksztatceniem, jak

1 stowarzyszone prawo plastycznego plynigcia.

2.5. Zalozenia i zakres stosowalnosSci

Patrzac na uktad réwnan (2.6), mozna powiedzie¢ na jakich zatozeniach opiera si¢ funkcjonat (2.5)
oraz jaki zakres probleméw plastycznych opisuje. Po pierwsze obowigzuja liniowe zwigzki
geometryczne, a takze przyjmuje si¢, ze calkowite odksztatcenia sg superpozycja odksztalcen
sprezystych i plastycznych. Po drugie funkcja plastycznosci musi by¢ funkcja rézniczkowalna, aby
mozna bylo wyznaczy¢ aktualne odksztatcenie plastyczne zgodnie ze wzorem (2.8). Niemniej jednak,
w przypadku, gdyby funkcja @ byta nierdézniczkowalna w pewnych miejscach, mozna ja przyblizy¢
w tych obszarach funkcja rézniczkowalng, badz w algorytmie MES postuzy¢ si¢ rézniczkowaniem
numerycznym. Funkcja @, jak bedzie to widoczne w kolejnych rozdziatach, moze uwzgledniaé takze
wzmocnienie materiatu. Trzecim ograniczeniem funkcjonatu (2.5) jest fakt, ze opisuje on zagadnienia
plastyczne przy zatozeniu stowarzyszonego prawa plastycznego pltynigcia. Jest ono jednak najczesciej
wykorzystywanym zwigzkiem miedzy odksztatceniami plastycznymi a naprezeniami.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze mimo wymienionych ograniczen, zmodyfikowany
funkcjonat Hu-Washizu (2.5) jest prostym i uniwersalnym narzedziem, stuzacym do wyprowadzania
roOwnan teorii plastycznosci przy zatozeniu liniowych zwigzkdéw geometrycznych i stowarzyszonego

prawa plastycznego ptynigcia.
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3. Funkcjonal w formie dyskretnej | r6wnania MES

3.1. Wprowadzenie

W tym rozdziale przedstawiony jest tok postepowania, prowadzacy do uzyskania funkcjonatu w ujeciu
MES oraz réwnania MES. Z uwagi na przyjete zatozenia dot. elementéw skonczonych, ten i kolejne
rozdziaty nalezy traktowac juz jako szczegdlne przypadki zastosowania zmodyfikowanego funkcjonatu

Hu-Washizu (2.5).

3.2. Funkcjonal oraz rownanie MES

Funkcjonat w formie ciaglej (2.5) stanowi punkt wyjscia do uzyskania funkcjonatu w formie dyskretne;.
W niniejszej pracy, w celu uproszczenia rozwazan, zaweza si¢ zakres do elementéw skonczonych
o liniowych funkcjach ksztattu dla przemieszczen (w ogdlnosci funkcjonat (2.5) obowigzuje
dla dowolnego elementu skonczonego). Konsekwentnie, naprezenia oraz odksztalcenia w obrebie
elementu skonczonego sg state.

Przyjmujac, Ze znana jest macierz geometryczna elementu B , po uwzglednieniu powyzszych
zalozen funkcjonat (2.5) dla pojedynczego elementu skonczonego po scatkowaniu przyjmuje postaé

dyskretna
I1(o,£,q,1) :%(s—sn)T C(s—s”)V—(Af)T q—(c—c”)T (£+;,n —Bq)V—A"CI)V , (3.1)

gdzie o to wektor naprezen w elemencie, € i £ to odpowiednio wektory odksztatcen spre¢zystych
i plastycznych, g to wektor przemieszczen weztowych, Af to przyrost wektora obcigzen weztowych, 4
to skalar okreslajacy przyrost odksztatcen plastycznych, C to macierz statych sprezystosci, zas macierz

B uzyskuje si¢ z roOwnania
1 —
B==[Bdv. (3.2)
V \

Wyrézniony kolorem niebieskim sktadnik A®J) odroznia funkcjonat zagadnienia teorii plastycznosci

od funkcjonatu zagadnienia teorii sprezystosci (por. rozdziat 2.4).
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Roéwnanie MES w odniesieniu do pojedynczego elementu skonczonego wynika

ze stacjonarnosci funkcjonatu (3.1)

a—H:o: BTov—(Af+BTc”v):o

oq

ar_y. CaV—cV—(Ca”—c")VzO

STI=0—>] 0% , (3.3)

a—H:O: Bq—aV+K‘S’°c+K§)'/1—;,nV=O
0o

A _y. Kfo+K{A-b" =0

oA

co wygodniej jest przedstawi¢ w formie rownania macierzowego

g
0 CV -IV 0 Ce"-¢" )V

N ) ) o Kx=b, (3.4)
BV -IV K KZ||e¢ Y
0 0 K& KZ||2 b’

gdzie | jest macierza identyczno$ciowa. Elementy macierzy oznaczone kolorem niebieskim zaleza
od przyjetej funkcji plastycznos$ci, stad brak ich jawnej postaci. Zgodnie z roéwnaniem (3.4), w dalszej
czgsci pracy poprzez K bedzie rozumiana macierz réwnania MES, w ogdlnosci zalezna
od poszukiwanego wektora rozwigzania Xz[q,s,G,X]T, za$ poprzez b =[bq,b£,bd,b ; ]T oznaczany
bedzie wektor statych rownania przyrostowego MES. Nalezy zaznaczy¢, ze macierz K nie zalezy od
catego wektora rozwigzania X, a tylko od o oraz 1, co wynika z faktu, ze macierze K, K¢, K°, K
powstaja w wyniku rézniczkowania sktadnika 2@ (e)V w funkcjonale (3.1).

Poniewaz naprezenia w elemencie skonczonym sg state, stad jednoznacznie mozna stwierdzi¢
czy jego zachowanie ma by¢ opisywane rOwnaniami teorii sprezystosci czy plastycznosci. W przypadku
sprezystego obcigzania lub odcigzania elementu skonczonego, niebieskie elementy roéwnania (3.4) sa
zerowe, tzn. K& =K =K{° =K{* =b*=0.

Rozmiar rownania (3.4) jest zalezny od definicji elementu skonczonego. Oprocz przyjetego
zatozenia o liniowych funkcjach ksztaltu, obowigzuje ono dla dowolnego elementu skonczonego,
a takze dowolnej funkcji plastycznosci (w tym ze wzmocnieniem).

Jakkolwiek dla uproszczenia zapisu wyznaczono funkcjonat i rownanie MES dla pojedynczego

elementu skonczonego, to oczywiste jest, ze ostatecznie nalezy wyznaczy¢ funkcjonat, bedacy sumg
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funkcjonatow typu (3.1) po wszystkich elementach. Analogicznie petne réwnanie MES uzyskuje si¢
po agregacji rownan typu (3.4) po wszystkich elementach, co stanowi standardowa procedurg

algorytméw MES [31].

3.3. Réwnanie w przypadku plastycznosci ze wzmocnieniem
Roéwnanie macierzowe (3.4) zawiera tyle samo pojedynczych réwnan, ile niewiadomych. Jednak, jak
bedzie to pokazane szczegotowo W dalszych rozdziatach, w przypadku gdy funkcja plastycznosci zalezy
od aktualnych odksztatcen plastycznych £ (ma to miejsce przy wzmocnieniu plastycznym materiatu),
elementy K&, K¥, K, K¥, b* réwniez od nich zaleza. Nalezy zatem wyeliminowaé .
Wykorzystujac rownanie (2.8) zapisane macierzowo

=g +22020 2

- o~ (3.5)

C

. ) .7 . . A r :
mozna wyznaczy¢ € i podstawi¢ w wyrazeniach na Kg°, KZ', K¢°, K¢*, b*, w ten sposob uzyskujac

ostateczne rownanie MES.
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4. Algorytm MES

4.1. Wprowadzenie

Rozdziat 4. zawiera opis przyrostowego algorytmu MES, ktory w szczegdlnosci rozwigzuje rOwnanie
MES wyprowadzone w rozdziale 3.3. Algorytm zaimplementowano w $rodowisku Wolfram
Mathematica 10. Tak jak poprzednio (por. 3.3), w celu uproszczonego przedstawienia toku
rozumowania, rozwazany jest pojedynczy element skonczony, cho¢ rzeczywisty algorytm shuzy
rozwiazaniu pelnego zagregowanego uktadu réwnan MES. Pokazany jest takze sposob na zmniejszenie

ztozonosci obliczeniowej algorytmu.

4.2. Opis algorytmu

Dziatanie algorytmu MES schematycznie przedstawia rys. 4.1. W pojedynczym elemencie skofczonym
jako startowe przyjmowane sa zerowe wartosci odksztalcen sprezystych €", naprezen ¢"
oraz odksztatcen plastycznych g . Nastepnie, co typowe w algorytmie przyrostowym, wykonywana jest
glowna petla (petla przyrostu obcigzenia, rys. 4.1), na poczatku ktorej wezytywany jest przyrost

obcigzenia Af , zadany zgodnie z zatozonym programem obcigzenia.

-n
| 8" — 6" — 8 — 0 |

\ 4
‘ wczytaj Af zgodnie z programem obcia,Zenial

4
’rozwiaz liniowe row. K¢x=b (bez niebieskich elementéw)l

NIE Czy element jest w stanie plastycznym?

| rozwiaz nieliniowe row. K¢x=b zaczynajac od 6 z rozwiazania liniowego

>
A 4

.. -n

uaktualnij €",6",¢

— PETLA PRZYROSTU OBCIAZENIA |—

v
KONIEC

Rys. 4.1. Schemat algorytmu MES
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Niezaleznie od tego czy element jest w stanie plastycznym, czy sprezystym, rozwigzywany jest
liniowy ukfad rownan teorii sprezystosci Kx=b (3.4) (bez elementéw oznaczonych niebieska
czcionka). Ten etap jest powszechnie wykorzystywany w algorytmach MES do rozwigzywania
zagadnien plastycznych (por. 1.3).

Nastepnie algorytm sprawdza, czy wyznaczone naprezenie nie wykracza poza powierzchnie
plastycznosci. W pracy przyjmuje si¢ konwencje, ze funkcja plastycznosci jest zdefiniowana tak, ze jej
wnetrze spetnia nieréwnosé © <0 . Jesli wiec @ >0, oznacza to ze element jest w stanie plastycznym,
CO W niniejszej pracy rozumiane jest jako podleganie opisowi teorii plastyczno$ci (sam fakt niezerowych

odksztatcen plastycznych £ nie oznacza plastycznego ptynigcia).

= > g

""""""" H“CD(G) =0 £

Rys. 4.2. Schemat powrotu na powierzchni¢ plastycznosci

W przypadku stanu plastycznego, konieczny jest wigc powrdt na powierzchni¢ plastycznosci
(rys. 4.2). Jest on realizowany poprzez rozwigzanie nieliniowego uktadu réwnan teorii plastycznosci
Kx=b (3.4) (z elementami oznaczonymi niebieska czcionka) poprzez wykorzystanie metody
Newtona—Raphsona (NR) [32], w ktorej wartoSciami poczatkowymi poszukiwania rozwigzania sg
zerowy parametr 4 oraz napre¢zenia ¢ obliczone jako rozwigzanie rownania liniowego. Na koncu petli
przyrostowej uaktualniane sg wartosci odksztalcen sprezystych oraz naprezen Wyznaczone
Z rozwiazania otrzymanego metoda NR, a takze odksztalcenia plastyczne wyznaczone przy pomocy
wzoru (3.5), by sta¢ sie w kolejnej petli wyjsciowymi wartosciami odpowiednio €", 6", £ .

Przedstawiony opis jest ideowym zobrazowaniem dziatania algorytmu dla pojedynczego

elementu skonczonego. Jak wspomniano w 4.1, rownania MES s3 rozwigzywane po wykonaniu

agregacji po wszystkich elementach skonczonych.
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4.3. Rozwiazanie ukladu réownan MES i optymalizacja

Zarowno w przypadku liniowego, jak i nieliniowego rownania, przemieszczeniowe warunki brzegowe
(w pracy rozwaza si¢ tylko jednorodne warunki przemieszczeniowe) sg zadawane numerycznie poprzez
modyfikacje macierzy K, w taki sposob, ze na jej przekatnej wstawiane sa tzw. duze liczby (DL)
w miejscach odpowiadajacych zerowym warto§ciom przemieszczen w wektorze przemieszczen
weztowych q, co jest zabiegiem powszechnie stosowanym w MES [31]. Tak zmodyfikowang macierz
mozna zapisa¢ nastepujaco

K& 0 BV 0

— |0 ¢cv -Iv o
Ks = M (4.1)
BV -IV K K¢

0 0 K K¢
gdzie poprzez K% rozumie si¢ macierz z wpisanymi na przekatnej w odpowiednich miejscach duzymi
liczbami.
W przypadku rozwigzania liniowego K° = K¢ =K =K{* =b* =0 . W analogiczny sposéb,
aby zapewni¢ odwracalno$¢ macierzy RS, wprowadza sie modyfikacje K =DL. Po agregacji
po wszystkich elementach skonczonych, rozwigzanie liniowe otrzymuje si¢ wtedy bezposrednio

z rOwnania
— 1
Dla rozwiazania nieliniowego rownanie metody NR ma postac
_ -1
Xa =X [ Kr(x) | (Ks()x, -b), (43)

gdzie x;,, oznacza wektor rozwigzania w kolejnej iteracji metody, za§ X, — w poprzedniej. K; to

macierz styczna wyznaczana ze wzoru

0 0 BV 0 0 0 K¥ 0
O(Kx AV A \Y K# K
K. = ( S ): O C O — 0 T T 0 , (44)

T ox BV -IV K¥ K¥| |K® K® K K%
0 0 K& K# 0 0 K& K¥
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natomiast K, to macierz K, zmodyfikowana w sposob analogiczny do wczesniejszej modyfikacji
macierzy K (zawiera duze liczby uwzgledniajace podparcie oraz przypadek, gdy element nie jest w
stanie plastycznym).

ZYozono$¢ operacji odwracania macierzy w rownaniu (4.3) w kazdej iteracji metody NR ma
decydujacy wplyw na czas obliczen algorytmu. Zauwazenie zerowych podmacierzy macierzy Kg i K;
nasuwa pomyst wykorzystania eliminacji blokowej dla rownania metody NR (4.3), ktore mozna zapisac

nastepujaco
K+ (Xi)xi+l =Pi, (4.5)
gdzie

pi = b+ [KT(Xi) - Ks (Xi)]xi (4-6)

to wektor znanych wielkosci z i-tej iteracji. Rozbijajac (4.5) na osobne rownania i pomijajac indeksy

wskazujace numer iteracji otrzymuje si¢ uktad rownan

K¥e=p,
Kfe+ KT o =p, . 7)
KYg+K§Fe+KP e+ Ky i=p,
Kiro+ K% =p,
Wyznaczajac z (4.7)2
e=[K= ]_1 (ps —K‘f‘r“c) (4.8)
i wstawiajac (4.8) do (4.7)s, otrzymuje si¢
o o¢ gg -1 6o oc £g -1 £ o/
K3+ K [K=] p£+(KT —Ke[KE]TKS )6+KT/1=pG, (4.9)
skad
— o og g€ -1 oL
o=[M,] 1(p‘,—KT“q—KT (K] pe—KT’i), (4.10)
gdzie
-1
M, =(K$"—K$[Kf;‘] K?’). (4.11)
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Wstawiajac (4.10) do (4.7)s, otrzymuje si¢
KM, (p, -Ka - ke [Ke ] p, )+ (K¥ - K [M,]KS )2 =p,. (4.12)
Wprowadza si¢ oznaczenie
_ 1o 1,061 Py
|v|),_(|<T M, ] K? —K?% ) (4.13)

przy czym w przypadku, gdy element nie jest plastyczny, K% =DL, co zapewnia odwracalnosé

macierzy M, . Z (4.12) wyznacza si¢ 4
-1 G -1 J ot £e -1
2=[M,] [K$ M, ] (IO(,—Kqu—KT (k=] ps)—pi] (4.14)
ktore po podstawieniu do (4.10) daje

o=[M,]"(p, ~K¥g-K¥[K=]"p,

(4.15)
Ky [M, ]| KM, ] (P, - Kyt - Ky [k ps)—pi})
Proces eliminacji niewiadomych konczy si¢ na wstawieniu ¢ (4.15) do (4.7)1, co prowadzi do
(K [M] KM, ] K [M,] K K M, ] K a=p, -
KM, ] (p, K7 [K#] P, ~KE M [ IM,] (P, -k [KE] P ) -p ]| o
Wprowadza si¢ oznaczenie
Mg =K [M, ] K AM, T KE M, ] Ke - K [M,] K3 (@17)

przy czym macierz M, o wymiarze dimq-dimqg zawiera duze liczby (DL) w miejscach
odpowiadajacych zerowym przemieszczeniom, co zapewnia jej odwracalno$¢. Rownanie (4.16)

prowadzi do rozwigzania

a=[M] b, -K¥[Mm,]

X(p“ RS A RS AN RS ps)—plm -0

Nastgpnie bezposrednio z (4.14) wyznacza si¢ 4, po czym z (4.10) wyznacza si¢ ¢ i ostatecznie

z rownania (4.8) otrzymuje si¢ &.
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Ze wzgledu na to, ze nie mozna odgornie przyjac¢ brzegowych warunkow przemieszczeniowych
oraz zatozy¢, ze element jest w stanie plastycznym lub nie, odwracanie macierzy M, oraz M, mozna
przeprowadzi¢ dopiero w obrebie przyrostowego kroku algorytmu MES. Skutkuje to faktem, ze
obliczenia dla konkretnego zadania z wykorzystaniem omowionej optymalizacji trwaja krocej niz
te przeprowadzone poprzez standardowe odwrdcenie catej macierzy K dopiero wtedy, gdy liczba
elementow skonczonych jest dostatecznie duza. Poréwnanie czaséw obliczen dla przyktadowego

zadania zostanie przedstawione w p. 6.2.4.5.

4.4. Porownanie z dotychczas stosowanymi algorytmami

Tym, co wyrdznia opisany w punkcie 4.2 algorytm MES i stanowi jego przewage nad dotychczas
stosowanymi algorytmami jest fakt, ze powrdt na powierzchni¢ plastycznosci dokonuje si¢ poprzez
rozwiazanie pelnego uktadu rownan teorii plastycznosci. Nie istnieje wigc problem niespetnienia
réwnan teorii sprezystosci wskutek wykonania return-mappingu (problem ten zostal szerzej omowiony
w p. 1.3). Prowadzi to do zbieznosci i stabilno$ci algorytmu przyrostowego MES przedstawionego
W niniejszej pracy, niezaleznie od dobranej liczby krokow przyrostowych.

Ponadto, poniewaz jedyny btad rozwigzania w danym kroku przyrostowym pochodzi wytacznie
z niedoktadno$ci metody Newtona—Raphsona, algorytm MES nie musi zmniejszaé przyrostow
obcigzenia w celu uzyskania dokladniejszego wyniku. Natomiast w powszechnie stosowanych
algorytmach jest to jedyna forma kontrolowania btedu wynikajgcego z return-mappingu, co determinuje
konieczno$¢ wprowadzenia dodatkowych procedur, w oczywisty sposob wydtuzajacych czas obliczen
algorytmu.

Dodatkowo, dzigki zastosowaniu funkcjonatu (3.1), zadaniem algorytmu MES jest rozwigzanie
jednego uktadu rownan MES (3.4), dzigki czemu przedstawione podejscie jest spojne i czytelne
oraz wydaje si¢ mniej zawite w porownaniu z procedurami opisywanymi w literaturze omowione;j

w punkcie 1.3.
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5. Funkcje plastycznosci

5.1. Wprowadzenie

Niniejszy rozdzial przedstawia rownania warunkow plastycznosci wykorzystanych w pozniejszych
przyktadach (rozdziat 6). Sg to warunki Hubera—Misesa—Hencky’ego (HMH) w trzech przypadkach:
idealnej plastycznosci, plastyczno$ci ze wzmocnieniem kinematycznym oraz izotropowym.

Na koncu rozdzialu pokazana jest prosta modyfikacja algorytmu MES, ktora pozwala
efektywnie przeprowadza¢ obliczenia dla przypadku warunku HMH ze wzmocnieniem izotropowym,
wykorzystujac rozwiazanie dla warunku HMH ze wzmocnieniem kinematycznym.

Na uwage zastuguje fakt, ze wiele warunkow plastycznosci, w tym TW (1.9), HMH (1.6) i Hilla
(1.13) opisuje forma kwadratowa wektora napr¢zen. Co za tym idzie, rdézniczkowanie funkcji
plastycznosci odpowiadajgcych tym warunkom, konieczne ze wzgledu na wyprowadzenie rownania
MES (3.4), nie przysparza klopotow. Przyklady numeryczne zwigzane z warunkiem TW zostaty

przedstawione w [20] i nie s3 omawiane w obrebie rozprawy.

5.2. Idealna plastycznos$¢

W celu spojnosci opisu wszystkich rozpatrywanych warunkéw plastycznosci w obrebie rozdziatu 5.,
wzor funkcji plastycznosci HMH w przypadku idealnej plastycznosci (1.6) zostaje ponownie

przytoczony ponizej

d(6) = %GT\VG -20,°. (5.1)

5.3. Ogo6lny model wzmocnienia

Ogolnie, wzmocnienie materiatu moze by¢ rozumiane jako proces, podczas ktorego zmieniajg si¢
zaréwno odksztalcenia spr¢zyste, jak i plastyczne, co przedstawia schemat narys. 5.1. Rozpatrywany
jest liniowy model wzmocnienia. Po osiagnigciu maksymalnych odksztalcen sprezystych g, przez
material, przyrost naprezen jest proporcjonalny do przyrostu odksztatcen zgodnie z pewna macierza
proporcjonalnosci C,. Jednocze$nie przyrost naprezen jest proporcjonalny do macierzy statych

sprezystosci C, . Z obserwacji tych faktow wynika uktad rownan

Ao =C,(e—¢)

A6=Cl(£+<:1—£0)’ 6.2)
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prowadzacy do zwigzku miedzy przyrostem naprezeh A6 a catkowitym odksztatceniem

plastycznym
As=[1-CC,* ] Ce. (5.3)

Rownanie (5.3) obowiazuje takze wtedy, gdy 6 0dnosi si¢ do stanu innego niz poczatkowa plastycznosc,

ktory to zostat zobrazowany na rys. 5.1 w celu prostego przedstawienia problemu.

\ 4

& &

Rys. 5.1. Ogoélny schemat wzmocnienia

Jako szczeg6lny przypadek omawianego modelu wzmocnienia mozna rozwazac taki, w ktorym
sztywno$¢ materialu w trakcie plastycznego plynigcia jest proporcjonalna do poczatkowej, zgodnie

ze wspotczynnikiem proporcjonalnos$ci a, co mozna zapisac nastepujaco
C, =0a0C,, (5.4)
gdzie 0 <a <1. Wtedy wzor (5.3) przyjmuje postaé

A6 =——=CC,¢& . (5.5)

5.4. Plastyczno$¢ ze wzmocnieniem kinematycznym

W nawigzaniu do weczesniejszego opisu (por. p. 1.2.3), wzmocnienie kinematyczne polega
na przemieszczeniu powierzchni plastycznosci w przestrzeni naprezen, co W przypadku warunku HMH

mozna wyrazi¢ wzorem

(D(G—AG)Z%(G—AG)T\V(G—AG)—ZO’YZ. (5.6)
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Przy zatozeniu modelu wzmocnienia opisanego roéwnaniem (5.5), funkcja ta ma posta¢

-

1 T [0/ T - 1 (04 2_T - 2
d(6)=—0c Yy6——06 YyCe+—| —— | ¢ CyCe—20,°. 5.7
(©)=Sc Yo —oy 2(1 j v a, (5.7)

Jest to funkcja plastycznosci dla warunku HMH ze wzmocnieniem kinematycznym, ktora bedzie
wykorzystywana w pdzniejszych przyktadach.
Zgodnie z rozwazaniami w punkcie 3.3, na potrzeby sformutowania réwnania MES, za pomoca

réwnania (3.5) po kilku przeksztalceniach wyznacza si¢
-1
- o o -n -n
e=|I+ly—C| y|o——Cse |+¢ (5.8)
1-a 1-a
i podstawia do (5.7), ostatecznie otrzymujac
1 T o T o - o -n -n
do)=—c yo6——06 YC|| | + y——C | Ay|6——Cs |+¢
2 l-a l-a l-a

T

1 o ’ a - a -n -n
22| iylo-—“ CyC . (5.9)
2(1—(1} [( " wl—aCJ "’(6 1o C* )H v
-1
-[lmwicj m(o—icé"j+£” ~20,°
l1-a l-a

5.5. Plastycznos$¢ ze wzmocnieniem izotropowym

W celu wyprowadzenia wzoru na funkcj¢ plastycznosci dla warunku HMH przy wzmocnieniu
izotropowym warto wprowadzi¢ dodatkowe oznaczenia w stosunku do rys. 1.5, ktére zawiera schemat

narys. 5.2.

- - = =
-

v
Q

Rys. 5.2. Schemat wzmocnienia izotropowego
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Nawiazujac do opisu z p. 1.2.3, izotropowe wzmocnienie polega na ,,pgcznieniu” powierzchni

plastycznosci, co dla warunku HMH przedstawia wzor
o 1 - 2
(O] ; =§6 \|IG—20'y , (510)

gdzie x jest wspotczynnikiem skalowania (,,pgcznienia”) powierzchni (x>0) i zalezy nie tylko od zmiany

naprezenia A6 , ale takze od jego pierwotnej konfiguracji 6", co widaé narys. 5.2. Ze schematu wprost

wynika, ze
o9 FAs (5.11)
K
Nalezy zauwazy¢, ze c spelia pierwotne rownanie powierzchni plastycznosci
1-1 -
Ec \|IG—20'y2 =0, (5.12)
CO po podstawieniu o (5.11) prowadzi do
1 T )
5zlo" +Ac] Vo +Ac]-20," =0, (5.13)
skad wyznacza si¢
2 1 n T n
kK = 2[6 +Ac] V6" +Ad], (5.14)

40"y

co po podstawieniu do wzoru (5.10) ostatecznie daje funkcj¢ plastycznosci dla warunku HMH

Ze wzmocnieniem izotropowym

®(0)= "TT""’ —1}2 2, 5.15
(6) [[c”+Ac] V[6" +Ac] % 519

Dla modelu wzmocnienia opisanego roéwnaniem (5.5), funkcja ta ma posta¢

T
o Yo

®(o)= -7 _ 20.°. 5.16
(o) [c”+1“Cos} w[c”+1acoa} y (5.16)

- —o
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5.5.1. Modyfikacja algorytmu MES

Ze wzgledu na skomplikowang posta¢ funkeji plastycznosci (5.16), wyznaczenie € za pomoca (3.5) jest
utrudnione. Okazuje si¢ jednak, ze mozna wykorzysta¢ gotowe rozwiagzanie dla wzmocnienia
kinematycznego w celu uzyskania rozwigzania dla wzmocnienia izotopowego. Procedura postgpowania
bazuje na modyfikacji algorytmu MES w obrebie kroku petli przyrostowej. Jej ideg obrazuje schemat

narys. 5.3.

Rys. 5.3. Wzmocnienie izotropowe — uaktualnienie powierzchni plastycznosci po kazdym kroku przyrostowym

Mozna zauwazy¢, ze na poczatku kroku przyrostowego rownanie powierzchni plastycznosci ma

postac

1+ —n\?

Ec wc—Z(ay) =0, (5.17)
za$ na jego koncu

1 T - 2

So \|16—2(0y) _0, (5.18)

gdzie ;; oraz c_ry sg to uaktualnione granice plastycznosci odpowiednio na poczatku i koncu kroku
przyrostowego. Rownania (5.17) i (5.18) sa przypadkami szczegdlnymi wynikajacymi z ogdlnej funkcji
plastycznosci dla warunku HMH ze wzmocnieniem izotropowym (5.10).

Jak wida¢ na rys. 5.3, ewolucj¢ powierzchni plastycznosci w przypadku wzmocnienia
izotropowego (kolor fioletowy) w obrgbie kroku przyrostowego przybliza ewolucja powierzchni
plastycznosci w przypadku wzmocnienia kinematycznego (kolor czerwony) wzgledem powierzchni
na poczatku kroku przyrostowego (kolor czarny). T¢ przyblizong ewolucje mozna wyrazi¢ poprzez
podstawienie do funkcji plastyczno$ci dla wzmocnienia kinematycznego (5.7) uaktualnionej granicy

—-n

plastycznosei o, =0,

-37 -



- 2_ _ —m\2
CI)(G)=£6T\|1<5—L<ST\|IC£+l ¢ aTC\st—2(ay) (5.19)
2 l-a 2\1

oraz poprzez podstawienie do (3.5) € =0

;J:l@d)(c; €) .

= (5.20)

Zmiana réwnan (5.19) oraz (5.20) w danym kroku przyrostowym algorytmu MES sprowadza si¢
do takiej modyfikacji rownania MES (3.4) wyprowadzonego dla wzmocnienia kinematycznego,
ze 0, = ;; oraz & =0.Z tak skonstruowanego rownania wyznaczone napre¢zenia ¢ pozwalajg obliczy¢

nowa granic¢ plastycznosci na podstawie (5.18)

oy :%«/GT\VG , (5.21)

—n

ktora w kolejnym kroku przyrostowym jest traktowana jako wyjsciowa o .

Jak wida¢ zatem, majac gotowy algorytm MES rozwigzania zadania dla warunku plastycznos$ci
HMH ze wzmocnieniem kinematycznym, dokonujac prostych dwu podstawien, mozna otrzymaé
algorytm rozwigzania tego zadania dla warunku HMH ze wzmocnieniem izotropowym, w ten sposob
likwidujac potrzebe wyprowadzania rownania MES dla funkcji plastycznosci o skomplikowanej postaci

(5.16).
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6. Przyklady zastosowan funkcjonatu, weryfikacja
rozwigzan

6.1. Wprowadzenie

Rozdziat 6. zawiera przyktady =zastosowania zmodyfikowanego funkcjonatu Hu—Washizu
z wykorzystaniem réznych elementéw skonczonych oraz przedstawionych w rozdziale 5. funkcji
plastycznosci. Przyktady te maja na celu pokazanie efektywno$ci przedstawionego podejscia poprzez
porownanie wynikow algorytmu MES z wynikami uzyskanymi analitycznie oraz z wynikami
otrzymanymi w programie Abaqus 6.13 badz pochodzacymi z innych publikacji. Rozdziat 6. jest
podzielony na dwie zasadnicze czgsci — dotyczace tarczowych oraz ptytowych elementow skonczonych.

W czgsci dotyczacej elementow tarczowych sa omowione takze elementy czworoscienne
ze wzgledu na identyczna posta¢ rownania MES. Poniewaz ich aplikacja prowadzi do najbardziej
rozbudowanego rownania MES (spos$rod przedstawionych w tej pracy), a co za tym idzie najdtuzej
dzialajacego i najbardziej pochlaniajacego pamie¢ algorytmu, praca nie zawiera przyktadow
numerycznych bazujacych na elementach czworo$ciennych.

Cze$¢ dotyczaca elementow plytowych opisuje wyprowadzenie rownan dla warstwowego
elementu ptytowego. Niezbedna jest modyfikacja funkcjonatu (3.1) w celu uwzglednienia faktu,
ze poszczegblne warstwy moga niezaleznie ulec uplastycznieniu, a niekoniecznie caty przekroj
elementu. Jako szczegdlny przypadek elementow plytowych sa rozwazane takze elementy belkowe, dla
ktorych przedstawia si¢ bardziej ztozone przyktady numeryczne.

Wszystkie omawiane elementy skonczone obowigzuja podane w rozdziale 3.2 zatozenia
o liniowych funkcjach ksztattu dla przemieszczen oraz statych dla naprezen i odksztatcen. Zgodnie
z konwencjg przyjeta w catej rozprawie, zardbwno funkcjonat, jak i rownania MES dotycza pojedynczego

elementu skonczonego w celu uproszczenia zapisu.
6.2. Tarcze

6.2.1. Definicja elementu skonczonego

Wprowadza si¢ trojkatny element skonczony jak na rys. 6.1. Dla wektora przemieszczen

u= [ul,uz]T (6.1)
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przyjmuje si¢ liniowg aproksymacj¢ za pomoca wspotrzednych powierzchniowych L, Ly, L
(szczegotowy opis w [31])

u=Nq, (6.2)
gdzie

]
a=|a.%.q" a0 ,q" a' | (6.3)

jest wektorem przemieszczen wezlowych, zas

N = L 0L O L, O (6.4
0L O 1L 0 L, '

jest macierzg funkcji ksztattu.

\

Rys. 6.1. Tarczowy element skonczony

Ptaski stan naprezenia wystepujacy w tarczach charakteryzuja nastgpujace wektory odksztatcen

€ 1 naprezen ¢

e=[e.6 7] (6.5)

G=[O’1,0'2,112]T

ktore sg state w elemencie skonczonym, konsekwentnie ze wzgledu na (6.2).

Przyjmujac do dalszych przyktadow material izotropowy, macierz statych sprezystosci ma

postaé
v 0
C=1E2 v 1 0 , (66)
Vo o 1-v
2

w ktorej E jest modutem Younga materiatu, za§ v wspotczynnikiem Poissona.
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Macierz geometryczna B dla przyjetej aproksymacji przemieszczeh za pomoca wspotrzednych
powierzchniowych oraz liniowych zwigzkow geometrycznych zostata przedstawiona w [31]. Poniewaz
jest ona niezalezna od wspotrzednych (X, X, ), zgodnie z rownaniem (3.2) zachodzi

— 1 — —
B=—|BdV=—|BhdA=B. 6.7
7 | 6

W przypadku tarczowego elementu skoniczonego

V = Ah, (6.8)

gdzie A jest polem elementu skonczonego, za$ h — gruboscig tarczy.
W ten sposdb przedstawiono wszystkie wielkosci potrzebne do sformutowania rownania MES

(3.4), oprocz elementow rownania wynikajacych z przyjecia konkretnego warunku plastycznosci.

6.2.2. Rownanie MES przy r6znych warunkach plastyczno$ci
Zaktadajac, ze material zachowuje si¢ w sposob opisany wybrang funkcja plastycznosci z rozdziatu 5,
mozna zdefiniowa¢ wszystkie elementy réwnania MES (3.4) dotyczacego tarczowego elementu
skonczonego. Nalezy wybra¢ jedng z funkcji plastycznosci opisujacg warunek HMH: w przypadku
idealnej  plastycznosci  (5.1), wzmocnienia  kinematycznego  (5.9) lub  wzmocnienia
izotropowego (5.16).

Macierz y (1.7) we wzorach warunkéw plastycznosci (5.1), (5.9) i (5.16), przy zalozeniu

ptaskiego stanu naprezenia, przyjmuje forme

4 -2 0
y=|-2 4 0. (6.9)
0 0 12
W przypadku idealnej plastycznosci i1 wzmocnienia kinematycznego, macierze

K&, K¥, K&, K¢, b* oraz macierz K, wyznacza si¢ analitycznie zgodnie z tokiem postepowania
przedstawionym w rozdziatach 3 i 4. Natomiast przyktady dotyczace wzmocnienia izotropowego
rozwigzywane s3 Za pomocg rozwigzania dla wzmocnienia kinematycznego poprzez modyfikacje

algorytmu MES, co zostato opisane w 5.5.1.
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W przypadku warunku HMH z idealng plastycznoscig (5.1) otrzymuje si¢

K¢ =-yoV
K Z—%GT\VV (6.10)
KP=K¢=0
oraz
b* =25V . (6.11)

Elementy macierzy K, dane sa wzorami

KE =—AyV
K% =—yoV
T =TV (6.12)
Ki“ = —GT\|IV
KZ =0

Zastosowanie warunku HMH ze wzmocnieniem kinematycznym (5.9) prowadzi do bardziej

skomplikowanych wzorow

K =0

l-a

B -1
KZ =—| yo - ——yC s”+(1+xwicj xw(o—ic(c,”j
1-a 1-a

N—
~

-1
K Z—EGT\VV +—2 +(I+/1\|ILCJ ﬂw(c—LCEnJ CyV
2 1-a l1-a -a

.
.1 a Y1 a ) a - (6.13)
Ké=—Z| — | Z|| 1+ iy——C| 2 -—C CyC
s 2(1—0() /IK Vi J "’(G 1-a 8)] v
-1 -
: (I+/1\|;LCJ l\p(c—LCs) V
1-a l-a
a V1 a - a -0 ! -n
—— | S| 1+ y——C| 2 -—0~C CyCe V
(1—01} /{( wl—a J ‘V(G l-a 8)] Ve

)

oraz

— o 2 -7 —-n 2
b/h :Eigj |:8 j| C\VCS \Y —20'y V. (614)

Elementy macierzy K; maja postacie
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.
Ko = [—/IWVJrllLA\V[Al]T CWV}
—a

K =—yoV + L[wcé +IyCP |V
l-a

]
Ky =] ~yoV + [ y[A]' C\|16+\|1C;,]V—(L
l-a 1

jz vl C\I'CEV:I

o

2
K =1LPTCWV —( j P CyCsV
-

—a

gdzie w celu zmniejszenia rozmiaréw Wzoréw uzyto pomocniczych oznaczen

A=1+.-2 yC
l1-a

P= [—A-l\yLCA-u + A-l}\y(c —%cé"j

—a

. (6.15)

(6.16)

Aby uzyska¢ jawna posta¢ (6.15), nalezy rowniez wykonaé podstawienie € zgodnie ze wzorem (5.8).

Majac w ten sposob dane wszystkie elementy rownania MES (3.4), a takze wszystkie elementy

macierzy K, dla metody NR (4.4), mozna rozwiazaé przy pomocy algorytmu MES dowolne zadanie

przy zatozeniu ptaskiego stanu naprezenia oraz jednego z wymienionych warunkow plastycznosci.

6.2.3. Czworos$cienny element skonczony

v
33

Rys. 6.2. Czworoscienny element skonczony
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Czworos$cienny element skonczony jest analogiczny do tarczowego (rys. 6.2). Charakteryzuje
si¢ tym samym opisem matematycznym, przy czym wektory przemieszczen, przemieszczen weztowych,

naprezen i odksztalcen majg inne rozmiary

u=[y, U2,U3]
a=[a o080 0. " 0" 0" o oY | (6.17)
G:[O- 0-210-3!7'-12’1-13"[23]
T
8:[81;82’831y12’y13’y23]
Macierz funkcji ksztattu ma postaé
L oL 0oL 0 L, O
. | (6.18)
oL o¢LL o0 L, 0 Ly

gdzie Li, Lu, L, Liv to wspotrzedne objetosciowe (podobnie jak wspoirzedne powierzchniowe —
szczegblowo omowione w [31]). Rowniez macierz geometryczna B wynikajaca z  przyjetej
aproksymacji przemieszczen za pomoca tych wspotrzgdnych oraz liniowych zwiazkow geometrycznych

zostala przedstawiona w [31]. W przypadku takiej definicji B zachodzi
1= —
B==[Bdv =B, (6.19)
V \2

gdzie V jest objeto$cig czworoscianu. Rozmiar macierzy statych sprezystosci musi odpowiadaé

rozmiarowi wektora naprezenia o, stad przy zatozeniu izotropii materiatu

1-v v v 0 0 0

v 1-v v 0 0 0

v v 1-v 0 0 0
___E o o o == o o | (6.20)
(L+v)(L—2v) 2

0 0 0 o =% o

2
0 0 0 0 0 1_22V

W przypadku przyjecia warunku HMH z idealng plastycznoscig badz warunku HMH
ze wzmocnieniem kinematycznym maja zastosowanie wzory (6.10)—(6.16), przy czym macierz y
dla przestrzennego stanu napre¢zenia ma postac jak w (1.7) i zostaje ponownie przytoczona dla spdjnosci

opisu w obrebie niniejszego rozdziatu
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4 2 22 0 0 0
2 4 2 0 0 0
2 2 4 0 0 0
YZlo 0 0 12 0 0 (6:21)
0

0 0 0 0 12
0 0 0 0 0 12

6.2.4. Przyklady obliczeniowe

6.2.4.1. Informacje ogo6lne dotyczace przykladow

Bazujac na rownaniach przedstawionych w p. 6.2.1 oraz 6.2.2, dotyczacych tarczowego elementu
skonczonego, mozna wykona¢ obliczenia za pomocg algorytmu MES. Zadaniem przykladow
numerycznych jest sprawdzenie efektywnosci 1 weryfikacja zarowno algorytmu, jak i ostatecznie bazy
réwnan MES — funkcjonatu (3.1).

Czes¢ z przyktadow posiada odpowiadajace im rozwiazania $ciste. W pozostatych przypadkach
przeprowadza si¢ poréwnanie z rozwigzaniami pochodzacymi z programu Abaqus 6.13, a takze
w jednym zadaniu — z wynikami pochodzacymi z innej publikacji. Wykazuje sie takze efektywnos¢
optymalizacji omoéwionej w p. 4.3.

Wartosci obcigzen oraz geometria tarcz nie dotycza rzeczywistych konstrukcji, choé
dla precyzji opisu podaje si¢ jednostki wymiarow, obcigzen i naprezen. We wszystkich przyktadach
zaktada si¢ jednostkowa grubos$¢ tarczy (1 m). Liczbe iteracji metody NR przyjmuje si¢ taka,
by zapewniata zbiezno$¢ rozwigzania (zwykle 3 iteracje sa wystarczajace). Liczba krokow
przyrostowych wynika z potrzeby odzwierciedlenia zadanego w przyktadach programu obcigzenia i nie
ma tak istotnego wplywu na rozwigzanie jak liczba iteracji metody NR czy liczba elementow
skonczonych. Ze wzgledu na duzg liczbg przyktadow przedstawia si¢ tylko reprezentacyjne wyniki,
a w przypadku weryfikacji stwierdza si¢ zgodno$¢ wynikow z prostym rozwigzaniem analitycznym bez

wyprowadzania szczegdlowych wzorow.

6.2.4.2. Tarcza w jednoosiowym stanie naprezenia, idealna plastycznos¢

Jako pierwszy przyktad rozpatrywana jest tarcza w jednoosiowym stanie naprezenia. Obcigzenie
przytozone jest w dwoch trzecich jej rozpigtosci (rys. 6.3). Pozwala to na wprowadzenie w stan
plastyczny tylko czgéci tarczy po prawej stronie obcigzenia przy odpowiedniej jego wartosci
maksymalnej pmax i granicy plastycznosci ay. Program obcigzenia (rys. 6.3) jest tak dobrany, by po
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uplastycznieniu (ze wzgledu na $ciskanie) obcigzenie zmniejszyto si¢ i zmienito kierunek, po czym
ponownie uplastycznito (ze wzgledu na rozciaganie) te sama cze$¢ tarczy i zmalato do zera. Do obliczen
przyjeto nastepujace dane: E = 20 MPa, v = 0, oy= 150 kPa (warunek HMH, idealna plastycznosc),

Pmax = 280 kPa, 96 elementow skonczonych, 200 krokow przyrostowych, 3 iteracje metody NR.

)4
Pmax
| 4 m ¥ 2m L e N
[ |
> S |
B> pr. 'u« |Fm |
| | '
50
SR . ¥

Rys. 6.3. Schemat tarczy i program obciazenia

Wyniki obliczen algorytmu MES przedstawia wykres zalezno$ci przemieszczenia U
od aktualnego kroku przyrostowego oraz wykres zalezno$ci obcigzenie — przemieszczenie (rys. 6.4).
Rozwiagzanie analityczne réwnowaznego jednowymiarowego przypadku pretowego pokrywa sig
z wynikami algorytmu MES (ze wzglgdu na trywialno$¢, rozwigzanie to nie jest przedstawione). Dane
zostaly dobrane w taki sposob, ze tylko cze$¢ tarczy ulega plastycznemu ptynieciu, co zapewnia istnienie
rozwigzania w przypadku idealnej plastycznosci. Zmiany kata nachylenia wykresow (rys. 6.4)

odpowiadajg zmianom zachowania prawej czgsci tarczy — z odpowiedzi sprezystej na plastyczne

ptyniecie.
p
Pmax
u[m
[m] L4
0.02
0.01 +
: : . + krok | | u [m]
~0.01 | 50 100 \150 0 /0.01 0.02
-0.02

Rys. 6.4. Historia przemieszczenia i zalezno$¢ obcigzenie — przemieszczenie
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6.2.4.3. Tarcza w jednoosiowym stanie naprezenia, wzmocnienie kinematyczne

Kolejny przyktad dotyczy rowniez tarczy w jednoosiowym stanie naprezenia przy zatozeniu warunku
plastycznosci HMH ze wzmocnieniem kinematycznym. Zatozenie to pozwala na jednostronne
podparcie tarczy (rys. 6.5), poniewaz w przypadku wzmocnienia kinematycznego (wspotczynnik
wzmocnienia a > 0) mozliwe jest rozwigzanie zadania, nawet gdy uplastycznieniu ulega cala
konstrukcja. Program obcigzenia (rys. 6.5) obejmuje dwa identyczne cykle o przebiegu takim jak
w poprzednio opisywanym przyktadzie (rys. 6.3). Przyjeto nastgpujace dane do obliczen: E = 20 MPa,
v = 0,2, oy =40 KkPa, o = 0,1, pmax = 60 kPa, 72 elementy skonczone, 200 krokoéw przyrostowych,

3 iteracje metody NR.

P
Pmax
. |'J tm N 15
> >
> Z:p
I m ¥ —>
IO e
B T}u
w\l - =
-1

Rys. 6.5. Schemat tarczy i program obcigzenia

Wyniki obliczen algorytmu MES przedstawia rys. 6.6, obrazujacy zmiany przemieszczenia
swobodnej krawedzi tarczy. Rozwiazanie analityczne rownowaznego przypadku pretowego pokrywa
si¢ z rozwigzaniem MES. Na wykresie obcigzenie — przemieszczenie oba cykle obcigzenia naktadajg sie
na siebie. Na tym wykresie nachylenie linii w fazie plastycznego ptyniecia (wyniki w postaci
oddalonych punktoéw) jest 10 razy mniejsze w stosunku do poczatkowego nachylenia (faza sprezystej

pracy konstrukcji), co jest zgodne z zatozonym wspotczynnikiem wzmocnienia o = 0,1.

u [m]

14 ..
0.01 + \ \ /

001+ / /

Rys. 6.6. Historia przemieszczenia i zalezno$¢ obcigzenie — przemieszczenie
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6.2.4.4. Tarcza w jednoosiowym stanie naprezenia, wzmocnienie izotropowe

W przypadku wzmocnienia izotropowego przeprowadzana jest weryfikacja algorytmu na przyktadzie
tarczy o identycznej geometrii jak w p. 6.2.4.3. Aby zaobserwowac efekt tego wzmocnienia, przyjeto
odpowiedni program obcigzenia (rys. 6.7). W celu kilkukrotnego uplastycznienia tarczy, warto$¢
bezwzgledna obcigzenia kazdorazowo rosnie po zmianie kierunku obcigzania (najwyzsza warto$¢
w krokach 25, 75, 125 i 175). Do obliczen przyj¢to nastepujace dane: E = 20 MPa, v = 0,2, oy = 40 kPa,

a=0,1, pmax = 60 kPa, 36 elementow skonczonych, 200 krokoéw przyrostowych, 5 iteracji metody NR.

(E

R

Rys. 6.7. Schemat tarczy i program obcigzenia

Wyniki obliczen algorytmu MES przedstawia rys. 6.8. Takze w tym przyktadzie rozwigzanie
analityczne rownowaznego zadania prgtowego pokrywa si¢ z wynikami MES. Na wykresie zalezno$ci
obcigzenie — przemieszczenie (rys. 6.8) mozna zaobserwowaé wyrazne przesunigcie wartosci

obcigzenia powodujacego uplastycznienie, co jest wywotane izotropowym wzmocnieniem materiatu.

i
P
u [m] b p
; st
0.01+ /~_ : / o
% +——N+— krok | , { o [m]
—001 1} 25 '-.__75/125 [75 —?03 ~0.01=1-/0.01
. Lo O
— 002 P '/ .....' LT 3 F‘i
-0.03 + S 44

Rys. 6.8. Historia przemieszczenia i zalezno$¢ obcigzenie — przemieszczenie
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6.2.4.5. Przyklad zastosowania algorytmu po optymalizacji

W punkcie 4.3 przedstawiono sposob optymalizacji algorytmu MES poprzez blokowa eliminacje

macierzowego rownania MES. Niniejszy przyktad obrazuje efekt optymalizacji.

P
Pmax
1 T :l_ -t _.'. _______
b+« krok
0 <30+ 50 <70;
T . w__
10 m
7 37
Im ; == u
= A »

Rys. 6.9. Schemat tarczy i program obcigzenia

Kryterium, pozwalajgcym ocenié¢ efektywno$¢ optymalizacji jest czas obliczen wykonywanych
za pomocg algorytmu przed i po zastosowaniu optymalizacji na tym samym komputerze, dla tego
samego zadania (rys. 6.9) o nastepujacych danych wejsciowych: E =20 Pa, v =0, 6y= 40 Pa, = 0,1
(warunek HMH ze wzmocnieniem kinematycznym), pmax = 56 Pa, 80 krokdéw przyrostowych, 3 iteracje
metody NR. Wartosci danych sa dobrane przypadkowo. Istotne jest jedynie, aby zachodzito pmax> oy,
co zapewnia uplastycznienie tarczy i wykorzystanie zoptymalizowanego algorytmu.

Przyjmuje si¢ podzial na takg samg liczbe elementow skonczonych wzdtuz krétszego (1 m)
1 dluzszego (10 m) boku tarczy, co prowadzi do powstania prostokatnej siatki MES (kazdy prostokat
zawiera dwa trojkatne elementy skonczone). W ogolnosci taki podzial prowadzi do powstania
»wydhuzonych” trojkatnych elementow, co jednak w odniesieniu do rozwazanego zadania nie wptywa
negatywnie na uzyskiwane wyniki, poniewaz zblizone jest ono do przypadku prostego rozciggania.
Czasy obliczen przy roéznej liczbie elementow skonczonych przedstawia rys. 6.10. Na podstawie
wykresu mozna zauwazy¢, ze dopiero przy pewnej granicznej liczbie elementow skonczonych
(ok. 20-20-2 = 800) optymalizacja algorytmu przynosi zagdany efekt — skrocenie czasu obliczen
w stosunku do algorytmu bez jej wykorzystania. Z powoddéw opisanych w p. 4.3 fakt ten nie jest
zaskakujacy. Nalezy takze dodaé, ze w celu zaobserwowania petlnego efektu optymalizacji nalezaloby,

nie wchodzac w aspekty programistyczne, sam kod programu przeformutowac¢ w taki sposob, by nie byt
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tylko adaptacja kodu sprzed optymalizacji (jak to zostato zrobione), ale by byt adekwatny do nowego
rozwigzania. Nie jest to jednak konieczne, gdyz przedstawione porOwnanie wystarczajaco uzasadnia

sens zastosowania optymalizacji.

czas obliczen [min]

20
15 _ / —e— przed optymalizacja

10

5 po optymalizacji

liczba elementow

1”5 19 20 2‘1 2'2 wzdhiz krawedzi

Rys. 6.10. Czas obliczen algorytmu przed i po optymalizacji dla r6znej liczby elementéw skoniczonych

6.2.4.6. Tarcza wspornikowa, wzmocnienie kinematyczne

Kolejnym, bardziej ztozonym przyktadem jest tarcza wspornikowa o geometrii i programie obcigzenia
przyjetych jak na rys. 6.11. Badane jest ugiecie swobodnej krawedzi tarczy przy zatozeniu warunku
HMH ze wzmocnieniem kinematycznym. Dane wejsciowe algorytmu MES wynosza: E = 20 MPa,
v =0,2, oy= 40 kPa, a = 0,1, pmax = 6 kPa, 200 elementow skonczonych, 200 krokow przyrostowych,

3 iteracje metody NR.

I m

ARIRRRRNNNNNS

|

Rys. 6.11. Schemat tarczy i program obcigzenia

Rozwigzanie porownano z wynikami uzyskanymi w programie Abaqus, w ktorym
wprowadzono tarczg¢ o tej samej geometrii, siatce MES i parametrach wytrzymatosciowych. Zadano ten
sam program obcigzenia, liczbe krokow przyrostowych i model plastycznosci. Wyniki poréwnano na

plaszczyznie obcigzenie — przemieszczenie (rys. 6.12).
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Rys. 6.12. Zalezno$¢ obcigzenie — przemieszczenie

Rezultaty pokrywajg si¢, pomimo zastosowania dwu cykli obciazania — odcigzania. Nalezy
zaznaczy¢, ze w celu oceny dokladno$ci rozwiazania potrzebne byloby zageszczenie siatki MES.
Niemniej jednak celem byto poroéwnanie wynikow algorytmu MES z uzyskanymi z programu Abaqus.

Ich zgodno$¢ jest wystarczajaca przestanka przemawiajaca za poprawnoscia algorytmu.

6.2.4.7. Tarcza wspornikowa, wzmocnienie izotropowe

Dla poréwnania rozpatruje si¢ odpowiedz tej samej tarczy przy zatozeniu warunku HMH ze
wzmochieniem izotropowym. Przyjeto program obcigzenia pokazany na rys. 6.13 i nastepujace dane
wejsciowe algorytmu MES: E = 20 MPa, v = 0,2, oy = 40 kPa, o = 0,1, pmax = 6 kPa, 200 elementéw

skonczonych, 200 krokow przyrostowych, 3 iteracje metody NR.

ya
5 P
m ' 1.25
a v 1
1 :
Im 4 o'7
V= -
4 e k¢
~1.1
1.4

Rys. 6.13. Schemat tarczy i program obcigzenia

Porownanie wynikow obrazuje wykres na rys. 6.14. Mozna zauwazy¢, ze wyniki algorytmu
MES oraz zaimportowane z programu Abaqus sg niemal identyczne i pomimo dos¢ skomplikowanego

programu obcigzenia, wykresy dla obu cykli obcigzania — odcigzania sg usytuowane blisko siebie.
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Rys. 6.14. Zalezno$¢ obcigzenie — przemieszczenie

6.2.4.8. Tarcza Cooke’a

Ostatnim przyktadem jest powszechnie stosowana do testow numerycznych tarcza Cooke’a [8],
widoczna narys. 6.15. W tym przypadku celem jest pordwnanie stref plastycznych, rozktadow naprezen
oraz ugie¢ uzyskanych zaré6wno przez wilasny algorytm MES, jak i1 przez program Abaqus

oraz podanych w pracy [6], skad zaczerpnigte sg szczegotowe dane do przyktadu.

48 m

16 m tp

44 m

Rys. 6.15. Schemat tarczy Cooke’a

Przyjeto prosty program obciazenia, gdzie p wzrasta od 0 do 0,0375 kPa. Pozostale dane
wejsciowe algorytmu MES wynoszg: E = 1 kPa, v = 0,33, gy = 0,1 kPa, a = 0,01, 1152 elementow
skonczonych, 50 krokow przyrostowych, 3 iteracje metody NR. Warto dodaé, ze wplyw wzmocnienia
jest niezauwazalny, poniewaz ¢=0,01, a ponadto rodzaj wzmocnienia (kinematyczne lub izotropowe)
jest nieistotny ze wzgledu na fakt, ze tarcza doznaje tylko zwiekszenia obcigzenia.

Podane liczby krokow i elementow skonczonych dotycza tylko algorytmu wlasnego. Przyjeta
siatka MES jest regularna, a liczba krokow przyrostowych i liczba elementow sa ograniczone z powodu

dhugiego czasu obliczen, jednak, co zostanie wykazane, wystarczajace na uzyskanie rezultatow
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zblizonych do doktadnych. Zaréwno w programie Abaqus, jak i w pracy [6], liczby krokéw
przyrostowych i elementow skonczonych sa dobrane tak, by otrzymac peilng zbieznos¢ rozwigzania.
Warto$¢ przemieszczenia U odczytana z wykresu ([6], rys. 4) wynosi nieco ponad 20 m,
a warto$¢ uzyskana w programie Abaqus to 20,14 m. Algorytm wiasny podaje przemieszczenie
u=19,48 m, co wydaje si¢ dobrym wynikiem, bioragc pod uwagg przyjete ograniczenia. Réwniez rozktad
naprezen zredukowanych HMH (rys. 6.16) jest bardzo podobny do uzyskanego w programie Abaqus.

W szczegoblnosci strefy plastyczne oznaczone najjasniejszym kolorem maja niemal identyczne ksztatty.
napr. HMH [kPa]
mm 0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

4 <

algorytm Abaqus

Rys. 6.16. Porownanie naprezen zredukowanych HMH
6.3. Plyty

6.3.1. Funkcjonal dla plyty warstwowej

Punkt 6.3 opisuje zastosowanie zmodyfikowanego funkcjonatu Hu-Washizu (2.5) w odniesieniu
do ptytowych elementéw skonczonych, dla ktorych nie sa stosowane gotowe roéwnania, jak byto
w przypadku tarcz. Dlatego konieczne jest ich wyprowadzenie. Wygodnie jest postuzy¢ si¢

funkcjonatem w formie cigglej, co zostanie uzasadnione.
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Rys. 6.17. Przemieszczenia uogdlnione w ptycie

Bazujac na rownaniach ptyt grubych Reissnera—Mindlina [14, 23], funkcjonat (2.5) przyjmuje
postac:
1 n\T n n\T L
H(Gp,sp,up,ip)z—j(sp —sp) C, (sp —8P)dA—j(cp —GP) (sp +e, —Lup)dA

2% A (622

- [(AfTu, )dA- [ 2,0(6,)d4

A

gdzie A to pole powierzchni plyty, zas o,, &, u,, f to wektory odpowiednio uogdlnionych sit
wewnetrznych, odksztalcen, przemieszczen i obcigzen odniesionych do powierzchni srodkowej ptyty

(zgodnie z rys. 6.17)

Op Z[Mll’MZZ’ IVllz’Ql'QZ]T
& = [K111K2212K12'V1’72 ]T

6.23
U, =[0,,6,,w]" (623

f5 :[mlymz,q]T

W (6.23) M, M,,, M;,, Q, Q, to momenty zginajace i sity tnace przypadajace na jednostke
powierzchni ptyty, m, m, to intensywnosci obcigzenia momentowego w dwu kierunkach, zas$ q
to intensywno$¢ obciazenia pionowego. Uogolnione odksztalcenia s powigzane z uogdlnionymi

przemieszczeniami rownaniem

g, =Lu,, (6.24)

gdzie
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9 0 0
X
o 2 o
0X,
0 0
L=|— — O
X, ox . (6.25)
1 0 9
24
o 1 2
| OX, |

Macierz uogdlnionych statych sprezystosci ma postaé

D D 0 0 0
vD D 0 0 0
0 0 LeH® o 0
C, = 12 , (6.26)
0 0 0 2GH 0
0 0 0 0 2>GH

gdzie H jest gruboscia ptyty, D sztywnoscig ptytowa

EH®

_ _12(1_v2) , (6.27)

za$ G modutem Kirchoffa, przy zatozeniu materiatu izotropowego, zaleznym od modutu Younga E

1 wspotczynnika Poissona v

G= E 6.28
2(1+v) (6.28)

Przyjmujac oznaczenie wyrozniajace o$ pionowa
Z=X,, (6.29)

z zatozonego w teorii ptyt parabolicznego rozkladu naprezen 713, 723 (lepiej oddajacego rzeczywistosé
niz staly wynikajacy z rownan Reissnera—Mindlina) oraz liniowego rozktadu napr¢zen o1, o1, 712 mozna

wyprowadzi¢ nastepujace zwigzki pomiedzy momentami zginajacymi i sitami tnagcymi a napr¢zeniami



Q = [7y(2) f (2)dz

H

Q,= J.Tzs (2) f(z)dz

My =[a,(2)g(2)dz (6.30)
Mo, = faz(z)g(z)dz

M,, = J~ 1,(2)9(2)dz

H

gdzie

5 z?
f@) 22[1_4FJ . (6.31)
g(2)=z

W funkcjonale (6.22) dA oznacza rdézniczkowo maty fragment powierzchni ptyty. Zatem
warunek plastycznosci nalezatoby tez zdefiniowac¢ w odniesieniu do tej powierzchni, bez uwzglednienia
rdéznego wytezenia materialu w obrebie przekroju ptyty. Co wigcej, jeden parametr /1, definiowaltby
wtedy przyrost wszystkich odksztatcen uogolnionych. Te dwie obserwacje prowadza do wniosku,
ze funkcjonat jest daleki od fizycznego opisu uplastycznienia ptyty, poniewaz zaklada jednoczesne
uplastycznienie calego jej przekroju.

Rozwigzaniem tego problemu moze by¢ modyfikacja funkcjonatu w taki sposdb,
aby uwzgledniat réznice w stanie naprg¢zenia i odksztatcenia w poszczegdlnych ,,warstwach” ptyty.
Aby dokona¢ tej modyfikacji nalezy w pierwszym kroku podzieli¢ przekrdj ptyty na N warstw
(rys. 6.18).

BN =

XXyt |H

Rys. 6.18. Przekroj ptyty podzielony na warstwy

Celem podziatu jest osobne rozpatrywanie naprezen, odksztatcen i parametréw A, w poszczegdlnych

warstwach. Zaktadajgc state naprezenia w kazdej i-tej warstwie mozna zapisac
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gdzie hj jest grubo$cig warstwy oraz

f, = f(zi):%[l—

g, =9(z)=1

Wprowadzajac oznaczenia wektora naprezen i odksztatcen w i-tej warstwie

.
{Gi :[0'1’0'2’712!'[131T23]i

477

H

Si = [81182 1 ylZ 1 yl3’y23]i-r

mozna zapisa¢ tozsamosci

(50 =22)' Co (a0 —58)=3

n\T
(GP—GP) (£P+s —Lu,

gdzie macierz M; wynika wprost ze zwiazkow (6.32)

a C jest macierzg statych sprezystosci, takg samej dla kazdej warstwy

_gi

o O o o

0 O
g 0

of
0 O
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o
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al

[ 1@ >t
Jrale) 02 > o
[oiaee Sosh
OO > oh

N
_[ 1,(2)9(2)dz ~ Z 128,
H i=1

9]

Przyblizone zwiazki (6.32) staja si¢ doktadnymi po przejsciu granicznym N—oo.

(-1 cfe 500
|:G -0, ) (£i+;:in—MiLu)hi}

(6.32)

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)



E2 sz 0 0 0
1-v 1-v
vE E
C=[1-v* 1-° 0 00 (6.37)
0 0 G 0 O
0 0 0 G O
| O 0 0 0 Gj]

Modyfikujac ostatni sktadnik funkcjonatu (6.22) poprzez wprowadzenie parametrow A; oraz funkcji
plastycznosci @, (o,) osobnych dla poszczegdlnych warstw, a takze podstawiajac zaleznosci (6.35),

funkcjonat (6.22) przybiera postaé
- [o o T(a +E,i”—MiLuP)hi}dA. (6.38)

Wielkosciami, ktoére nie dotycza pojedynczej warstwy plyty, a odnosza si¢ do jej plaszczyzny
srodkowej, sa wektor przemieszczen uogolnionych u, 1 wektor intensywnosci obciazen f,. Oznaczajac
symbolicznie poprzez f,; czes¢ wektora obcigzen zewngtrznych przypadajacego na i-ta warstwe,

sktadnik funkcjonatu (6.38) w odniesieniu do tej warstwy ma postac¢

IT, :%J;(s- —ST‘)TC(si —.'»:i”)hidA—J/;(cri —ci”)T (si +£in —MiLuP)hidA 639)
— [(Af,] up)dA- jm(c)hdA | |

Wzor (6.39) jest analogiczny do funkcjonatu (2.5), co potwierdza poprawnos¢ funkcjonatu (6.38)

W sensie zastosowania do zagadnien teorii plastycznosci.

6.3.2. Definicja elementu skonczonego

11 X

X2

< l

Rys. 6.19. Ptytowy element skonczony
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Wprowadza si¢ trojkatny ptytowy element skonczony o parametrach weztowych

a=[0},00,w',0" 8! w0 5w T (6.40)

Przyjmuje si¢ liniowa aproksymacj¢ wektora przemieszczen U, (6.23)s za pomoca wspolrzednych

powierzchniowych L, Ly, Lin [31]

u, =Nq, (6.41)
gdzie
L 0o oL O OW1L, O O
N=0 L O O L, 0 0o L, O] (6.42)
o oL o0 o0 1L O 0 L,

Naprezenia i odksztatcenia (6.34) sg state w kazdej i-tej warstwie w obrebie elementu skonczonego.

Po dyskretyzacji i scatkowaniu funkcjonat (6.38) przyjmuje postac

N

H(ci,ai,q,/li)zgi[(si —g )TC(%:i —si”)Vi}—Z[(oi —GF)T (si +;,in —Bq)Vi}

i=1 i=1

\ , (6.43)
—AfTq - Z[’liq)i (o )Vu]
i=1
gdzie f jest wektorem obcigzen weztowych oraz
B=[MLNdA
A : (6.44)
V. = Ah

Warunek plastyczno$ci w ogoélnosci moze by¢ inny w kazdej warstwie, co moze mie¢
zastosowanie w modelowaniu rzeczywistej ptyty warstwowej. W przykladach obliczeniowych
dotyczacych ptyt rozwazane bedzie tylko kryterium HMH w przypadku idealnej plastycznos$ci,

co w odniesieniu do i-tej warstwy mozna zapisac
1 - 2
®(0) = Eci Yo, — Z(Jy;i) : (6.45)

gdzie

-59 -



4 =2 0 0 0]
2 4 0 0 0
w={0 0 12 0 0 (6.46)
0 0 0 12 0
0 0 0 0 12]

Oznaczajac poprzez S, E, A wektory zawierajace odpowiednio naprezenia, odksztatcenia

i parametry A ze wszystkich warstw w elemencie skonczonym

S:[cl,cz,...,cN]T
E:[sl,az,...,sN]T (6.47)
A=A iy ||

mozna (6.43) przedstawi¢ jako funkcjonat zalezny od tych wektorow

1(S,E,q,A), (6.48)

jednak niemozliwe jest jego wyrazenie za pomocg zapisu macierzowego, stad forma (6.43) jest

wyjsciowa do sformutowania rownania MES.

6.3.3. Rownanie MES

Rownanie MES, podobnie jak to bylo w przypadku elementéw tarczowych, jest wyprowadzone
dla jednego elementu skonczonego w celu uproszczenia rozwazan. Przyjmuje si¢ dodatkowe zalozenie

upraszczajace, ze grubos¢ h wszystkich N warstw jest taka sama, stad (6.44), przybiera posta¢

V = Ah. (6.49)

Wtedy minimalizacja funkcjonatu (6.43) prowadzi do rdOwnania

;
0o 0 BV 0 g B6'V Af
Ao ev v 0 ||, W[ CeV-eV | |
— — : = -n + y 650
2| |BY -V 0 woV |1g Zl oy 0 (6.50)
1 4
1 A 2 0
I 0 0 26| yV 0 I _z(gyl)

ktére mozna zapisa¢ w sposdb macierzowy nastgpujaco
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0 0 BJV 0 |[q Af+B, SV

0 CV -Iv o0 |[E[_|CEV-SV (651)
BV -Iv. 0 K|S E'V ’ '

0 0 KX o0 |lA A

gdzie b} :—Z(JW)Z, za$ macierze B, C,, K*, K2° powstaja w wyniku agregacji odpowiednich
elementow macierzy z rownania (6.50) wzgledem warstw.

Rownanie MES (6.51) ma strukture taka jak (3.4), co pozwala zastosowac przedstawiony
w rozdziale 4. algorytm MES do rozwigzywania zadan teorii plastycznosci dotyczacych warstwowych

elementow plytowych.
6.3.4. Przyklady obliczeniowe

6.3.4.1. Informacje ogolne

Bazujac na réwnaniach zaprezentowanych w punktach 6.3.2 i 6.3.3 przeprowadza si¢ analizy
numeryczne w celu wykazania poprawnosci i efektywnosci algorytmu MES, réwnan, jak i samego
zmodyfikowanego funkcjonatu Hu—Washizu, bedacego gtéwnym przedmiotem tej pracy.

Liczba przykladow jest niewielka, a same przykltady charakteryzuja sie staba dyskretyzacja
(niewielka liczba elementéw skonczonych i warstw) ze wzgledu na czas obliczen. Z tego powodu
w p. 6.3.5 rozwazana bedzie belka jako szczegélny przypadek plyty, co umozliwi wykonanie
doktadniejszych analiz numerycznych. W przedstawianych przyktadach zaktada si¢ t¢ samg granice

plastycznos$ci dla wszystkich warstw przekroju ptyty.

6.3.4.2. Ugiecie swobodnie podpartej plyty w stanie sprezystym

o

10 m

Prrrtt

=1kPa

AL e
f a=10m T

Rys. 6.20. Schemat ptyty i posta¢ przemieszczona z zaznaczonymi weztami siatki MES
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Przedmiotem pierwszej analizy jest plyta kwadratowa w stanie sprezystym, o parametrach
materiatowych E = 20 MPa, » = 0,2. Celem przykladu jest poréwnanie ugiecia w Srodku plyty
policzonego przez algorytm z ugigciem wyznaczonym analitycznie. Ugigcie wynikajace z zastosowania
teorii plyt cienkich (ptyte na rys. 6.20 mozna za taka uznac) i uzyskane za pomocg rozwigzania

analitycznego (wykorzystano metode Levy’ego [4]) ma wartos¢
ga*
Wiey =0, 004063 =0,0234 m. (6.52)

Przyjeto nastgpujace dane wejsciowe algorytmu MES: 1 krok przyrostowy, liczba warstw ptyty: N=6,
128 elementéw skonczonych. Deformacje ptyty wygenerowang przez algorytm przedstawia rys. 6.20.
Ugigcie $rodka ptyty wynosi w,,.s =0,0228 m, co daje roznice mniejsza niz 3% w stosunku do
rozwigzania $cistego (6.52). Wynik ten $wiadczy o poprawnosci modelu warstwowego w zakresie

sprezystym, mimo zastosowania niewielkiej liczby warstw i elementow skonczonych.

6.3.4.3. Plyta wspornikowa

/] @ %y
\I

L H=0,1m

Im ‘

2

Rys. 6.21. Schemat ptyty obciazonej momentem roztozonym i rozktad napr¢zen w przekroju

Przyktad kwadratowej ptyty wspornikowej obcigzonej momentem roztozonym w jednej ptaszczyznie
pozwala dokona¢ weryfikacji poprzez poréwnanie z rozwigzaniem $cistym. Jezeli ptyte potraktowac jak
belke, mozna wyznaczy¢ analitycznie warto§¢ momentu roztozonego powodujgcego uplastycznienie
zewngtrznych czgéci przekroju, tak by pola uplastycznionej i nieuplastycznionej strefy byly réwne

(rys. 6.21) w kazdym miejscu plyty

m :i—;Hzay. (6.53)

Przyjeto nastepujace dane wejsciowe algorytmu MES: E =10 GPa, » = 0,2, oy=2,5 kPa, 128 elementow
skonczonych, N=4, 30 krokéw przyrostowych, 3 iteracje metody NR, program obcigzenia: moment

rosnacy liniowo od 0 do 1,1m. Rezultaty obliczen przedstawia rozktad stref plastycznych w plycie.
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Rys. 6.22. Obszary o uplastycznionych warstwach zewnetrznych (kolor szary) i nieuplastycznione (kolor biaty)

Uplastycznienie zewnetrznych warstw w prawie calym obszarze ptyty (rys. 6.22) wystepuje
dopiero przy maksymalnej wartosci obcigzenia momentowego 1,1m. Jest to jednak niewielka roéznica
biorac pod uwage malg liczbg warstw przyjeta do analizy. Obecno$¢ nieuplastycznionych obszaréw
plyty nalezy ttumaczy¢ faktem, ze rozwigzanie ptyty i belki nie sg catkowicie rownowazne z powodu
lokalnych efektow warunkow brzegowych. Przedstawiony przyklad wydaje si¢ potwierdzac

poprawno$¢ modelu plyt warstwowych.

6.3.4.4. Rozklad stref plastycznych w plycie swobodnie podpartej

Celem ostatniego przyktadu jest jakosciowe poréwnanie rozktadu stref plastycznych uzyskanych
za pomocg algorytmu MES i wyznaczonych przez program Abaqus. Ze wzgledu na odmienne definicje
elementow skonczonych, ich niewielka liczbg oraz inng liczbe warstw (w przypadku programu Abaqus
bardziej nalezatoby méwi¢ o liczbie punktow calkowania) rezultaty liczbowe nie stanowia przedmiotu

porownan. Geometri¢ ptyty przedstawia rys. 6.23.

- P

10 m

rreen

- ’_ *z *z *z
10 kPa

strefy plastyczne

[ bhedds - H=1m (Abaqus)

A
10 m

Rys. 6.23. Schemat ptyty wraz ze strefami plastycznymi wyznaczonymi przez wlasny algorytm MES
oraz program Abaqus

Przyjeto nastepujace dane wejsciowe algorytmu MES: E = 10 GPa, v = 0,2, oy = 2,1 kPa,

72 elementy skonczone, N = 4, 30 krokéw przyrostowych, 3 iteracje metody NR, program obcigzenia:
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obcigzenie rownomiernie roztozone rosngce liniowo od 0 do 10 kPa. Na rys. 6.23 biatym kolorem
oznaczono elementy nieuplastycznione, stan pozostatych odpowiada rysunkom przekrojow.

W wyniku analizy numerycznej o identycznych parametrach, geometrii i siatce elementéw
skoniczonych, przeprowadzonej w programie Abaqus przy zastosowaniu powtokowych elementow S3,
uzyskano taki sam rozktad stref plastycznych — obszary, w ktorych przynajmniej cze¢$¢ przekroju ulegta

uplastycznieniu pokrywaja si¢ w obu rozwigzaniach.

6.3.5. Rownanie MES belki jako szczegélnego przypadku plyty

W celu dokladniejszej weryfikacji rozwigzania zastosowanego dla plyt, rozwaza si¢ belke jako
szczegblny przypadek ptyty. Rownanie MES wynikajace z wykorzystania elementéw belkowych ma
znacznie mniejsze rozmiary, co pozwala na przeprowadzenie doktadniejszych testéw numerycznych.
Z punktu widzenia teorii sprezystosci przedmiotem analiz jest belka Timoshenki. W niniejszym punkcie
przedstawia si¢ jakg postaé¢ przyjmuja wzory wyprowadzone dla plyt, po przyjeciu upraszczajgcych

zatozen charakterystycznych dla belek. Oznaczenia sg analogiczne do tych z punktow 6.3.11 6.3.2.

- 4 B [
; o

Rys. 6.24. Przemieszczenia uogdlnione w belce
Przemieszczenia uogdlnione w belce Timoshenki przedstawia rys. 6.24. Funkcjonal w formie
ciggtej w przypadku belki przyjmuje postaé

H(cB,sB,uB,zB)zéj(sB ~£3)' Cy (g5 —25 )bl — [(0, ~03)’ (sB Ty —LuB)bdl
|

) 6.54
‘J (Af5"ug )odl —jchb(cB)bdz (6.54)
! |

gdzie | jest dugoscia belki, za$ b jej wymiarem w kierunku prostopadfym do plaszczyzny (X,%;).
W wyniku zatozenia zerowych naprezen i odksztalcen w tym kierunku, rozmiary odpowiednich

wektorow ulegaja zmniejszeniu
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Oz Z[Mu’Ql]T

&g = [’Cn’ Vl]T

(6.55)
T
Ug = [51, w]
N
fo= [ml’ q]
Zmianie ulega takze macierz operatorowa
< o
L=| , (6.56)
1 2
2
oraz macierz uogdlnionych statych sprezystosci
3
z
Cg = . (6.57)
0 -—-GH
6

Uwzgledniajac podzial na poszczegdlne warstwy zmniejszeniu ulegaja takze wektory napregzenia

1 odksztatcenia

G = [01’ 713 ],T

T (6.58)
g = [81:V13]i

jak rébwniez macierz stalych sprezystosci

c-|E O 6.59
1o G (6.59)

Funkcjonat (6.38) po ,,rozbiciu” na 0sobne warstwy nie zmienia swojej postaci

H(oi,si,us,ii)zg ZN:[(& —ai”)TC(si —ai”)hi }bdl
—J.i[(ci —Gi”)T (si +.;,,n —MiLuB)hi}bdl , (6.60)

- [(AfTug )odi - [ 3[4, (6,) e

gdzie
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19 O
W] oo

Vx3

Rys. 6.25. Belkowy element skonczony w lokalnym uktadzie wspoirzgdnych

Wprowadza si¢ belkowy element skonczony. Element ten charakteryzuja 4 przemieszczenia

weztowe (rys. 6.25)
a=[s,w,o" w']". (6.62)
Przyjmuje si¢ liniowg aproksymacj¢ przemieszczen
us =Ng, (6.63)
gdzie

o b

—_ |H><

N = | . (6.64)
0 —-X 0 X

Funkcjonat uzyskany po dyskretyzacji i scatkowaniu nie zmienia formy w stosunku do (6.43)

(o,.500.4) =5 X (5 -21) C(e, =20 )1 |- 3| (0, -0 ) (s +& ~Ba)¥
= . = ., (6.65)
_Aqu_Z[/li(Di (Gi)Vi]
gdzie w przypadku belki
B = [M,LNbdl
i (6.66)
V, =blh,

Warunek HMH jest opisany roéwnaniem (6.45), w ktorym
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|40 6.67
V=0 12 (6.67)

Obowigzujace pozostajg oznaczenia (6.47), (6.48) co prowadzi do rownania MES postaci (6.51).
Przedstawione wyprowadzenia wzorow pokazuja, ze warstwowy element belkowy mozna

potraktowac jako szczegdlny przypadek warstwowego elementu ptytowego, €O zapewnia zmniejszenie

rozmiaru zadania i daje mozliwo§¢ przeprowadzenia dokladniejszych analiz numerycznych

niz w przypadku elementow plytowych.

6.3.6. Przyklady obliczeniowe
6.3.6.1. Informacje ogolne

Celem przedstawienia testow numerycznych z zastosowaniem elementow belkowych jest w ogdlnosci
weryfikacja modelu warstwowego, a wiec takze posrednia weryfikacja modelu ptyt warstwowych,
z ktorego to, jak pokazano, wywodzi si¢ model belkowy.

We wszystkich przyktadach zaktada si¢ jednostkowa szerokos¢ belki (b = 1 m) i jednakowy
warunek plastycznosci we wszystkich warstwach. Rysunki pokazujace uplastycznione warstwy
w kazdym z przyktadow moga sprawia¢ wrazenie, jakby dotyczyly tarczy — nalezy jednak pamigtac,

7e przytaczane rozwigzania dotycza jednowymiarowych elementéw skonczonych belkowych.

6.3.6.2. Porownanie stref plastycznych z rozwigzaniem tarczowym

Zadaniem pierwszego przyktadu jest porownanie stref plastycznych w tarczy i belce warstwowej

dla przypadku wspornika o schemacie jak na rys. 6.26.

1 m

AN
-"H

3m

Ns

~

Rys. 6.26. Schemat belki wspornikowej
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W tym celu przeprowadza si¢ 2 rodzaje analizy MES — z wykorzystaniem algorytmu dla elementow
tarczowych oraz algorytmu dla elementow belkowych warstwowych. W obu przypadkach zaktada sie
nastepujace dane materiatowe: E = 20 MPa, v = 0,2, oy= 40 kPa, a takze sit¢ T = 3,3 kN.

Przyjeto nastgpujace dane wejsciowe algorytmu MES z elementami tarczowymi: 384 elementy
skonczone, 25 krokdéw przyrostowych, 3 iteracje metody NR, program obcigzenia: obcigzenie styczne
na prawej krawedzi tarczy o calkowitej wartoSci rosngcej od 0 do T. W przypadku algorytmu
z elementami belkowymi zatozono: 16 elementéw skonczonych, N = 12, 50 krokéw przyrostowych,
5 iteracji metody NR, program obcigzenia: sita na koncu belki liniowo rosnaca od 0 do T.

Poréwnanie stref plastycznych otrzymane za pomoca obu algorytméw przedstawia rys. 6.27.
Mozna zaobserwowaé porownywalny rozktad stref plastycznych w obu przypadkach. Zaktadajac
poprawnos¢ algorytmu stosujacego elementy tarczowe, dla ktorych testy numeryczne przedstawiono

W 6.2.4, mozna wnioskowac¢ o poprawnosci algorytmu bazujacego na elementach belkowych.

tarczowe
elementy skonczone

belkowe warstwowe
elementy skonczone

Rys. 6.27. Poréwnanie stref plastycznych

6.3.6.3. Porownanie naprezen resztkowych z rozwigzaniem $cistym

Kolejny przyktad ma charakter weryfikacyjny. Dotyczy problemu wyznaczania napre¢zen resztkowych
w przekroju belki, ktory na skutek dzialania momentu zginajacego zostaje czgsciowo uplastyczniony,
a nastgpnie warto§¢ momentu spada do zera. Wzory analityczne stuzace do wyznaczenia rozktadu
napre¢zen resztkowych mozna znalez¢ w [5, 13]. Docelowy rozktad naprezen resztkowych przedstawia

rys. 6.28.
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~

Rys. 6.28. Rozktad naprezen resztkowych i warstwy uplastycznione w modelu MES

Rozktad ten jest wywotany momentem zginajacym o warto$ci

11
o M, , (6.68)
gdzie M, jest momentem granicznym belki
bH ?
M, = 2o (6.69)
11
1 H=lm EMF%I
ﬂ
—
/ 10 m ;

Rys. 6.29. Schemat belki obcigzonej momentem zginajacym

Aby wywota¢ w belce moment zginajacy do analizy numerycznej przyjmuje si¢ schemat
przedstawiony na rys. 6.29. W algorytmie MES przyjeto nast¢pujace dane wejsciowe: E = 20 MPa,
v =0,2, oy=45kPa, 10 elementéw skonczonych, N = 20, 100 krokéw przyrostowych, 5 iteracji metody
NR, program obcigzenia: liniowo rosngcy moment w krokach 1-50, liniowo malejagcy moment
w krokach 51-100.

Rozktad naprezen wygenerowany przez algorytm MES jest jednakowy we wszystkich
elementach skonczonych i doktadnie taki jak na rys. 6.28. Roznice w wartos$ciach nie przekraczaja 1 %.

Swiadczy to o poprawnosci zardwno algorytmu, jak i samej definicji elementéw skonczonych.
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6.3.6.4. Poréwnanie lokalizacji przegubow plastycznych z rozwigzaniem $cistym
Ostatni przyktad jest rowniez weryfikacja opierajacg si¢ na rozwigzaniu $cistym. Przedmiotem analizy
jest belka podparta w sposob przegubowo-sztywny, w ktorej pod wplywem obcigzenia rOwnomiernym

obcigzeniem granicznym powstaja dwa przeguby plastyczne.

M,
12

Gy = 11,656

bbb bbydy bbby

Rys. 6.30. Rozwiazanie $ciste i wyniki analizy MES (strefy plastyczne)

|

Rozwiazanie $ciste [4], wykorzystujace teori¢ nosnosci granicznej, w zestawieniu z wynikami
analizy MES przedstawia rys. 6.30. Celem analizy jest wyznaczenie lokalizacji powstania przegubow
plastycznych przy obcigzeniu zblizonym do granicznego. Obcigzenie maksymalne w analizie MES
przyjmuje si¢ jako 0,999qy, poniewaz zastosowanie catkowitej wartosci (gr skutkowatoby powstaniem
mechanizmu i utrata stabilnosci algorytmu MES (co jest nieuchronne przy zatozeniu idealnej
plastyczno$ci).

Do analizy MES przyjeto nastgpujace dane: | = 10 m, H =1 m, E = 20 MPa, v = 0,2,
oy = 45 kPa, 20 elementéw skonczonych, N = 10, 50 krokéw przyrostowych, 5 iteracji metody NR,
program obcigzenia: obcigzenie rownomiernie roztozone rosnace liniowo od 0 do 0,999qg.

Strefy plastyczne wygenerowane przez algorytm MES widoczne s3 na rys. 6.30. Lokalizacje
przegubow plastycznych pokrywajg si¢ z lokalizacjami znanymi z rozwigzania $cistego. Widoczny jest
stan, w ktorym niewielki przyrost obcigzenia wywotalby powstanie pelnego przegubu w przgsle belki

i tym samym doprowadzit do zaistnienia mechanizmu przewidzianego przez teori¢ nosnosci graniczne;j.

-70 -



7. Podsumowanie 1 wnioski

W pracy przedstawiono zmodyfikowany funkcjonat Hu—Washizu, pozwalajacy na wyprowadzenie
rownan MES stosowanych do zagadnien teorii plastyczno$ci. Jest to pierwszy tego typu funkcjonat
1 stanowi oryginalny wktad naukowy w dziedzinie metody elementow skonczonych. Pokazano metode
wyprowadzania rownan MES dla zadanego elementu skonczonego i warunku plastycznosci, jak rowniez
algorytm, pozwalajacy na praktyczne zastosowanie funkcjonatu. Przedstawiono rozwiazania szeregu
przyktadow (w tym weryfikacyjnych) z zastosowaniem r6éznych elementéw skonczonych (tarczowych,
plytowych, belkowych) oraz r6znych warunkow plastycznosci (kryterium HMH w przypadkach idealnej
plastyczno$ci, wzmocnienia kinematycznego i wzmocnienia izotropowego). Przyklady te $wiadcza
o poprawnosci podejscia i efektywnosci algorytmu. Ponadto dokonano optymalizacji algorytmu poprzez
zmnigjszenie rozmiaru rownania MES, co zostalo ilustrowane stosowng analizg porownawczg.

Warto przypomnie¢ gtdéwne zalety zastosowanego podejs$cia. Niewatpliwie najwazniejsza z nich
jest uniwersalno$¢ funkcjonatu, poniewaz moze on stuzy¢ wyprowadzeniu rownan teorii plastycznosci
dla dowolnego elementu skonczonego oraz dowolnego warunku plastyczno$ci przy spetnieniu
omoOwionych w pracy ograniczen. Przedstawione podejscie jest czytelne i stosunkowo proste, poniewaz
nie wymaga dodatkowych zabiegéw algorytmicznych w celu spetnienia wszystkich rownan teorii
plastycznosci — rownanie MES bezposrednio wynika z zatozonego elementu skonczonego i warunku
plastycznosci. Ponadto opracowany na bazie funkcjonatu algorytm MES jest zbiezny i stabilny
niezaleznie od liczby krokéw przyrostowych. Dzieki temu, ze rownanie MES zawiera wszystkie
roOwnania teorii plastyczno$ci, return-mapping nie generuje bledu rozwiazania, co czynia dotychczas
stosowane inne algorytmy — btad musi by¢ w nich niwelowany poprzez dodatkowe operacje
wydtuzajace czas obliczen.

Niniejsza rozprawa nie stanowi jednak hermetycznego rozwigzania, ktére nie mogtoby zostaé
ulepszone lub rozszerzone. W pierwszej kolejnosci warto bytoby pomysle¢ nad modyfikacja
funkcjonatu, pozwalajaca na uwzglgdnienie duzych przemieszczen, jak rowniez niestowarzyszonego
prawa plastycznego ptynigcia. Poza kwestiami teoretycznymi, ciekawym do§wiadczeniem mogtoby by¢
oprogramowanie algorytmu MES w jezyku nizszego poziomu niz Mathematica (np. C++, Delphi, Java)

i poréwnanie czasu obliczen z czasami uzyskiwanymi w komercyjnym oprogramowaniu.
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Streszczenie

W pracy przedstawiono autorski zmodyfikowany funkcjonat Hu—Washizu, bedacy uniwersalng baza
stuzaca do wyprowadzania réwnania MES dotyczacego zagadnienia teorii plastycznosci. Jest
to pierwszy funkcjonal, ktéry umozliwia sformutowanie rownania MES zawierajacego wszystkie
réwnania teorii plastyczno$ci. Pozwala to na czytelne i prostsze, w stosunku do dotychczas istniejacych
rozwigzan, konstruowanie algorytmu MES. Przedstawiona zostata procedura wyprowadzenia rownan
MES dla dowolnych elementow skonczonych i warunkéw plastycznosci. W celu egzemplifikacji,
funkcjonat zastosowano do wyprowadzenia rozmaitych rownan MES, obejmujacych tarczowe, ptytowe,
objetosciowe 1 belkowe elementy skonczone, jak rowniez rézne warunki plastycznosci
(przypadki: idealnej plastycznos$ci, wzmocnienia kinematycznego oraz izotropowego). Przedstawiono
takze wlasny algorytm MES, pozwalajacy na efektywne przeprowadzanie analiz numerycznych.
Algorytm okazat si¢ zbiezny i stabilny niezaleznie od liczby iteracji przyrostowych. Nie wykazuje on
btedu wynikajgcego z return-mappingu w przeciwienstwie do wszystkich dotychczas stosowanych
algorytméw MES stosowanych do rozwigzywania zagadnien teorii plastyczno$ci, co jest skutkiem
wykorzystania omawianego w pracy funkcjonatu. Liczne przyktady numeryczne potwierdzity

poprawnos$¢ i skutecznos¢ podejscia.
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Summary

This thesis presents a modified Hu—Washizu variational principle which is a general basis for FEM
plasticity equation. This is the first functional which offers to derive FEM equation containing
all plasticity theory equations. It allows to build FEM algorithms in a clear and simpler way
in comparison to other existing solutions. The procedure for deriving FEM equations for any finite
element and any yield criterion is described. For exemplification, the functional was applied to derive
various FEM equations including different finite elements (plane-stress, plate, tetrahedral, beam) and
different yield criteria (ideal plasticity, kinematic and isotropic hardening). An original FEM algorithm
was described. It showed stability and convergence irrespectively of incremental iterations number.
It produces no return-mapping error which is unusual among FEM algorithms for plasticity and this is
the result of the application of the described functional. Many numerical tests confirmed that the

proposed approach is valid and effective.
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