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1. Wprowadzenie

Gléownym celem teorii homogenizacji jest ,,przenoszenie” opisu matematycznego
rozwazanego procesu fizycznego ze skali niejednorodnosci (skala mikro) do skali
zastosowan inzynierskich (skala makro). W przypadku problemow liniowych, opisy
matematyczne w skali mikro oraz makro sg analogiczne, z wyjatkiem wlasciwosci
materiatowych wystepujacych w obu opisach. Wartosci stalych materiatowych w skali
mikro, ze wzgledu na silng niejednorodno$¢ mikrostruktury, sa zalezne od potozenia
w przestrzeni, podczas gdy w skali makro, jako charakteryzujace osrodek
,ujednorodniony”, majg statg warto§¢. W konsekwencji, drugim celem technik
homogenizacji jest okreslanie parametrow zastepczych dla o$rodka mikro-niejednorodnego
w terminach parametrow jego sktadnikow oraz statystycznych miar mikrostruktury, przy
czym miary te zalezg od morfologii mikrostruktury (np. przestrzennego ulozenia
sktadnikéw kompozytu, ich ksztattow itd.).

Jezeli posiadamy kompletng informacje statystyczng o osrodku, wowczas mozemy
okresli¢ parametr efektywny w sposob jednoznaczny, a zagadnienie wyznaczania
parametru makroskopowego jest okreslane mianem zagadnienia bezposredniego (Wprost)
teorii homogenizacji. Co jednak oczywiste, do kazdego zagadnienia bezpo$redniego
mozemy sformulowa¢ zagadnienie do niego odwrotne. Je$li wigc zagadnienie
bezposrednie teorii homogenizacji polega na okresleniu parametréw efektywnych na
podstawie znajomos$ci morfologii mikrostruktury oraz parametrow mechanicznych
sktadnikéw, to zagadnienie odwrotne do niego polegatoby na odtworzeniu mikrostruktury
kompozytu na podstawie jego wilasciwosci makroskopowych. Rozwigzanie tak
sformutowanego zagadnienia odwrotnego nie jest, w ogdlnosci, jednoznaczne i wymaga,
co zostanie pokazane w dalszej czgsci pracy, dodatkowych uwarunkowan.

Szacowania  wlasciwosci  efektywnych  (zagadnienie  bezposrednie  teorii
homogenizacji) osrodkéw losowych dokonywa¢ mozna dwiema, metodologicznie
réznymi, metodami, tj. analityczng oraz numeryczng. Te pierwsze cechujg si¢
matematyczng ,,prostota” oraz wysoka efektywnosciag obliczeniowa (w sensie czasu
obliczen). Mozna do nich zaliczy¢, m. in. analityczne schematy aproksymacyjne bazujace

na rozwigzaniu pojedynczego elipsoidalnego wtragcenia w nieskonczonej matrycy
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(tzw. rozwigzaniu Eshelby’ego (Eshelby, 1957)). Niestety, glowng wada metod
analitycznych jest ubogie odzwierciedlenie rzeczywistej mikrostruktury kompozytu oraz
trudno$ci w przyjmowaniu poprawnych zatozen dotyczacych uproszczonych morfologii
stanowigcych zastepcze medium dla rzeczywistego osrodka. Z drugiej strony, metody
numeryczne pozwalaja na okreslanie parametrow zastepczych dla skomplikowanych
mikrostruktur, uzyskanych np. z zobrazowania w rentgenowskiej mikrotomografii
komputerowej. Jednakze ich uzycie wigze si¢ zwykle z dodatkowymi trudno$ciami
wynikajgcymi bezposrednio ze stosowanych metod numerycznych (np. metoda elementéw
skonczonych, metoda objetosci skonczonych) co w konsekwencji skutkuje bardzo dlugim
czasem obliczen.

Wobec tego w ostatnim czasie ponownie na atrakcyjnosci zyskaly metody
analityczne i mozna powiedzie¢, ze obecnie przezywaja one pewien okres renesansu.
W pracy rozwazania prowadzi si¢ z wykorzystaniem dwoéch schematow analitycznych;
sg to: schemat Mori-Tanaki (Mori & Tanaka, 1973) i schemat samouzgodnionego pola
(Hill, 1952). Konsekwentnie, w dalszej czesci pracy, pierwszy ze schematow, zamiennie,
okreslany bedzie oznaczeniem ,,M-T”, podczas gdy schemat samouzgodnionego pola
oznaczany bedzie jako ,,S-C” (wynika to z oryginalnego nazewnictwa, tj. ang.
Self-Consistent). Oba wspomniane schematy zaktadaja pewna uproszczong morfologie
mikrostruktury osrodka. W szczegdlnosci, schemat M-T zaktada morfologi¢ w postaci
elipsoidalnych wtragcen w ciagglej matrycy, natomiast schemat S-C zaklada strukturg
polikrystaliczng (ziarnowa). Korzystajac z obu schematow parametr makroskopowy mozna
wyrazi¢ W terminach parametrow mechanicznych i udziatéw frakcyjnych poszczegolnych
sktadnikow. Ponadto wiasciwosci makroskopowe sg rowniez funkcjg tzw. operatorOw
lokalizacji dla poszczegdlnych sktadnikow osrodka. Wspomniane operatory lokalizacji sa
w gléwnej mierze zalezne od ksztaltu danego sktadnika kompozytu, tj. dlugosci
poszczegolnych potosi wtrgcenia elipsoidalnego. Generalnie, co nalezy szczegélnie
podkresli¢, stosujac dany schemat analityczny zastepuje si¢ mikrostrukture osrodka
rzeczywistego poprzez pewng Uproszczong/zastepczg mikrostrukture (np. w schemacie
M-T zaktadamy wyidealizowang morfologi¢ w postaci ciaglej matrycy i elipsoidalnych
wtracen). Niestety, w przypadku skomplikowanych morfologii osrodkéw rzeczywistych
nie jest oczywistym i nie ma jednoznacznej ,recepty”, jak i czy mozna takiego
uproszczenia dokonywac.

W zwigzku z tym, w literaturze tematu pojawily si¢ liczne prace (m.in. Kachanov

I Sevostianov, 2005; Sevostianov i Kachanov, 2012), ktore dotycza zagadnienia
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odwrotnego teorii homogenizacji polegajacego na identyfikacji takiej mikrostruktury
zastepczej. Jednocze$nie wprowadzono rowniez pojecie  tzw.  mikrostruktury
ekwiwalentnej, przez co rozumie si¢ takg morfologi¢ mikrostruktury, ktora w ogélno$ci
moze nie mie¢ nic wspdlnego z morfologig rzeczywista (w sensie utozenia przestrzennego
sktadnikéw, ich ksztattow itd.), ale uzyta jako model wsadowy do danego schematu
analitycznego ma zapewnia¢ taka samag odpowiedz makroskopowa jak mikrostruktura
rzeczywista (Kachanov i Sevostianov, 2005; Sevostianov i Kachanov, 2012). Jak
zostanie wykazane w dalszej czeSci pracy, koncepcje ekwiwalentnej mikrostruktury
zaproponowane w literaturze przedmiotu maja dwie glowne wady. Po pierwsze,
rzeczywiste udziaty frakcyjne poszczegdlnych sktadnikéw kompozytu w ogodlnosci nie
odpowiadaja udziatom frakcyjnym ekwiwalentnej mikrostruktury. Innymi stowy zamiana
osrodka rzeczywistego na ekwiwalentny nie zachowuje udzialow frakcyjnych sktadnikow.
Po drugie, mikrostruktury ekwiwalentne zalezg od parametréw mechanicznych sktadnikow
tworzacych kompozyt. Oznacza, to ze jakakolwiek zamiana parametréw mechanicznych
komponentow powoduje konieczno$¢ ponownego rozwigzania zagadnienia odwrotnego
i zdefiniowania nowej mikrostruktury ekwiwalentnej.

Przedstawione wyzej niedoskonatosci staty si¢ wobec tego motywacja do znalezienia
takiej mikrostruktury ekwiwalentnej, ktora bedzie niezmiennicza wzgledem parametrow
mechanicznych poszczegodlnych sktadnikoéw osrodka i1 jednoczesnie bedzie zachowywata
ich rzeczywiste udzialy frakcyjne. Innymi stowy, tak okreslona ekwiwalentna
mikrostruktura ma by¢ jedynie funkcja morfologii mikrostruktury, jej geometrii, i nie ma
zaleze¢ od parametroéw mechanicznych jej sktadnikow — ma by¢ niezmiennicza ze wzgledu
na warto$¢ tych parametrow. W tym sensie moze by¢ wigc rdwniez interpretowana jako
»~ekwiwalentna” miara mikrostruktury — niezaleznie od aktualnych wartos$ci parametrow
mechanicznych mikrostruktury implikuje makroskopowa odpowiedZ analogiczng jak
rzeczywista mikrostruktura.

W pracy rozwazania ograniczono d0 zagadnienia stacjonarnego przeptywu ciepla
przez makroskopowo izotropowe osrodki porowate. Wobec tego wszedzie gdy mowa
w pracy o parametrze efektywnym rozumie si¢ przez to efektywny wspotczynnik
przewodnosci cieplnej, 2™ [Wm™K™]. Parametr ten jest niezwykle wazny z punktu
widzenia budownictwa, aw szczegolnosci, zagadnien zwigzanych z geotechnicznymi
konstrukcjami energetycznymi, takimi jak np. termopale, termo-aktywne obudowy tuneli,
energetyczne S$ciany Szczelinowe, termo-kotwy gruntowe lub skalne, czy tez budynki

zaglebione w gruncie (Staniec & Nowak, 2015). W kazdym =z przypadkoéw
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o0 funkcjonalnosci danej konstrukcji geotechnicznej decyduje charakterystyka termiczna
otaczajagcego osrodka gruntowego, rozumiana jako zmienno$¢ przewodnosci cieplnej
gruntu wywolana np. wahaniami stopnia nasycenia przestrzeni porowej wodg. | tak, np.
grunt w stanie suchym charakteryzuje si¢ efektywnym wspotczynnikiem przewodnosci
cieplnej rzedu 0.2 — 0.5 Wm™ K™, podczas gdy w stanie pelnego nasycenia woda parametr
ten wynosi¢ moze 1 —4 Wm™ K™,

Wobec powyzszego celem pracy jest: sformutowanie i zaproponowanie rozwigzania
zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji prowadzacego do wyznaczenia
ekwiwalentnej mikrostruktury osrodka porowatego, ktora bgdzie niezmiennicza wzgledem
przewodnosci cieplnej plynu (cieczy lub gazu) wypelniajacego przestrzen porowa.
Mikrostruktura ta ma zachowywac udziaty frakcyjne sktadnikéw. Innymi stowy,
ekwiwalentna mikrostruktura ma by¢ uproszczonym modelem morfologii mikrostruktury,
ktory wykorzystany w schemacie Mori-Tanaki badZz samouzgodnionego pola zapewni
poprawng predykcje parametréw makroskopowych osrodka porowatego, niezaleznie od
tego jakie medium wypelnia¢ bedzie jego przestrzen porowa oraz jakie medium bedzie
tworzy¢ szkielet osrodka porowatego.

Material zawarty w niniejszej pracy podzielono na osiem rozdziatow. W rozdziale 2
w sposob pogladowy omoéwiono podstawowe zasady 1 techniki homogenizacji dla
o$rodkow losowych. Zaprezentowano dwa metodologicznie rézne podejscia shuzace
okreslaniu parametrow makroskopowych 0srodkow niejednorodnych, tj. metody
numeryczne oraz metody analityczne. Przedstawiono wady oraz zalety stosowania obu
podejs¢. Glowng uwage skupiono na analitycznych schematach aproksymacyjnych, dla
ktorych wskazano duza trudno$¢ w modelowaniu uproszczonej geometrii kompozytu
w ramach tych schematow.

W rozdziale 3 dokonano przegladu dostepnych w literaturze zagadnien odwrotnych
prowadzacych do identyfikacji ekwiwalentnej mikrostruktury osrodkow niejednorodnych.
Zaproponowano autorskie, przez wprowadzenie funkcji makroskopowej odpowiedzi
materiatowej, sformutowanie zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji majace na celu
zidentyfikowanie mikrostruktury ~ ekwiwalentnej,  ktéra  spelnia  zalozenie
0 niezmienniczos$ci wzgledem parametrow skladnikéw oraz zachowuje oryginalny udziat
frakcyjny komponentow.

W rozdziale 4 sformulowano metode rozwigzania bazujaca na algorytmie
symulowanego wyzarzania, ktorg wykorzystano do rozwigzania sformulowanego

zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji, i ktorg konsekwentnie stosowano do
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rozwigzania wszystkich rozwazanych w pracy zagadnien odwrotnych. Rozdziat ten konczy
weryfikacja efektywnos$ci oraz poprawnos$ci zaproponowanej metody.

W kolejnym rozdziale, tj. rozdziale 5, pokazano, ze zagadnienie odwrotne
sformutowane w pracy jest tzw. zagadnieniem zle uwarunkowanym (w sensie Hadamarda)
I, w konsekwencji, rozwigzanie jest niestabilne. Wobec tego dokonano jego ,,stabilizacji”
korzystajac ztechniki regularyzacji Tichonowa z autorska procedurg okres$lania
optymalnej wartos$ci wspotczynnika regularyzacji.

W rozdziale 6 przedstawiono podstawowe miary mikrostruktury osrodkow
porowatych, ktore zobrazowano przyktadami obliczeniowymi. W Kkolejnym kroku
zaprezentowane miary uzyto w celu opisu mikrostruktury rzeczywistego osrodka
porowatego, tj. osrodka gruntowego, ktorego obraz mikrostruktury uzyskano
z rentgenowskiego mikrotomografu komputerowego. W rozdziale tym rozwigzano
zagadnienie odwrotne, ktorego celem bylo zidentyfikowane ekwiwalentnej mikrostruktury
dla sekwencji mikrostruktur osrodkéw porowatych oraz osrodka gruntowego.
W rozdziale 6.3.5 przedstawiono rowniez autorska metod¢ oceny wartosci wspotczynnika
przewodnosci cieplnej szkieletu osrodka porowatego.

Rozdziat 7 przedstawia urzadzenie, nazwane Tomografem Cieplnym, ktore
wykonano w ramach realizacji pracy doktorskiej i jest konsekwencja wczesdniej
sformutowanych rozwazan i rozwigzan teoretycznych.

Prace konczy rozdziat 8, w ktorym zawarto podsumowanie uzyskanych w pracy

wynikow oraz wnioski.






2. Metody predykcji wartosci efektywnych stalych

materialowych — podstawy teorii homogenizacji

Jak powszechnie wiadomo, osrodek jednorodny to taki, ktorego wlasciwosci sa
jednakowe w kazdym punkcie jego materii. Innymi stowy, mianem materiatu
jednorodnego okresla si¢ taki, z ktorego nie da si¢ w zaden sposéb (np. poprzez obrobke
mechaniczng) wydzieli¢ roéznych sktadnikéw objetosciowych. Przyktadem takich
materiatdw moga by¢ np. papier, szklo lub metale. Oczywistym jednak jest, ze jesli
przyjrze¢ si¢ blizej strukturze dowolnego materiatu, to mozna doj$¢ do wniosku, ze
w zasadzie, niemal kazdy materiat wykazuje pewna niejednorodnosé, w zaleznosci od
przyjetej skali obserwacji, przy czym w wielu przypadkach, te¢ niejednorodnos¢
zaobserwowaé mozna dopiero po przejsciu do skali atomowej. Zatem, to czy dany material
uznaje si¢ za jednorodny lub niejednorodny, zalezne jest od tego, w jakiej skali dokonuje
si¢ obserwacji.

Dla przyktadu, jeden z najcz¢séciej wykorzystywanych w budownictwie materiatow
kompozytowych, jakim jest beton, w skali zastosowan inzynierskich, traktowany jest, jako
material jednorodny. Jesli jednak analizowa¢ beton w ,,nizszej” skali, tj. w skali mezo, to
wowczas z tatwoscig mozna wyodrgbni¢ w betonie jednorodng (w tej skali) matryce
cementowg, pory powietrza, a takze kruszywo. Dalsze ,,obnizanie” skali obserwacji
prowadzi do wyodrebnienia coraz to wigkszej ilosci sktadnikow (niejednorodnosci)
mikrostruktury betonu. I tak, w sakli mikro 1 nano, matryca cementowa przestaje byc¢
jednorodna 1 mozna w niej wyszczegdlni¢ np. niezhydratyzowane czastki klinkieru,
uwodnione krzemiany wapnia, czy krysztaly wodorotlenku wapnia (Constantinides
& Ulm, 2004).

W zaleznosci od tego, jaki materiat podlega analizie, to charakterystyczny wymiar
niejednorodnosci dla danej skali obserwacji, fizycznie, moze przyjmowaé rdzne wartosci.
Na przykiad dla gruntow spoistych, gdzie niejednorodnos¢ mozna stowarzyszy¢ ze skalg
przestrzeni porowej, charakterystyczny wymiar bedzie wynosil okoto kilkudziesieciu
mikrometrow, podczas gdy dla podtoza gruntowego wzmocnionego kolumnami
zwirowymi, wymiar niejednorodnosci moze by¢ okreslony w metrach. Wobec tego, dla
utatwienia $ledzenia rozwazan zawartych w tej pracy, nalezy jasno zaznaczy¢, ze zawsze,

gdy mowa o skali mikro, nalezy przez to rozumie¢ skale niejednorodnosci okreslong



poprzez pewng dtugo$¢ charakterystyczng |,. Natomiast, za kazdym razem, gdy uzywa si¢
pojecia skala makro lub skala makroskopowa, rozumie si¢ przez to skale zastosowan
inzynierskich, a wigc taka, w ktérej dany materiat jest traktowany, jako osrodek
jednorodny, przy czym charakterystyczna dlugos$¢ opisana jest wowczas symbolem ly.
Zauwazmy, ze opis wielu proceséw fizycznych w skali mikro, ze wzgledu na
ztozono$¢ mikrostruktury, tj. duzg ilo$¢ niejednorodnosci, jest zwykle zadaniem trudnym,
a czasem wrecz niemozliwym do przeprowadzenia. Dlatego tez, obecnie bardzo czgsto
korzysta si¢ z metod homogenizacji celem okreslenia tzw. ekwiwalentnego/zastepczego
osrodka  makroskopowego,  ktorego  odpowiedz  mechaniczna  opisana  jest
pewnym usrednionym parametrem, tzw. parametrem makroskopowym / efektywnym /
zhomogenizowanym (ang. overall/effective/homogenized) (np. Strzelecki i in., 1996).
W ogélnosci, dany parametr makroskopowy ¥'"" zalezy od parametréw poszczegdlnych
sktadnikow ¥, ktore mozna wyodrgbni¢ w skali mikro, ich udzialow frakcyjnych ¢; oraz

od morfologii (geometrii) mikrostruktury, tj. (Torquato, 2013):

hom

4 (WllV/z’ .0, "E) (2.1)

gdzie = oznacza funkcje opisujace morfologie mikrostruktury zawierajgce informacje
wyzszych rzedow, anizeli udzialy frakcyjne skladnikow. Koncepcje osrodka
makroskopowo jednorodnego oraz parametru efektywnego, graficznie zobrazowano na
rys. 2.1.

Proces przejscia ze skali mikro do skali makro, mowigc najbardziej ogdlnie, polega
na uzyskaniu kompletnego opisu makroskopowego danego procesu fizycznego wychodzac
z jego opisu sformulowanego w skali mikro. Na przyktad, jesli znane sa w skali mikro:
parametry skladnikéw, zwigzki konstytutywne oraz rownania zachowania, to w skali
makro, powinnismy uzyska¢ ekwiwalentny opis zawierajacy: parametry efektywne,
makroskopowy zwiagzek konstytutywny oraz makroskopowe roéwnanie zachowania.
W zaleznosci od zastosowanej techniki przejscia ze skali mikro do skali makro, wyrdzni¢
mozemy nastepujace metody homogenizacji, np. (podziat przyjeto za (Lydzba, 2002)):

e metody usredniania wagowego (np. Gilbert, 1990),

e metody usredniania przestrzennego (np. Nigmatulin, 1981),

e metody homogenizacji  oSrodkéw  periodycznych/uporzadkowanych
(np. Sanchez-Palencia, 1980),

e metody statystyczne (np. Rubinstein & Torquato, 1989),

e metody cigglej mikromechaniki (m.in. Hill, 1965; Suquet, 1997).

10



W niniejszej pracy, wszystkie rozwazania dotyczace okreslania parametréw
efektywnych oparte sa na ostatnim z wymienionych powyzej podejs¢, tzn. bazujg na

aparacie cigglej mikromechaniki.

S

A =

/

/
y‘/]lom

.:-..'.'..°-.o.....
SSSSSS S SSSSSSSSS

Rys. 2.1. Ogolny zarys teorii homogenizacji oraz koncepcja wlasciwosci efektywne;j

2.1. Reprezentatywna elementarna objetos¢ (REO)

Mowiagc ogolnie, parametr efektywny to stala materialowa w makroskopowym
zwigzku konstytutywnym stanowigcym relacje¢ miedzy usrednionymi polami fizycznymi.
Procesu usredniania pol fizycznych zwykle dokonuje si¢ w obrebie wybranej objgtosci
rozwazanego osrodka, tzw. reprezentatywnej elementarnej objetosci (REO). Jej wymiar
powinien by¢ odpowiednio maty, z punktu widzenia skali makroskopowej, a jednoczes$nie
odpowiednio duzy, tak, aby objetos¢ ta zawierala w sobie ,,wystarczajacg ilo$¢ informacji”
o rozwazanym osrodku. Niezaleznie od typu mikrostruktury oraz rozwazanego zjawiska
fizycznego, charakterystyczny wymiar REO (rys. 2.2) musi spelnia¢é warunek separacji

skal (ang. principle of scale separation) (Geers i in., 2010):

Im/ <1, (2.2)

gdzie I, oznacza w tym przypadku charakterystyczny wymiar REO natomiast Iy jest
wielkoscig charakterystyczng obszaru makroskopowego. W pracy (Strzelecki i in., 1996)
postuluje si¢, ze proces homogenizacji jest mozliwy, gdy In/ly < 0.1.

Dla os$rodkow periodycznych REO zdefiniowa¢ mozna w sposob intuicyjny, jako

komorke periodyczng (ang. unit cell) danej mikrostruktury (rys. 2.2a). Znacznie trudniej
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jest okresli¢ REO w przypadku o$rodkoéw losowych (rys. 2.2b). Zazwyczaj, ze wzgledu na
losowy charakter mikrostruktury (wyrazony np. poprzez nieuporzadkowane ulozenie
sktadnikow w przestrzeni lub losowa zmienno$¢ parametréw mechanicznych) wymiar
REO okresla si¢ w terminach rachunku prawdopodobienstwa (Geers i in., 2010;
Du & Ostoja-Starzewski, 2006). Jak pokazano w pracy (Geers i in., 2010), w przypadku
osrodkéw losowych, wielko§¢ REO jest zalezna od typu rozwazanego zagadnienia
(np. liniowa sprezystos¢, przewodnictwo ciepta, itd.), kontrastu pomiedzy parametrami
sktadnikow, ich udziatu frakcyjnego, zatozonego biedu aproksymacji, a takze liczby
realizacji mikrostruktury REO, ktore nalezy przeanalizowa¢. Ta ostatnia wielko$¢,
tj. liczba losowych realizacji REO, silnie zalezy od warto$ci zatozonego bledu dla
aproksymacji parametru efektywnego oraz prawdopodobienstwa (poziomu ufno$ci),
Z jakim to oszacowanie jest okreslone.

Z reguly, dostgpne w literaturze definicje REO nie dostarczaja informacji o jej
charakterystycznym wymiarze. | tak, np. w pracy (Van Mier, 1997) ,,REO definiuje sig¢,
jako minimalng objeto$¢ probki laboratoryjnej, dla ktorej uzyskane wyniki moga by¢
traktowane, jako reprezentatywne dla danego o$rodka”. Inna definicja, zaproponowana
np. w pracy (Hashin, 1983), mowi, ze ,,REO to model materialu uzywany do wyznaczania
odpowiadajgcej mu wlasciwosci efektywnej dla zhomogenizowanego modelu
makroskopowego; REO powinna by¢ wystarczajaco duza, aby zawiera¢ odpowiednia
liczbg¢ informacji o mikrostrukturze osrodka, jednakze powinna by¢ duzo mniejsza niz
wielkos¢ osrodka makroskopowego”. Jak mozna zauwazy¢, z powyzszych definicji nie
wynika doktadny rozmiar REO. W tym sensie, sg one zatem definicjami jako$ciowymi,

a nie ilosciowymi.

a) osrodek periodyczny/uporzadkowany b) osrodek losowy

REO REO

Rys. 2.2. REO dla o$rodka: a) periodycznego/uporzadkowanego i b) losowego
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Oczywistym jest, ze aby idealnie oceni¢ wartosci parametrow efektywnych osrodka
losowego nalezatoby wybra¢ do analizy taka objetos¢ materialu, ktora zawiera pelng
informacje statystyczng o rozwazanym osrodku. Implikuje to, Zze analizie nalezatoby
poddac nieskonczenie duzg objetos¢ materiatu. Takie podejscie jest oczywiscie niemozliwe
do zrealizowania z praktycznego punktu widzenia. Wobec tego, zazwyczaj zaktada sie, ze
oszacowania parametru efektywnego dokonuje si¢ z pewnym biedem aproksymacji .
Woéwczas, wielkos¢ REO okresli¢ mozna np. w procedurze numerycznej poprzez
obserwacj¢ zbiezno$ci parametru makroskopowego do wartosci asymptotycznej,
reprezentujacej wartos¢ parametru efektywnego. Zbieznos$¢ ta obserwowana jest poprzez
sukcesywne wyznaczanie parametru makroskopowego, dla co raz to wickszych objetosci
REO. Jak wida¢ na rys. 2.3, istnieje zatem pewien minimalny wymiar reprezentatywnej
elementarnej objetosci, ponizej ktdérego wyznaczany parametr moze — z duzym
prawdopodobienstwem — odbiega¢ od parametru efektywnego o wigcej niz zatozony blad
. Warto podkresli¢, ze identyfikacja wielkosci REO przy uzyciu przedstawionej procedury
moze by¢ czasochtonna, gdyz wymaga rozwigzywania duzej ilosci zagadniefn brzegowych

dla kazdej realizacji mikrostruktury.

Parametr efektywny

Wielkos¢ REO

Rys. 2.3. Procedura okreslania wielko$ci REO na podstawie zbieznosci parametru
makroskopowego wraz ze zwigkszajaca si¢ objetoscig materiatu

Wobec powyzszego, w literaturze mozna znalez¢ dos¢ liczne proby zwiekszenia
efektywnosci (w sensie czasu obliczen) procedury okreslania wielkosci REO dla o$rodkow
losowych. Przyktadem tego jest praca (Kanit i in., 2003), w ktorej autorzy wykorzystuja do
tego celu miarg okreslajacg statystyczne fluktuacje procesu stochastycznego, tzw. integral

range (Lantuéjoul, 1991). Na jej podstawie proponuje si¢ szacowal wariancje
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rozwazanego parametru makroskopowego, a w konsekwencji identyfikowaé¢ w sensie
statystycznym minimalny wymiar REO. Niemniej jednak, aby dokona¢ okreslenia
wielkosci REO, wcigz wymagane jest wykonanie sekwencji obliczen numerycznych celem
okreslenia parametru makroskopowego, dla co najmniej 4-5 realizacji mikrostruktury
0 roznych wymiarach. Weryfikacj¢ procedury przedstawionej w (Kanit i in., 2003), na
przyktadach rzeczywistych mikrostruktur, dokonano w pracy (Kanit i in., 2006).

Wysoce efektywng procedure okreslania minimalnej wielkosci REO, tj. taka, ktora
nie wymaga okre$lenia parametrow makroskopowych dla réznych objetosci osrodka,
sformutowano np. w pracy (Roézanski, 2010). Wykazano, ze dla przypadku przeptywu
ciepta przez dwusktadnikowe mikrostruktury 2D, minimalng wielko§¢ REO okresla¢
mozna jedynie na podstawie informacji o morfologii mikrostruktury oraz o kontrascie
pomiedzy przewodno$ciami poszczegélnych sktadnikow. W pracy (Lydzba & Roézanski,
2014) sformulowano zmodyfikowang procedur¢ oceny wielkosci REO bazujacg na
wprowadzonej oryginalnej funkcji korelacji 2-punktowej. Ogolnie rzecz biorac, procedura
okreslania wielkosci REO polega na numerycznym catkowaniu tej funkcji korelacji
i okreslaniu na tej podstawie wariancji wspotczynnika przewodnosci cieplnej w funkcji
wielko$ci rozwazanego obszaru. Zakladajac btad aproksymacji dla wspodtczynnika
przewodnosci cieplnej dokonuje si¢ oceny minimalnej wielkosci REO. Zakres
stosowalnosci, w konsekwencji, zweryfikowano dla zagadnienia przeplywu ciepla.
Zprocedury okre$lania minimalnego wymiaru REO zaproponowanej w pracy
(Lydzba & Rozanski, 2014) korzysta si¢ w przykladach obliczeniowych zawartych
W rozdziale 6.2.1. Podaje si¢ tam rowniez warunek, z ktérego wynika minimalny wymiar
reprezentatywnej elementarnej objgtosci.

W literaturze znalez¢ mozna jeszcze szereg innych procedur okreslania wielkosci
REO dla konkretnych zagadnien fizycznych oraz dla danego typu mikrostruktury,
np. (Gusev, 1997; Stroeven i in., 2004; Du & Ostoja-Starzewski, 2006). Oczywiscie
okreslenie REO ma sens jedynie przy zalozeniu, ze rozwazany osrodek jest statystycznie
jednorodny, a wiec jego funkcje mikrostruktury (np. udziat frakcyjny) nie zalezg od
przyjetego uktadu wspotrzednych. Nie mozna okreslic REO w przypadku materiatow
wykazujacych lokalizacje zniszczenia — material traci wowczas statystyczng jednorodnos¢

(Gitman i in., 2007).
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2.2. Ogélne sformulowanie zagadnienia brzegowego dla oceny

efektywnej przewodnosci cieplnej

W niniejszej pracy rozwaza si¢ przewodnos$¢ cieplng osrodka porowatego. Proces
stacjonarnego przeptywu ciepta, bez dodatkowego zrodta, opisuje:

e rOwnanie bilansu:

% =0, wV, (2.3)
OX.

e zwigzek konstytutywny w postaci prawa Fouriera:

a; =—/12X—T, wV, (2.4)

gdzie g [W/m?] to strumien przeplywajacego ciepta, T [K] jest polem temperatury,
2 [WmtK™] oznacza wspolczynnik przewodnosci cieplnej, a X; to wektor wspodtrzednych
przestrzennych. Powyzsze sformulowanie zaklada, ze przeptyw ciepta wystepuje
w materiale izotropowym i jednorodnym. W przypadku osrodka niejednorodnego,
np. osrodka porowatego, skladajacego si¢ z co najmniej dwoéch sktadnikow,
tj. matrycy/szkieletu o przewodnosci cieplnej As oraz plynu (w catosci wypehiajacego
przestrzen porowag) o przewodno$ci cieplnej A;, sformutowanie to ((2.3) i(2.4)), po

prostych przeksztalceniach, zapisa¢ mozemy w postaci:

—%(1(@%} =0 WY, (2.5)
oraz A(x)=1,(X) A+l (X) 4,

gdzie x to wektor potozenia, a lIs(X) i l¢(x) to funkcje indykatorowe, odpowiednio dla

matrycy 1 przestrzeni porowej, zdefiniowane w nastepujacy sposob:

1 jezelixeV,, a=s,f
Ia(x): (2.6)

0, w przeciwnym wypadku

Sformutowanie (2.5) uwzglednia niejednorodng natur¢ osrodka, wobec czego
w dalszej cze$ci pracy nhazywaé je bedziemy sformulowaniem mikroskopowym. Jak
wspomniano juz wczesniej, jezeli charakterystyczny wymiar niejednorodnosci osrodka jest
wzglednie maty w poréwnaniu do jego objetosci w skali makro, wtedy osrodek taki

mozemy  traktowaé,  jako makroskopowo  jednorodny, charakteryzowany
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zastepcza/efektywna przewodnoscia cieplng A"™. Innymi stowy, sformutowanie procesu
przeptywu ciepta jest analogiczne jak w przypadku réwnan (2.3) i (2.4), z ta réznica, ze

ihom

wystepuje w nim tylko jedna stala materiatlowa, zdefiniowana nastepujacym

réwnaniem catkowym (Torquato, 2013; Li & Wang, 2008):

1

A== [ A(x)R(x)av, 2.7)

REO Vgeo

V,

gdzie Vgeo oznacza objeto$¢ materialu zajmowang przez reprezentatywng elementarng
objeto$¢, natomiast Pjj(X) jest to tzw. tensor lokalizacji, ktorego skladowe definiuje

nastepujaca zaleznosé¢ (Torquato, 2013):

JCRERR @8

]

W powyzszym réwnaniu d;j reprezentuje symbol Kroneckera:

(2.9)

ij

1 jezelii= |
0, jezeliij’

natomiast yi(X) jest rozwigzaniem nastepujacego zagadnienia brzegowego (Lydzba i in.

2018), sformutowanego dla objetosci REO, tj.:

d Oy
——| A(X)5; + A (X)L | =0, wV,

axi( (x)3; +2(x) axJ R0 (2.10)
+ warunki brzegowe, na Veeo

gdzie 0Vreo 0znacza brzeg obszaru.

Wobec powyzszego (2.10), aby przejscie ze skali mikro do skali makro bylo w petni
zrealizowane, nalezy opis mikroskopowy uzupeli¢ o odpowiednie warunki brzegowe.
Wedtug Suquet (Suquet, 1987), warunki brzegowe powinny odzwierciedla¢, tak dobrze jak
to tylko mozliwe, rzeczywisty stan REO w obszarze rozwazanego osrodka. Uzupetnienie
sformutowania mikroskopowego poprzez warunki brzegowe nazywane jest czesto
Hhipoteza zamykajaca” (Lydzba, 2002). Najbardziej powszechnymi warunkami
brzegowymi dla zagadnienia przeptywu ciepta sg (Nguyen i in., 2011):

e jednorodny gradient temperatury (VT) na brzegu obszaru (BCg):

T=G,-x VxedV, (2.11)
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gdzie sktadowe G; sg statymi niezaleznymi od x;;

e jednorodny strumien ciepta na brzegu obszaru (BCk):
g-n=Q-x VxedV, (2.12)

gdzie Qj to, analogicznie jak powyzej, sktadowa niezalezna od X;;

e periodyczne warunki brzegowe (BCp):
T=G -x+T VxeV, (2.13)

gdzie T to tzw. korektor, ktorego obecno$¢ w réwnaniu (2.13) jest konsekwencja
niejednorodno$ci mikrostruktury implikujacej zaburzenia/fluktuacje rozktadu temperatury.
Zaklada sie, ze fluktuacje te sa periodyczne, co implikuje, ze T ma te same wartosci
w dwoch punktach na przeciwlegtych brzegach obszaru (rys.2.4). Pomimo, ze
periodyczne warunki brzegowe wydaja si¢ naturalne jedynie dla kompozytow
0 periodycznej mikrostrukturze, to jak pokazano np. w pracach (Terada i in., 2000) oraz
(Van der Sluis i in., 2000), zastosowanie ich w przypadku o$rodkéw losowych rowniez

prowadzi do poprawnego oszacowania wlasciwosci efektywnych.

\4

Rys. 2.4. Graficzna interpretacja periodycznych warunkéw brzegowych

Jesli okresla¢ parametr makroskopowy (tj. makroskopowa przewodnos¢ cieplng) dla
co raz to wigkszej objetosci materialu, to w zalezno$ci od rodzaju przyjetych warunkéw
brzegowych, istnieje nastepujaca zaleznoé¢: 4 zbiega asymptotycznie do A", od gory” lub
,,od dotu”, jesli przyjmie si¢ warunek brzegowy w postaci, odpowiednio, jednorodnego
gradientu temperatury (BCg) lub jednorodnego strumienia ciepta (BCg). Ponadto,
najszybsza zbiezno$§¢ makroskopowej odpowiedzi osrodka do wartosci efektywnej

uzyskuje si¢ poprzez zastosowanie periodycznych warunkéw brzegowych (rys. 2.5).
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Zgodnie np. z (Suquet, 1987), mozna zapisa¢ nastgpujaca sekwencje wartosci parametru

makroskopowego w zaleznosci od przyjetego warunku brzegowego:
hom hom hom
(4 )BCF <(4 )Bcp <(4 )BCG : (2.14)

Oczywistym jest zatem, ze rodzaj przyjetych warunkéw brzegowych wptywa na
rozmiar REO — wielko$¢ reprezentatywnej eclementarnej objetosci jest najmniejsza

w przypadku periodycznych warunkow brzegowych.

A

( )bllolll)BCP

L
( gl 10111)BCG

Ahom

( )Lhom)BCF

\4

Wielkos¢ osrodka

Rys. 2.5. Zbiezno$¢ parametru makroskopowego w zaleznosci od rozwazanej objetosci osrodka dla
trzech r6znych warunkéw brzegowych

2.3. Metody rozwigzywania  zagadnienia  brzegowego  ciaglej

mikromechaniki

W zalezno$ci od techniki uzytej do okreslenia parametru makroskopowego, metody
homogenizacji mozna podzieli¢ na: analityczne — bazujace na rozwigzaniu zagadnienia
pojedynczego wiracenia w nieskonczonym osrodku cigglym oraz numeryczne, czesto
okreslane mianem tzw. obliczeniowej mikromechaniki. W przypadku tych pierwszych,
okreslanie wlasciwosci efektywnej z reguly jest mniej czasochtonne (w sensie czasu
obliczen) w porownaniu do metod numerycznych. Wynika to z faktu, ze metody
analityczne zaktadajg bardzo uproszczona, w stosunku do rzeczywistej, geometri¢ osrodka,
np. w postaci sferoidalnych wtracen zanurzonych w jednorodnej matrycy. Opis wybranych

metod analitycznych oraz numerycznych przedstawiono w rozdziale 2.3.1 oraz 2.3.2.
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2.3.1. Obliczeniowa mikromechanika

Ze wzgledu na fakt, iz rzeczywiste mikrostruktury osrodkéw porowatych sg bardzo
ztozone, okreslanie parametrow efektywnych z wykorzystaniem technik obliczeniowej
mikromechaniki jest z reguty procesem wymagajacemu dtugiego czasu obliczen. Celem
zwigkszenia efektywno$ci procedur obliczeniowych, w ostatnich latach rozwinely si¢
techniki bazujace na okreslaniu parametru makroskopowego jako estymatora Monte—Carlo
okreslonego na podstawie skonczonej liczby rozwigzan uzyskanych dla relatywnie
mniejszych obje¢tosci REO (np. Kanit i in., 2003; Lydzba & Roézanski, 2014). Innymi
stowy, zamiast rozwigzywaé zagadnienie brzegowe dla jednej, wzglednie duzej objetosci
REO, rozwiazuje si¢ sekwencje zagadnien brzegowych dla znacznie mniejszych objetosci

osrodka, a parametr makroskopowy okresla si¢ zgodnie z nastepujacg zaleznos$cia:

o :%Jzn_xz(a)j )) (2.15)

gdzie <A(wj)> jest usrednionym objetosciowo rozwiazaniem zagadnienia brzegowego
(2.10) odpowiadajacym realizacji w; mikrostruktury. W przypadku makroskopowo

izotropowego os$rodka rozwigzanie to okreslone jest jako:

REO Vgeo

_1p 1 L2 d
<ﬂb(a)j )>§[V— [ (o +f+a3 )de (2.16)
gdzie sktadowa wektora strumienia ciepta wyrazona jest w nastepujacy sposob:

" 0 =m
q :—A(x)&i[ﬁmixi +T (x)] (2.17)
W roéwnaniach (2.16) oraz (2.17) Q" oznacza skladowa wektora strumienia ciepta
wynikajacg z rozwigzania zagadnienia brzegowego dla jednostkowego makroskopowego
gradientu temperatury dziatajacego na kierunku Xn. Ponadto, ze wzgledu na wspomniang
wczesniej wlasno$¢ zbieznosci odpowiedzi makroskopowej, bardzo czgsto jako ,hipoteze
zamykajacg”, stosuje si¢ periodyczne warunki brzegowe. Graficzng prezentacje metody

okres§lania parametru makroskopowego z wykorzystaniem skonczonej liczy losowych

realizacji REO zaprezentowano na rys. 2.6.
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Rys. 2.6. Zbior n losowych realizacji REO dla przyktadowego osrodka losowego i okre$lony na ich
podstawie estymator Monte-Carlo

Nalezy zwr6oci¢ uwage na fakt, iz w przedstawionej powyzej numerycznej
procedurze okres$lania parametru makroskopowego pojawiaja si¢ pewne problemy,
Z ktorymi nalezy sobie poradzi¢ przed lub w trakcie wykonywania obliczen. Po pierwsze,
przed wykonywaniem obliczen nalezy wyznaczy¢ minimalng wielkos¢ REO
wykorzystujac jedng z technik, ktore opisano w poprzednich rozdziatach. Po drugie, dla
okreslonej wielkosci REO nalezy okresli¢ minimalng liczbe jej losowych realizacji Nmin.
Minimalng liczbe realizacji zidentyfikowaé mozna np. na podstawie Centralnego
Twierdzenia Granicznego (Feller, 1961) (por. np. Lydzba i in., 2017). Ze wzgledu na fakt,
ze warto$¢ oczekiwana parametru makroskopowego oraz wariancja nie sg a priori znane,
z reguty okreslenie liczby realizacji jest procesem iteracyjnym. Innymi stowy, dla
ustalonego wymiaru REO rozwiazuje si¢ kolejne zagadnienia brzegowe za kazdym razem
sprawdzajac warunek wynikajacy np. z Centralnego Twierdzenia Granicznego. Jesli po
pewnej iteracji jest on spetniony, wowczas obliczenia sg zatrzymywane, a warto$¢ srednia
(2.15) reprezentuje odpowiedz makroskopowa (Lydzba & Rozanski, 2014).

Kolejnymi problemami, ktore moga si¢ pojawi¢ w trakcie obliczen sa te wynikajace
z zastosowania konkretnej metody numerycznej. Najczesciej stosowanymi metodami sa:
metoda elementéw skonczonych (MES), metoda objetosci skonczonych (MOS), metoda
roéznic skonczonych (MRS) lub techniki obliczeniowe z wykorzystaniem np. szybkiej
transformaty Fouriera (Li, 2015). Najczestszymi problemami w metodach numerycznych
sa np.: brak zadowalajacej zbieznosci wynikajacy z duzego kontrastu pomiedzy
parametrami sktadnikow, konieczno$¢ dysponowania duzg mocg obliczeniowa ze wzgledu
na zlozono$¢ mikrostruktury — problem ten ujawnia si¢ szczegdlnie w przypadku obliczen
3D. W ostatnim czasie rozwinely si¢ réwniez techniki pozwalajagce na wykonywanie
obliczen rownolegtych, co skutkuje znacznym skroceniem czasu obliczen

(np. Kanit i in., 2006).
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Prezentujac  wyznaczanie parametrow  makroskopowych os$rodkow  mikro
niejednorodnych metodami numerycznymi/obliczeniowymi, wskazano szereg problemow
z jakimi wigze si¢ to podejécie. Dlatego tez, w ostatnich latach ponownie na
»atrakcyjnosci” zyskaty analityczne metody szacowania parametrow efektywnych —

wybrane metody opisuje si¢ w kolejnym podrozdziale.

2.3.2. Metody analityczne

Jak juz wspomniano, w niniejszej pracy rozwazania dotycza zagadnienia
stacjonarnego przeptywu ciepla przez osrodek porowaty. W konsekwencji, metody
analityczne, zobrazowane konkretnymi przyktadami, prezentuje si¢ jedynie dla tego
wlasnie procesu fizycznego. Oczywistym jest jednak, Zze ze wzgledu na niemal identyczny
opis matematyczny, w prosty sposob mozna przejs¢ do analizy innych zagadnien
transportu masy takich, jak np. dyfuzja molekularna czy przewodnictwo elektryczne.
Ponadto, w literaturze dostgpne sg sformutowania dla zagadnien ,,czysto” mechanicznych,
np. zagadnienie liniowej sprezystosci (np. Torquato, 2013; Milton, 1985).

Jak zauwazono wczesniej, aby idealnie wyznaczy¢ parametr efektywny osrodka
losowego wymagana jest znajomos$¢ ,,petnej” informacji statystycznej o danym materiale.
Z reguly dostepna jest jedynie pewna ograniczona informacja statystyczna; najczgscie]
znane sg np. udzialy frakcyjne sktadnikow, wartosci ich parametréw mechanicznych oraz
informacja o makroskopowej izotropii osrodka. Wobec tego, dla osrodkéw losowych,
niemal zawsze gdy mowa o wyznaczaniu parametrow makroskopowych, nalezy to
rozumie¢ w sensie oszacowania lub okreSlenia przedziatu mozliwych wartosci dla

parametru makroskopowego (tzw. ograniczenia).

2.3.2.1. Ograniczenia Wienera

Dla kompozytu o0M jednorodnych sktadnikach charakteryzujacych sie
przewodnosciami cieplnymi /; oraz udziatami frakcyjnymi ¢i, Wiener zaproponowal

nastepujace ograniczenia na warto§¢ makroskopowej przewodnosci cieplnej (Hill, 1952):

(i%) < < iM- (2.18)

[ — —
Wiener~ Wiener*
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Jak tatwo mozna zauwazy¢, makroskopowa przewodnos¢ cieplna ograniczona jest od dotu
poprzez $rednig harmoniczng natomiast od gory poprzez $rednig arytmetyczng. Dolne oraz
gérne oszacowanie przewodnos$ci cieplnej uzyskuje si¢, odpowiednio, dla szeregowego
oraz rownoleglego ukladu poszczegolnych skiladnikéw  wzgledem  kierunku

przeptywajgcego strumienia ciepta (rys. 2.7).

a) Ay R A strumien b) Ay Strgmieﬁ
ciepla /Lpla

—» —»

—> —»> Al

—> —>

—P —> /12

—» —» d4

—» —»

—» —>

— N N

Rys. 2.7. Schemat potaczenia: a) szeregowego — dolne oszacowanie Wienera oraz b) réwnolegtego
— gorne oszacowanie Wienera

2.3.2.2. Ograniczenia Hashina-Shtrikmana

Zauwazmy, ze ograniczenia Wienera (2.18) nalezy traktowac jedynie, jako do$é¢
zgrubne oszacowanie przedzialu mozliwych wartosci przewodnosci cieplnej osrodka
porowatego, zwtaszcza jesli roznica pomigdzy parametrami poszczegolnych sktadnikow
jest relatywnie duza — im wyzszy kontrast pomigdzy przewodno$ciami sktadnikow, tym
ograniczenia staja si¢ ,.szersze”. WyraZzne zawe¢zenie ograniczen mozna uzyskac jesli
uwzgledni si¢ dodatkowa informacj¢ o osrodku, tj. zatozenie o jego makroskopowe;j
izotropii. Wowczas ,,najwezszymi mozliwymi ograniczeniami dla izotropowej odpowiedzi
efektywnej kompozytu” (Zohdi & Wriggers, 2008) sg te zaproponowane przez
Hashina-Shtrikmana; dolne (H-S") oraz gorne (H-S") ograniczenie definiuje nastepujaca
zalezno$¢ (Hashin & Shtrikman, 1963):

i=1

HS™ Hs*
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gdzie =1 dla zagadnienia 2D i k=2 dla zagadnienia 3D (wprowadzony parametr «,
okreslajacy wymiar przestrzeni konsekwentnie stosuje si¢ réwniez w dalszej czesci pracy)

oraz:

Amin = MiN(2,), 220
S = MaX (7). |

W literaturze zdefiniowane sg rowniez ,,wezsze” 1 bardziej ztozone ograniczenia dla
makroskopowej odpowiedzi kompozytow. Okreslone one s3 na podstawie miar
statystycznych mikrostruktury wyzszego rzedu niz udziaty frakcyjne, a wigc informacji,
ktora w praktyce najczesciej jednak nie jest dostepna (por. np. Willis, 1977; Milton, 1981;
Torquato, 2013).

2.3.2.3. Schemat Mori-Tanaki oraz samouzgodnionego pola

Aproksymacyjne metody analityczne, takie jak np. schemat Maxwella,
samouzgodnionego pola, czy Mori-Tanaki (ale rowniez ich pdzniejsze modyfikacje)
bazuja w og6lnosci na rozwigzaniu pojedynczego elipsoidalnego wtracenia zanurzonego
W nieskonczonym osrodku cigglym (tzw. rozwigzanie Eshelby’ego (Eshelby, 1957)).
Atrakcyjno$¢ schematéw analitycznych wynika gtownie z ich matematycznej ,,prostoty”,
ktora jest bezposrednig konsekwencjg uproszczen dotyczacych modelowania oddziatywan
pomiedzy wtraceniami. Ponadto, efektywnos$¢ obliczeniowa schematéw analitycznych
wynika rowniez z zakladanych w nich relatywnie prostych modeli mikrostruktury
W odniesieniu  do rzeczywiste] morfologii mikrostruktury os$rodkéow porowatych;
najczesciej stosuje si¢ morfologie mikrostruktury w postaci ciggtej matrycy z zanurzonymi
w niej wtraceniami (sfery, sferoidy, supersfery, itp.) (Mori & Tanaka, 1973; Hill, 1965;
Torquato, 2013; Giraud & Sevostianov, 2013). Jednakze, to proste podej$cie w odniesieniu
do modelowania mikrostruktury, ktére prowadzi do atrakcyjnosci metod analitycznych,
jest z drugiej strony gtowng wada tych metod. Wynika to z faktu, iz niejednokrotnie tak
uproszczone modelowanie np. przestrzeni porowej, ktora jest utworzona z elipsoidalnych
wtracen, ,nie przystaje”, w sensie geometrycznym, do mikrostruktury rzeczywistego

osrodka porowatego.

23



Przedstawienie i opis metod analitycznych ograniczono do dwoéch najbardziej
popularnych i rownocze$nie wykorzystywanych w niniejszej pracy, tj. schematu
Mori-Tanaki (M-T) oraz schematu samouzgodnionego pola (S-C). W literaturze
(np. Torquato, 2013) dostepne sg bardzo ogoélne sformutowania tych metod,
np. w odniesieniu do liczby sktadnikéw lub anizotropii osrodka. Dla przejrzystosci
prezentacji, w dalszej czgsci pracy zaweza si¢ rozwazania do szczeg6lnego przypadku,
tj. zaktada sig¢, ze oSrodek porowaty:

e jest makroskopowo izotropowy,

e jest w pelni nasycony (przestrzen porowa w cato$ci wypetniona jest ptynem),

e sklada si¢ z jednorodnego szkieletu o przewodno$ci cieplnej As i udziale
frakcyjnym ¢s oraz przestrzeni porowej wypetnionej ptynem o przewodnosci

cieplnej ¢ i udziale frakcyjnym ¢s=1-¢s.

Oba rozwazane schematy rdznig si¢ zalozeniami dotyczacymi morfologii
mikrostruktury. Schemat M-T zaklada morfologi¢ osrodka w postaci elipsoidalnych
wtracen zanurzonych w ciaglej matrycy (rys. 2.8a). W przypadku schematu S-C zaktada
si¢ polikrystaliczng morfologie¢ mikrostruktury (rys. 2.8b). Ze wzgledu na fakt, iz
sformutowanie schematu M-T nie uwzglednia oddziatywan pomiedzy poszczegdlnymi
wtrgceniami, oczywistym jest, iz najlepsze oszacowania parametrOw makroskopowych
uzyskuje si¢ w przypadkach relatywnie malych udziatow frakcyjnych wtracen
w kompozycie. Ograniczenie to nie dotyczy schematu S-C poniewaz w schemacie tym
oddziatywania pomig¢dzy sktadnikami kompozytu zamodelowane sa poprzez zastapienie
ich przez oddzialywania poszczegélnych sktadnikow z ujednorodnionym kompozytem
(Berryman & Milton, 1988; Lydzba, 2002; Torquato, 2013) (rys. 2.8c). W konsekwencji,
schemat M-T odpowiada zagadnieniu pojedynczego wtracenia zanurzonego w jednorodnej
matrycy o znanej przewodnosci cieplnej, podczas gdy w schemacie S-C zaklada sie, ze
matryca charakteryzowana jest efektywna przewodnoscia cieplng kompozytu, ktora jest
warto$cig poszukiwang. Warto dodaé, ze schemat S-C jest schematem ,,realizowalnym”
(dowod znalez¢ mozna np. w (Milton, 1985), poniewaz niezaleznie od otrzymanych
parametréw makroskopowych na podstawie tego schematu mozna zawsze znalez¢
odpowiadajacy mu os$rodek cechujacy si¢ parametrami zastgpczymi wynikajacymi
Z rozwigzania z tego schematu. Z kolei schemat M-T w ogdlnym przypadku dla dowolnego
ksztattu wtracen moze byc¢ ,,nierealizowalny” (Berryman & Berge, 1996; Lydzba, 2002;
Torquato, 2013).
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Rys. 2.8. Morfologia: a) typu matryca-wtracenie (schemat M-T) i b) polikrystaliczna (schemat
S-C) oraz ¢) modelowanie oddziatywan pomiedzy sktadnikami kompozytu w schemacie S-C

Zgodnie z przyjetymi zatozeniami, dla rozwazanego dwu-sktadnikowego w pehni
nasyconego osrodka porowatego, efektywny wspodtczynnik przewodnosci cieplnej wedtug

schematu M-T wyrazi¢ mozna jako (por. np. Lydzba, 2011):

lhom:¢fﬂ‘fe + S s sm

¢f I:)f,m + ¢s s,m (221)

gdzie P:m to tzw. tensor lokalizacji dla sktadnika & ktorego sktadowe okresla nastgpujaca
zaleznos¢ (Torquato, 2013):

p -1 i L 2.22
f,m_K__i_l ﬂ, ﬂ, ( )

S

gdzie A;j to wspolczynniki, ktorych wartosci zdefiniowane sa poprzez odpowiednie catki
eliptyczne — okreslanie ich warto$ci szczegbtowo omawiane jest w dalszej czeSci
rozdzialu. Zauwazmy, ze w przypadku schematu M-T, tensor lokalizacji (2.22) dla
sktadnika bedacego matrycg (szkielet os$rodkowa porowatego) jest tensorem
jednostkowym.

W analogiczny sposéb wyrazi¢ mozna efektywny wspolczynnik przewodnosci

cieplnej dla przypadku schematu S-C, tj.:

lhom ¢fﬂ'fpfhom+¢s 5" s,hom

¢f fhom+ S shom

, (2.23)

gdzie:
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P B 1 . K+1 1 (2 24)
&,hom P zj_l" ﬂf _Ahom : '
1A
 hom

Nalezy podkresli¢, ze w przypadku schematu S-C poszukiwana warto$¢ makroskopowego
wspotczynnika przewodnos$ci cieplnej Ahem wystepuje po obu stronach rownania (2.23).
Jest to bezposrednig konsekwencjg zatozen dotyczacych sformutowania metody — wartos$ci
poszczegolnych sktadowych tensora lokalizacji (2.24) zalezg od makroskopowego

ihom

arametru . Wobec powyzszego nie jest mozliwe wyznaczenie A™™ W sposob
powy. g ] y 1Y

bezposredni, tak jak ma to miejsce w przypadku schematu M-T, gdzie makroskopowy

Ahom

parametr wyznacza si¢ bezposrednio z roéwnania (2.21). Schemat S-C jest zatem

schematem niejawnym 1 jego rozwigzania poszukuje si¢ np. metodami iteracyjnymi
(Lydzba, 2002; Torquato, 2013).

Jak wspomniano powyzej, tensory lokalizacji (2.22) oraz (2.24) sa funkcjami
wspolczynnikow A, ktore w bezposredni sposob zaleza od przyjetej geometrii wtracen
elipsoidalnych. WartoSci wspotczynnikow A; okreSla si¢ na podstawie ponizsze]

zaleznosci:

A, =0.5-ﬁR1~T{(x+ R/’): ﬁ(xmf)J dx, (2.25)

gdzie Rj to dlugos¢ potosi elipsy (badz elipsoidy dla zagadnienia 3D) w kierunku osi X;.
W zagadnieniach 3D najczeéciej zaweza sie¢ rozwazania do wtracen sferoidalnych,
wowczas ich ksztalt charakteryzowany jest stosunkiem potosi € (rys. 2.9). Stosowanie
tego typu wtracen wynika z faktu, iz dla tego typu inkluzji w literaturze dostgpne s3
rozwigzania zamknigte. Sferoidy o 8>>1 to bryly w ksztalcie igiet (wykorzystywane do
modelowania np. widokien), 0 =1 to sfery, ao #<<1 to bryly w ksztalcie dyskow
(wykorzystywane do modelowania spekan, m.in. (Giraud 1 in., 2015; Kazatchenko i in.,
2006)). Analogicznie, w przypadku zagadnienia 2D parametr & okresla stosunek potosi

elipsy wzdtuz osi x; oraz X, (rys. 2.9).
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Rys. 2.9. Graficzna ilustracja parametru € (stosunku potosi sferoidy) dla zagadnienia 3D

W ogolnosci parametr #moze osigga¢ warto$ci nieujemne w zakresie od 0 do oo.
Wartosci  wspotczynnikow  A;  (zalezne bezpos$rednio od rodzaju wtracenia
charakteryzowanego  parametrem ¢ dla  trzech  wartosci  parametru 6, tj.
dla @—0, 8=1o0raz 9 — o, zestawiono w tabeli 2.1. Jednoczesnie warto zauwazyc, ze
dla wspotczynnikow A; wazna jest nastgpujaca zaleznos¢ (Torquato, 2013):

K+1

DA =L (2.26)
j=1

Tabela 2.1. Wartosci A; dla potosi x; wtracenia eliptycznego (2D) badz sferoidalnego (3D) dla
trzech skrajnych wartosci parametru 6

Warto$¢é Wartosci A; dla pétosi x; wtracenia eliptycznego (2D) badz sferoidalnego
parametru @ (3D)

o 2D: IglLrgAlzl, IHILI?)AZ=O,
3D: LlLTgAlzl, LIL]gA2=!9ILT(}A3=0.
2D: A=A =12,

6=1
3D: A=A=A=13
2D: LimAizo, LimAzzl,

e 3D: limA =0, limA, =limA =1/2.

W ogblnym przypadku nie jest mozliwe wyrazenie catki eliptycznej (2.25) w postaci
zamknietej. Wobec tego zazwyczaj konieczne jest okreslanie wartosci wspotczynnikow A;

w sposOb numeryczny. Jezeli jednak zawgzimy rozwazania do wtracen sferoidalnych
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(zagadnienie 3D) i dokonamy podzialu przedziatu mozliwych wartosci € na: 6 € (0, 1),
0=1, oraz #€(l,0), to wowczas wyrazenie opisujace wspotczynniki A; mozna
przedstawi¢ W postaci zamknietej. W konsekwencji tensor lokalizacji (2.22) lub (2.24)
rowniez mozna wyrazi¢ w formie analitycznej. I tak np. dla przypadku, gdy wartosci

parametru ksztaltu € zawierajg si¢ w przedziale (0,1) mozna pokazac, ze:

e 492—1+ArcSec(lj02 iz—l
P =S| AT+ (4 - 4) G 6)’2 : *
07 -1
(2.27)
-1
. 0(20\1-6" ~ 7+ 2Arcsin(0))
+ /1*+(/1*—2.§) 72 ,
3 4(1-6)

gdzie 1~ oznacza przewodno$é cieplna matrycy/szkieletu, tj. is w schemacie M-T oraz
poszukiwana makroskopowa przewodno$é cieplna A™" dla przypadku schematu S-C.
W sposob analogiczny mozna pokazaé, ze dla zagadnienia 2D, w przedziale &€ (0, 1),

tensor lokalizacji okreslony jest nastepujacg zalezno$cig analityczng:

(0 e N0 =0) (. W O0-1Y"
P =?[/1 +(4 —/15)92_1j +?(/1 +(2. -2 )92_1) . (2.28)

Na rys. 2.10 zaprezentowano wartosci sktadowych tensora lokalizacji (2.27) oraz (2.28)
w funkcji parametru @ dla réznych wartosci kontrastu (charakteryzowanego parametrem
0O = A\if) pomiedzy przewodno$ciami sktadnikow tworzacych o$rodek. Wartosci na osi
poziomej przedstawiono w skali logarytmicznej. Obserwujac wykresy wyraznie widaé, ze
jest pewien przedzial wartosci 6, dla ktorego sktadowe tensorow lokalizacji (2.27) i (2.28)
majg niemal stale warto$ci, przy czym szerokos¢ tego przedziatlu zalezy od kontrastu ©.

W dalszej czeg$ci, na podstawie trzech przyktadow liczbowych, przedstawiono
wplyw takich czynnikéw, jak: ksztatt porow (przyktad 2.1), udziat frakcyjny przestrzeni
porowej (przyktad 2.2) oraz warto$¢ przewodno$ci cieplnej pltynu wypelniajacego
przestrzen porowa (przyktad 2.3) na efektywng przewodno$¢ cieplng osrodka porowatego.
Analizy przeprowadzono dla obu schematoéw analitycznych, tj. Mori-Tanaki oraz

samouzgodnionego pola.
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Rys. 2.10. Wartosci sktadowych tensora P:, W funkcji € dla roznych wartosci kontrastu: a) ® =2,
b) ®=10, c) ®=100i d) ®=1000

Przyklad 2.1

Rozwazmy dwu-sktadnikowy, w pelni nasycony, osrodek porowaty o porowatosci
¢:=0.5, przewodnosci cieplnej matrycy 4s=10 Wm™ K™ i przewodnosci cieplnej ptynu
wypelniajacego przestrzen porowa A =0.5 Wm™K™. Za pomoca schematéw M-T i S-C

™ w funkgji

okreslono, dla tego osrodka, makroskopowa przewodnos$¢ cieplng (
parametru opisujgcego ksztalt porow eliptycznych, tj. stosunku poétosi 8 (w przypadku
schematu S-C, dodatkowo, konieczne jest zalozenie ksztattu dla sktadnika, z ktorego
tworzy si¢ matryce — przyjeto 6 =1). Uzyskane warto$ci parametru makroskopowego, jak
rébwniez ograniczenia Wienera oraz Hashina-Shtrikmana zaprezentowano na rys. 2.11.
Wyraznie wida¢ efekt o ktorym wspominano juz wczesniej, a mianowicie, Ze ograniczenia
H-S sg znacznie we¢zsze niz ograniczenia Wienera. Ponadto, mozna zauwazy¢, ze dla
60— 0, a dla zagadnienia 2D rowniez dla § — oo, 0szacowanie uzyskane ze schematu M-T
jest zbiezne z dolnym ograniczeniem H-S. Z drugiej strony, dla wtracen sferycznych, tj.
gdy 0 =1 rozwigzanie jest tozsame z gornym ograniczeniem H-S. W przypadku schematu

ihom

S-C wplyw parametru € na otrzymang uzyskang warto$¢ (w sensie przedziatu

29



mozliwych wartosci) jest znacznie mniejszy i W konsekwencji ograniczenia H-S nie sa
osiggane dla schematu S-C. Niezaleznie jednak od uzytego schematu aproksymacyjnego,
ksztatt wtracen (wyrazony poprzez parametr @) silnie determinuje otrzymang warto$¢
efektywnej przewodnos$ci cieplnej kompozytu. Wobec tego niezwykle waznym,
a jednocze$nie bardzo trudnym zadaniem jest przyjecie odpowiedniego ksztattu wtracen
(np. opisujacych przestrzen porowa) w kompozycie. Dlatego tez, bardzo czg¢sto modeluje
si¢ wtracenia w postaci kilku ,,rodzin” wtracen, np. dwoch typow wtracen sferoidalnych

charakteryzujacych si¢ r6znymi warto$ciami parametru 6.

a) A »-e-e  ograniczenia Wienera — M-T b) N *-e-e  ograniczenia Wienera — M-T
6 e-o-o  ograniczenia H-S ---- §C 6 e-e-o  ograniczenia H-S ---- §-C
4
E
5
2
<

10' 10° 10° 107 107 107 10' 10° 10°
] 8

10° 10° 10"

Rys. 2.11. Zalezno$é efektywnej przewodnosci cieplnej (A"°™) od parametru @ wg schematu M-T

i S-C dla zagadnienia: a) 2D i b) 3D, w odniesieniu do ograniczen Wienera i Hashina-Shtrikmana

Przyklad 2.2

Ponownie rozwazmy ten sam osrodek porowaty, jak w poprzednim przyktadzie, z tg
roéznica, ze tym razem skupimy si¢ na okresleniu makroskopowej przewodnosci cieplne;j
AP W funkcji udziatu frakcyjnego przestrzeni porowej ¢r. Przyjeto dla wtracen
opisujacych przestrzen porowa stalg wartos¢ parametru 6 = 1. Wyniki sekwencji obliczen
zaprezentowano na rys. 2.12. Zauwazmy, ze A""(¢) jest ciagla, monotoniczna i malejaca
funkcja udziatu frakcyjnego ¢+ (jednoczesnie oczywistym jest, ze dla As < A; bytaby funkcja
rosngca). Wida¢ rowniez, ze rozwigzanie otrzymane przy uzyciu schematu M-T dla 6 =1
jest tozsame =z gbérnym ograniczeniem H-S, co réwniez zostalo pokazane
w przyktadzie 2.1. Wartym uwagi jest fakt, iz ograniczenie dolne H-S dla schematu M-T
mogliby$my osiggna¢ nie zmieniajac ksztaltu wtracen (zamiana d— 0 na #=1) (patrz
rys. 2.11), aalternatywnie, zamieniajgc parametry przewodnos$ci cieplnej matrycy
i szkieletu (tak, aby s < 4s).
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Rys. 2.12. Efektywna przewodno$é cieplna (A™™) w funkcji porowatosci (¢;) wg schematu M-T

i S-C w odniesieniu do ograniczen Wienera i Hashina-Shtrikmana dla zagadnienia: a) 2D i b) 3D

Przyklad 2.3

W przykladzie tym okreslono Aem funkcji przewodno$ci cieplnej ptynu
wypelniajgcego przestrzen porowa (4). Pozostale parametry przyjeto analogicznie jak
w poprzednich przykladach, tj. przewodno$¢ cieplna szkieletu As=10Wm™*K™,
porowato$¢ ¢s=0.5 oraz parametr okres$lajacy ksztatt wtracen opisujacych przestrzen
porowa € = 1. Wyniki obliczen zaprezentowano na rys. 2.13. Mozna zauwazy¢, ze wraz ze
wzrostem wartosci Ag, Itym samym coraz to mniejszym Kkontrastem parametrow
sktadnikéw kompozytu, ograniczenia H-S i ograniczenia Wienera zaczynajg by¢ coraz
wezsze 1zbiegaja si¢ dla A¢=4s. Analogiczny trend, co oczywiste, wykazujg rowniez
rozwiagzania uzyskane na podstawie schematow M-T i S-C.

a) 104 b) 104

Arem W m! K]

ograniczenia Wienera
e-e-o ograniczenia H-S

— M-T
‘ ---- 8C
0 i T T T T T
0 2 4 6 8 10
Ao [Wm' K

xhom [W m-l Kl]

ograniczenia Wienera
ograniczenia H-S

— M-T
- 8-C
2 4 6 8 10
A [Wm'K?

Rys. 2.13. Efektywna przewodnosé cieplna (A™™) w funkcji przewodnosci cieplnej ptynu

wypelniajacego przestrzen porowa (4s) wg schematu M-T i S-C dla zagadnienia: a) 2D i b) 3D
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2.3.2.4. Uwagi

Jak wspomniano powyzej, w przypadku metod analitycznych ztozona mikrostruktura
rzeczywistego osrodka porowatego zwykle =zastgpowana jest pewna uproszczong
mikrostruktura, np. typu matryca — wtracenie, gdzie wtracenia (np. pory) aproksymowane
sg poprzez wtracenia eliptyczne/elipsoidalne. Aby dokonaé poprawnego uproszczenia
(aproksymacji) ksztattu wtracen nalezy uprzednio przeanalizowaé, ktore cechy wtracen
majg istotny wplyw na efektywne/zastepcze parametry kompozytu.

Pierwszym istotnym czynnikiem wplywajacym na efektywne parametry cieplne
kompozytu jest ksztalt wtragcen wyrazony poprzez parametr € (rys. 2.14a) — zostalo to
zobrazowane na podstawie przyktadu liczbowego 2.1. Drugim, niezwykle waznym
czynnikiem jest udzial frakcyjny wtracen (rys.2.14b), ktory ma wplyw nie tylko na
uzyskane oszacowania na podstawie schematoéw M-T i S-C, ale rowniez silnie oddziatuje
na przedzialty mozliwych warto$ci parametru makroskopowego, tj. ograniczenia H-S
I Wienera (przyktad 2.2). Orientacja wtragcen w przestrzeni ma wplyw na parametry
efektywne kompozytu w jego poszczegdlnych kierunkach (Kachanov & Sevostianov,
2005) (rys. 2.14c). Nie jest natomiast uwzgledniana i nie ma wplywu w przypadku
osrodkow makroskopowo izotropowych, dla ktorych zaktada sig, ze rozklad wtracen jest
idealnie nieuporzadkowany, tj. brak preferowanej orientacji wtracen.

Czynnikami, ktore maja mniej znaczacy wplyw na procesy przeplywu ciepla sa:
niewielka ,,szorstko$¢” brzegow wtracen (rys. 2.15a), ostros¢ punktéw naroznych wtracen
(rys. 2.15b), a takze nicowalny ksztatt licznych wtracen, jezeli nie sg zaburzone ich $rednie
wymiary i orientacja (rys. 2.15c) (Kachanov & Sevostianov, 2005). Ponadto mozliwe jest
rowniez zastapienie wielu wtracen o danym ksztalcie poprzez jedno wieksze, jezeli ich
sumaryczny udzial frakcyjny bedzie poréwnywalny z udzialem wtracenia zastgpczego
(rys. 2.15d). Stwierdzenie to jest jednak prawdziwe tylko przy zatozeniu idealnego
kontaktu na granicy sktadnikow kompozytu. Przedstawione wyzej czynniki majace mniej
lub bardziej istotny wptyw na proces przeptywu ciepta odnosza si¢ rowniez do innych
procesOw transportu, a takze zagadnien liniowej sprezystosci (patrz np. Kachanov
& Sevostianov, 2005).
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Rys. 2.14. Wybrane cechy wtracen majace znaczacy wptyw na proces przeptywu ciepta
w kompozycie
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Rys. 2.15. Wybrane cechy wtracen majace mato istotny wptyw na proces przeptywu ciepta
w kompozycie

2.4. Podsumowanie

Teoria homogenizacji umozliwia zastgpienie osrodka mikro niejednorodnego
poprzez ekwiwalentny o$rodek jednorodny opisany parametrem zastgpczym / efektywnym /
makroskopowym. W ogo6lnosci, Wyznaczenie wlasciwosci efektywnych osrodka mikro
niejednorodnego przy uzyciu ciggtej mikromechaniki polega na rozwigzaniu odpowiednio
sformutowanego zagadnienia brzegowego zdefiniowanego dla REO (patrz rozdziat 2.2).
W celu jego rozwigzania zazwyczaj korzysta si¢ z dwoch, metodologicznie rdéznych,
podej$¢, tj. metod numerycznych/obliczeniowych (rozdziat2.3.1) oraz metod
analitycznych (rozdziat 2.3.2).

Metody numeryczne pozwalaja na zamodelowanie niezwykle skomplikowanych
geometrii mikrostruktury, jednak wymagajg rozwigzania Stowarzyszonych z tym
podejsciem licznych problemow takich jak, np.: wyznaczenie odpowiedniej wielkosci
REO, okreslenie liczby losowych realizacji REO, przyjecie odpowiednich warunkow

brzegowych, dobor metody numerycznej, mozliwy dlugi czas obliczen, problem ze
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zbiezno$cig wynikéw dla wysokich kontrastéw pomigdzy parametrami poszczegdlnych
sktadnikow kompozytu.

W ostatnim czasie metody analityczne ponownie zyskaly na atrakcyjnosci i bardzo
czesto sg wykorzystywane do szacowania parametrow makroskopowych. Metody te,
zwykle bazujace na rozwigzaniu pojedynczego wtracenia zanurzonego w nieskonczonym
osrodku cigglym, cechuja si¢ matematyczng ,prostota”, ktéra jest konsekwencja
uproszczen dotyczacych modelowania oddziatywan pomi¢dzy wtrgceniami. W porownaniu
do metod numerycznych s3 one znacznie bardziej wydajne, w sensie efektywnosci
obliczeniowej. Jednak poprzez zalozong uproszczong morfologi¢ mikrostruktury schematy
te nic sg w stanie w wielu przypadkach poprawnie odzwierciedli¢ rzeczywistej
mikrostruktury kompozytu. Mozliwe jest natomiast dokonanie aproksymacji ksztattu
sktadnikow kompozytu i zastgpienie ich poprzez wtracenia eliptyczne / elipsoidalne, cho¢

nalezy mie¢ na uwadze, ze jest to proces stosunkowo trudny.
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3. Ekwiwalentna mikrostruktura osrodka porowatego —

sformulowanie matematyczne zagadnienia odwrotnego

Dwa matematyczne zagadnienia mozemy nazwaé¢ odwrotnymi do siebie, jezeli
sformutowanie pierwszego z nich zawiera W sobie rozwigzanie tego drugiego, i odwrotnie.
Na pierwszy rzut oka, zgodnie z tg definicja, trudno wyrdzni¢ zagadnienie pierwotne
(bezposrednie) oraz zagadnienie do niego odwrotne. Jednakze, jedno z nich jest zazwyczaj
latwiejsze do rozwigzania i znacznie obszerniej rozpoznane, podczas gdy drugie,
zdecydowanie trudniejsze i rozpoznane w mniejszym stopniu. Woéwczas, to pierwsze
z nich nazywane jest zagadnieniem pierwotnym (bezposrednim) natomiast drugie —
zagadnieniem odwrotnym (Kress i in., 1989).

W przypadku analitycznej, jak i obliczeniowej mikromechaniki zwykle rozwiazuje
si¢ zagadnienia bezposrednie celem wyznaczenia makroskopowej (zhomogenizowanej)
odpowiedzi osrodka niejednorodnego. Sformutowania zagadnien bezposrednich teorii
homogenizacji dla przeplywu ciepta przedstawione zostaly w rozdziale 2.
W zagadnieniach tych, znajac (badz zaktadajac) morfologie mikrostruktury (wzajemne
utozenie w przestrzeni poszczegolnych sktadnikéw mikrostruktury, ich ksztalt, udzialy
frakcyjne, itp.) oraz parametry materialowe sktadnikow jednoznacznie mozemy wyznaczy¢
parametr makroskopowy kompozytu (#"°™). Do tak przedstawionego zagadnienia zawsze
mozna jednak sformulowa¢ zagadnienie odwrotne, ktore polegatoby na
identyfikacji/rekonstrukcji morfologii mikrostruktury pod warunkiem, Ze znana jest
warto$§¢ parametru makroskopowego (¥"™). Oba te zagadnienia, bezposrednie oraz

zagadnienie do niego odwrotne, graficznie zilustrowano na rys. 3.1.

I Zagadnienie bezposrednie ‘

yjhom

—_— — -

| Zagadnienie odwrotne

Rys. 3.1. Graficzna ilustracja zagadnienia bezposredniego i odwrotnego teorii homogenizacji
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Opisane powyzej zagadnienie bezposrednie teorii homogenizacji, przy zadanej
morfologii mikrostruktury oraz warto$ciach parametrow poszczegdlnych sktadnikow,
zapewnia jedng odpowiedz makroskopows, tj. ghom Zagadnienie odwrotne, a wiec
identyfikacja mikrostruktury na podstawie znajomosci odpowiedzi makroskopowej,
W ogblnym przypadku, posiada nieskonczenie wiele rozwigzan. Innymi stowy, istnieje
nieskonczenie wiele mikrostruktur (r6znigcych si¢ udzialami frakcyjnymi sktadnikéw, ich
przestrzennym utozeniem, ksztaltami, itd.), ktore charakteryzuja si¢ ta samg wartoscia
parametru makroskopowego. Sformutowane w ten sposdb zagadnienie cechuje si¢ wiec
niejednoznacznos$cig rozwigzania.

Aby przedstawione na rys. 3.1 zagadnienie odwrotne dato si¢ rozwigzaé w sposob
jednoznaczny, konieczne bytoby uzupelnienie go o dodatkowe informacje dotyczace
morfologii mikrostruktury osrodka, tj. zbior statystycznych funkcji korelacyjnych, ktore
charakteryzuja mikrostrukture osrodka w terminach rachunku prawdopodobienstwa
(Torquato, 2013). Wyznaczanie funkcji korelacji n-punktowej dla n>3 jest dos¢ trudne,
a uzyskanie wszystkich funkcji korelacji, z oczywistych wzgledow, niemozliwe.
W praktyce posiadana informacja o mikrostrukturze osrodka jest bardzo ograniczona
I sprowadza sig¢, najczesciej, do znajomosci korelacji 1-punktowe;j, tj. porowatosci osrodka
(szczegbty dotyczace n-punktowych funkcji korelacyjnych przedstawiono w dalszej
czeSci pracy, w rozdziale 6.1.1). Dlatego zagadnienie odwrotne wykorzystujace
w sformutowaniu funkcje korelacji wyzszych rzedow nie ma swojego praktycznego
uzasadnienia.

W zwiazku z powyzszym w literaturze (Kachanov i Sevostianov, 2005; Sevastianov
i Kachanov, 2012) wprowadzono koncepcje ekwiwalentnej mikrostruktury, przy czym
poprzez pojecie ekwiwalentnej mikrostruktury rozumie si¢ pewng wirtualng
mikrostrukture, ktorej odpowiedz makroskopowa jest tozsama z odpowiedzig osrodka
rzeczywistego (jej morfologia, w najbardziej ogdlnym przypadku, moze by¢ kompletnie
inna od morfologii rzeczywistego osrodka). W konsekwencji, w takim przypadku
rozwigzanie zagadnienia odwrotnego polega na poszukiwaniu pewnej wirtualnej
mikrostruktury, bedacej ekwiwalentem mikrostruktury osrodka rzeczywistego.

Wecigz jednak, aby takie zagadnienie posiadato jednoznaczne rozwigzanie musi by¢
ono uzupelione o dodatkowg informacj¢ w postaci a priori narzuconego ,.typu”
mikrostruktury (np. ciagla matryca z identycznymi, w sensie ksztattu, wtraceniami).
Wowczas rozwigzanie takiego zagadnienia w ujeciu np. analitycznej mikromechaniki

sprowadza si¢ do okreslenia tzw. parametru koncentracji (ang. concentration parameter),
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ktory jest jawnym argumentem funkcji charakteryzujacej parametr makroskopowy
(Sevostianov & Kachanov, 2015). Zaktadajac ekwiwalentng mikrostrukture np. w postaci
sfer zanurzonych w cigglej matrycy, zagadnienie odwrotne w ujeciu schematu M-T,
sprowadza si¢ do okreslenia udziatu frakcyjnego wtracen (¢@). Podobne zagadnienie zostato
sformutowane i rozwigzane przez Kachanova i Sevostianova (2005), ktorzy udowodnili, ze
jakakolwiek izotropowa ,,mieszanina” dowolnych niejednorodnos$ci jest ekwiwalentna,
w sensie makroskopowej przewodnosci cieplnej, do pewnego okreslonego udziatu
frakcyjnego sfer (¢).

Zatem rozwiazanie problemu zdefiniowanego przez Kachanova i Sevostianova
(2005) dla zagadnienia przeptywu ciepta (gdzie YoM 5znacza makroskopowa przewodno$é
cieplna osrodka (A™°™) sprowadza sic do wyznaczenia udziatu frakcyjnego sferycznych
poréw dla ekwiwalentnej mikrostruktury (rys. 3.2). Pokaza¢ to mozna przeksztatcajac
rébwnanie schematu Mori-Tanaki dla zagadnienia bezposredniego (2.21) do postaci,

w ktorej po jednej stronie rownania wystepuje tylko udziat frakcyjny wtracen, tj.:

(A" =2 )-(An +E-(2 = 4)
¢:(/1f /tm)-(ﬂ(m+§~(/t"°mﬁm);’ (3.1)

gdzie £ wynosi 1/2 lub 1/3 odpowiednio dla zagadnienia 2D lub 3D. Zauwazmy, ze taka
ekwiwalentna mikrostruktura, charakteryzowana parametrem koncentracji (¢#), obowiazuje
dla jednej wartosci makroskopowej przewodnos$ci cieplnej (/lhom) i nie jest niezmiennicza
wzgledem parametréw mechanicznych poszczegdlnych sktadnikow. Innymi stowy, zalezy
ona od przewodnosci sktadnikow tworzacych osrodek, tj. Ay 0raz As.

Aby to lepiej zobrazowal, rozwazmy rzeczywisty os$rodek porowaty, ktorego
przestrzen porowa wypetniana jest (jeden pod drugim) plynami o rdznych
przewodnosciach cieplnych, tj. A1, Af2, ..., itd. Za kazdym razem, gdy przestrzen porowa
jest w pelni wypeliona, wyznaczamy (np. poprzez pomiar laboratoryjny) makroskopowa
przewodnos$¢ cieplng. Uzyskujemy zatem pewien zbidr odpowiedzi makroskopowych,
gj. Anomt o hom2 - ete. Rozwigzujac zagadnienie odwrotne dla kazdego przypadku
makroskopowe] przewodnosci cieplnej, otrzymane ekwiwalentne mikrostruktury,
a mianowicie udziaty frakcyjne wtracen sferycznych, beda za kazdym razem rdézne;

otrzymamy sekwencj¢ parametrow koncentracji: ¢, ¢, ..., itp. Zatem, tak okre§lona

ekwiwalentna mikrostruktura nie moze by¢ rozumiana, jako “ogdlna”, a raczej jako
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dedykowana konkretnej odpowiedzi makroskopowej. Ponadto, zauwazmy, ze jako zwykty
parametr dopasowania, wartos¢ ¢, w ogélnym przypadku, nie jest zgodna z porowatoscia

os$rodka rzeczywistego.

| Zagadnienie bezposrednie |

lhom

- e - -—— -

| Zagadnienie odwrotne

Rys. 3.2. Graficzna ilustracja zagadnienia odwrotnego wg Kachanova i Sevostianova (2005)

W pracy (Sevastianov i Kachanov, 2012), w celu zachowania porowato$ci osrodka
rzeczywistego, autorzy wprowadzili koncepcje ,usrednionego ksztattu wtrgcen”
(ang. average shape). Koncepcja ta polega na zastgpieniu morfologii osrodka
rzeczywistego poprzez ekwiwalentng mikrostrukture w postaci cigglej matrycy i jednej
rodziny sferoidalnych wtracen, jednak tym razem o dowolnym ksztalcie wtracen,
opisanych parametrem 6 = 6,,. ,,Usredniony ksztalt wtracen”, a wigc warto$¢ parametru G,y,
ponownie okre§la si¢ poprzez rozwigzanie zagadnienia odwrotnego. Przeformutowane
zagadnienie odwrotne graficznie zilustrowano na rys.3.3. Stosujac to podejscie
zachowujemy oryginalny udziat frakcyjny wtracen, w przeciwienstwie do wczesniej
sformutowanego zagadnienia odwrotnego, jednak uzyskane rozwigzanie nadal nie jest
niezmiennicze wzgledem parametrow mechanicznych poszczegélnych sktadnikow
osrodka. Oznacza to, ze jezeli dla o$rodka o zadanej morfologii i zestawu parametréw
okreslimy ,,usredniony ksztatt wtracen”, powiedzmy 6,y 1, to gdy przestrzen porowa tego
osrodka wypelnimy ptynem o innej przewodnosci cieplnej, wowczas otrzymamy inny

,usredniony ksztalt wtracen”, tj. Gay 2 # Gav 1.
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Rys. 3.3. Graficzna ilustracja przeformutowanego zagadnienia odwrotnego wg Sevostianova
I Kachanova (2012)

Na podstawie powyzszych rozwazan pojawia si¢ zatem naturalne pytanie, czy
istnieje taka ekwiwalentna (wirtualna) mikrostruktura dla osrodka porowatego, ktora nie
bedzie zalezala od przewodnosci cieplnej ptynu wypelniajacego przestrzen porowa tego
osrodka?

Celem niniejszej pracy jest odpowiedZz na tak postawione pytanie. Intencjg jest
natomiast znalezienie, dla zadanej przestrzeni porowej osrodka (zazwyczaj
reprezentowane] przez ,,mieszaning” roznych ksztattow), ekwiwalentnej mikrostruktury
zapewniajacej satysfakcjonujaca predykcje przewodnosci cieplnej osrodka porowatego dla
kazdej warto$ci przewodnosci cieplnej plynu wypetniajacego przestrzen porowa. Innymi
stowy, zastgpienie osrodka rzeczywistego ekwiwalentng (wirtualng) mikrostrukturg ma by¢
,niezaktocone” (pozosta¢ niezmienne) nawet jesli zmieni si¢ przewodnos¢ cieplna piynu,
ktory wypetnia pory o$rodka rzeczywistego.

Aby zidentyfikowaé taka ekwiwalentng mikrostrukture proponuje si¢ jakoSciowe
przeformutowanie zagadnien odwrotnych przedstawionych narys. 3.2 i rys. 3.3. Relaksuje
si¢ problem przez zalozenie, ze morfologia ekwiwalentnego osrodka zastepczego jest
W postaci matrycy z zanurzonymi w niej rodzinami wtragcen W postaci sferoid. Inkluzje
roznicuje si¢ stosunkiem ich potosi € (rys. 2.9). Jak wspomniano w rozdziale 2, klasycznie,
w schematach M-T i S-C, morfologia mikrostruktury ,,modelowana” jest poprzez przyjecie
pewnej skonczonej liczby (np. jednej, dwdch) ,,rodzin” wtracen (poprzez pojecie ,,rodziny”

rozumie si¢ tu wtracenia o ustalonej wartosci parametru 6). Relaksacje problemu
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(matematycznie rozumiane jako dodanie do problemu dodatkowych ,,stopni swobody”)
polega na tym, ze: liczba ,rodzin” wtracen jest nieskonczona i jest charakteryzowana
poprzez ciagla funkcje gestosci prawdopodobienstwa, M(6). Funkcja ta opisuje oczywiscie
czestos¢ wystapienia porow w ksztalcie sferoid o stosunku poétosi & w cigglej matrycy
osrodka porowatego. Jesli funkcja M(6) wykorzystana w schematach analitycznych, np.
M-T lub S-C, zapewni satysfakcjonujacg predykcje przewodnosci cieplnej dla osrodka
rzeczywistego wowczas bedzie ona okre$lana mianem ekwiwalentnej mikrostruktury (M*9)

—rys. 3.4.

A M O
[ M= (0)do=1 A v M (0)20

g .

min

A\

émin gmax

Rys. 3.4. Przyktadowa funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury (M ®) opisujaca czesto$é wystgpienia
sferoid o stosunku pétosi &w ciaglej matrycy osrodka porowatego

Oczywistym jest, ze zaproponowane ,zrelaksowanie” problemu powoduje
zwigkszenie mozliwosci tatwiejszego zidentyfikowania wirtualnej morfologii, ze wzgledu
na to, iz liczba mozliwych konfiguracji mikrostruktury, jest nieskonczona. Brak jest
jednoznaczno$ci rozwigzania oraz zapewnienia, iz bgdzie niezmiennicza ze wzgledu na

przewodnosci cieplne sktadnikow tworzacych osrodek rzeczywisty.

3.1. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materialowej

Wprowadza si¢ kolejng modyfikacje zagadnienia odwrotnego. Klasycznie, jak to
bylo zobrazowane w zagadnieniu przedstawionym na rys. 3.2, wirtualna mikrostruktura
identyfikowana jest na podstawie znajomosci jednej wartosci makroskopowe;j
przewodnosci cieplnej osrodka, A"™Modyfikacja polega zatem na tym, iz znana nie jest

/lhom

pojedyncza warto$¢ ale pewna funkcja opisujaca relacje pomigdzy efektywna
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przewodnosciag cieplng osrodka Ahom przewodnoscia ptynu wypeliajacego przestrzen
porowa Ar. Wobec tego sformutowane zagadnienie bazowaé bedzie nie na jednym
parametrze efektywnym "™ dla danego /5, a dla calej sekwencji/zbioru A"™(%;). Funkcja
ta, ze wzgledu na jej ,charakter fizyczny, okreslana bedzie mianem funkcji
makroskopowej odpowiedzi materiatowej (F™"). Dla rozwazanego zagadnienia

stacjonarnego przeptywu ciepta funkcje F™" zdefiniowaé¢ mozna, jako:
F™: Ay > A™, (3.2)

gdzie Af i1 A™™ to odpowiednio dziedzina (zbior przewodnosci cieplnej ptyndw [Asmin,

Amax]) 1 przeciwdziedzina (zbior efektywnej przewodnosci cieplnej osrodka [A", A""])

in !

funkcji F™". Przyktadowa funkcje F™™" przedstawiono na rys. 3.5 (analogi¢ do funkcji
F™™ zobaczy¢ mozna w przyktadzie 2.3).
Funkcje F™™ otrzymaé mozna w rézny sposob, np. poprzez badania laboratoryjne

lub na podstawie symulacji numerycznych. W badaniach laboratoryjnych uzyskac ja
mozemy poprzez sekwencyjne nasycanie osrodka porowatego ptynami o znanej/zbadane;j
przewodnosci cieplnej 1 wyznaczanie odpowiadajacej jej makroskopowej przewodnosci
cieplnej. Z kolei w obliczeniach numerycznych skorzystat mozemy z aparatu
obliczeniowej mikromechaniki przedstawionej w rozdziale 2.3.1. W tym przypadku,
nalezy okre§li¢ A™ dla réznych wartosci A bazujac np. na morfologii mikrostruktury

uzyskanej z mikrotomografu komputerowego.

y hom
“max

hom

)“min

At

b
-~

Afmin A £, max

Rys. 3.5. Przyktadowa funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej (F™™)

Wobec powyzszego, Sformutowane W niniejszej pracy zagadnienie odwrotne mozna

opisa¢ W nastgpujacy sposob: znajac funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowe]
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F™", wyznacz takg funkcje M(0), ktéra wykorzystana w schematach M-T lub S-C,
zapewni satysfakcjonujaco dobre dopasowanie do makroskopowej przewodnosci cieplnej
rzeczywistego osrodka, niezaleznie od tego jakie medium (réznicowane przewodnoscig
cieplng) wypelia jego przestrzen porowa. Dodatkowo narzuca si¢ zachowanie
porowatosci osrodka rzeczywistego (mikrostruktura ekwiwalentna ma taki sam udziat
frakcyjny porow jak osrodek rzeczywisty). Jesli taka funkcja, M(6), istnieje, moze by¢
okreslana mianem ekwiwalentnej mikrostruktury, M®4(6). Zagadnienie to, schematycznie
przedstawione zostato na rys. 3.6, jest oczywiscie matematycznie znacznie trudniejsze od

zagadnienia bezposredniego.

| Zagadnienie bezpo$rednie ‘

//_\ X i

At
>

Y. S [y =

v,

5=

| Zagadnienie odwrotne ‘

Rys. 3.6. Graficzna ilustracja zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji przedstawionego
W niniejszej pracy

W sformulowanym powyzej zagadnieniu odwrotnym teorii homogenizacji mozna
zauwazy¢ analogi¢ do zagadnienia odwrotnego rentgenowskiej mikrotomografii
komputerowej (microCT), w ktorym rekonstrukcja mikrostruktury odbywa si¢ na
podstawie skonczonego zbioru projekcji uzyskanych pod réznymi katami. W naszym
przypadku, a wiec dla zagadnienia omawianego w tej pracy, funkcja F™" moze byé
rozumiana jako zbidr projekcji/rzutowan przewodnosci cieplnej ptynu As na przestrzen
mozliwych parametrow makroskopowych. Zatem, odnoszac si¢ do tomografii
komputerowej, zbiér parametrow makroskopowych (A"°"(4) = {42, A,"™, ... 2.0
utozsami¢ mozemy ze zbiorem projekcji, natomiast zbidr wartosci parametréw plynow
wypetniajacych przestrzen porowa (As ={At1, 42, ... ,Afn}) z réznymi katami. Powyzszg

analogi¢ przedstawiono na rys. 3.7.
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Rys. 3.7. Analogia zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji (a) do zagadnienia odwrotnego
rentgenowskiej mikrotomografii komputerowej (b)

3.2. Sformulowanie matematyczne zagadnienia odwrotnego — réwnanie

calkowe Fredholma I-go rodzaju

Ponizej przedstawia si¢ matematyczne sformulowanie zagadnienia odwrotnego
wprowadzonego powyzej. Jak wspomniano, rozwaza si¢ dwa schematy aproksymacyjne,
tj. schemat Mori-Tanaki i samouzgodnionego pola. Rozwazmy zatem ponownie
zagadnienie bezposrednie w schemacie M-T i S-C. Wprowadzenie ciaglej gestosci

prawdopodobienstwa ,,rodzin” sferoidalnych, a wiec funkcji M®(6), implikuje, ze

klasyczne sformulowanie schematow M-T i S-C, tj. rownania (2.21) i (2.23),
przeksztatcaja si¢ do nastgpujacej postaci:
Ormax
b2 | R (0)M“(0)dO+ AR,
AR = , (3.3)
¢ | Pn(0)M(0)do+4P,
Orin

dla schematu M-T oraz:
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‘9max
¢fﬂ‘f I I:)f,hom (0) M « (H)dg + ¢sﬂ’s IDs,hom
AR = : (3.4)
¢f J- I:ﬁ‘,hom (6) M “ (9)d9+ ¢s I:)s,hom

gmin

dla schematu S-C.
Ze wzglgdu na podobng strukture rownan (3.3) oraz (3.4), w prosty sposob

wprowadzi¢ mozna ujednolicong posta¢ rownania dla obu schematow:

6,

42 | B (O)M*(0)d0+g AP,
AT = . (3.5)

¢ | P (O)M*(0)d6 + 4P,

gmin

W powyzszym réwnaniu tensory Ps i Ps odpowiadajg tensorom Pspm i Psm Z roéwnania (3.3)
(dla schematu M-T) i tensorom Pt nom | Pspom z rownania (3.4) (dla schematu S-C).

Jak pokazano w pracy (Lydzba i in., 2018), rownanie (3.5) mozna przeksztalci¢ do
rownania catkowego. Aby wuzyska¢ t¢ formeg, wykonajmy kilka przeksztatcen
algebraicznych. W pierwszej kolejnosci nalezy przemnozy¢ obie strony réwnania (3.5)

przez mianownik, co prowadzi do ponizszej zaleznosci:

A, [ B (0)M* (0)dO+A""4P, = Ady | B (O)M™ (0)dO+ 40P (36)

Hmin gmin

Nastepnie, przenoszac cztony zawierajace M® na lewg strone rownania mamy:

Ornax Ormax
A [ B (O)MT(0)dO-Ag | B (O)M*(0)dO=2gP -2""4P.  (3.7)
6, 0,

min ‘min

Wobec czego:

2

max

¢ [ B(O)M(0)dO(A"" — 4 )= 4P (4 —A"™"). (3.8)

gmin
Ostatecznie, otrzymujemy rownanie catkowe w postaci:

Omax hom
] F#(@)Me‘“(@)d%%% P (3.9)
6, f

min
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Prawg stron¢ rownania mozemy oznaczy¢ jako nowa funkcje g zalezng, w sposob
jawny, od parametréow skladnikow oraz od makroskopowej (znanej) przewodnoSci
cieplnej:

o A —Ahem

g(ﬁs,/zf,z“"m(ﬂf)):ame. (3.10)

Wykorzystujac zalezno$é (3.10), rownanie (3.9) zapisa¢ mozna w nastepujacej formie:

gmax
| P (4. 0)M=(0)d0=g(A, 4, A" (%)). (3.11)
‘9min

Powyzsze rownanie znane jest powszechnie, jako rownanie Fredholma I-go rodzaju. Takie

sformutowanie, w postaci rownania (3.11), prowadzi do nastgpujacego zagadnienia
odwrotnego: znajac ,jadro” roéwnania B (4,0) oraz funkcje g(ls,ﬂf,,%h"m (ﬂf ))

zidentyfikuj funkcje gestosci prawdopodobienstwa, czyli ekwiwalentng mikrostrukture,
M®*. Zauwazmy jednak, ze pomimo tego, iz problem ten sprowadza sie do rozwigzania
standardowego rownania Fredholma I-go rodzaju, to jego rozwigzanie jest jednak
dodatkowo uwarunkowane. Wynika to z faktu, ze poszukiwana funkcja M* jest gestoscia

prawdopodobienstwa, a zatem musi spetnia¢ ponizsze warunki:

emax
M (0)do =1 i v M*%(6)=0.
9'[ ( ) ee[emin !gmax] ( ) (3'12)
Oczywiscie funkcja M® musi spetnia¢ (3.11) dla kazdej wartosci As.

Warto w tym miejscu nadmieni¢, ze wigkszo$¢ powszechnie znanych zagadnien
odwrotnych réwniez sprowadza si¢ do matematycznej postaci w formie rownan
catkowych. Przyktadami mogg by¢ tu takie zagadnienia, jak:

e rekonstrukcja obrazu w mikrotomografii komputerowej (Bertero & Boccacci,

1998),
e wykrycie nieciaggto$ci materiatu w badaniach nieniszczacych (Liu & Han, 2003),
e wyznaczenie pradow morskich (Wunsch, 1996),

e wyznaczenie zrodet bioelektrycznych elektrokardiografii (Jiang, 2010).
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3.3. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale sformutowano zagadnienie odwrotne teorii homogenizaciji,
ktérego celem jest identyfikacja ekwiwalentnej mikrostruktury (uproszczonej wzgledem
mikrostruktury rzeczywistej) dla osrodka porowatego. Ekwiwalentna mikrostruktura
rozumiana jest w taki sposob, ze prowadzi do takiej odpowiedzi makroskopowej
rozwazanego osrodka, w szczegdlnosci makroskopowej przewodno$ci cieplnej, jak jego
mikrostruktura rzeczywista, niezaleznie od przewodno$ci cieplnej ptynu wypehiajgcego
przestrzen porowa tego osrodka. Postuluje si¢ istnienie ekwiwalentnej mikrostruktury
W postaci cigglej matrycy i1 przestrzeni porowej w ksztalcie sferoidalnych wtracen, gdzie
rozktad wtracen opisany jest przez funkcj¢ gestoSci prawdopodobienstwa nazywang
funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury (M®*(6)).

Funkcja M®(6) stowarzyszona jest z odpowiednim schematem aproksymacyjnym,
tj. Mori-Tanaki badz samouzgodnionego pola. Matematycznie zagadnienie odwrotne to

liniowe roéwnanie Fredholma I-go rodzaju (3.11) z dodatkowymi ograniczeniami (3.12).
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4. Rozwigzanie zagadnienia odwrotnego teorii

homogenizacji — stochastyczna optymalizacja

Jak wcze$niej wspomniano, do rozwigzania zagadnienia odwrotnego teorii
homogenizacji sformutowanego w niniejszej pracy (3.11) nie mozemy skorzystac
z klasycznych metod rozwigzywania rownania calkowego Fredholma I-go rodzaju
ze wzgledu na wprowadzone dodatkowe ograniczenia (3.12). W pracy proponuje
si¢ zatem skorzystanie  ze  stochastycznej metody optymalizacji, tj. metody
symulowanego wyzarzania (ang. simmulated annealing), okres$lanej w dalszej cz¢$ci pracy,
jako metoda SA.

Pierwsza praca opisujaca wykorzystanie metody SA dotyczyta optymalizacji drogi
»wedrownego sprzedawcy”, ktéry ma odwiedzi¢ n miast, przy czym jego droga ma by¢
mozliwie najkrotsza (Kirkpatrick i in., 1983). Zagadnienie to znane jest pod nazwa
problemu komiwojazera (ang. travelling salesman problem, TSP) i jest rozwini¢gciem
problemu optymalizacyjnego polegajacego na znalezieniu minimalnego cyklu Hamiltona
w pelnym grafie wazonym.

W  ogoélnosci metoda symulowanego wyzarzania polega na wyszukaniu
alternatywnych rozwigzan danego zagadnienia i wytypowaniu tych najlepszych poprzez
minimalizacj¢ pewnej funkcji, zwanej funkcja celu (ang. cost function). Liczne
wykorzystania metody symulowanego wyzarzania wykazaty zaréwno jej zalety jak
i wady (Ingber, 1993). Metoda SA znalazta swoje liczne zastosowania w matematyce,
np. w analizie obrazu (Black & Anandan, 1991), jak i rowniez w innych dziedzinach nauki,
m.in. w biologii (Bohr & Brunak, 1989), fizyce (Marinari & Parisi, 1992), geofizyce
(Rothman, 1985) czy ekonomii (Goffe i in., 1994).

Do jej gtéwnych zalet zaliczy¢ mozna to, iz:

znajduje globalne, a nie lokalne, minimum funkcji celu,

dobrze sprawdza si¢ dla funkcji celu zawierajacych nieliniowosci i niecigglo$ci,
e pozwala ,,naktada¢” dodatkowe uwarunkowania na funkcje celu,
e jej zaimplementowanie do konkretnego problemu jest relatywnie tatwe

w poréwnaniu do innych metod optymalizacyjnych.
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Z drugiej strony najwigkszymi wadami metody SA s3 :

e relatywnie wolna zbiezno$¢, przez co obliczenia sg czasochtonne,

e konieczno$¢ dobierania parametrow kontrolnych osobno dla kazdego zagadnienia,

zwykle okresla si¢ je poprzez obliczenia testowe (metodg ,,prob i bledow™).
Ze wzgledu na wskazane powyzej jej wady metoda ta doczekata si¢ wielu modyfikacji.
Modyfikacje te gtownie dotycza zmiany sposobu akceptacji poszczegdlnych konfiguracji
podczas progresywnych iteracji metody w celu uzyskania szybszej zbieznosci rozwigzania
(patrz np. Cai & Shao, 2002; Szu & Hartley, 1987; Pant i in., 2014). Jednak kazda
modyfikacja klasycznego sformutowania metody SA zmniejsza jej uniwersalnosé i czgsto
dana modyfikacja staje si¢ uzyteczna tylko dla jednego typu zagadnien. Ponadto, algorytm
metody SA mozna przyspieszy¢ bez koniecznosci jej bezposredniej modyfikacji, a poprzez
wykorzystanie wigkszej mocy obliczeniowej, np. wskutek obliczen réwnoleglych
(wielowatkowych/wieloprocesorowych), badz korzystajac z procesora karty graficznej.
W niniejszej pracy, celem rozwigzania zagadnienia odwrotnego teorii

homogenizacji, wykorzystano klasyczne sformutowanie metody SA, do ktorego
zaimplementowano Kkilka, dedykowanych rozwigzywanemu problemowi, modyfikacji.

Szczegodty przedstawiono w dalszej czgsci rozdziatu.

4.1. Klasyczne sformulowanie metody SA

Klasyczny algorytm symulowanego wyzarzania oparty jest na czterech
podstawowych ,,sktadnikach”, tj. (Rutenbar, 1989):
e konfiguracje — mozliwe rozwigzania problemu, posréd ktérego szukamy tego
najlepszego (optymalnego),
e modyfikacje — zbiér mozliwych zmian prowadzacych do przejscia z jednej
konfiguracji do drugiej,
o funkcja celu (E) — miara dostarczajaca informacji o ,,jakosci” danej konfiguracji,
e schemat schtadzania — schemat, wedlug ktorego kontrolowany jest stopien
akceptacji kolejnych konfiguracji wraz z postepujacymi iteracjami metody.
Metoda SA jest algorytmem iteracyjnym. Zapoczatkowanie procesu optymalizacji

wymaga zdefiniowania pewnej ,,konfiguracji” poczatkowej. Zazwyczaj jest ona wybierana

W sposob losowy ze zbioru mozliwych rozwigzan. Nastepnie obliczana jest funkcja celu
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(Eo) oraz dobrana zostaje warto$¢ ,.temperatury” poczatkowej (Tp) bedaca fikcyjnym
parametrem kontrolnym metody. Fikcyjna temperatura pojawia si¢ w klasycznym
sformutowaniu metody SA ze wzgledu na fakt, iz swoje podstawy fizyczne metoda ta
czerpie z analogii do pewnych zjawisk fizycznych — mowa tu np. o wyzarzaniu stali.
W kolejnym kroku poczatkowa konfiguracja zostaje zmieniona losowo poprzez jedna
modyfikacj¢. Dla nowej konfiguracji obliczana jest ponownie funkcja celu (E) oraz jej
zmiana w stosunku do poprzedniej konfiguracji (AE =E—Ep). Jezeli wartos¢ funkcji celu
nie wzrasta, tj. AE<0, wtedy nowa konfiguracja zostaje bezwarunkowo zaakceptowana.
Jezeli natomiast warto$¢ funkcji celu wzrasta (AE>0), to wowczas nowa konfiguracja
zostaje zaakceptowana z okreslonym prawdopodobienstwem wg schematu Metropolis

(Metropolis i in., 1953):

P{AE} = exp(—A?E). (4.1)

Zauwazmy zatem, ze algorytm metody SA, ze wzgledu na posta¢ warunku (4.1),
pozwala rowniez na akceptacje konfiguracji ,,gorszych”, a wiec takich, dla ktorych wartos¢
funkcji celu jest wyzsza niz w poprzednim kroku. Dzigki temu algorytm ten potrafi
w okreslonych warunkach wyj$¢ ze znalezionego minimum lokalnego i w kolejnych
iteracjach podaza¢ w kierunku rozwigzania optymalnego, minimum globalnego.

Kazda zmiana konfiguracji nazywana jest i-tg iteracjg. Nastgpnie po n; iteracjach

warto$¢ T zostaje zmniejszona z postgpem geometrycznym:
T=yxT, da yx e(O,l), 4.2)

gdzie y to parametr okreslajacy szybkosc¢ ,,schtadzania” uktadu, zazwyczaj przyjmowany
z zakresu 0.8—0.95 (takie stopniowe obnizanie wartosci parametru T, a wigc fikcyjnej
temperatury, jest nawigzaniem do procesu wyzarzanie stali, gdzie po utrzymywaniu
materialu w wysokiej temperaturze nastgpuje powolne jego schtadzanie). Liczba iteracji,
po ktorych nastepuje zmiana T, to j-ta petla algorytmu. Zauwazmy, ze ze wzgledu na
zalezno$¢ (4.1), dla sukcesywnie obnizanej warto$ci parametru T, prawdopodobienstwo
akceptacji konfiguracji, ktéra powoduje wzrost funkcji celu, ulega zmniejszeniu.
W ekstremalnym przypadku, gdy T-—>0 prawdopodobienstwo to zbiega do zera
I akceptowane sa tylko zmiany, ktore powoduja zmniejszenie wartosci E. Algorytm

postepuje do momentu, az rozwigzanie si¢ ustabilizuje i zmiana funkcji celu nie
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przekroczy wczesniej zadanego (oczekiwanego) biedu. Liczba iteracji w danej petli (n;),
ilo$¢ petli (n;), parametr y oraz temperatura poczatkowa (To) to parametry, ktorych warto$ci
zazwyczaj dobiera si¢ metoda ,,préb i bltedow”. Sa to parametry dedykowane dla
okreslonego zagadnienia. Nieprawidlowy dobor tych parametrow powoduje

np. niebezpieczenstwo uzyskania lokalnego, a nie globalnego, minimum funkcji E.

4.2. Procedura numerycznego rozwigzywania zagadnienia odwrotnego

teorii homogenizacji

Do rozwigzania zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji wykorzystana zostanie
metoda stochastycznej optymalizacji w postaci algorytmu SA. Wobec tego, pierwotne
sformutowanie zagadnienia odwrotnego, rownanie (3.11) z ograniczeniami (3.12), nalezy
przeformutowac do zagadnienia optymalizacji.

Podajmy jeszcze raz pierwotne sformulowanie matematyczne zagadnienia

odwrotnego, tj. znalezé M*(0) takie, Ze:

6,

max

[ B (2. 0)M*(0)d0=0(2,2,2" (%)), Vi €[t s 43)

Hmin

przy ograniczeniach:

Hmax
eq — i eq
gj M (0)do=1 i ge[gmyemax]m (6)=0. (4.4)
W celu sformutowania zagadnienia optymalizacji, rownowaznego problemowi (4.3),
zauwazmy, ze funkcja M®Y(0) spetniajaca (4.4) jest rowniez elementem minimalizujacym

nastepujaca ,,energie”, tj.:

2
At max | Omax

EM)= [ | [ R (4.0)M(0)d0-g(A, 4, 2" (%)) | d4. (4.5)

Af ,min gmin

Oczywiscie warto$¢ minimalna, dla M =M®, jest rowna E(M®*) = 0.
Zagadnienie odwrotne teorii homogenizacji w postaci problemu optymalizacyjnego

mozna wiec przedstawié nastepujaco, znajdz M*(0) takie, ze:
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2t [ O 2
E(M=)=min | j M (0)dO—g (A, 4, A" (4)) | d4,
) emin L B . (46)
J M (0)do=1 i ¥~ M(0)=0

Oczywiécie tylko gdy E(M*)=0 wtedy element M® jest rozwigzaniem (4.3)
z ograniczeniami (4.4).

Sformulowanie = numerycznej  procedury do  rozwigzania  zagadnienia
optymalizacyjnego (4.6), bazujacej na algorytmie SA jest juz naturalne. Posta¢ funkcji celu
jest konsekwencja wyrazenia na ,,energi¢”’ w zagadnieniu (4.6).

Zauwazmy, ze zalezno$¢ (4.6) jest sformutowaniem funkcji celu, dla przypadku, gdy

Fmom

zarOwno , jak i M(0) sa funkcjami ciggtymi. Jednakze, jak wspomniano wczesniej,

F™™) jest sekwencja

jednym ze sposobdw uzyskania funkcji makroskopowej odpowiedzi (
badan laboratoryjnych przy nasyceniu osrodka porowatego okreslong liczbg (nf) ptynow.
W takim podejsciu funkcja (3.2) dana jest zatem w postaci funkcji dyskretnej. Ponadto,
w procedurze numerycznej dokonuje si¢ rowniez dyskretyzacji funkcji M(6). Konieczne
jest zatem przeformutowanie warunku (4.6) do postaci dyskretnej. Dziedzing funkcji M(6)

dzieli si¢ na ny=50 przedziatdbw indeksowanych symbolem Kk, kazdy o dtugosci Ay,
ti. [6—A/2,6,+A,/2]. Kazdemu przedziatowi przypisuje si¢ dyskretng warto$é

prawdopodobienstwa, tj. M(&)-Ax. W konsekwencji, powyzsze prowadzi do nastepujacej

dyskretnej postaci funkcji celu, tj.:

- L3 (Ertnaman s fou)]. 6

nf 1=1

Zaleznos¢ (4.7), w odroznieniu od funkcji (4.6), zawiera dodatkowo funkcje wagowsa
1/9(A)%. Wspblezynnik ten jest dodany w celu uzyskania bledu wzglednego tego samego
rzedu dla wszystkich punktow pomiarowych (As = {As1, 412, ... , At ni})-

Jako konfiguracje poczatkowa przyjeto funkcje M(6) w postaci rownomiernego
rozktadu gestosci prawdopodobiefnstwa 6. Innymi stowy, kazda z dyskretnych ,,rodzin”
wtracen jest rowno prawdopodobna. W dalszych krokach dokonuje si¢ modyfikacji
konfiguracji poczatkowej (i kolejnych) w celu odnalezienia optymalnego przebiegu funkcji

M(6), czyli uzyskania tzw. ekwiwalentnej mikrostruktury M®(6). Modyfikacja danej
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konfiguracji polega na losowym wybraniu dwoch roznych przedziatow dyskretnej funkcji
M(6), powiedzmy &, i €. Nastepnie dokonuje si¢ zmiany ich wartosci M(6p)-Ap | M(6y)-Aq
o warto$¢ +0.002/ny (oznacza to, ze jedno prawdopodobienstwa wzrasta a drugie maleje
0zadana warto$¢). Wybor, ktore wzrasta, a ktore maleje dokonuje si¢
z prawdopodobienstwem 0,5. Dodatkowo, sprawdza si¢ czy taka modyfikacja nie
powoduje, iz funkcja M(#) uzyskuje warto$ci ujemne. Jezeli warunek ten nie jest spetniony
(np. jedna z warto$ci prawdopodobienstwa jest ujemna) wowczas Wybrana zostaje losowo
inna para @, i &, i dokonuje si¢ nowej zmiany konfiguracji. Tak sformutowana procedura
zmiany konfiguracji zachowuje uwarunkowania dla dyskretnej funkcji gestoSci

prawdopodobienstwa:

Ny

;M (G)A =1 i vM (6,)A =0. (4.8)

Dla danej iteracji i wyznaczenie wartosci Ep (4.7), ze wzgledu na duza liczbg
dyskretnych podrozdziatow K, jest bardzo czasochtonne. Zauwazmy, ze dla pojedynczej
iteracji warto$¢ prawdopodobienstwa zmienia si¢ jedynie dla dwoch jej przedziatow, tj. 6,
i 6. Wobec czego, w procedurze numerycznej obliczenia dla wszystkich dyskretnych
przedzialow funkcji M(6) wystarczy wykonac tylko dla pierwszej iteracji. Dla kolejnych
iteracji (i) czton odpowiadajacy lewej stronie rownania catkowego z poprzedniej iteracji
(i-1) nalezy zmodyfikowa¢ o sumy odpowiadajace tylko zmodyfikowanym interwatom
funkcji M (6, 1 6,;). Modyfikacje¢ tg, dla danego punktu pomiarowego A, zapisa¢ mozna

W nastgpujacej postaci:

P (241,60, ) (M (6,)-Mi4(6,)) A, + Py (4, 6,) (M (6,)-M, 1 (6,))A,.  (4.9)

Takie uproszczenie algorytmu skutkuje niemal 25-krotnym przyspieszeniem obliczen
w stosunku, gdy obliczenia prowadzi si¢ dla wszystkich przedziatow.

Parametry kontrolne metody SA zostaly dobrane na podstawie wielu obliczen
testowych. W ich wyniku przyjeto, ze liczba iteracji w danej petli wynosi nj =200-ny = 10%.
Jednoczesnie wartos¢ parametru, ktory definiuje obnizanie fikcyjnej temperatury T
okreslono jako y=0.9. Temperatura poczatkowa (To) zostala przyjeta tak, aby liczba
akceptacji wszystkich modyfikacji w pierwszej petli j=1 wynosita okoto 50%. Caty
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algorytm zatrzymywany jest w momencie, gdy spelniony zostaje jeden z ponizszych
warunkow:
e warto$¢ funkcji celu ,,spadnie” ponizej zatozonego btedu (Ep < 10‘10),
e warto$¢ funkcji celu, na koniec danej petli, nie zmieni si¢ o wiecej niz 0.2%
w stosunku do jej warto$ci na poczatku tej petli,

e liczba petli j przekroczy warto$¢ 200.

Waznym aspektem calej procedury jest przyjecie odpowiedniej dziedziny funkcji
M(6). Parametr & moze osigga¢ wartosci nieujemne w zakresie od 0 do o, jednak w celu
unikniecia niejednoznacznosci rozwigzania zagadnienia odwrotnego przyjmuje si¢ go
zzakresu od 0 do 1. Aby uzasadni¢ ten wybor powolajmy si¢ na przyklad 2.1
przedstawiony w rozdziale 2.3.2.3. Na wykresie na rys. 2.11 mozna zauwazy¢, ze mozliwe
jest uzyskanie petnego zakresu parametru efektywnego dla obu uzytych schematow
aproksymacyjnych dla 6 € (0,1]. Ponadto funkcja A"°™(6) nie jest roznowartosciowa dla
pelnego zakresu 6 € (0, ). Wobec czego, dla pewnego zakresu parametru efektywnego w
3D (i dla petnego zakresu w 2D) stowarzyszy¢ mogliby§my rownowaznie jedng rodzing
wtracen z zakresu (0,1], adruga z zakresu [1,0), iuzyskalibyS§my te samg warto$¢

parametru efektywnego A"°"

. W konsekwencji przyjecie parametru 8w zakresie od 0 do o
skutkowatoby niejednoznacznoscig rozwigzania. Dodatkowo w procedurze numerycznej
dziedzing parametru 6 zaweza si¢ do @ € (10 1), przedzialu obustronnie niedomknigtego.
Dzigki temu tensor Pf w rownaniu (4.7) wyrazony jest poprzez analityczng postaé
réwnania, tj. (2.27) i (2.28), odpowiednio, dla zagadnienia 2D i 3D.

Zaproponowang W niniejszym podrozdziale autorska procedure numerycznego
rozwigzywania zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji symulowanego wyzarzania

(SA) przedstawiono na schemacie blokowym na rys. 4.1. Poprawno$¢ zaprezentowanej

procedury oraz jej efektywnos¢ zweryfikowano w kolejnym rozdziale.
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Generacja Y
konfiguracji =
.= o1
poczatkowej:
0 >
1E-4 1E-2 1E+0

Ustalenie poczatkowej temperatury: 7'= 7
Obliczenie funkcji celu: £’

A 4

Fy

Wybranie pary 8,16, (p #q)

l

Meq‘i(gp)'Ap — M‘f‘!-f'l(gp)—Ap +0.002-ny
M) Ay = M8, A, = 0.002:m,

M(0,)A, >0 A M(0,)A,>0

Powrét do
poprzedniej
konfiguracji

Nie

F 3

Obliczenie funkcji celu: E
AEI — Ei _ E’Ll

Powrdt do
poprzedniej
konfiguracji

Rys. 4.1. Schemat blokowy autorskiej procedury rozwigzania zagadnienia odwrotnego teorii

54

homogenizacji metoda SA




4.3. Efektywnos¢ i poprawnosé sformulowanej procedury

Poprawno$¢ oraz efektywno$¢ zaproponowanej metody optymalizacyjnej
zweryfikowano w niniejszym rozdziale poprzez rozwigzanie odpowiednio dobranych
zagadnien odwrotnych teorii homogenizacji. Za kazdym razem rozwazano
dwu-sktadnikowy osrodek porowaty o udziale frakcyjnym poréw ¢=0.2 i przewodnosci
cieplnej fazy stalej (szkieletu) A=7.0 Wm™*K™. Zalozono, ze przestrzen porowa
wypetniana bedzie rdéznymi plynami charakteryzujagcymi si¢ przewodno$cig cieplng

z przedzialu At min=0.025 Wm™ K™ (powietrze) do A max = 0.603 Wm™* K™ (woda).

4.3.1. Ograniczenia Hashina-Shtrikmana

Jak wspomniano juz wczesniej, rozwigzania zagadnienia odwrotnego poszukuje si¢
na podstawie znajomoéci funkcji makroskopowej odpowiedzi materialowej F™". Niech
funkcje F™™ dane s3 w formie dolnego oraz gérnego ograniczenia Hashina-Shtrikmana
(H-S i H-S™). Korzystajac z H-S™ i H-S” okre$lono makroskopowa przewodno$¢ cieplna
(A™°™ dla poszczegblnych dyskretnych wartosei As (rys. 4.2).

50 ° *
4.0

3.04 ]

A TWm K]

1.0+

00 I T I T
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6

A [Wm'K!]
Rys. 4.2. Makroskopowa funkcja odpowiedzi materiatowej zgodna z dolnym i gornym
ograniczeniem Hashina-Shtrikmana (H-S™ i H-S")
Nastepnie, z wykorzystaniem autorskiej metody optymalizacji, przedstawionej
W poprzednim podrozdziale, rozwigzano zagadnienie odwrotne (3.11) dla dwodch funkcji
odpowiedzi makroskopowej. Obliczenia wykonano zarowno w ujeciu schematu M-T, jak
I zgodnie z metodg samouzgodnionego pola (S-C). Na rys. 4.3 i rys. 4.4 przedstawiono

ewolucje funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla wybranych krokéw iteracyjnych
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W ujeciu schematu M-T (My.1-4), odpowiednio, dla dolnego i géornego ograniczenia H-S.
Z Kkolei na rys. 4.5 i rys. 4.6 zaprezentowano, w analogicznej formie, wyniki dla schematu
S-C. Za kazdym razem, funkcje M(6), dla ktorej nastgpowato zatrzymanie wykonywania

algorytmu, przedstawiono w ostatniej kolumnie (w prostokatnej ramce).

P . . . eq
a);=0 004t b)j=2 0124 9710 A d)j=184 M (0)A,
= 002 0.03 0.09 1.00
<
= o001 0.02 0.06 0.50
s 0.01 0.03
0.00 > 0.00 T 0.00 — T T 0.00 H T T T T
10" 10° 107 10" 10° 1wt 107 107 100 10° w0t 107 107 100 10° 0% 10° 107 107 10°
g a o 0

Rys. 4.3. Ewolucja funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla schematu M-T (My.1-4) dla H-S~

2)j=0 0001 D272 0124 ©J=10 A d)j=181  MLO)A,

< o0 0.03 0.00 1.00

<

= 001 0.02 0.06 0.50

= 0.01 0.03

0.00 > 0.00 T 0.00 0.00 T T T T
10" 107 107 10" 10° 1wt 107 107 100 10° w0t 107 107 100 10° 0% 10° 107 107 10°
g a8 17 14

Rys. 4.4. Ewolucja funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla schematu M-T (My.r-4) dla H-S*

003 a)j=2 A b)j=5 0124 ©J=20 LooA D200 MIL(O YA,
i - 0.04 0.09 0.75
&% 0.06 0.50
2 001 0.02
= 0.03 0.25 I
0.00 > 0.00 ! 0.00 . . : 0.00 - : ; . :
10" 107 107 10" 10° 1wt 107 107 100 10° w0t 107 107 107 10° 0% 10° 107 107 10°
V) [ 7 7

Rys. 4.5. Ewolucja funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla schematu S-C (Ms.c*4) dla H-S™

00 2)j=2 A b)j=3 0124 €J=20 LopA 97200 MLo)yA,
i - 0.04 0.09 0.75
C% 0.06 0.50
2 001 0.02
= 0.03 0.25 I
0.00 > 0.00 ! 0.00 0.00 : ; . |
10" 10° 107 10" 10° w0* 100 107 100 10° 10* 107 107 1070 10° 0% 10° 107 107 10°
7] 8 7} 7

Rys. 4.6. Ewolucja funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla schematu S-C (Ms.c-4) dla H-S*

Fmom

Dla schematu M-T, w przypadku w postaci dolnego ograniczenia H-S™, funkcja
ekwiwalentnej mikrostruktury, w skali logarytmicznej, koncentruje si¢ przy 6—0
(w procedurze numerycznej przy @ — 10), co implikuje pory w ksztalcie spekan/szczelin
—rys. 4.3d. Z kolei dla przypadku drugiego, tj. dla H-S*, funkcja M®%, wskazuje istnienie

jednego typu wtracen o d — 1 — sg to zatem pory idealnie sferyczne (rys. 4.4d). Podobne
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wyniki uzyskano dla schematu S-C, cho¢ w tym przypadku rezultaty wskazujg na istnienie
dwoch rodzin wtracen dla 8§ — 0 (H-S) i 6 — 1 (H-SY).

Uzyskane funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury uzyte zostaly ponownie
w schemacie M-T i S-C, w sposdb bezposredni, w celu uzyskania zhomogenizowane;j
warto$ci przewodnosci cieplnej dla roznych wartosci As. Mialo to na celu sprawdzenie, czy
zidentyfikowane mikrostruktury, a wiec funkcje M®Y(6), zapewniaja satysfakcjonujaca
predykcje z gory zalozonej funkcji F™°". Otrzymane rezultaty naniesiono na wykres
zrys. 4.2 i przedstawiono, w formie zbiorczej, na rys. 4.7. Dla schematu M-T uzyskano
pelng zgodno$¢ wynikow (rys. 4.7a); predykcja na podstawie funkcji M®Y(8) jest niemal
idealna. Co wigcej, nalezy rowniez podkresli¢, ze uzyskane ekwiwalentne mikrostruktury
sg rowniez prawidtlowe. Wynika to z powszechnie znanego faktu, ze schemat Mori-Tanaka
dla wtracen kulistych jest tozsamy z gérnym ograniczeniem Hashina-Shtrikmana (H-S%),
natomiast dla wtracen dyskowych, gdy 8 — 0, ograniczeniem dolnym (H-S") (wtasnos¢ ta
pokazana zostala w przyktadzie 2.1). Potwierdza to poprawno$¢ procedury rozwigzywania
zagadnienia odwrotnego. W przyktadzie 2.1 pokazano réwniez, ze ograniczenia H-S nie s3
osiggane przez schemat S-C. Wobec tego dla schematu S-C mimo, Ze otrzymalismy
poprawne parametry mikrostruktury (6 — 0 dla H-S™ i 8 — 1 dla H-S"), to nie uzyskalismy
zgodnosci w funkcji F™" (rys. 4.7b). Zatem, tak uzyskane mikrostruktury nie sg
ekwiwalentnymi, a nalezy ja traktowac jako tzw. mikrostruktury ,,optymalne”, tzn. takie,
ktore zapewniajag minimum funkcji kosztu Ep (3.26). Powyzsze jest konsekwencjg tego, 1z
schemat S-C, przy zatozeniu, ze matryca utworzona jest z wtracen o =1, nie zapewnia
pelnego spektrum wartosci Afom przebiegajacego od dolnego do goérnego ograniczenia

Hashina-Shtrikmana (patrz rys. 2.11).

)
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< el . " ~ e ° . .
1.0- P I ograniczenia H-S 1.04 7 |e s s o 0 e ograniczenia H-S
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Rys. 4.7. Makroskopowa funkcja odpowiedzi materiatowej dla dolnego i gérnego ograniczenia
Hashina-Shtrikmana (H-S™ i H-S") uzyskana dla rozwiazania zagadnienia bezposredniego
oraz predykcje schematu: a) M-T i b) S-C, uzyskane dla zagadnienia odwrotnego
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4.3.2. Zalozona funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury

W niniejszym przyktadzie poprawnos¢ procedury zweryfikowano w odmienny
sposob. Przyjeto z gory posta¢ ekwiwalentnej mikrostruktury, a nastepnie sprawdza si¢ czy
algorytm rozwigzania poprawnie zidentyfikuje z gory zatozona funkcje M®(6).
Rozwazamy wigc ponownie os$rodek porowaty o tych samych parametrach (¢ =0.2,
As=7.0 Wm™ K™). Ponadto, zatézmy funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury w postaci jak
na rys. 4.8a. Nastepnie na jej podstawie okreslono funkcje makroskopowej odpowiedzi
materialowej rozwigzujac zagadnienie pierwotne schematem M-T oraz niezaleznie
schematem S-C (rys.4.8b). Zauwazmy, ze w zaleznosci od uzytego schematu

aproksymacyjnego, ta sama funkcja M*(6) generuje rozne wartoéci funkcji F™™.

(a) (b)
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L | ° .
< 2 3.0 o .
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Rys. 4.8. a) Zatozona funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury oraz b) odpowiadajace jej
makroskopowe funkcje odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C

Rozwiagzujgc zagadnienie odwrotne w ujeciu schematu M-T i S-C poszukujemy
nastgpnie funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury metoda SA. Innymi stowy, weryfikujemy,
czy algorytm doprowadzi nas do zalozonej funkcji M*(6) przedstawionej na rys. 4.8a.
Ponownie, startujac z rozktadu jednostajnego (rys. 4.9a i rys. 4.10a) w kolejnych krokach
funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury ewoluuje az do postaci ostatecznej (zatrzymujace;j
procedure), przedstawionej na rys.4.9d (dla schematu M-T) i na rys.4.10d (dla
schematu S-C).

a)j=2 A d)j=200  MT(0)A,
& 0.06 6
& om / 0.04
< ] NMMH |
0.00 0.00 il “llll" -
10" 10° 107 10" 10® 107 107 10° 1wt 10° 107 100 10°
7] o 0 0

Rys. 4.9. Ewolucja funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla schematu M-T (My.1-4)
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Rys. 4.10. Ewolucja funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla schematu S-C (Ms.c*4)

Wyraznie wida¢, ze w ujeciu obu schematéw (M-T i S-C) funkcja ekwiwalentnej
mikrostruktury ewoluuje do postaci takiej, jak pierwotnie zostata zatozona (rys. 4.8a).
Zauwazalne sg drobne roznice, co jednak jak zostanie za chwil¢ pokazane, nie ma
wigkszego znaczenia na poprawnos$¢ predykcji przewodnosci cieplnej. Dla lepszego
zobrazowania uzyskanych zgodnosci, na kazdym z rysunkow, linig ciggla przedstawiono
zatozong posta¢ funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury.

Uzyskane funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury dla obu schematéow zostaly
nastepnie wykorzystane w celu wyznaczenia predykcji funkcji F™" (rys. 4.11). Pomimo
wspomnianych wczesniej réznic (pomigdzy zalozong a zidentyfikowang funkcja M(6))
uzyskano dobrg zgodnos$¢ wynikow dla funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej,
co ponownie dowodzi poprawnosci sformutowanej metody rozwigzania zagadnienia
odwrotnego teorii homogenizacji przy uzyciu metody stochastycznej optymalizacji

w sformutowaniu algorytmu symulowanego wyzarzania.

0.0 | [ \ | T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

At [Wm'K ']

Rys. 4.11. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwigzania
zagadnienia bezposredniego (punkty dyskretne) i odwrotnego (linie ciggle)
dla schematu M-T i S-C
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4.4. Podsumowanie

W rozdziale sformutowano procedure numerycznego rozwigzywania zagadnienia
odwrotnego teorii homogenizacji. Metode sformutowano wykorzystujac rownowazne
zagadnienie optymalizacyjne. Procedur¢ zaproponowano wykorzystujac metode
stochastycznej optymalizacji. Wykonane obliczenia zagadnien testowych ewidentnie

potwierdzaja jej poprawnos$¢ oraz efektywnosc.
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5. Ekwiwalentna mikrostruktura osrodka porowatego —

regularyzacja zagadnienia odwrotnego

W  poprzednim rozdziale poprawno$¢ procedury rozwigzywania zagadnienia
odwrotnego zweryfikowano na przyktadach, w ktorych makroskopowa funkcja
odpowiedzi materialowej (F™™) byla doktadnie znana. W rzeczywistoéci funkcje F™o
wyznaczy¢ mozna np. w badaniach laboratoryjnych poprzez sekwencyjne nasycanie
osrodka porowatego pltynami o znanej przewodnosci cieplnej 1 Wwyznaczanie
odpowiadajacej jej makroskopowej przewodnosci cieplnej. W takim przypadku, dyskretne

Fmom

wyniki funkcji moga by¢ zaburzone btgdami pomiarowymi. W niniejszym rozdziale
analizuje si¢ zatem wplyw bledow pomiarowych na identyfikacje ekwiwalentnej

mikrostruktury.

5.1. Wrazliwo$¢ rozwigzania zagadnienia odwrotnego na bledy

pomiarowe

Stabilno$¢ rozwigzania zagadnienia odwrotnego, jego wrazliwo$¢ na ,dane
wsadowe” zbadano wykorzystujac ekwiwalentng mikrostrukture z rozdziatu 4.3.2. Przyjeto
wiec, ze oryginalna ekwiwalentna mikrostruktura dana jest funkcja z rys. 4.8a. Nastepnie,
dla kilku wartosci przewodnosci cieplnej plynow wypetniajacych przestrzen porowsg
okre$lono funkcje F™™ w ujeciu schematu M-T i S-C. Do tak uzyskanych rezultatow
przypisano, w sposob losowy, pewne ich rozrzuty, ,,imitujagce” bltedy pomiarowe.
Generowanie btedow pomiarowych realizowane jest poprzez dodanie do poszczegdlnych

hom

dyskretnych wartosci A;i — (rys. 4.8b) losowej liczby z rozktadu normalnego o warto$ci

hom

sredniej rownej 0 oraz odchyleniu standardowemu ¢-4; ", tj.:

ﬂihom* :/flihom +W(O,8'ﬂ1hom), (51)

gdzie rv(y, o) jest liczba losowa z rozktadu normalnego charakteryzowanego warto$cig

hom

srednig w i odchyleniem standardowym o (przyjeto w=0 oraz o =¢'4; , gdzie ¢ to

zalozona warto$¢ btedow pomiarowych).
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Nalezy podkresli¢, ze ze wzgledu na losowy charakter przypisywania bledow
pomiarowych, oczywistym jest, ze istnieje nieskonczenie wiele realizacji funkcji F™.
Realizacje te opisywac bedziemy symbolem w.

Przyjeto trzy rozne wartosci btedu &, tj. ¢=0.001, ¢=0.01 oraz ¢=0.05. Funkcj¢
F™™  (rys. 4.8b), niezaleznie dla schematu M-T oraz S-C, zaburzono btedami
pomiarowymi zgodnie z opisang powyzej procedura. Dla kazdej wartosci & wygenerowano

Fmom

30 losowych realizacji . Przyktadowg realizacje, w =1, wygenerowang dla schematu
M-T, dla trzech réznych wartosci btedu ¢, przedstawiono na rys. 5.1. Liniami ciggltymi
oznaczono maksymalne wartosci, jakie moglyby zosta¢ przypisane do poszczegdlnych
punktéw (na poziomie ufnosci 95%). Zakreskowany obszar jest zatem polem, ktore okresla

mozliwe warto$ci przewodno$ci cieplnej, ktére wynikaja z zaburzenia btgdami

pomiarowymi.
a) M-T, £=0.001 b) M-T, £=0.01 ¢)M-T, £=0.05 T
4.0 4.0 = 40 T !
— V,,,_,;:n’-:-';”k_ //,./ 3 i
304 3.0 P — 3.0 /,,.3)/)5/_/.»//'
E & A
E 20 20 7 20 7
= 7 e
E / /'///
. 1.0 ; e e g=0 1.0 c e g=0 1.0 ﬂ c e e g=0
/ o £=0.001, =1 o £=0.01, w=1 / e 0 0 £=0.05 w=1
00+ > 0.0~ e 000
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Rys. 5.1. Funkcja F™" bez btedu pomiarowego (¢ = 0) oraz przyktadowa realizacja o =1 funkcji
F™™" zaburzona btedami pomiarowymi dla schematu M-T dla: a) £=0.001, b) £=0.011i ¢) £=0.05

W kolejnym kroku rozwigzano sekwencj¢ zagadnien odwrotnych poszukujac funkcji
M®*-A na podstawie ,,zaburzonych” funkcji F™". Ostateczne formy M®*¥-4 dla schematu
M-T przedstawiono na rys. 5.2 dla ¢=0.001, na rys. 5.3 dla ¢=0.01 oraz na rys. 5.4 dla
¢=0.05. Innymi stowy, przedstawione na rysunkach ponizej funkcje M(6) sa tymi, ktore
zatrzymywaly procedure optymalizacji. Ze wzgledu na duza liczbe analizowanych
realizacji w, wyniki zaprezentowano tylko dla pierwszych osmiu losowych sekwencji
btedow pomiarowych. W analogicznej formie zaprezentowano wyniki dla schematu S-C,

kolejno na rys. 5.5, rys. 5.6 oraz rys. 5.7.
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Rys. 5.3. Funkcja M*-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji w; ¢=0.01
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Rys. 5.4. Funkcja M*- 4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji w; ¢ =0.05
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Rys. 5.5. Funkcja M**4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji w; ¢=0.001
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Rys. 5.6. Funkcja M*-4 dla schematu S-C dla przykladowych o$miu realizacji w; ¢=0.01
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Rys. 5.7. Funkcja M*-4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji w; ¢=0.05

Wyraznie wida¢, ze wraz ze zwigkszajaca si¢ wartoscig ¢ zidentyfikowane funkcje

M®-4 coraz bardziej odbiegaja od postaci takiej, jaka odpowiada rozwigzaniu idealnemu

(bez ,,zaburzonych” danych wejsciowych). Dodatkowo wraz ze zwigkszajaca si¢ wartoscia

¢ funkcja M4 ma charakter coraz bardziej dyskretny i dla ¢=0.05 otrzymujemy

rozwigzanie w postaci 2-3 dyskretnych ,,rodzin” wtracen. Ponadto, juz dla ¢=0.001

64



rozwigzanie jest niestabilne, poniewaz dla kazdej realizacji w otrzymujemy inng postac
M®*-4, dla obu schematéw aproksymacyjnych. Wida¢ zatem, Ze niewielkie btedy
pomiarowe funkcji F™" prowadza do duzej niestabilnoéci rozwigzania zagadnienia
odwrotnego. Rosngcy btad rozwigzania (niezgodnos¢ zidentyfikowanej funkcji M(6)
Z pierwotnie zalozong) wraz ze wzrastajagcym bigdem & zauwazy¢ mozna rowniez
w przypadku predykcji przewodnosci cieplnej. Zaprezentowano to na rys. 5.8 — rys. 5.10,
gdzie uzyskane predykcje zestawiono wraz z funkcjg F™°" wynikajaca z zatozonej a priori

funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury bez uwzgledniania bl¢edéw pomiarowych (&= 0).
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Rys. 5.8. F™™ dla przyktadowych o$miu realizacji » dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.001
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Rys. 5.9. F™™ dla przyktadowych o$miu realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.01
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Rys. 5.10. F™™ dla przyktadowych o$miu realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.05
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Wida¢, ze wraz ze wzrostem wartosci € pogarsza si¢ jakos¢ predykcji. Najwazniejsze
jednak sg ,,drastyczne” zmiany funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury w konsekwencji
,hiewielkich” zaburzen danych wejsciowych. Oznacza to, ze zagadnienie odwrotne teorii
homogenizacji, w jej sformutowaniu zaproponowanym w rozdziale 3, jest niestabilne.
Metode stabilizacji rozwigzania zagadnienia odwrotnego zaproponowano w nast¢pnym

podrozdziale.

5.2. Stabilizacja rozwigzania zagadnienia odwrotnego

W 1923 roku Hadamard (Kress i in., 1989) postulowat istnienie trzech warunkow dla

zagadnien matematycznych wystepujacych w fizyce:

e rozwigzanie zagadnienia istnieje,

e rozwigzanie jest jednoznaczne,

e rozwigzanie jest stabilne — w sposob ciagly zaleza od danych wej$ciowych.
Jezeli dane zagadnienie spetnia powyzsze trzy warunki, wtedy nazywane jest dobrze
uwarunkowanym (ang. well-posed). W przeciwnym wypadku, gdy nie spelnia chocby
jednego z nich, nazywane jest zle uwarunkowanym (ang. ill-posed).

Najczegsciej fizyczne zagadnienia odwrotne nie spelniaja trzeciego postulatu
Hadamarda, tj. mate zmiany w danych wejsciowych implikuja duze zmiany rozwigzania,
przez co zagadnienie odwrotne staje si¢ zle uwarunkowane. Sformutowane w poprzednim
rozdziale zagadnienie odwrotne teorii homogenizacji réwniez jest zle uwarunkowane
(patrz rozdziat 5). Jezeli funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej (dane
wejsciowe) obarczona zostata nawet niewielkimi btedami pomiarowymi (jak pokazano
W licznych przyktadach obliczeniowych) skutkowato to duzymi btedami 1 niestabilno$cia
funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury (dane wyjsciowe).

Aby ustabilizowac¢ rozwigzanie Zle uwarunkowanego zagadnienia stosuje si¢ techniki
regularyzacji. Jedna z najstarszych i najbardziej popularnych jest technika regularyzacji
Tichonowa. Zostata opracowana niezaleznie przez Andrieja Tichonowa (Tichonow, 1963)
i Davida Phillipsa (Phillips, 1962). David Phillips uzyt jej z powodzeniem do
numerycznego rozwigzania rownania Fredholma I-go rodzaju. W swojej pracy wskazat
wiele innych metod rozwigzywania tego typu réwnan, ale zaznaczyl, ze zadna z nich nie
jest skuteczna w przypadku, gdy prawa strona roéwnania jest wyznaczona z pewnym

nieznanym btedem.
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5.2.1. Procedura regularyzacji Tichonowa

Dyskretyzacja liniowego problemu odwrotnego zazwyczaj sprowadza sie do

liniowego uktadu rownan (Calvetti i in., 2000):

Ax=b, AeR™", xeR", beR", (5.2)

gdzie x to wektor niewiadomych, b to wektor danych wejSciowych obarczony btedami
pomiarowymi, a A to zle uwarunkowana macierz bedgca ,jadrem” K w przypadku
réwnania Fredholma I-go rodzaju.

W swojej najprostszej postaci, regularyzacja Tichonowa zastepuje uktad réwnan

(5.2) poprzez nastepujacy uktad:
(ATA+ul)x=A'b, (5.3)

gdzie | to macierz jednostkowa, natomiast u >0 to parametr regularyzacji. Dla kazdego

>0, uktad rownan (5.3) ma jednoznaczne rozwigzanie:
T AT
X, =(ATA+ul)" A'b. (5.4)

Niezwykle waznym, a jednocze$nie bardzo trudnym, zadaniem jest wyznaczenie
odpowiedniej wartosci parametru regularyzacji u. Do jego wyznaczenia stosowa¢ mozna
roézne techniki - najczesciej korzysta si¢ jednak z metod bazujacych na tzw. ,krzywej L”
(ang. L-curve) (Lawson & Hanson, 1995). Jesli ¢ jest rosngcg, monotoniczng funkcja
(np. p(t) =t dla t>0), wtedy dla x>0 krzywa L zdefiniowa¢ mozemy jako zbiér punktow

odpowiadajacych roznym warto§ciom parametru u, tj.:

L(u)={¢(HX;,H2)’¢(H%H2 )} (55)

gdzie d, to roznica pomigdzy uzyskanym rozwigzaniem dla wartosci x4, a danymi

wejsciowymi:

d =Ax —b. (5.6)

u 12

Ponadto, w réwnaniu (5.5), symbol ||.|| oznacza norme euklidesowa. Krzywa (5.5)
nazywana jest krzywa L, poniewaz jej ksztatt, w wigkszosci przypadkow, przypomina
litere ,,L”. Po raz pierwszy uzyli ja Lawson i Hanson (Lawson & Hanson, 1995), a jej

wlasnosci obszernie opisane zostaty przez Hansena (Hansen, 1998).
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Jak wspomniano wyzej, w podejsciu takim, najwazniejsze jest wyznaczenie
optymalnej warto$ci parametru regularyzacji. Hansen i O’Leary (Hansen & O’Leary,
1993) postulowali, ze najbardziej optymalng warto$cig parametru regularyzacji (oznaczaé
Jja bedziemy jako uqpt) jest ta, ktora ,,wyznacza” punkt zatamania krzywej L. Uzycie tak
okreslonej warto$ci uopt, jako parametru regularyzacji, nie jest uniwersalne i nie gwarantuje
zawsze najlepszego rozwigzania dla kazdego zagadnienia. Zostanie to rowniez pokazane
w dalszej cze$ci tego rozdziatu.

Opisana powyzej koncepcja regularyzacji  Tichonowa  wykorzystywata
sformulowanie  algebraiczne  (5.2)  zagadnienia  odwrotnego.  Sformulowanie

optymalizacyjne (5.2) to:
min [ Ax—blf", (5.7)
i w konsekwencji regularyzacji Tichonowa prowadzi do:
min ([|Ax b + ") (5.8)

W przypadku analizowanego w niniejszej rozprawie zagadnienia odwrotnego

regularyzacja Tichonowa prowadzi do nastepujgcej modyfikacji problemu (4.6), tj.:

2

A max | Oma Omax
mine [ | [ B (4,0)M(0)d6-g (A 4, A"" (4))| d4 +p- [ M?(8)d0;.  (5.9)
A min L Omin Onin

Zaproponowany Ww rozdziale 4.2 algorytm numerycznego rozwigzywania
zagadnienia odwrotnego wykorzystywat, dodatkowo, w zagadnieniu optymalizacyjnym
(4.6) funkcje wagi 1/g(A)%. W dalszej czesci nadal wykorzystywane bedzie pierwotne

sformulowanie (4.6) z uwzglednieniem jednak regularyzacji Tichonowa, a zatem:

_0 -2

max

| ] P 0)M(0)dO-g(2, 4,27 (%))
LA PN rTrwowey R R A

min
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5.2.2. Implementacja regularyzacji Tichonowa do zagadnienia

odwrotnego

W celu ustabilizowania rozwigzania zagadnienia odwrotnego sformulowanego
w rozdziale 3  zastosowano koncepcje regularyzacji  Tichonowa przedstawiong
w rozdziale 5.2.1. Implementacja techniki regularyzacji polega w tym przypadku na
przeksztalceniu funkcji celu (4.7) w metodzie stochastycznej optymalizacji symulowanego

wyzarzania (metodzie SA) do nastgpujacej postaci:

2
Ny

Lo ZRGaM@ms(a)| o
9

Ep=—D ) +u- ) M2(6 A, (5.11)

N = k=1

Obecnos¢ w powyzszym rownaniu dodatkowego cztonu, wzgledem pierwotniej
postaci (4.7), jest konsekwencjg sformulowanej wczesniej techniki regularyzacji.
Kluczowym aspektem jest oczywiscie okreslenie optymalne warto$ci dla parametru
regularyzacji, tj. uopr. Warto zauwazy¢, ze dla wartosci parametru regularyzacji x4 =0
powyzsza funkcja ,,powraca” do pierwotnej postaci (4.7). Z kolei gdy u — o rozwigzanie
funkcji M® zbiega do rozktadu réwnomiernego, tzn. wszystkie dyskretne ,rodziny”
wtracen sg wowczas réwno prawdopodobne. Korzystajac z przeksztalconej funkeji
zawierajacej parametr regularyzacji (5.11) ponownie analizowano zagadnienie odwrotne
jak z rozdziatu 4.3.2. Obliczenia wykonano dla roéznych wartosci wspotczynnika
regularyzacji u, w zakresie od 10 do 107 przyjeto tacznie 28 réznych wartosci u.
Poszukiwano funkcji M®-4 dla trzydziestu przyktadowych realizacji o, tj. sekwencji

bledow pomiarowych nalozonych na funkcje F™"

(posta¢ tej funkcji bez bledow
pomiarowych prezentuje rys. 4.8b). Ponownie rozwazono trzy przypadki roznigce si¢
wartosciami btedu ¢ (¢ =0.001, ¢=0.01 oraz ¢ = 0.05).

Nalezy tu podkresli¢, Zze implementacja techniki regularyzacji do rozwazanego
zagadnienia odwrotnego ma w zasadzie dwa zasadnicze cele. Pierwszy z nich wigze si¢
Z ustabilizowaniem rozwigzania, tzn. dazymy do tego, aby wyznaczy¢ taka ekwiwalentna
mikrostrukture, ktéra niezaleznie od losowej sekwencji btedéw pomiarowych (realizacja
) bedzie pozostawac praktycznie niezmienna. Drugim celem jest to, aby tak okre§lona

mikrostruktura wcigz zapewniata dobra predykcje przewodnosci cieplnej w zadanym

zakresie przewodnosci cieplne;.

69



W dalszym ciggu zastosowano technike¢ okre$lania optymalnej wartoSci parametru
regularyzacji na podstawie krzywej L, a wigc okreslono warto$¢ uept, jako odpowiadajaca
punktowi zatamania krzywej L, zgodnie z propozycja Hansen i O’Leary (Hansen
& O’Leary, 1993). Krzywag L, dla przyktadowej realizacii w=1 dla ¢=0.05,
zaprezentowano na rys. 5.11. Przedstawiono wyniki uzyskane za pomocg obu schematow
analitycznych, tj. Mori-Tanaki (rys.5.11a) i samouzgodnionego pola (rys.5.11b). Na
wykresach zaprezentowano réwniez przyjmowane w obliczeniach warto$ci parametru u

oraz okreslone wartosci optymalne pqpt.

a) b) S-C, =1
1x10° 3 1x10° 3
L Ix1074 L Ix1074
E: ] g: ]
C o Ix10' C o Ix10'
1x10° +—r— e 1x10° ey : , h
1x10™ 1x107 1x107 1x10™ 1x10™ 1x10° 1x107 1x10™

2
[EA

Rys. 5.11. Krzywa L dla przyktadowe;j realizacji w =1 dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.05

Otrzymane (z uwzglednieniem techniki regularyzacji) funkcje M4 dla
przyktadowych o$miu wartosci u przedstawiono na rys. 5.12 dla schematu M-T oraz na
rys. 5.13 dla schematu S-C. Dla matych wartosci u, funkcje M®-4 majg bimodalny
(w skali logarytmicznej) charakter, zblizony do to tego, jaki uzyskano w przypadku braku
uzycia techniki regularyzacji. W miar¢ wzrostu wartosci u rozwigzanie przybliza si¢ do
postaci ,,ciaglej” i ostatecznie dla u — oo, M®*3-4 zbiega do rozktadu jednostajnego (nalezy
tu zwrocié uwage, ze ksztatt funkcji M®-4 nie jest podobny do klasycznego rozktadu
rébwnomiernego ze wzgledu na logarytmiczny podziat w odniesieniu do dtugosci
przedziatow A). Na ponizszych wykresach wyrdzniono (przedstawiono jako obramowane)
funkcje M*-4 uzyskane dla uop, ktore jak wida¢ do$¢ znacznie roznig si¢ dla obu uzytych

schematéw 1 wcigz odbiegaja od postaci takiej, jak zostata pierwotnie zalozona.
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Rys. 5.12. Funkcja M*-4 dla przyktadowych o$miu wspotczynnikow regularyzacji dla schematu
M-T; =1, e=0.05
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Rys. 5.13. Funkcja M**-4 dla przyktadowych o$miu wspotczynnikow regularyzacji dla schematu
S-C:w=1,¢=0.05

Uzyskane funkcje M® dla schematu M-T oraz S-C wykorzystane zostaty nastepnie

W sposob bezposredni w celu wyznaczenia predykeji przewodnosci cieplnej rozwazanego

osrodka (rys. 5.14). Dla matych wartosci wspotczynnika regularyzacji, predykcja oraz

zatozona funkcja

Fmom

praktycznie si¢ ze sobg pokrywaja. Natomiast po przekroczeniu

pewnej warto$ci granicznej u predykcja zaczyna co raz bardziej odbiega¢ od zaloZzonej

postaci funkcji F™".

71



a) M-T e b) S-C e
4.0+ 4.0
v : v
T 3.0 7 T 304 .7
= . £ /
E 4 e ¢ « Pomiary laboratoryjne E ' ¢ Pomiary laboratoryjne
£ 20- - u=0 g 2.0 w k=0
= B o = 109 = #= pope = 107
— — - u=1023 — — - u=102%
1.0+ —-—-- u=1013 1.0 — = u=10"
T T T T T T T T T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6
As [(Wm'K 1] Ar [Wm'K 1]

Rys. 5.14. Funkcja F™" dla przyktadowych czterech wartosci u (u =0 — brak regularyzacji) dla
schematu: a) M-T i b) S-C; w=1,¢=0.05

Na kolejnych wykresach prezentuje si¢ wyniki zbiorcze dla o§miu przyktadowych
realizacji bledow pomiarowych w. Krzywe L, wraz z zaznaczonymi w miejscu zatamania
krzywych warto$ciami uopt, przedstawiono na rys. 5.15 dla ¢ = 0.001, rys. 5.16 dla ¢=0.01
i rys.5.17 dla £=0.05. Dla tak okreslonych warto$ci wspotczynnika regularyzacji uopt
(tabela 5.1) funkcje M*-4 dla trzech rozwazanych warto$ci & zaprezentowano na rys. 5.19
— rys. 5.21 dla schematu M-T i rys.5.22 — rys.5.24 dla schematu S-C. Zestawienie
krzywych L dla jednej przyktadowej realizacji w dla trzech réznych wartoéci btgdu ¢
zobrazowano na rys. 5.18. Analizujac wyniki dla wszystkich trzydziestu wykonanych
realizacji w mozna okresli¢ przedziaty wartosci uopt jakie otrzymano dla poszczegodlnych
wartosci €:

o 10°™-107"% dla schematu M-T i 107° — 10"*° dla schematu S-C dla ¢ = 0.001,

e 10°°-10"dla schematu M-T i 10°" — 10" dla schematu S-C dla ¢ = 0.01,

o 10™"% 107 dla schematu M-T i 103" — 10%" dla schematu S-C dla & = 0.05.
Widaé, ze wraz ze zwigkszajaca si¢ wartoscig bledu & warto$¢ popt OWNiez wzrasta.
Ponadto, dla schematu M-T otrzymujemy nizsze warto$ci uop niz dla schematu S-C.
Niemniej jednak nie da si¢ jednoznacznie okresli¢ jednej/optymalnej wartosci uopt
okreslonej na podstawie zatamania krzywych L, poniewaz warto$§¢ ta roézni si¢
w zalezno$ci od danej realizacji w, bledu ¢, a takze uzytego schematu aproksymacyjnego.
Dodatkowo tak okreSlone uopt nie stabilizuje rozwigzania zagadnienia odwrotnego
poniewaz rozwigzanie M®¥-A nadal rézni sic w zalezno$ci od danej realizacji bledoéw
pomiarowych (rys. 5.19 — rys. 5.24). Oczywiscie, rdznica ta jest znacznie mniejsza niz

w przypadku braku uzycia techniki regularyzacji (rys. 5.2 —rys. 5.7).
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Rys. 5.15. Krzywa L dla przyktadowych o$miu realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C;
£=0.001
A M- = A Qo =
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Rys. 5.16. Krzywa L dla przyktadowych o$miu realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C;
¢=0.01
2 . = 2 - =
Ix10' ] M-T, w=1,2,....8 % b) 1310 S-C,w=1.2,..8 \&
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Rys. 5.17. Krzywa L dla przyktadowych o$miu realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C;
£=0.05
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Rys. 5.18. Krzywa L dla jednej przyktadowe;j realizacji  dla schematu: a) M-T i b) S-C; dla trzech
wartosci bledu ¢, tj. £=0.001, ¢= 0.01 oraz = 0.05

Tabela 5.1. Warto$¢ wspolczynnika regularyzacji uop okreslona w miejscu zatamania krzywej L
dla o$miu przyktadowych realizacji w dla trzech rozwazanych wartosci ¢

Schemat M-T Schemat S-C
© £=0.001 £=0.01 £=0.05 £=0.001 e=0.01 £=0.05
1 1075 107800 1035 1079 107590 10739
2 10-7.50 10-6.00 10-3.75 10-7.25 10-4.75 10-2.75
3 10-7.25 10-5.25 10-3.75 10-7.00 10-4.75 10-3.00
5 1075 1057 1035 1072 1057 1032
6 1072 10755 1035 1075 105 1032
7 10750 10755 1035 1079 10475 1035
8 10775 107850 1032 1075 105 1032
0.08 » a) o=1 0.06 » b) @=2 0.08 2 ) =3 0.08 » d) w=4
f-: 0.06 - 0.04 "-‘ 0.06 - 0.06 -
S 0041 h 0.04 1 0.04 1 ‘r
S ad |l e el
s 0.00 41|1|1l””|“|h"ﬂh4‘“ I 0.00 _J||||||||| ‘||[||‘||| “il...ll]r) 0.00 4I|l||“mllm”l"”l“l"“ l_r) 000,JI||||”||“I""“""III]'” [I._r>
10" 10° 107 10" 10" 10" 10° 107 10" 10° 10 107 107 100 10° 10 107 107 100 10°
- 0.06 » €) ®=5 \ 0.06 o ) ®=6 A 0.10 5 2) w=7 0.10 » h) w=8
T A~ A NS R |
Y Y P
EF Y TN Y T ey .
10" 10% 107 10" 10 10" 10° 107 100 10° 10" 107 107 10" 10° 10" 10% 107 10" 10°
0 i) o o

Rys. 5.19. Funkcja M®*¥-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™" dla optymalnego wspotczynnika regularyzacji sop; €= 0.001
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Rys. 5.20. Funkcja M®*-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™" dla optymalnego wspotczynnika regularyzacji popt; ¢ = 0.01
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Rys. 5.21. Funkcja M**4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™" dla optymalnego wspotczynnika regularyzacji popt; € = 0.05

0.12 4 a) w1 0.16 2 b) @=2 0.10 ¢)@=3 0.12 2 d) w4
0.08
0.12
0.08 0.06 | 0.08 -
0.08 1 0.04 -
R . ! S iI\IHHI l‘ HHI !
0.00 fumujill[ml IJ'|_. I A 0.00 ,#.,..uulll||||||”|||l,';| I > 0.00 _#.mllll||||| | ) 0.00 J-m |||l|—”|1|” |||l | ‘r>
10" 10° 107 10" 10° 10" 10° 107 10" 10° 10° 0" 10" 10°
0.125 ) @=5 0.16 5 ) w6 0.163 g) ©=7 0.08 » h) =8
0.08 0.12 0.12 1 0.06 -
0.08 - 0.08 0.04 -
IIIHI I‘ A IIII\W
0.00 L mlll—[["m | .___....,_). 0.00 0.00 __,,..uuul.ﬂm[m“" |_,_> 0.00 4uulIIJ || L|l "'
10" 0" 10° 10" 0! 10" 10° 107 100 10° 107" 0* 10" 10
{) 7] 6

Rys. 5.22. Funkcja M*¥-4 dla schematu S-C dla przykladowych o$miu realizacji btedow
pomiarowych funkcji F™" dla optymalnego wspotczynnika regularyzacji pop; €= 0.001
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Rys. 5.23. Funkcja M**-4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™" dla optymalnego wspotczynnika regularyzacji popt; €= 0.01
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Rys. 5.24. Funkcja M**-4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™" dla optymalnego wspotczynnika regularyzacji sop; €= 0.05

W kolejnym kroku na podstawie funkcji M®* dla optymalnych wspoétczynnikow
regularyzacji uopt wyznaczono funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej F™"
(rys. 5.25 dla £=0.001, rys.5.26 dla £¢=0.01 oraz rys.5.27 dla ¢=0.05). Porownujac
uzyskane wyniki dla u = uopt (rys. 5.27) z wynikami bez regularyzacji dla x =0 (rys. 5.10)

wida¢ rowniez poprawe stabilizacji w funkcji makroskopowej odpowiedzi materialowe;.
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Rys. 5.25. F™™ dla optymalnych wspotczynnikow regularyzacji pop dla przyktadowych o§miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.001
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4.0+ aeee==® 4.0+ o=
Pt et
— 59,50‘ — P -
L= - = o
¥ 30- o 2 30+ e
3 o = o
E’ 0”’ E /'/
g 20 7 g 200 S
~< s o o o g=0 =< ‘/ o o © g=(
/ !
it =001 f e £=0.01
10- ¢ ¢ 10 °
T T T T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 0 01 02 03 04 05 06
Ae [Wm K] Ae [Wm'K ]

Rys. 5.26. F™™ dla optymalnych wspotczynnikow regularyzacji uqp dla przyktadowych o$miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.01

a) M-T,w=12,...8 b) S-C,w=12,..8 -
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Rys. 5.27. F™™ dla optymalnych wspotczynnikow regularyzacji uqp dla przyktadowych o$miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; £=0.05
Wykonano réwniez obliczenia, w ktorych analizowano zachowanie si¢ (W sensie
uzyskiwanych warto$ci) funkcji celu Ep (5.11) w zaleznosci od przyjetej wartosci
parametru u. Uzyskane wartosci funkcji celu wzgledem wspotczynnika regularyzacji u,
dla o$miu przyktadowych realizacji w, przedstawiono na rys. 5.28 — rys. 5.30. Wartosci Ep
odpowiadaja oczywiscie wartosci minimalnej, a wigc okreSlonej w ostatniej iteracji

procesu optymalizacji. Dodatkowo na wykresach tych przedstawiono rowniez przedziaty
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wartosci parametru uor Wyznaczonych na podstawie identyfikacji miejsc zatamania

krzywych L. Jak tatwo zauwazy¢, w obu przypadkach (tj. schemat M-T oraz S-C) wartosSci

funkcji celu Ep stabilizuja si¢ dla nieco wigkszych warto$ci parametru u, niz te okreslone

na podstawie krzywej L. | tak, np. w przypadku schematu M-T dla ¢=0.001 (rys. 5.28a)

zakres optymalnych wartosci u (okreslonych na podstawie krzywej L) wynosi od

10" do 107*. Tymczasem, stabilno$¢ wartosci funkcji celu zapewnia dopiero wartosé

parametru regularyzacji nie mniejsza niz ~10°,

a)

a)

a)
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Rys. 5.28. Wartos¢ Ep wzgledem wspotczynnika regularyzacji ¢ dla przyktadowych o§miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢= 0.001
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Rys. 5.29. Wartos$¢ Ep wzgledem wspotczynnika regularyzacji u dla przyktadowych o$miu
realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.01
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Rys. 5.30. Wartos¢ Ep wzgledem wspotczynnika regularyzacji ¢ dla przyktadowych o$miu
realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.05



Podsumowujac, Uzycie warto$ci parametru regularyzacji uopt — jako wartosci
wyznaczajacej punkt zalamania krzywej L — dla rozwazanego w niniejszej pracy
zagadnienia odwrotnego cze$ciowo stabilizuje rozwigzanie. Jednakze, stabilizacja wcigz
daleka jest od oczekiwan Autora pracy. Dodatkowo, okreslona na podstawie krzywej L
wartos$¢ uopt rozni si¢ w zaleznosci od danej realizacji w, bledu ¢, a takze uzytego schematu
aproksymacyjnego. Powoduje to, iz nie mozna okresli¢ jednej (ogélnej) optymalnej
warto$ci parametru regularyzacji dla rozwazanego zagadnienia. W zasadzie, kazda
realizacja bledow pomiarowych wymagataby osobnych analiz i dobierania dedykowanej
do danej realizacji wartoSci ugpt. Wobec powyzszego, w kolejnym podrozdziale proponuje
si¢ autorska metode okre§lenia optymalnej wartosci wspotczynnika regularyzacji,

dedykowanej rozwigzywanemu zagadnieniu odwrotnemu teorii homogenizacji.

5.2.3. Autorska metoda wyznaczania optymalnej wartosci

wspolczynnika regularyzacji

Jak wspomniano juz wczesniej, najbardziej pozadanym rozwigzaniem zagadnienia
odwrotnego jest okreSlenie stabilnej funkcji M®, ktéra zapewnia jednocze$nie dobrg
predykcje makroskopowej przewodnosci cieplnej osrodka (w sensie zgodnos$ci z zatozong
funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej (F™°™)). Pokazano, ze stosujac technike
regularyzacji Tichonowa, jezeli wspotczynnik regularyzacji rosnie, to rozwigzanie,
owszem, staje si¢ coraz bardziej stabilne, niestety kosztem rosngcego btedu predykc;ji

funkcji F™™

. Problem regularyzacji sprowadza si¢ zatem do okres§lenia optymalnej
warto$ci parametru regularyzacji, a wigc takiej, ktdra zapewni rozsadny kompromis
pomiedzy predykcjg funkcji F™°™ a stabilno$cig rozwigzania. Jak pokazano w poprzednim
podrozdziale, jest to zadanie trudne, a wspotczynnik regularyzacji okre$lany na podstawie
punktu zalamania krzywej L, w przypadku rozwazanego zagadnienia odwrotnego, nie
przynosi zadowalajacych rezultatow.

Zwro¢my jednak uwage na fakt, iz w sformulowanym tutaj zagadnieniu
poszukujemy funkcji M®9, ktora jest funkcja ,,ekwiwalentnej” (wirtualnej) mikrostruktury.
Wobec tego zagadnienie to rézni si¢ w znacznym stopniu od powszechnie znanych
zagadnien odwrotnych. Dla przyktadu, w mikrotomografii komputerowej poszukujemy

morfologii badanego materialu i interesuje nas tylko i wytacznie dobra rekonstrukcja jej
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rzeczywistej mikrostruktury. Z kolei w rozwazanym w tej pracy zagadnieniu interesuje nas
glownie to, aby zidentyfikowana funkcja M* zapewniata dobrg predykcje funkcji F™".
Nie poszukujemy zatem rzeczywistej mikrostruktury osrodka, ale takiej, ktoéra zapewnia
dobra predykcje jego odpowiedzi makroskopowej. Innymi stowy, nie interesuje nas tak
naprawde konkretna posta¢ funkcji M®, a raczej jej efekt, w sensie dobrej predykcji
przewodnosci cieplnej osrodka.

We wczesniejszych rozwazaniach postulowano, ze jesli wartos¢ funkcji celu zbiega
do zera (Ep— 0), to okreslona funkcja M staje si¢ poszukiwang funkcjg ekwiwalentnej

mikrostruktury M®. Jezeli jednak funkcja F™°"

, a wigec np. pomiary laboratoryjne,
obarczone sg pewnym bledem pomiarowym, to wtedy warto$¢ Ep zbiega do pewnej,
wzglednie matej wartosci. Wobec tego, mozna okresli¢ pewng warto$¢ graniczng dla
funkcji celu, nazwijmy ja Ep’, ponizej, ktérej rozwiazanie zagadnienia odwrotnego uznaje

si¢ jako ekwiwalentng mikrostrukture, tj.:

M — M%< E, <E,. (5.12)

Wobec powyzszego, jezeli okreslimy warto$¢ graniczna bledu rozwiazania (Ep ), to
wowczas mozna postulowaé, ze optymalna warto$¢ wspolczynnika regularyzacji ,u*opt, to

taka dla ktorej spetniona jest nastepujaca zaleznos¢:

H _),u:pt <=5 (:u;pt) =E,. (5.13)
Definiujac w ten sposob zmodyfikowang warto§¢ wspotczynnika regularyzacji, ,u*opt,
otrzymamy mozliwie najbardziej stabilne rozwigzanie M®, jednocze$nie nie
przekraczajace zatozonego btedu dla predykcji makroskopowej przewodnosci cieplnej

osrodka (czyli dopasowania do zadanej funkcji F™"

). W dalszych rozwazaniach
weryfikuje si¢ takie podejscie.

Przyjmuje sie, Ze graniczna warto$¢ funkeji celu Ep” wynosi 0.01. Nastepnie, dla tak
przyjetego Ep okreslono ,u*opt, o ile bytlo to mozliwe, dla poszczegdlnych wartosci e.
Analizuje si¢ ten sam przyktad obliczeniowy, jak w przypadku rozwazan prowadzonych
technikg bazujaca na krzywej L. Na rys.5.31 (¢=0.001) oraz na rys.5.32 (¢=0.01)
przedstawiono funkcj¢ Ep(u) dla osmiu przyktadowych realizacji @ z naniesiong wartoscia
Ep i okreslonymi warto$ciami ,u*opt. Dla ¢=0.001 i ¢=0.01 otrzymano ,u*opt=10‘3'5 dla

schematu M-T i ,u*opt=10'3'25 dla schematu S-C. Dodatkowo, dla poréwnania, na
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wykresach przedstawia si¢ tez zakresy optymalnej wartosci parametru regularyzacji
okreslone w poprzednim podrozdziale, gdzie bazowano na analizie krzywej L.

Dla ¢=0.05, w przypadku obu schematow aproksymacyjnych, warto$¢ Ep, dla
wiekszosci z analizowanych realizacji bledow pomiarowych w, przekroczyla wartosé

F™™ jest obarczona zbyt duzymi

dopuszczalna Ep. Wynika z tego, ze jezeli funkcja
btedami pomiarowymi, wowczas nie jest mozliwe znalezienie stabilnego rozwigzania M,
ktore z zadowalajgcym bledem potrafitoby odtworzy¢ parametry makroskopowe osrodka,

niezaleznie od ptynu wypelniajacego jego przestrzen porows.
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Rys. 5.31. Warto$¢ Ep wzgledem wspotczynnika regularyzacji ¢ dla przyktadowych o$miu
realizacji w dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.001
) ,* M-T,0=12,.8 b) A 85C,w=1.2,..8
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Rys. 5.32. Warto$¢ Ep wzgledem wspotczynnika regularyzacji ¢ dla przyktadowych o$miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.01
Dla tak okreslonych x op funkcje M®-4 dla & = 0.001 oraz ¢ = 0.01 zaprezentowano
na rys. 5.33 — rys. 5.34 i rys. 5.35 — rys. 5.36, odpowiednio, dla schematu M-T i S-C.
Oczywiscie, zidentyfikowane funkcje odbiegaja od zalozonej postaci funkcji
ekwiwalentnej mikrostruktury. Ro6znig si¢ rowniez migdzy sobg w zalezno$ci od uzytego
schematu aproksymacyjnego, tj. M-T lub S-C. Jednakze mozna zauwazy¢, ze dla obu
uzytych schematow aproksymacyjnych, funkcje M*-4, niezaleznie od danej realizacji w,

sg stabilne.
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W kolejnym kroku na podstawie funkcji M**-4 dla zmodyfikowanego wspétczynnika
regularyzacji (,u*opt) okreslono predykcje przewodnos$ci cieplnej celem sprawdzenia czy
uzyskane mikrostruktury zapewniajg zgodno$¢ predykeji z zatozong funkcjg F™". Wyniki
zaprezentowano na rys. 5.37 i rys. 5.38, odpowiednio, dla e=0.001 i ¢=0.01. Wida¢, ze
mimo iz wartosci ,u*opt S3 zZnaczaco wyzsze niz Uopt (a wigc te okreslone na podstawie

krzywej L) to dopasowanie do funkcji F™™ nadal ma wysoka zgodno$¢, jest prawie

idealne.
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Rys. 5.33. Funkcja M*-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™™ dla zmodyfikowanego wspotczynnika regularyzacji u opr; £ = 0.001
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Rys. 5.34. Funkcja M®*¥-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™™ dla zmodyfikowanego wspotczynnika regularyzacji u”op; £ = 0.01
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Rys. 5.35. Funkcja M*4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™" dla zmodyfikowanego wspotczynnika regularyzacji u”op; €= 0.001
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Rys. 5.36. Funkcja M*-4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji F™™ dla zmodyfikowanego wspotczynnika regularyzacji u”op; £ = 0.01
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Rys. 5.37. F™" dla zmodyfikowanego wspotczynnika regularyzacji 4 op dla przyktadowych o$miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.001
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a) M-T, w=1,.2,...8 b) S-C,w=1,2,..8
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Rys. 5.38. F™™ dla zmodyfikowanego wspolczynnika regularyzacji ,u*opt dla przyktadowych o$miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C; ¢=0.01

5.3. Podsumowanie

W niniejszym rozdziale pokazano, iz sformulowane w rozdziale 3 zagadnienie
odwrotne teorii homogenizacji jest zle uwarunkowane (niestabilne), poniewaz niewielkie
bledy w danych wejsciowych implikuja duze zmiany w rozwigzaniu. Wobec tego w celu
ustabilizowania rozwigzania skorzystano z techniki regularyzacji Tichonowa.

Korzystajac z techniki regularyzacji najwazniejsze jest wyznaczenie optymalnej
wartosci parametru regularyzacji. W pracy (Hansen & O’Leary, 1993) autorzy postulowali,
ze najbardziej optymalng wartoscig parametru regularyzacji jest wartos¢, ktora ,,wyznacza”
punkt zalamania krzywej L. Nie mniej jednak procedura ta zastosowana do zagadnienia
odwrotnego teorii homogenizacji nie przyniosta zadowalajacych rezultatow (patrz
rozdziat 5.2.2). Wobec tego, w rozdziale 5.2.3 przedstawiono zmodyfikowang procedure
wyznaczenia najbardziej optymalnej wartosci wspotczynnika regularyzacji wg zaleznoS$ci
(5.13). Tak zdefiniowana zmodyfikowana warto$¢ wspotczynnika regularyzacji, u op,
gwarantuje mozliwie najbardziej stabilne rozwiazanie M®, jednoczes$nie nie przekraczajace
zalozonego bledu dla predykcji makroskopowej przewodnosci cieplnej osrodka (czyli

dopasowania do zadanej funkcji F™™).
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6. Ekwiwalentne mikrostruktury wybranych osrodkow

porowatych

W niniejszym rozdziale prezentuje si¢ zastosowanie sformulowanego wczesniej
zagadnienia odwrotnego celem zidentyfikowania ekwiwalentnej mikrostruktury, w ujeciu
analitycznych schematéw aproksymacyjnych, dla wybranych mikrostruktur osrodkow
porowatych.

W szczegolnoscei, w rozdziale 6.2 rozwigzuje si¢ sekwencje zagadnien odwrotnych,
w ktorych poszukuje sie funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury dla cyfrowych reprezentacji
wybranych mikrostruktur. W tym przypadku, funkcje makroskopowej odpowiedzi
materiatlowej, ktéra jest dang w zagadnieniu odwrotnym, okreslono w sposdb numeryczny,
poprzez rozwigzanie sekwencji zagadnien brzegowych, w ramach obliczeniowej
mikromechaniki.

W rozdziale 6.3 poszukuje si¢ ekwiwalentnej mikrostruktury dla rzeczywistego
osrodka gruntowego, tj. piasku sredniego, ktory pod wzgledem ztozonosci mikrostruktury
omoéwiono W rozdziale 6.3.1. Odpowiadajacg temu osrodkowi funkcje makroskopowej
odpowiedzi, tj. zalezno$¢ makroskopowej przewodnosci cieplnej od przewodnosci cieplnej
plynu wypehiajacego przestrzen porowa, tym razem okreslono w badaniach
laboratoryjnych (rozdziat 6.3.3). Metod¢ oraz procedur¢ badania omoéwiono w dalszej
czesci rozdziatu.

Rozdziat uzupetiono réwniez 0 opis statystycznych miar mikrostruktury osrodkéw

porowatych (rozdziat 6.1).

6.1. Statystyczne miary mikrostruktury o§rodkéw porowatych

Materialy porowate sg przedmiotem wielu badan ze wzgledu na ich zlozong
mikrostrukture, powszechne wystgpowanie oraz mozliwe zastosowania. Morfologia
losowych os$rodkéw porowatych, przede wszystkim tych naturalnych, jest bardzo
skomplikowana. Jest to konsekwencja m.in. réoznych wymiaréw, ksztattéw, orientacji
W przestrzeni, a takze koncentracji ziaren bagdz porow w osrodku. Te cechy morfologiczne,

wplywaja w sposob jakosciowy 1 iloSciowy na makroskopowa odpowiedZ materiatu.
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Wobec czego, celem uzyskania poprawnej predykcji odpowiedzi makroskopowej osrodka
porowatego, pod katem wilasciwosci mikrostrukturalnych, konieczne jest opisanie jego
morfologii w terminach rachunku prawdopodobienstwa, poprzez odpowiednie statystyczne
miary mikrostruktury, m.in.: funkcje¢ prawdopodobienstwa n-punktowego, funkcje
prawdopodobienstwa odcinkowego (ang. lineal-path), kretosé, funkcje rozktadu wielkosci
porow, itp. (np. Torquato, 2002). W dalszej czegsci podrozdziatu oméwiono wybrane miary
mikrostruktury, a nastepnie wykorzystano je do opisu rzeczywistego osrodka porowatego —
gruntu.

Rozwazania dotyczace podstawowych miar mikrostruktury zawezono do osrodkow
losowych, dwu-sktadnikowych, statystycznie jednorodnych, izotropowych i ergodycznych.
Poprzez os$rodek statystycznie jednorodny rozumie si¢ taki, w ktérym nie ma
uprzywilejowanego uktadu odniesienia przez co jego wiasciwosci, w sensie statystycznym,
sa niezmienne wzgledem dowolnej pozycji uktadu odniesienia. Wilasciwosci osrodka
statystycznie izotropowego s3a dodatkowo niezmienne wzgledem rotacji uktadu
odniesienia. Z kolei zatozenie o ergodycznosci osrodka losowego skutkuje tym, ze warto$¢
oczekiwang dowolnej funkcji charakteryzujacej mikrostrukture mozna okresla¢ jako
Srednig objetosciowg przy zatozeniu, ze objetos¢ osrodka zdaza do nieskonczonosci.

Oczywistym jest, ze analiza os$rodka nieskonczonego, nie jest mozliwa do
przeprowadzenia w praktyce. Jezeli jednak pozwolimy na pewien biad oszacowania
okreslanej wlasciwosci os$rodka, to rozwazania zawezi¢ mozemy do odpowiednio duze;j,
ale skonczonej, objetosci osrodka, tzw. reprezentatywnej elementarnej objetosci (REO),

ktorg omawiano juz wezesniej w rozdziale 2.1.

6.1.1. Prawdopodobienstwo n-punktowe

Przy wspomnianych wyzej zatozeniach, funkcja prawdopodobienstwa n-punktowego
dla i-tego sktadnika (Sn(i)) okresla prawdopodobienstwo, ze n punktéw (Xi, X2, ..., Xp)
znajduje si¢ w skladniku i. Wykorzystujac funkcje indykatorowe dla danego sktadnika,

prawdopodobienstwo n-punktowe mozna wyrazic, jako (np. Torquato, 2013):

S (X, X1ees Xy ) = P(1 (%) =1 1,(%,) =1, ...y 1,(X,)=1), (6.1)

gdzie I; to funkcja indykatorowa (2.6) dla ktorej V; to obszar zajmowany przez i-ty

sktadnik, a Xy to wektor potozenia k-tego punktu w przestrzeni.
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Prawdopodobienstwo 1-punktowe

Szczegblnym przypadkiem funkcji S, jest prawdopodobienstwo 1-punktowe dla
i-tego sktadnika (Sl(i)), okreslajagce prawdopodobienstwo, ze losowo ,,umieszczony”
w danej mikrostrukturze punkt znajdzie si¢ w sktadniku i (rys. 6.1a). Latwo pokazaé, ze

5, przyjmuje statg warto$¢ rowng udziatowi frakcyjnemu sktadnika i:

SO =g. (6.2)

Dysponujac dyskretng reprezentacja mikrostruktury osrodka, tj. w formie obrazu
cyfrowego (uzyskang np. z obrazowania w tomografie komputerowym), porowato$é
wyznaczy¢ mozna, jako stosunek liczby pikseli przynalezacej do przestrzeni porowej

materiatu (Nf) do catkowitej liczby pikseli zawartej w obrazie cyfrowym (N):

¢f :_f’ (6-3)

W badaniach laboratoryjnych, przeprowadzanych na rzeczywistym materiale,
porowatos$¢ okresli¢ mozna na podstawie znajomosci gestosci wlasciwej (ps) 1 gestosci

objetosciowej (pq) materiatu:

& _ P Pa (6.4)

Ps
Powyzsza metoda jest najbardziej popularng metoda okreslania porowatosci osrodkow
gruntowych. Gesto$¢ wlasciwg gruntu wyznaczy¢ mozna metoda piknometryczng badz,
w przypadku gruntu zawierajacego sole mineralne i/lub czesci organiczne, metoda kolby
Le Chateliera. Z kolei gestos¢ objetoSciowa gruntu okres$la si¢ najcze$ciej metoda

pier$cienia (grunty spoiste) lub metoda cylindra (grunty niespoiste).

Funkcja prawdopodobienstwa 2-punktowego

Funkcja prawdopodobienstwa 2-punktowego dla i-tego sktadnika S:"(r) to
prawdopodobienstwo, ze oba konce losowo ,,umieszczonego” w danej mikrostrukturze
odcinka o dtugosci r znajdg si¢ jednoczesnie w sktadniku i (rys. 6.1b). Dyskretne warto$ci
funkcji S,0(r), dla sekwencji dlugosci r, wyznaczy¢é mozna korzystajac np. z symulacji
Monte-Carlo. Méwiagc bardzo ogdlnie, algorytm okre$lania wartosci prawdopodobienstwa

2-punktowego polega wowczas na wielokrotnym generowaniu potozenia odcinka
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0 zadanej dlugosci r i zliczaniu przypadkow, w ktorych oba konce tego odcinka znalazty
si¢ w sktadniku i (sukces). Warto$¢ prawdopodobienstwa 2-punktowego wyraza si¢ wtedy
jako stosunek liczby sukcesow do liczby wszystkich prob (wszystkie losowe polozenia
odcinka o dtugosci r).

Dla dwu-sktadnikowego osrodka losowego prawdziwe sg nast¢pujace zalezno$ci:

SP(r)=¢,-05-S{(r
SP(r)=¢,-05-S{ (r
SP(r)+S{2(r)+S?(r)=1

)
),

(6.5)

gdzie S,"2(r) to prawdopodobiefistwo znalezienia si¢ dwoch koncow odeinka o dugosei r
w dwoch roznych sktadnikach.

Funkcja S,7(r) osigga maksymalng warto$¢ rowng udziatowi frakcyjnemu sktadnika
i dla r— 0 i zwykle zbiega asymptotycznie do wartosci ¢;° dla r — co. Zazwyczaj, funkcja
Sz(i)(r) osiaga warto$¢ ¢i° wyraznie wezesniej, powiedzmy dla r — r*. Wowczas warto$¢ r*
wyraza tzw. promien korelacji. Oznacza to, ze dwa punkty oddalone od siebie o dystans
wigkszy niz r* nie sg juz ze sobg skorelowane (Ré6zanski, 2010).

Ponadto, dla zdyskretyzowanego dwu-wymiarowego o$rodka, dla ktorego r
przyjmuje dyskretne wartosci, miara ta dostarcza informacji na temat powierzchni
wlasciwej (SSA) osrodka porowatego, zgodnie z nastepujaca zaleznoscig (Berryman &
Milton, 1988):

SSA:—4dis§‘>(r) . (6.6)

r r=0
Funkcj¢ prawdopodobienstwa 2-punktowego wykorzysta¢ mozna rowniez do:

e szacowania efektywnych parametrow mechanicznych osrodkow losowych (Zeman &
Sejnoha, 2001),

e okre$lania ograniczen parametrow mechanicznych kompozytéw (Brown Jr, 1955),

e szacowania przepuszczalno$ci ptynow przez osrodek porowaty (Berryman & Blair,
1986),

e rekonstrukcji mikrostruktury kompozytow losowych (Berryman & Blair, 1986;
Torquato, 2013),

e numerycznego wyznaczania wielko§ci REO o$rodkéw losowych (Lydzba &
Rozanski, 2014).
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W analogiczny sposob, jak prawdopodobienstwo 1-punktowe czy 2-punktowe,
zdefiniowa¢ mozna funkcje wyzszych rzedow. Geometryczng interpretacje
np. prawdopodobienstwa 3-punktowego, dla i-tego skladnika S;, przedstawi¢ mozna,
jako prawdopodobienstwo znalezienia si¢ w sktadniku i jednoczesnie trzech wierzchotkow
trojkata (losowo utozonego w mikrostrukturze osrodka) (rys. 6.1c). Znajomos¢ funkcji
prawdopodobienstwa n-punktowego wyzszych rzedéw pozwala znacznie zawezié

oszacowania parametréow efektywnych (np. Torquato, 2002).

Rys. 6.1. Schemat wykorzystywany do okres$lania metoda Monte Carlo funkcji
prawdopodobienstwa: a) 1-punktowego, b) 2-punktowego i ¢) 3-punktowego, przy zatozeniach
zawartych w rozdziale 6.1

Dla ilustracji funkcji S;"(r), wykorzystano dwu-sktadnikowa mikrostrukture
zaprawy gipsowej otrzymang dzigki technice rentgenowskiej —mikrotomografii
komputerowej (rys. 6.2a). Analizowana mikrostruktura 2D sktada si¢ z 250 tys. pikseli.
Sktadnik mikrostruktury i =1 o udziale frakcyjnym ¢ =0.702 oznaczono kolorem biatym,
natomiast sktadnik i=2 o0 udziale frakcyjnym ¢ =0.298 — kolorem szarym. Na rys. 6.2b
zaprezentowano dyskretne wartosci funkcji prawdopodobienstwa 2-punktowego dla obu
skfadnikow. Wida¢, ze dla r— 0 wartosci S, i 5@ zbiegaja do udziatow frakcyjnych
odpowiednio sktadnika 1. oraz sktadnika 2. Z kolei dla odcinkéw o dlugosci r>r*~60—
80px (pikseli) prawdopodobienstwo 2-punktowe zbiega do wartosci, odpowiednio,
¢12=O.493 i¢22=O.089. Mozna zatem stwierdzi¢, ze dla rozwazanej mikrostruktury,
promien korelacji wynosi okoto 60—80 px. Warto zauwazyé¢, ze najwigksze wtracenie

sktadnika 2. ma $rednice tego samego rzedu wynoszaca okoto 70 px.
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Rys. 6.2. a) Przyktadowa mikrostruktura 2D oraz b) funkcje prawdopodobienstwa 2-punktowego
dla obu sktadnikoéw

6.1.2. Funkcja prawdopodobienstwa odcinkowego

Funkcja prawdopodobienstwa odcinkowego (ang. lineal-path) dla i-tego sktadnika
(L(i)(r)) okresla prawdopodobienstwo, ze losowo ,umieszczony” w mikrostrukturze
odcinek o dtugosci r znajdzie si¢ w catosci w obrebie sktadnika i (Lu & Torquato, 1992).
Zauwazmy, ze miara ta zblizona jest do prawdopodobienstwa 2-punktowego, jednak
zawiera wigkszg informacje dotyczaca polaczenia poszczegdlnych ziaren/porow
mikrostruktury. Jest to konsekwencja tego, iz caty odcinek, a nie tylko oba jego konce,
majg si¢ znalez¢ w sktadniku i.

Funkcja prawdopodobienstwa odcinkowego jest malejaca funkcja dtugosci odcinka r
ograniczona nastepujacymi wartosciami  granicznymi: LO(0)=¢; oraz L%(0)=0.
Wyznaczy¢ ja mozna w analogiczny sposob jak prawdopodobienstwo 2-punktowe,
tj. np. w procesie symulacji Monte-Carlo. Wigcej szczegdtow oraz wykorzystanie funkcji
L(i)(r) w analizie osrodkéw mikroniejednorodnych mozna znalez¢ np. w pracy (Quintanilla
& Torquato, 1996).

W celu zilustrowania tej miary zastosowano t¢ sama dwu-sktadnikowa
mikrostrukture rozwazang wczesniej. Dyskretne wartosci funkcji LYr) przedstawiono na
rys. 6.3b. Wida¢, ze dla odcinka r =0 funkcje L™ i L® osiagaja, wartosci rowne udziatom
frakcyjnym, tj. & 1 ¢. Jest to oczywiscie konsekwencja tego, iz dla r=0 funkcja
prawdopodobienstwa odcinkowego (podobnie zreszta jak prawdopodobienstwo
2-punktowe) zbiega po prostu do wartoSci wyrazonej przez prawdopodobienstwo

1-punktowe.
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Dhugos$¢ odcinka, dla ktoérej funkcja prawdopodobienstwa odcinkowego osigga
warto$¢ bliska 0 rozni si¢ dla obu sktadnikéw i wynosi w przyblizeniu 160 px dla
sktadnika 1. oraz 80 px dla sktadnika2. Dowodzi to wcze$niejszemu stwierdzeniu, ze
miara ta znacznie lepiej przedstawia informacje o potaczeniu poszczegolnych sktadnikéw
mikrostruktury niz prawdopodobienstwo 2-punktowe. Na przedstawionym przyktadzie
wida¢ wyraznie, ze ,,wygaszenie” funkcji L® jest znacznie wolniejsze niz w przypadku
funkcji L®, poniewaz skladnik 1. to ciggta matryca, podczas gdy skladnik 2. to w duzej

mierze odseparowane od siebie wtracenia.

b) 0.75 ] —e—s L(l) o—e—o L(2)
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0.00 T T I T T A T T
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Rys. 6.3. a) Przyktadowa mikrostruktura 2D oraz b) odpowiadajace jej funkcje
prawdopodobienstwa odcinkowego

6.1.3. Kretos¢

Kreto$¢ to miara szczegdlnie istotna w procesach, ktore przebiegaja zasadniczo
w jednej, spojnej fazie. Z tego powodu jest powszechnie stosowana w praktycznych
zagadnieniach, odnoszacych si¢ do przeptywu plynow przez osrodki granulowane.
W takim przypadku przeptyw przebiega jedynie w przestrzeni porowej, podczas gdy ziarna
stanowig swoistg ,,przeszkode” dla przeptywu. Kretos¢ w takim wypadku okresla stopien
»Zlozono$ci” przestrzeni porowej. Jest to miara tensorowa. Fizyczna interpretacja
sktadowej kretosSci na wybranym kierunku moze by¢ zdefiniowana w zagadnieniu
przeplywu jako stosunek faktycznej drogi, ktéra musi pokonaé czastka ptynu do grubosci
warstwy przez ktorg odbywa si¢ przeptyw.

Rozwazmy przeplyw przez myslowo wyodrebniong warstwe osrodka porowatego,
ograniczong dwiema rownoleglymi powierzchniami A i B 0 normalnej zgodnej

z kierunkiem przeptywu (osig ¢). Dla danego punktu x w obrebie rozwazanego sktadnika
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mikrostruktury kreto$¢ na kierunku & (T¢ (X)) mozna zdefiniowac nastgpujacym wzorem
(Wojtacki, 2015):
T, (x) _DutDe 6.7)
D
AB
gdzie Dya (Dxg) to najkrotsza droga z punktu X do ptaszczyzny A (B),a Dag to odleglos¢
pomig¢dzy plaszczyzng A i B. Graficzng interpretacje wystepujacych we wzorze (6.7)

wielko$ci podano na rys. 6.4.

(=]

|
1 |

Rys. 6.4. Graficzna interpretacja krgtosci punktu X w obrebie sktadnika i =1 na kierunku &

Numeryczng procedur¢ szacowania rozkladow kretosci podano np. w pracy
(Wojtacki, 2015). Kretos¢ moze osiggng¢ wartos¢ minimalng réwng 1 co oznacza, ze
czasteczka przechodzaca przez dany punkt X pokonuje droge z ptaszczyzny A do B po linii
prostej prostopadlej do obu plaszczyzn nie napotykajac na swojej drodze zadnych
przeszkod. Im wyzsza warto$¢ kretosci tym wigksza ,,zlozonos$¢” przestrzeni porowe;.

Opisana wyzej wielko$¢ jest powszechnie stosowana w analizie przeptywu ptynu
przez o$rodki porowate (np. grunty, skaly). Mozliwe jest bowiem szacowanie
przepuszczalnosci takiego osrodka z wykorzystaniem np. wzoru Kozeny-Carmana (por.
np. Jiang i in., 2016), przy dodatkowej znajomosci $redniej szerokosci i udziatu
frakcyjnego porow.

Analogicznie jak przy poprzednich miarach w celu zilustrowania krgto$ci ponownie
rozwazono dwu-sktadnikowg mikrostrukturg 2D z rys. 6.2a. Rozktady kretosci okreslono
za pomocg procedury przedstawionej w pracy (Wojtacki, 2015). Na rys. 6.5 przedstawiono
mapy Dya | Dyg dla sktadnika 1. Z kolei na rys. 6.6 zaprezentowano mape kretosci wraz

Zjej histogramem. Zauwazmy, ze dla rozpatrywanej przykladowej mikrostruktury
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wyznaczenie Tx(X) dla sktadnika 2. nie miatoby fizycznego uzasadnienia ze wzglgdu na

brak spojnosci obszaru zajmowanego przez ten skladnik. Ujmujac to prosciej, sktadnik 2.

jest ,,niedrozny” na tym kierunku — brak polaczenia brzegu A z brzegiem B w obrebie tego

sktadnika.

<

Rys. 6.5. Mapa: a) Dy 0raz b) Dyg; dla przyktadowej mikrostruktury w obrgbie sktadnika 1.
na kierunku x
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Rys. 6.6. a) Mapa oraz b) histogram; kretosci w obrebie sktadnika 1. na kierunku x
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6.2. Ekwiwalentna mikrostruktura - identyfikacja na podstawie

obrazow cyfrowych struktury wewnetrznej osrodka

W niniejszym podrozdziale zidentyfikowano ekwiwalentne mikrostruktury dla

dyskretnych obrazéw cyfrowych przedstawiajacych:

e osrodek porowaty — mikrostruktura zaprawy gipsowej zobrazowana w microCT,
e losowa szachownice (ang. random checkerboard),
e mikrostruktur¢ modelu Debye (dla trzech r6znych warto$ci porowatos$ci),

e mikrostrukture modelu Isinga (dla trzech réznych wielkos$ci klastrow).

Wszystkie rozwazane mikrostruktury prezentowane sa w postaci dwu-wymiarowych
obrazoOw binarnych, gdzie przestrzen porowa o0znaczona jest kolorem biatym,
a matryca/szkielet — kolorem czarnym. Obrazy cyfrowe mikrostruktur Debye oraz Isinga
zaczerpnieto z pracy doktorskiej promotora pomocniczego Adriana Roézanskiego
(Rozanski, 2010). Dyskretng posta¢ funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowe;j
uzyskano poprzez rozwigzanie numeryczne sekwencji zagadnien brzegowych
sformutowanych dla cyfrowych obrazow mikrostruktury, co szczegdétowo opisano
W nastepnym podrozdziale. Identyfikacje funkcji F™" przeprowadzono dla siedmiu
r6éznych wartosci wspotczynnikow przewodnosci cieplnej ptynu wypetniajacego przestrzen
porowa, A, tji. 0.01, 0.05, 0.15, 0.25, 0.50, 0.75, 1.00 [Wm™K™]. Dla wszystkich
mikrostruktur zatozono te sama warto$¢ przewodnosci cieplnej matrycy As=5 Wm™? K™

Identyfikacje¢ ekwiwalentnej mikrostruktury zrealizowano bez procedury regularyzacji.

6.2.1. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materialowej -
identyfikacja numeryczna

Okreslenie funkcji makroskopowej odpowiedzi materialowej dla cyfrowego obrazu
mikrostruktury wymaga wykonania sekwencji obliczen numerycznych, w ktérych dla
r6znych wartosci wspotczynnikow przewodnosci cieplnej ptynu wypetniajacego przestrzen
porowa (4f) rozwigzuje si¢ zagadnienie brzegowe (2.10). W symulacjach numerycznych
zaktada si¢ periodyczne warunki brzegowe dla pola korektorowego na brzegach REO.
Przyjecie takich warunkow brzegowych wynika z faktu, iz prowadzi to do najszybszej

zbiezno$ci odpowiedzi makroskopowej do parametru efektywnego (patrz rys. 2.5).
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W konsekwencji gwarantuje to mozliwie najkrotszy czas obliczen potrzebny do
wyznaczenia funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowe;.

Dla zadanej wartosci A, makroskopowa przewodno$é cieplna (A™™) wyznacza sie
stosujac podejicie opisane w rozdziale 2.3.1. W szczegolnosei, wartosé A™™ okresla sie
z zaleznosci (2.15). W procesie obliczeniowym pojedynczg realizacje mikrostruktury REO,
wj, tworzy si¢ poprzez losowe wybranie pewnej podobjetosci z obszaru cyfrowej
reprezentacji mikrostruktury (rys. 6.7). Zbior n losowych realizacji REO tworzy
tzw. probe. Jak wspomniano w rozdziale 2.3.1 wykorzystywane tutaj podejScie wymaga,
przed wykonaniem obliczen, wyznaczenia minimalnej wielkosci REO (Npmin) oraz
okreslenia liczebnos$ci proby Npin.

Proba

Obraz cyfrowy mikrostruktury _ — 7 T

.o . e o - (] @ | REO:
. .. .‘../. [ ]
® .00
. ..o ° -

= REOy

Rys. 6.7. Graficzna prezentacja koncepcji proby zawierajacej skonczong liczbe losowych realizacji
reprezentatywnej elementarnej objetosci (REO)

W celu okreslenia wielkosci REO skorzystano z metody zaproponowanej w pracach
(Rozanski, 2010; Lydzba & Roézanski, 2014). W rozpatrywanych tutaj przypadkach, a wiec
dwusktadnikowych osrodkow porowatych, ktorych sktadniki sg izotropowe i cechuja si¢
przewodnosciami cieplnymi As oraz s, najmniejszy mozliwy wymiar REO, Npin, okresla
si¢ jako minimalng liczbg pikseli, dla ktorej spelniony jest nastepujacy warunek (Lydzba &
Rézanski, 2014):

NN = f, (N)=(§0+E]1(—®€3)_771(®)j g(N)<e, (6.8)

gdzie N oznacza liczbe pikseli w wierszu/kolumnie cyfrowego obrazu mikrostruktury

o wymiarach N x N, ¢ = max{¢s, ¢r}, 7(®) = min{®, 1/@}, przy czym O jest parametrem

95



opisujgcym kontrast pomiedzy przewodnosciami cieplnymi sktadnikow, tj. © = Ad/is
Ponadto, ¢ jest zalozonym btgdem aproksymacji. We wszystkich rozpatrywanych ponizej
przypadkach Ny, okreslano dla & =1%. Obecna w roéwnaniu (6.8) funkcja g(N) jest
wariancjg tzw. lokalnego udzialu frakcyjnego. Jak pokazano w pracy Torquato (2002),
w ogbélnym przypadku, wartosci funkcji g(N) okre§la si¢ na podstawie funkcji
prawdopodobienstwa dwu-punktowego S;(r) (omoéwionej szczegdétowo w poprzednim
podrozdziale) wyznaczonej dla jednego ze sktadnikéw osrodka. Dla zagadnienia 2D

obowigzuje nastepujgca zaleznos¢ (Torquato, 2002):

J(s ((VTE) - )N -x)(N-x)ore, 69

przy czym x; (i =1, 2) definiuje lokalny uktad wspotrzednych dla REO. Ze wzglgdu na

4
)=N*

Ot Z

fakt, iz dla obrazow cyfrowych funkcja Sy(r) podana jest w postaci dyskretnej, okreslenie
g(N) wg zaleznosci (6.9) wymaga zastosowania catkowania numerycznego — W niniejszej
pracy skorzystano z procedury bazujacej na metodzie Monte Carlo opisanej szczegdtowo
w pracy (Rézanski, 2010).

Minimalna liczb¢ losowych realizacji Nmin (liczebno$¢ proby) okreslano na podstawie
Centralnego Twierdzenia Granicznego jako liczbe realizacji dla ktérej spetniona jest

nastepujgca nieréwnos¢, Wedlug sformutowania zaproponowanego w pracy (Lydzba &

Rozanski, 2014):
2 2
H(n)= 1 o (@l {1-4) <1 (6.10)
n lhomg 2

gdzie o to odchylenie standardowe zmiennej losowej <A(wj)> (patrz zaleznos¢ (2.15)), @ to

dystrybuanta rozktadu normalnego, a f to poziom ufnosci. Zakltadajac, ze f=1%,

nierownos$¢ (6.10) mozna przeksztalci¢ do nastgpujacej postaci:

2
H(n)=1| 22029 | o (6.11)
n g.ihom

W rezultacie, minimalng liczbe realizacji nmin dla danej wielkosci REO zdefiniowa¢ mozna

jako minimalng warto$¢ n dla ktorej spetniona jest nierownos¢ (6.11), tj.:

2
N = 2510 | (6.12)
g.lhom
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Zauwazmy, ze w ogoOlnym przypadku, wartos¢ $rednia (2.15) oraz wariancja
poszukiwanego parametru makroskopowego przewodnosci cieplnej nie jest a priori znana.
Wobec tego nmin wyznacza si¢ stosujac procedurg iteracyjna, ktoéra zostaje zatrzymana
(wskazujac wymagang liczb¢ Nmin) wowczas, gdy spetniony jest warunek (6.11), przy czym

dla danego kroku iteracyjnego wariancje ° Wyznacza si¢ z nastepujacej zaleznoscei:

) ) 2
o =%;(<A(a}j )>—%Z<,1(w,. )>j . (6.13)

Nalezy wspomnie¢, iz rozwazane zagadnienie brzegowe (2.10) za kazdym razem
rozwigzywano wykorzystujac oprogramowanie stworzone przez promotora pomocniczego
Adriana Roézanskiego w ramach jego pracy doktorskiej (Roézanski, 2010). Aplikacja
bazujaca na metodzie objgtosci skonczonych zostata stworzona w jezyku programowania
C++. Oryginalnie program stuzyl okreslaniu parametru transportu dla pojedynczej
realizacji mikrostruktury przedstawionej w postaci dwuwymiarowego binarnego obrazu
cyfrowego. W ramach niniejszej pracy, aplikacja zostala przystosowana do okreslania
makroskopowej funkcji odpowiedzi materialowej. Zostalo to zrealizowane poprzez
modyfikacj¢ pierwotnej postaci skryptu jezyka C++ tak, aby po jednym uruchomieniu
pliku wykonywalnego (*.exe) program rozwigzywat sekwencje zagadnien brzegowych dla
zbioru zadanych wartosci przewodnosci cieplnej ptynu wypelniajacego przestrzen porowa
osrodka. Zarzadzanie danymi wejSciowymi oraz wyjSciowymi odbywa si¢ z poziomu
srodowiska programu Wolfram Mathematica. Wspomniane modyfikacje skutkowaly
kilkukrotnym przyspieszeniem obliczen w stosunku do pierwotnego skryptu.

Szczegdtowe wyniki dotyczace okre§lania minimalnego wymiaru REO, liczby
realizacji oraz warto$ci funkcji makroskopowej odpowiedzi materialowej przedstawiono

w dalszej czesci tego podrozdziatu, oddzielnie dla kazdej z rozpatrywanych mikrostruktur.

Mikrostruktura zaprawy gipsowej zobrazowana w microCT

Obraz mikrostruktury zaprawy gipsowej zobrazowanej w microCT (¢¢ = 0.298) oraz
odpowiadajaca jej funkcje prawdopodobienstwa dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
przedstawiono na rys. 6.8. Zgodnie z przedstawiong powyzej procedurg minimalny wymiar
REO okreslono z warunku (6.8). Zauwazmy jednak, ze identyfikacja funkcji F™" wymaga

wykonania sekwencji obliczen dla réznych wartosci A+. W rezultacie, kazde zagadnienie
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brzegowe cechuje si¢ innym kontrastem przewodnosci cieplnej skladnikow
charakteryzowanym parametrem ©® = 1s/A;. Wobec tego, zgodnie z warunkiem (6.8), kazdy
przypadek, rozumiany tu jako wypelnienie przestrzeni porowej pltynem o konkretnej
wartosci s, implikuje inny wymiar Np,in. Wobec tego, na rys. 6.9a przedstawiono przebieg
funkcji fy dla trzech wybranych wartosci s, tj. 0.01, 0.25 oraz 1.00 [Wm™ K™]. Mozna
zauwazy¢, ze dla rozwazanej mikrostruktury, przy zatozeniu, ze btad aproksymacji ¢ = 1%,
wymiar Npin dla poszczegbélnych przypadkow (danego Ar) wynosi, odpowiednio, 128, 119
oraz 91. Z uwagi na fakt, iz tak okreslony wymiar REO jest wymiarem minimalnym,
mozliwe jest przyjecie dla wszystkich rozwazanych przypadkéw wspolnego wymiaru
REO, tj. Nmin, ktore odpowiada najwigkszemu  Kkontrastowi parametrow:
® = Ad1s = 5/0.01 = 500. W konsekwencji, do dalszych obliczen przyj¢to Nmin = 128. Dla
tak okre§lonego wymiaru REO, minimalng liczbe realizacji nmin Wyznaczono wedtug
przebiegu funkcji H(n) (6.11) przy zatozeniu obowigzywania warunku (6.12).
Analogicznie jak przy okreslaniu minimalnego wymiaru REO, kontrast parametru ©
istotnie wplywa takze na minimalng liczbe realizacji Nmin — oczywistym jest, ze najwigksza
warto$¢ Nmin odpowiada najwiekszemu kontrastowi pomiedzy przewodno$ciami cieplnymi
sktadnikow. Taka liczbe realizacji przyjmowano dla wszystkich wartosci Ar. Przebieg
funkcji H(n) dla A =0.01 Wm™K™? (®=500) przedstawiono na rys. 6.9b. Jak mozna
zauwazy¢, minimalna liczba realizacji dla rozwazanej mikrostruktury wyniosta nNpyin = 142.

Zidentyfikowang numerycznie dyskretng posta¢ funkcji makroskopowej odpowiedzi

materiatowej dla rozwazanej mikrostruktury przedstawiono na rys. 6.10.
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Rys. 6.8. a) Obraz binarny mikrostruktury oraz b) funkcja prawdopodobienstwa dwu-punktowego
dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.9. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzglgdem liczby realizacji
n dla REO 0 Npin =128
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Rys. 6.10. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwigzania
zagadnienia bezposredniego

Prezentacja wynikow dla mikrostruktur rozwazanych w dalszej czgsci tego rozdziatu
zrealizowana jest w sposob analogiczny, jak dla analizowanej powyzej mikrostruktury
zaprawy gipsowej uzyskanej z zobrazowania w microCT. W rezultacie dla kazdej
mikrostruktury przedstawia sie:

e obraz binarny mikrostruktury wraz z odpowiadajaca jej  funkcja

prawdopodobienstwa dwu-punktowego dla przestrzeni porowej,

e zalezno$¢ funkcji fy od wymiaru N dla trzech wybranych wartosci 4s, tj. 0.01, 0.25

oraz 1.00 [Wm™K™],

e zalezno$¢ funkcji H od liczby realizacji n (dla uprzednio okre§lonego wymiaru

Nmin) dla najwickszego kontrastu parametrow ® = 500,

e funkcj¢ makroskopowej odpowiedzi materiatlowe;.
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Mikrostruktura losowej szachownicy (ang. random checkerboard)

Rozwazana w tym przyktadzie mikrostruktura w postaci tzw. losowej szachownicy
(ang. random checkerboard) generowana jest za pomocg procesu stochastycznego
Bernoulliego. Oznacza to, ze piksele biate lub czarne pojawiaja si¢ w sposéb niezalezny od
siebie, z wczesniej zalozonym prawdopodobienstwem. Prawdopodobienstwo to,
w przypadku biatych pikseli (reprezentujacych przestrzen porowa) rowne jest oczywiscie
porowato$ci osrodka. W literaturze spotka¢ mozna liczne zastosowania takiej
mikrostruktury do okreslania makroskopowych odpowiedzi réznego rodzaju materiatow
kompozytowych, np. w pracy (Lydzba i in., 2017) wykorzystano model 3D losowej
szachownicy do okre$lenia przewodno$¢ cieplnej gruntu.

Wygenerowang,  dwu-sktadnikowa  mikrostrukture  losowej  szachownicy
przedstawiono na rys. 6.11a (¢s = 0.5). Odpowiadajaca jej funkcje prawdopodobienistwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej zaprezentowano na rys. 6.11b. Minimalny
wymiar REO wynidst Npin =8 (rys. 6.12a), z kolei liczebno$¢ proby nNmin = 3362
(rys. 6.12b). Wyznaczong dla tej mikrostruktury funkcje makroskopowej odpowiedzi
materialowej przedstawiono na rys. 6.13.
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Rys. 6.11. a) Obraz binarny mikrostruktury oraz b) funkcja prawdopodobienstwa dwu-punktowego
dla przestrzeni porowej

a) 7 Ip =001 Wmr'K!  p) 10007 —— 1 =001 Wm'K!
--=- 2 =025 Wm'K' -
= A =100 Wm'K"' 100
0.1 -4 ]
] ]0?
=, . |
S 0014 1
13
3 [
1 &
0.001 + 014 T
T T T - T >
0 0 1000 2000 3000 4000 5000

N [] n [-]
Rys. 6.12. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzgledem liczby realizacji
ndlaREO 0 Nyin=8
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Rys. 6.13. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwigzania
zagadnienia bezposredniego

Mikrostruktura dla modelu Debye

W  kolejnym przyktadzie rozwazono mikrostrukture modelu Debye, ktorg
analizowano np. w pracy (Rézanski, 2010), gdzie okreslano minimalng wielko§¢ REO dla
dwu-sktadnikowych kompozytow losowych. Jak pokazano np. w pracach (Torquato, 2002;
Roézanski, 2010) obraz binarny mikrostruktury Debye uzyskuje si¢ poprzez matematyczng
rekonstrukcje, ktorej celem jest zidentyfikowanie takiego obrazu cyfrowego, dla ktérego
obliczona funkcja prawdopodobienstwa dwu-punktowego jest zgodna z zalozong funkcja
So(r). W przypadku mikrostruktury Debye zaktada si¢ nastgpujaca posta¢ funkcji
prawdopodobienstwa dwu-punktowego (Torquato, 2002):

s\ (r)=¢4, exp[—g}rqﬁfz, (6.14)

gdzie a jest parametrem opisujacym morfologi¢ mikrostruktury; w pracy przyjeto, ze a = 3.

Przeanalizowano trzy przypadki mikrostruktury Debye, ktore réznicowano wartos$cig
porowatosci, tj. #=0.3 (rys.6.14a), ¢;=0.5 (rys.6.17a) oraz ¢;=0.7 (rys.6.20a).
Odpowiadajace  tym  trzem  mikrostrukturom  funkcje  prawdopodobienstwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej zestawiono, odpowiednio, na rys. 6.14b,
rys.6.17b oraz rys. 6.20b. Wartosci w zakresie minimalnego wymiaru REO oraz

liczebnosci proby, tym razem, zestawiono w tabeli 6.1.
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Tabela 6.1. Minimalny wymiar REO (Npn) oraz liczebnosci proby (Nmin) okreslona dla trzech
rozwazanych mikrostruktur Debye

Nmin Nmin
Mikrostruktura
Debye if =1.00 if =0.25 lf =0.01 if =0.01
[Wm'K?] [Wm'K?] [Wm'K?] [Wm'K?]
¢:=0.3 22 29 31 582
¢:=0.5 32 49 56 1304
$=0.7 33 44 47 3840
Funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla rozwazanych wyzej

mikrostruktur przedstawiono na rys. 6.16, rys. 6.19 oraz rys. 6.22.
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Rys. 6.14. a) Obraz binarny mikrostruktury Debye (¢¢=0.3) oraz b) funkcja prawdopodobienstwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.15. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzgledem liczby realizacji
n dla REO 0 Npin =31
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Rys. 6.16. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwigzania

zagadnienia bezposredniego dla mikrostruktury modelu Debye (¢:=0.3)
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Rys. 6.17. a) Obraz binarny mikrostruktury Debye (¢;=0.5) oraz b) funkcja prawdopodobienstwa

dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.18. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzglgdem liczby realizacji

n dla REO 0 Ny, =56
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Rys. 6.19. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwigzania
zagadnienia bezposredniego dla mikrostruktury modelu Debye (¢:=0.5)
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Rys. 6.20. a) Obraz binarny mikrostruktury Debye (¢:=0.7) oraz b) funkcja prawdopodobienstwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.21. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzgledem liczby realizacji
n dla REO 0 Ny, =47
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Rys. 6.22. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatlowej uzyskana dla rozwigzania
zagadnienia bezposredniego dla mikrostruktury modelu Debye (¢:=0.7)

Mikrostruktura dla modelu Isinga

Ostatni przyktad dotyczy trzech mikrostruktur wygenerowanych za pomoca modelu

Isinga (patrz np. Roézanski, 2010). Wszystkie mikrostruktury charakteryzowane sa taka

sama warto$cig porowatosci (¢s=0.5), a réznicuje si¢ je wielkoSciami klastréw: typ A —

najmniejsza wielko$¢ klastrow (rys. 6.23a), typ B — srednia wielkos¢ klastrow (rys. 6.26a)

oraz typ C — najwicksza wielko$¢ klastrow (rys. 6.29a). Roézne wielkosci klastrow

uzyskano poprzez odpowiedni dobdr parametréw modelu. Odpowiadajace tym trzem

mikrostrukturom funkcje prawdopodobienstwa dwu-punktowego dla przestrzeni porowej

zestawiono, odpowiednio, na rys. 6.23b, rys. 6.26b oraz rys. 6.29b.
Podobnie jak dla mikrostruktur Debye, tak i w tym przypadku, wartosci minimalnego

wymiaru REO oraz liczebnos¢ proby zestawiono w tabeli 6.2.

Tabela 6.2. Minimalny wymiar REO (Np,) oraz liczebnosci proby (Nmi) okreslona dla trzech
rozwazanych mikrostruktur Isinga

Nmin nmin
Mikrostruktura

: A:=1.00 As=0.25 A:=0.01 A:=0.01
Isinga Ep A1 1 -l 1 -l
[Wm~K™] [Wm~K™] [Wm™K™] [Wm~K™]

Typ A 13 18 20 1393

Typ B 24 34 37 1342

Typ C 30 39 42 1365
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Rozwigzujac  sekwencje zagadnien brzegowych w ramach obliczeniowe;j
mikromechaniki okre$lono odpowiadajgce tym mikrostrukturom funkcje F™™. Zestawiono
je graficznie na (rys. 6.25, rys. 6.28 i rys. 6.31).
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Rys. 6.23. a) Obraz binarny mikrostruktury Isinga (typ A) oraz b) funkcja prawdopodobienstwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.24. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzgledem liczby realizacji
ndlaREO o Ny,in=31
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Rys. 6.25. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwiagzania
zagadnienia bezposredniego dla mikrostruktury Isinga (typ A)
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Rys. 6.26. a) Obraz binarny mikrostruktury Isinga (typ B) oraz b) funkcja prawdopodobienstwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.27. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzgledem liczby realizacji
n dla REO o N,;i,=56
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Rys. 6.28. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwigzania
zagadnienia bezposredniego dla mikrostruktury Isinga (typ B)
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Rys. 6.29. a) Obraz binarny mikrostruktury Isinga (typ C) oraz b) funkcja prawdopodobienstwa
dwu-punktowego dla przestrzeni porowej
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Rys. 6.30. a) Przebieg funkcji fy wzgledem wymiaru N; b) funkcja H(n) wzgledem liczby realizacji
n dla REO 0 Npin =47
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Rys. 6.31. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej uzyskana dla rozwiazania
zagadnienia bezposredniego dla mikrostruktury Isinga (typ C)
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6.2.1.1. Uwagi

Warto nadmieni¢, ze wyznaczone z warunku (6.8) minimalne wielkosci REO dla
kazdej z rozwazanych mikrostruktur byly weryfikowane poprzez analiz¢ zbieznosci
parametru makroskopowego dla co raz to wigkszych obje¢tosci REO, zgodnie z procedurg
przedstawiong na rys. 2.3. Na rys. 6.32 przedstawiono zbieznos$¢ estymatora Monte Carlo
(2.15) wzgledem wymiaru N dla jednej, przyktadowej mikrostruktury, tj. modelu Isinga
(typ B). Mozna zauwazy¢, ze okreslony w ten sposob minimalny wymiar REO (Npin, = 34)
jest mniejszy niz wymiar REO okreslony z warunku (6.8), dla ktérego Nmin wyniost 37.
Dla wszystkich pozostaltych mikrostruktur stwierdzono identyczng zaleznos¢, tj. wymiar
Nmin okreslony z warunku (6.8) byt nie mniejszy niz ten wynikajacy ze zbieznosci
parametru makroskopowego, przy czym réznice w minimalnych wymiarach REO nie byly
wigksze niz kilkanascie procent. W konsekwencji minimalne wymiary REO okreslone

w rozdziale 6.2.1 na podstawie warunku (6.8) sa oczywiscie poprawne.
1.20

1.15-

1.10+

Al]om(N) /Ahom(N—>1000)

Rys. 6.32. Zbiezno$¢ estymatora Monte Carlo (2.15) wzglgdem wymiaru N

Dodatkowo przed wykonaniem obliczen docelowych, w ktéorych wyznaczono
dyskretne wartosci funkcji makroskopowej odpowiedzi materialowej wykonano wstepne
symulacje numeryczne, ktorych celem bylo wyznaczenie wymaganej dyskretyzacji obrazu
cyfrowego objetosciami kontrolnymi. W szczegdlnosci analizowano zbiezno$¢ parametru
makroskopowego w funkcji liczby objetosci kontrolnych dyskretyzujacych pojedynczy
piksel (x) cyfrowej reprezentacji mikrostruktury. Liczne analizy wykazaly, ze podziat
pojedynczego piksela na 16 objetosci kontrolnych (y = 16) gwarantuje btad rozwigzania
ponizej 0.2% wzgledem rozwiazania uzyskanego dla y = 225. Na rys. 6.33 przedstawiono
przyktad zbieznosci parametru makroskopowego wzglgdem parametru y, ponownie dla

mikrostruktury modelu Isinga (typ B) dla A; = 0.01 Wm™ K™ (kontrast parametru ® = 500).
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lhom

Rys. 6.33. Wplyw gestosci siatki metody objetosci skonczonych na wyznaczong wartos¢

&

6.2.2. Funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury dla obrazéw cyfrowych

Dla wszystkich omawianych w punkcie 6.2.1. cyfrowych reprezentacji mikrostruktur
oraz stowarzyszonych z nimi funkcji makroskopowych odpowiedzi materialowych
rozwigzano zagadnienie odwrotne w ujeciu schematow analitycznych M-T oraz S-C,
celem okreslenia mikrostruktur ekwiwalentnych. Za kazdym razem zagadnienie odwrotne
rozwigzano Wykorzystujac sformutowang wcze$niej metode stochastycznej optymalizacji
i w efekcie, dla kazdego przypadku, okre$lono funkcje M®*¥-4 w ujeciu obu wspomnianych
schematow analitycznych.

Dla wszystkich rozwazanych mikrostruktur prezentacje uzyskanych wynikow
zrealizowano w ten sam sposob. Oznacza to, ze dla kazdego przypadku zaprezentowano
funkcje M®-4 okre$lone na podstawie rozwiazania zagadnienia odwrotnego w ramach
schematu M-T i S-C. Ponadto prezentuje si¢ rowniez odpowiadajace im predykcje funkcji

makroskopowej odpowiedzi materiatlowe;.

Mikrostruktura zaprawy gipsowej zobrazowana w microCT

Na podstawie uzyskanych wynikoéw widaé, ze funkcje M**-4 dla schematu M-T
(rys. 6.34a) oraz schematu S-C (rys. 6.34b) wyraznie r6znig si¢ od siebie. Co jednak
wazniejsze, W obu przypadkach, otrzymano wrgcz idealng predykcje zatozonej funkcji
makroskopowej odpowiedzi (rys. 6.34c). Zatem, zidentyfikowane mikrostruktury,
tj. funkcje gestosci prawdopodobienstwa sg ekwiwalentnymi mikrostrukturami w sensie,
w jakim zdefiniowano to w rozdziale 4.3. Na wykresach zawarto rowniez wartosci funkcji
celu, dla ktorej zatrzymano algorytm symulowanego wyzarzania. W przypadku rozwazanej
mikrostruktury warto$¢ ta byta na poziomie 10 oraz 10, odpowiednio, dla analitycznego
schematu aproksymacyjnego M-T i S-C.
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Rys. 6.34. Funkcja M*-4 dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz c) odpowiadajace im funkcje
makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C

Mikrostruktura losowej szachownicy (ang. random checkerboard)

Analizujgc wyniki dla mikrostruktury losowej szachownicy widaé, ze tak jak
poprzednio, funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury réznig si¢ w zalezno$ci od uzytego
schematu (patrz rys. 6.35a oraz rys. 6.35b). Ponadto, wartym uwagi jest fakt, iz w ramach
schematu M-T zidentyfikowano w miare ciagly rozktad prawdopodobienstwa, podczas gdy
w schemacie S-C ekwiwalentna mikrostruktura, w zasadzie, utworzona jest z jednej
dyskretnej rodziny wtragcen o #=1. Podobnie, jak w poprzednim przyktadzie,
zidentyfikowane mikrostruktury sg ekwiwalentnymi, gdyz zapewniajag wrecz idealng
predykcje funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej (rys. 6.35c) — wartos¢ funkcji
celu jest na poziomie 10°® oraz 10™, odpowiednio, dla schematu S-C oraz M-T.
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Rys. 6.35. Funkcja M*-4 dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz c) odpowiadajace im funkcje
makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C
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Mikrostruktura dla modelu Debye

Ponownie, funkcje zidentyfikowane dla mikrostruktury modelu Debye znaczaco sie¢
réznig w zaleznosci od uzytego w zagadnieniu schematu aproksymacyjnego (patrz
rys. 6.36a-b, rys.6.37a-b oraz rys.6.38a-b). W szczegdélnosci, dla schematu M-T
w przypadku ¢ = 0.3 i ¢¢=0.5 otrzymano funkcje M*"-4 w postaci ciaglej, natomiast dla

+ = 0.7 funkcja ta zbiega do trzech dyskretnych rodzin wtracen. Dla schematu S-C funkcj¢
M®-4, za kazdym razem, zidentyfikowano w postaci jednej dyskretnej rodziny wtracen.

Ponadto, warto$¢ zidentyfikowanego parametru 6 dla schematu S-C maleje wraz ze

wzrostem porowatos$ci mikrostruktury.
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Rys. 6.36. Funkcja M*-4 mikrostruktury Debye (¢¢=0.3) dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz
¢) odpowiadajgce im funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C
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Rys. 6.37. Funkcja M®*-4 mikrostruktury Debye (¢¢=0.5) dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz
¢) odpowiadajgce im funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C

112



} 040 A ) M-T Le40) ]
<1 030
?SZ: 0.20 -
T 2 - 124
Z  0.10 v
2 || G
0.00 | ; . { ‘ =
= 08
& 040- _; — MT (£, ~1.8%10%)
§ 8237 %47 - = S-C (EDminZG'gXlO-A)
go 020+
gm 0.10 e o ¢ Symulacje numeryczne
0.00 ‘ ; 0.0 . ‘ ] : .
10 10° 102 10" 10° 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Ar [Wm'K"]

Rys. 6.38. Funkcja M*-4 mikrostruktury Debye (¢¢=0.7) dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz
c) odpowiadajace im funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C

Zauwazmy, ze dla wszystkich trzech rozwazanych przypadkow schemat M-T
zapewnia idealng predykcje funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej — minimalna
warto§¢ funkeji celu (Epmin) jest na poziomie 10°—10%. Zatem dla tego schematu
z pewnoscig zidentyfikowane mikrostruktury mozna okresli¢ mianem ekwiwalentnych.

W przypadku schematu S-C, osiagni¢to wartosci funkcji celu Epmin ha poziomie
103, Oznacza to, ze predykcja makroskopowej odpowiedzi o$rodka jest wyraznie gorsza,
w stosunku do tej uzyskanej za pomoca schematu M-T. Zauwazmy zatem, ze rozwigzania
zagadnien odwrotnych zachowujg si¢ w bardzo podobny sposdb do tego jaki uzyskano
w przypadku zadania testowego, w ktorym funkcja F™" dana byta w postaci dolnego oraz
gornego ograniczenia H-S (rozdziat 4.3.1). Konsekwencja tego jest to, iz w przypadku
schematu S-C zidentyfikowane mikrostruktury nie powinny by¢ uznawane za
ekwiwalentne, a nalezy je traktowac bardziej jako mikrostruktury ,,optymalne”, tzn. takie,

ktére zapewniaja minimum funkcji celu Ep.

Mikrostruktura dla modelu Isinga

Sposoéb prezentacji wynikéw uzyskanych dla trzech mikrostruktur Isigna (typ A, B
oraz C) jest analogiczny jak w poprzednich przyktadach. Zauwazmy, ze uzyskane rezultaty
sa bardzo zblizone do tych prezentowanych w przyktadzie z mikrostrukturg wedhug
modelu Debye. Schemat M-T identyfikuje praktycznie ciggle rozktady i zapewnia bardzo
dobra predykcje funkcji makroskopowej odpowiedzi. W przypadku schematu S-C
uzyskuje sie ponownie niemal dyskretny rozktad funkcji M*-4. Zidentyfikowane w tym
schemacie funkcje nie zapewniaja tak dobrej predykcji odpowiedzi makroskopowej jak dla
schematu M-T. Ponownie, zidentyfikowane dla schematu S-C mikrostruktury nalezy

okresli¢ mianem ,,optymalnych”.
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Rys. 6.39. Funkcja M*-4 mikrostruktury Isinga (typ B) dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz
¢) odpowiadajace im funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C
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Rys. 6.40. Funkcja M®*-4 mikrostruktury Isinga (typ A) dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz
¢) odpowiadajgce im funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C
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Rys. 6.41. Funkcja M®-4 mikrostruktury Isinga (typ C) dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz
c) odpowiadajace im funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla schematu M-T i S-C
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6.3. Ekwiwalentna mikrostruktura - identyfikacja na podstawie
laboratoryjnego oznaczania makroskopowej funkcji odpowiedzi

materialowe;j

W dalszej czeSci rozprawy podjeto probe okreslenia funkcji ekwiwalentnej
mikrostruktury (M*%) dla rzeczywistego oérodka porowatego, tj. piasku $redniego (MSa),
ktorego opis mikrostruktury zaprezentowano w rozdziale 6.3.1. Jak wspomniano juz
wczesniej, do sformutowania 1 rozwigzania zagadnienia odwrotnego niezbedna jest
informacja na temat udzialu frakcyjnego przestrzeni porowej osrodka (porowato$¢ gruntu)
(#5), przewodnosci cieplnej szkieletu gruntowego (4s) oraz funkcji makroskopowej

odpowiedzi materiatowej (F™"

). Porowato$¢ piasku S$redniego (MSa) 0znaczono
w badaniach laboratoryjnych. Z kolei oszacowanie warto$ci 4s oraz okreslenie dyskretnych

warto$ci funkcji F™™ opisano w rozdziatach, odpowiednio, 6.3.2 i 6.3.3.

6.3.1. Piasek Sredni (MSa) — miary mikrostruktury

Podstawowe parametry, okreslone w badaniach laboratoryjnych, zestawiono
w tabeli 6.3. Krzywa uziarnienia, ktdorg wyznaczono na podstawie analizy sitowej,
zaprezentowano na rys. 6.42. Porowato$¢ piasku wyznaczono na podstawie wzoru (6.4);

parametry ps i pq okreslono, odpowiednio, metodg piknometryczng i metodg cylindra.

Tabela 6.3. Podstawowe parametry rozwazanego osrodka gruntowego

N Svmbol Gestose Ggestos¢ szkieletu ~ Porowatos¢  Wilgotno$é
gsmlj g%untﬂ objetosciowa pyq gruntowego ps & naturalna w;
[g/cm”] [g/cm”] [%] [%]
Piasek $redni MSa 1.80 2.64 31.8 0

A
— 100 -
=,
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N
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=
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0 +———] ‘ e >
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Rys. 6.42. Krzywa uziarnienia rozwazanego osrodka gruntowego
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Morfologia MSa — mikrotomografia komputerowa

W celu uzyskania trojwymiarowej rekonstrukcji mikrostruktury rozwazanego
osrodka gruntowego, zobrazowano go metoda rentgenowskiej mikrotomografii
komputerowej (mCT). Do badan wykorzystano mikrotomograf firmy Bruker SkyScan
(Kontich, Belgia), model SkyScan1172 , ktory charakteryzuje si¢ polichromatyczng wigzka
zrodta promieniowania lampy rentgenowskiej o mocy 10 W i natezeniu od 20 do 100 [kV].
Mozna w nim uzyska¢ rozdzielczo$¢ od 0.5 do 27 [um/px] (mikrometrow na jeden piksel)
w zalezno$ci od rozmiaru skanowanego obiektu. Czas trwania badania uzalezniony jest
w duzej mierze od uzytej rozdzielczo$ci i czasu ekspozycji, i wynosi¢ moze od kilkunastu
minut, dla rozdzielczosci 27 um/px, do nawet kilku dni, dla rozdzielczosci 0.5 pm/px.
Maksymalna wielko§¢ skanowanego obiektu w uzytym skanerze moze mie¢ 80 mm

wysokosci 1 §rednice do 54 mm.

SkyScan1172 ]

Rys. 6.43. Widok mikrotomografu SkyScanl172 wraz z wng¢trzem komory i zamocowang probka

Dla badanej probki piasku $redniego umieszczonej w szczelnym statywie o Srednicy

wewnetrznej 20 mm (rys. 6.43) wykorzystano nastepujgce parametry skanowania:

e natgzenie lampy: 80 kV,

o filtr: Al 0.5 mm,

e rozdzielczo$¢: 6.5 um/px,

e czas ekspozycji: 1200 ms,

e kat/skok obrotu probki: 360°/0.15°,
co w konsekwencji skutkowalo czasem badania rownym 8 godz. W celu otrzymania serii
przekrojow 2D otrzymany zestaw projekcji zrekonstruowano w programie NRecon,
wykorzystujgcym algorytm rekonstrukcji Feldkampa (Feldkamp i in., 1984). Nastepnie, na
podstawie otrzymanych przekrojow zbudowano model 3D probki (rys. 6.44).
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Rys. 6.44. Obraz 3D probki MSa w skali szarosci

W celu dokonania analizy ilosciowej dla konkretnego sktadnika mikrostruktury
nalezy go uprzednio wysegmentowaé, tj. ,,wydzieli¢” z cato$ci dyskretnego modelu
mikrostruktury. Segmentacja dla osrodka dwu-sktadnikowego polega na zamianie obrazu
w skali szarosci (skala od 0 do 255) na obraz binarny (piksele o wartosci 0 lub 1) wedtug
odpowiednio przyjetego kryterium. Celem takiej operacji jest przyporzadkowanie
odpowiedniej grupy pikseli w réznych odcieniach szaro$ci do poszczeg6lnych sktadnikow
kompozytu. Niekiedy konieczne jest uprzednie wyeliminowanie ,,szuméw” w obrazach
uzyskanych w procesie rekonstrukcji materiatu; dla badanej probki MSa zastosowano filtr
Kuwahara o promieniu 2 px. Nastepnie, na podstawie histogramu wspotczynnika
pochtaniania okre$lono warto$¢ progowa skali szaro$ci stanowigcg warto§¢ graniczng
pomiedzy sktadnikami. Piksele jasniejsze niz wartos¢ progowa zostaty przyporzadkowane
do przestrzeni porowej, podczas gdy piksele ciemniejsze — do szkieletu. Na rys. 6.45a
przedstawiono przyktadowy przekrdj przez skanowang probke w skali szarosci (przed
segmentacjg) oraz na rys. 6.45b obraz binarny (po segmentacji), na ktérym kolor biaty

reprezentuje przestrzen porowa, a kolor czarny — szkielet gruntowy.
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Rys. 6.45. Przyktadowy obraz przekroju probki MSa: a) w skali szarosci (przed segmentacja)
oraz b) binarny (po segmentacji)

W celu wyeliminowania efektu brzegu (rozumianego tu jako wptyw brzegu probki
na reprezentatywnos¢ mikrostruktury), do dalszej analizy wydzielono jedynie cze$¢
zrekonstruowanego obrazu probki, tzw. VOI (ang. volume of interest). W tym przypadku
jest to szescian o boku 10 mm, co zilustrowano na kolejnych rysunkach. Na rys. 6.46
przedstawiono binarny obraz 3D mikrostruktury ograniczony do VOI, widziany
w perspektywie. Z kolei na rys. 6.47 przedstawiono wydzielone dwa sktadniki MSa —
przestrzen porowag (rys.6.47a) oraz szkielet gruntowy (rys.6.47b). Widaé, ze
mikrostruktura badanego o$rodka porowatego jest bardzo skomplikowana, poniewaz
ziarna charakteryzuja si¢ duza réznorodno$cig ksztattow 1 wymiaréw, a ich wzajemne

utozenie wzgledem siebie, co oczywiste, nie jest regularne.

Rys. 6.46. Obraz binarny probki MSa ograniczony do VOI
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Rys. 6.47. Obrazy 3D mikrostruktury MSa dla: a) przestrzeni porowej i b) szkieletu gruntowego

Nalezy tu wyraznie podkresli¢, ze otrzymywane z mikrotomografii obrazy nie
stanowig rzeczywistego odzwierciedlenia mikrostruktury probki, a s3 pewng jej
rekonstrukcja, oparta na ograniczonej informacji zawartej w ptaskich projekcjach.
W konsekwencji nalezy mie¢ na uwadze, ze efekt koncowy otrzymanej rekonstrukcji
zalezy od zastosowanych algorytméw oraz uzytych parametrow, ktore zwykle sa
obarczone subiektywng oceng operatora urzadzenia.

W szczegblnosci, na uzyskiwanych obrazach bardzo czgsto powstaja roéznego
rodzaju zaburzenia w postaci tzw. artefaktow. Ponadto, krawedzie poszczegdlnych
sktadnikéw mikrostruktury moga zosta¢ znieksztatcone w trakcie dyskretyzacji obrazu na
poszczegolne piksele/woksele. Stopien takiego znieksztalcenia w duzej mierze zalezy od
uzytej rozdzielczo$ci skanowania. Konsekwencja ztego doboru rozdzielczosci moze byé
niewystarczajaco precyzyjne odzwierciedlenie kontaktu poszczegolnych sktadnikow
kompozytu. W przypadku materialu sypkiego, rzeczywista powierzchnia kontaktu
poszczegolnych ziaren/granulek w wielu miejscach jest ,,punktowa”, co bardzo trudno
doktadnie odzwierciedli¢ na obrazie wokselowym. W konsekwencji, skutkuje to
niedoszacowaniem badZz przeszacowaniem niektorych miar mikrostruktury, a takze
warto$ci parametrow mechanicznych osrodka.

W zaleznosci od rodzaju przeprowadzanych analiz, istniejg pewne techniki, ktore
Z przedstawionymi powyzej problemami, pozwalajg sobie w pewnym stopniu poradzié.
Jezeli chcemy przeanalizowac statystyczne miary dotyczace czastek, np. ich wielko$¢ oraz
ksztatt, to koniecznym jest ich uprzednie rozdzielenie. W tym celu mozliwe jest

wykorzystanie filtra watershed, ktoérego nazwa wywodzi si¢ z geologii i odnosi do dziatu
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wod  (rozgraniczenia sgsiednich dorzeczy/wod powierzchniowych). Na rys. 6.48
przedstawiono przyktadowy przekrdj 2D rozwazanej probki MSa, przed i1 po
zastosowaniu filtra watershed. Widaé, ze poszczegdlne =ziarna na rys. 6.48b

W poroéwnaniu do rys. 6.48a nie tgcza si¢ ze sobg. Warto takze zwrdci¢ uwagg, ze algorytm

ten niekiedy generuje pewne artefakty, np. zdarza si¢, ze podtuzne ziarna dzieli na pot
(rys. 6.48b).

Rys. 6.48. Binarny obraz mikrostruktury MSa: a) przed i b) po, zastosowaniu filtra watershed

Wida¢ wyraznie, ze uzyskiwane obrazy cyfrowe, bedace dyskretng reprezentacja
morfologii mikrostruktury, zaleza w duzym stopniu od zastosowanych filtrow. Ma to
oczywiscie swoje konsekwencje w dalszych analizach przeprowadzonych po ich uzyciu.
Zilustrowano to w dalszej czeSci pracy, gdzie wybrane miary statystyczne, dla badanej

probki MSa, okreslone zostaty dla mikrostruktur, przed i po zastosowaniu filtra watershed.

Prawdopodobienstwo 1-punktowe

Prawdopodobienstwo 1-punktowe dla obu sktadnikow mikrostruktury MSa
wyznaczono na podstawie wzoru (6.3). Udziat frakcyjny przestrzeni porowej (¢) oraz
szkieletu gruntowego (¢) przed zastosowaniem filtra watershed wyniost, odpowiednio,
0.324 i 0.676. Zastosowanie filtra watershed skutkuje w zwigkszeniu porowatosci
materialu do ¢=0.336 i, co naturalne, zmniejszeniu udziatu frakcyjnego szkieletu do
¢ =0.664. Powyzsze jest konsekwencja tego, iz czg$¢ pikseli na kontakcie poszczegdlnych

ziaren gruntu zostata zamieniona na piksele przynalezace do przestrzeni porowe;.
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Roéznica porowato$ci wyznaczonej na podstawie obrazow cyfrowych wzgledem
badan makroskopowych (patrz tabela 6.3), przed i po zastosowaniu filtra watershed
wynosi, odpowiednio 1.9% 1 5.7%. Uzyskany btad moze by¢ skutkiem wzglednie matej

wielkosci skanowanej probki oraz dokonanej operacji segmentacji.

Funkcja prawdopodobienstwa 2-punktowego

W kolejnym kroku wyznaczono funkcje prawdopodobienstwa 2-punktowego dla
mikrostruktury MSa, ponownie, przed i po zastosowaniu filtra watershed. Obliczenia
wykonano korzystajac z symulacji Monte-Carlo. Otrzymane rezultaty zaprezentowano na
rys. 6.49. Wida¢, ze dla promienia r — 0 wartosci S, i s,® Zbiegaja odpowiednio do
udzialow frakcyjnych ¢ i ¢&. Z kolei dla promienia r— o prawdopodobienstwo
2-punktowe oscyluje wokot wartosci ¢’i ¢°. Zastosowanie filtra watershed skutkuje
w tym przypadku pewnym ,,przeskalowaniem” funkcji S; ze wzgledu na réznice udziatow
frakcyjnych poszczegoélnych sktadnikow materiatu. Ponadto, wida¢ tez zmiang nachylenia
funkcji S, dla r dlugosci 0-50 um, co ma rowniez zwigzek ze zmiang powierzchni
wlasciwej ziaren (patrz zaleznos$¢ (6.6)). Nie zauwaza si¢ natomiast zmiany w charakterze

oscylacji funkcji S, dla obu sktadnikow os$rodka po zastosowaniu rozwazanego filtra.

a) S dla mikrostruktury przed b) S5 dla mikrostruktury przed
0.354 e . e .

zastosowaniem filtra watershed 0.65 zastosowaniem filtra watershed
S5 dla mikrostruktury po TR S, dla mikrostruktury po
zastosowaniu filtra watershed \ zastosowaniu filtra watershed

s 0.254 .

N & 0.55+ 1

0.154
0.45-
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
r [um] r [um]

Rys. 6.49. Prawdopodobienstwo 2-punktowe (S,) dla mikrostruktury MSa przed i po zastosowaniu
filtra watershed dla: a) przestrzeni porowej i b) szkieletu gruntowego
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Funkcja prawdopodobienstwa odcinkowego

W analogiczny sposob okreslono funkcje prawdopodobienstwa odcinkowego.
Ponownie wykorzystano w tym celu symulacje Monte-Carlo. Uzyskane rezultaty
przedstawiono na rys. 6.50a, dla przestrzeni porowej — funkcja (L), oraz na rys. 6.50b, dla
szkieletu gruntowego — funkcja (L®). Dla r — 0 funkcje L® i L® zbiegaja, odpowiednio,
do wartosci ¢ i ¢. Z kolei dla r — oo wartosci te zbiegaja do zera. Na wykresach zauwazy¢
mozna nieznaczne ,przeskalowanie” funkcji L dla mikrostruktury MSa, przed i po
zastosowaniu rozwazanego filtra. Wobec czego, podobnie jak w przypadku funkcji S,

uzycie filtra watershed nie wplywa znaczaco na otrzymane wyniki.

a) L dla mikrostruktury przed b) L dla mikrostruktury przed
zastosowaniem filtra warershed zastosowaniem filtra watershed
0.301 L dla mikrostruktury po 0.607 L dla mikrostruktury po
zastosowaniu filtra watershed 0.50 zastosowaniu filtra warershed
s 0.20+ = 0.40-
~ ~
0.30+
0.10- 0.20
0.10+
0.00 T T T T 0.00 T T T T o>
0 100 200 300 400 500 0 100 200 300 400 500
7 [um] r [um]
Rys. 6.50. Funkcja lineal-path (L) dla mikrostruktury MSa, przed i po zastosowaniu filtra
watershed dla: a) przestrzeni porowej i b) szkieletu gruntowego
Kretos¢

Fundamentalne znaczenie zastosowania filtra watershed mozna pokaza¢ przy
wyznaczaniu kretosci dla dwu-wymiarowego przekroju rozwazanego osrodka gruntowego
(MSa). Przyktadowe mapy Dya, dla przestrzeni porowej na kierunku x, przedstawione na
rys. 6.51 obrazuja, ze bez zastosowania tego filtra, przestrzen porowa nie jest drozna (kolor
biaty) 1 przeptyw pltynu, czy strumienia ciepta przez ten osrodek nie bytby teoretycznie
mozliwy. W konsekwencji, nie bytoby mozliwe wyznaczenie kretosci w 2D dla przestrzeni
porowej bez zastosowania filtra watershed. Mape krgtosci oraz jej histogram
przedstawiono zatem tylko dla przypadku, w ktorym zastosowano filtr watershed
(rys. 6.52) — kreto$¢ w 2D, na kierunku X, dla poszczegolnych pikseli przestrzeni porowe;j
jest w przedziale od 1.23 do 1.48.
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Rys. 6.51. Mapa D, W obrebie przestrzeni porowej na kierunku x dla mikrostruktury MSa:
a) przed i b) po zastosowaniu filtra watershed

=5
—~
¥

Czestos¢ [%o]
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1 1.1 12 1.3
Kretosé T(x)

i ML
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Rys. 6.52. a) Mapa oraz b) histogram, krgtosci w obrgbie przestrzeni porowej na kierunku x dla
mikrostruktury MSa po zastosowaniu filtra watershed

Zastosowanie filtra watershed do okreslenia kretosci dla szkieletu gruntowego ma
odwrotny wplyw, anizeli w przypadku przestrzeni porowej. Mapy Dya dla Kierunku x
przedstawiono na rys. 6.53. Wida¢, ze tym razem po zastosowania tego filtra przeptyw
np. strumienia ciepta wylacznie przez szkielet gruntowy nie bylby teoretycznie mozliwy.
Mape kretosci oraz jej histogram dla szkieletu gruntowego przedstawiono zatem tylko dla
mikrostruktury bez stosowania filtra watershed (rys. 6.54). Dla tego przypadku kr¢to$é na
kierunku x dla poszczegdlnych droznych pikseli szkieletu gruntowego jest w przedziale od
1.55 do 3.60. Nalezy zwroci¢ uwage, ze nawet bez zastosowania filtra watershed nie
wszystkie, a jedynie cze$¢ ziaren si¢ ze sobg laczy 1 tworzy spdjng catosé
W poszczegbdlnych przekrojach 2D.

Wobec powyzszego kretos¢ osrodka gruntowego, a takze innych o$rodkow
granulowanych nalezy okre§la¢ dla modelu 3D, poniewaz analiza jedynie
dwu-wymiarowych przekrojow prowadzi do niemiarodajnych rezultatow ze wzgledu na
brak mozliwosci odzwierciedlenia przestrzennego polgczenia poszczegdlnych ziaren

mikrostruktury.
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Rys. 6.53. Mapa Dy, W obregbie szkieletu gruntowego na kierunku x dla mikrostruktury MSa:
a) przed i b) po, zastosowaniu filtra watershed
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Rys. 6.54. a) Mapa oraz b) histogram, kretosci w szkieletu gruntowego na kierunku x dla
mikrostruktury MSa przed zastosowaniem filtra watershed

Do dalszych analiz postuzono si¢ zatem trojwymiarowa mikrostrukturg piasku
sredniego. Aby mozliwe byto uwzglednienie przeplywu zar6wno w przestrzeni porowe;,
jak 1 w szkielecie gruntowym, kretos¢ okreslono tylko dla mikrostruktury przed
zastosowaniem filtra watershed. Mapy kretosci 3D oraz jej histogramy dla trzech réznych
kierunkéw przedstawiono na rys. 6.55 dla przestrzeni porowej oraz na rys. 6.56 dla
szkieletu gruntowego. W ogolnosci dla przestrzeni porowej uzyskano wyzsze wartoSci
kreto$ci niz dla szkieletu gruntowego, np. Srednia warto$¢ Ty(X) dla przestrzeni porowej
wyniosta 1.212, podczas gdy dla szkieletu gruntowego — 1.163. Wida¢ réwniez, ze wyniki
kretosci wyznaczone dla modelu 3D dla obu skladnikow mikrostruktury sa nizsze niz dla
przekroju 2D. Wynika to z faktu, ze czgsteczka np. ptynu ma wigkszg swobode ruchu
W osrodku tréjwymiarowym niz W os§rodku dwuwymiarowym.

Analizujac kretos¢ dla modelu 3D dla poszczegodlnych kierunkéw widaé, ze osrodek
wykazuje wlasciwosci materiatu transwersalnie izotropowego, poniewaz histogramy

kretosci jak i1 srednie wartosci dla kierunkow X 1y sa do siebie bardzo zblizone (np. dla
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przestrzeni porowej Ty(x)=1.212 i Ty(x)=1.214), podczas gdy dla kierunku z kretos¢
przyjmuje nieco wigksze wartosci (dla przestrzeni porowej T,(x)=1.282). Jest to
spowodowane ,,wyptaszczonym” ulozeniem ziaren w kierunku prostopadtym do dziatania
sity grawitacji (kierunku z). W dalszej czgéci pracy upraszcza si¢ jednak rozwazania

traktujac badany osrodek gruntowy jako makroskopowo izotropowy.
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Rys. 6.55. Mapa przestrzenna oraz histogram kretosci w obrgbie przestrzeni porowej MSa
na kierunku: a) x, b) yic) z
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Rys. 6.56. Mapa przestrzenna oraz histogram kretosci w obrebie szkieletu gruntowego MSa
na kierunku: a) x, b)yic) z

Nalezy mie¢ na uwadze, ze okre$lenie przedstawionych w niniejszym rozdziale miar
mikrostruktury jest dos¢ czasochtonne, w szczegdlnosci dla modeli tréjwymiarowych.
Tabela 6.4 prezentuje orientacyjne czasy obliczen podstawowych miar mikrostruktury dla
obrazow 2D (160 000 pikseli) jak i 3D (64 000 000 wokseli). Prezentowane czasy
odpowiadajg obliczeniom wykonanym na komputerze Intel Core i7 2.6 GHz, 32 GB RAM.
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Oczywistym jest, ze czasy te mogg znaczgco si¢ rozni¢ w przypadku wykorzystania innych
skryptow obliczeniowych badz wykonujac obliczenia roéwnoleglte na wielu procesorach

jednoczesnie.

Tabela 6.4. Orientacyjny czas obliczen [min] podstawowych miar mikrostruktury

Model S, L Kretos¢
2D 10 220 0.3
3D - - 360

6.3.2. Przewodnos¢ cieplna szkieletu gruntowego

W praktyce, przewodnosci cieplnej szkieletu gruntowego nie da si¢ okresli¢
W sposob bezposredni na podstawie badan laboratoryjnych. W konsekwencji, w literaturze
tematu zaproponowano kilka modeli empirycznych do szacowania wartosci parametru As.
Jednym z nich jest np. model teoretyczny zaproponowany w pracy (Rézanski & Stefaniuk,
2016), ktory pozwala szacowaé warto$¢ przewodno$ci cieplnej szkieletu gruntowego na

podstawie zawartosci frakcji piaskowej (Sa [%]) oraz czgsci organicznych (OM [%]), tj.:

B 3.67-0.074-OM
® 1-0.006-Sa+1.2-10°-Sa?

(6.15)

Powyzsza zalezno$¢ (6.15) okreslono na podstawie zatozonego w pracy (Rozanski &
Stefaniuk, 2016) modelu geometrii szkieletu gruntowego w skali mikro, ktory uwzglednia
»lokalng” zmienno$¢ przewodnosci cieplnej ze wzgledu na sktad mineralogiczny oraz
zawarto$¢ czeSci  organicznej. Zmienno$¢ wspOlczynnika przewodnosci  cieplnej
poszczegdlnych mineratow przypisana zostata do poszczegélnych frakcji gruntowych
poprzez zastosowanie odpowiednich funkcji gestosci prawdopodobienstwa. W analizie
wykorzystano podejécie obliczeniowej mikromechaniki, a wyniki dopasowano do cztero-
parametrowej funkcji nieliniowej (6.15). Rezultaty zweryfikowane zostaly na podstawie
wynikow pomiardw laboratoryjnych z literatury, jak i badan wlasnych autoréw, dla tacznie
kilkudziesigciu osrodkéw gruntowych w petni nasyconych woda. Okreslona wg zalezno$ci
(6.15) przewodno$é cieplna szkieletu gruntowego piasku $redniego wynosi 7.06 Wm™ K™.
Przyjeto przy tym, ze zawarto$¢ frakcji piaskowej wynosi Sa=100% natomiast w gruncie

brak jest czesci organicznej, tj. OM = 0%.
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6.3.3. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materialowej -
identyfikacja laboratoryjna

Funkcja makroskopowej odpowiedzi materialowej (F™") opisuje zalezno$¢
pomigdzy wspodtczynnikiem przewodnosci cieplnej ptynu wypehiajacego przestrzen
porowa a efektywnym wspodlczynnikiem cieplnym catego kompozytu. Jak wczesniej
wspomniano funkcje F™" mozna okresli¢ np. poprzez badania laboratoryjne, lub jesli dana
jest cyfrowa reprezentacja mikrostruktury osrodka, poprzez obliczenia numeryczne.
Funkcje makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla rozwazanego o$rodka gruntowego
okreslono w badaniach laboratoryjnych poprzez sekwencyjne nasycanie o$rodka ptynami
oznanej (réwniez badanej przez Autora) przewodnosci cieplnej i wyznaczanie
odpowiadajacej jej makroskopowej przewodnosci cieplnej gruntu.

Wspoétezynnik przewodnosci cieplnej gruntu wyznacza¢ mozna w badaniach
laboratoryjnych metodami ustalonego lub nieustalonego przeptywu ciepta. Metody
ustalonego przeptywu ciepta sa bardzo doktadne, jednak czasochtonne, kosztowne
I wykonywane na pobranych wczeéniej probkach. Stad, w ostatnim czasie rozwingly sig¢
liczne metody nieustalonego przeptywu ciepta. Jedng z tych metod jest test sondg igtowa
(ang. the needle probe test). Jego zaletg jest krotki czas badania oraz mozliwo$¢ badania in
situ, co w przypadku o$rodkéw gruntowych jest szczegélnie wazne, poniewaz naturalna
struktura gruntu nie zostaje wowczas naruszona podczas jej pobierania.

W niniejszej pracy do badan parametréw cieplnych metoda nieustalonego przeptywu
ciepta wykorzystano miernik KD2Pro firmy Decagon Devices wraz z odpowiednimi
czujnikami pomiarowymi. Miernik KD2Pro stuzy, w zaleznosci od uzytego czujnika
(jedno- lub dwu-iglowego), do pomiaru przewodnosci cieplnej, opornosci cieplnej oraz
dyfuzyjnosci cieplne;.

Czujnik KS-1 (jedno-igtowy, dlugos$ci 60 mm i $rednicy 1.3 mm) dedykowany jest
dla materialow izolacyjnych oraz cieczy, poniewaz w trakcie pomiaru wydziela tylko
niewielkg ilo$¢ ciepta przez co zapobiega powstawaniu konwekcji swobodnej w cieczach.
Jego zakres pomiarowy wynosi od 0.02 do 2.00 [W m™ K™]. Jego doktadno$é to +5% dla
zakresu 0.20-2.00 [Wm™*K™'] i £0.01 Wm™*K™ dla zakresu 0.02-0.20 [Wm™K™].
Zgodnie z wytycznymi producenta zawartymi w instrukcji, czujnik ten nie powinien by¢
stosowany do pomiaréw materiatdéw granulowanych, m.in. gruntu, gdzie op6ér na kontakcie

z probka moze by¢ zrodtem niedoktadnosci wynikow (KD2 Pro Manual, 2011). Czujnik
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KS-1 wykorzystano zatem do pomiaru przewodnosci cieplnej sekwencji cieczy, ktérymi
w dalszej kolejnosci nasycano grunt.

Do badan osrodka gruntowego (MSa) nasyconego plynami o réznej przewodnosSci
cieplnej uzyto czujnika TR-1 (jedno-igtowy, dtugosci 100 mm i $rednicy 2.4 mm). Czujnik
ten stuzy do pomiarow w gruntach (wilgotnych oraz suchych), skalach, a takze
w materiatach o statej strukturze jak np. beton (KD2 Pro Manual, 2011). Zakres badania
wspoélczynnika przewodnosci cieplnej dla sensora TR-1 wynosi od 0.10 do 4.00
[Wm™K?'. Z kolei jego dokladnos¢ to +10% w zakresie 0.20 - 4.00 [Wm™*K™]
i £0.02 Wm™ K™ w zakresie 0.10-0.20 [W m™ K™]. Miernik wraz z czujnikami KS-1 oraz
TR-1 przedstawiono na rys. 6.57.

Miernik KD2Pro

Sonda KS-1

Rys. 6.57. Widok miernika KD2Pro z czujnikami KS-1 oraz TR-1

Pomiaru przy uzyciu miernika KD2Pro dokonuje si¢ poprzez umieszczenie sondy
iglowej w cato$ci w odpowiednio przygotowanej probce. Przed uruchomieniem miernika
nalezy odczeka¢ kilka minut, aby temperatura w czujniku ustabilizowata si¢ i ,,przyjeta”
temperature badanego materialu. Pomiar trwa od kilku do maksymalnie 10 minut. Przez
potowe tego czasu (tn), poprzez przeplyw pradu o stalym nat¢zeniu, sonda jest
podgrzewana (faza grzania), natomiast w drugiej fazie badania zZrodto ciepta zostaje
wylaczone (faza chlodzenia). W trakcie pomiaru miernik rejestruje 60 dyskretnych
pomiarow temperatury w S$rodku sondy iglowej przy uzyciu czujnika termopary.
Przyktadowe wyniki zmiany temperatury w trakcie pojedynczego pomiaru przedstawiono

narys. 6.58.
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Rys. 6.58. Przyktadowe wyniki pomiaru (zmiany temperatury w czasie) dla fazy grzania oraz
chtodzenia przy uzyciu miernika KD2Pro z czujnikiem TR-1

Teoria badania sonda iglowa bazuje na rozwigzaniu liniowego zrodla ciepta
umieszczonego W  nieskonczonym, izotropowym oraz jednorodnym  osrodku

0 statej dyfuzyjnosci cieplnej D [m?s]. Dyfuzyjno$¢ cieplna definiowana jest jako:

D=—, (6.16)
C,
gdzie cy to objetosciowa pojemno$é cieplna materiatu [J m2 K™].
Dla tak zdefiniowanego o$rodka strumien ciepta opisa¢ mozna za pomocg prawa
Fouriera. W przypadku wspotrzednych cylindrycznych, ktorych przyjecie jest bardziej
adekwatne z uwagi na kolowy ksztatt przekroju sondy, rownane opisujace przeptyw ciepta

mozna przedstawi¢ W nastgpujacej postaci (np. Rozanski & Sobotka, 2013):

2
oT D(aT 18T]1 6.17)

o rer
gdzie T to temperatura [K], t czas [s], a r to odleglos¢ od liniowego zrodla ciepta
w kierunku promieniowym [m].

Zaktadajac, ze cieplo dostarczane jest od chwili poczatkowej t=0, ze stalym
przyrostem q [W/m] na jednostke dlugosci igly, to zmiane¢ temperatury osrodka
otaczajacego zrodlo ciepla, dla fazy grzania, wyrazi¢ mozna w nast¢pujacej postaci:

(Carslaw & Jaeger, 1959):
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2

PN Ei(— r ] (6.18)
4.7 | 4Dt

Z kolei dla fazy chtodzenia zmiang temperatury opisa¢ mozna zaleznoscig:

B O Y N S T O S
AT_%{ El[ 4Dt]+E|[ 4D(t_th)ﬂ. (6.19)

W powyzszych rownaniach funkcja Ei(-a) to tzw. funkcja caltkowo-wyktadnicza,

definiowana w nastepujacy sposob:

ot

~Ei(-a)=] ert, (6.20)

ktéra moze by¢ aproksymowana nast¢pujacym szeregiem (Abramowitz & Stegun, 1972):

—Ei(—a)z—y—lna—i%, (6.21)

gdzie y to stata Eulera (y=0.5772...), a & Wynosi:

(6.22)

Dla matych wartosci r 1 duzych wartosci t oraz D, cztony poza Ino wystepujace
w rozwini¢ciu (6.21) sa pomijalnie mate, co pokazano np. w pracy (Lydzba i in., 2014).
Wobec tego przyrost temperatury jest liniowa funkcjg Int i rownanie (6.18), dla fazy

grzania, aproksymowane moze by¢ poprzez:

AT zilnt+C, O<t<t,, (6.23)

477k

gdzie C jest pewna stala.
Stosujac analogiczne podejscie dla fazy chlodzenia mozna pokazaé, ze dane

pomiarowe mogg by¢ dopasowane do nastepujgcego rownania (KD2 Pro Manual, 2011):
T =my+m,t+m,Int, (6.24)

dla fazy grzania, oraz:
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T:ml+m2t+msln£t !

j, (6.25)

h

dla fazy chtodzenia. W powyzszych rownaniach mg traktowa¢ mozna jako temperature
poczatkowa (temperatur¢ otoczenia), M, odnosi si¢ do zjawiska dryftu temperaturowego
(okre$la zmiang napigcia referencyjnego pod wptywem zmiany temperatury), a ms to
nachylenie krzywej, ktéra odnosi przyrost temperatury do Int.

Po wyznaczeniu parametrOw Mg, my, m; i mz z wykorzystaniem 2/3 danych
pomiarowych =z fazy grzania oraz chlodzenia, okresli¢ mozemy wspotczynnik
przewodnosci badanego materialu zgodnie z ponizsza zaleznoscia (KD2 Pro Manual,
2011):

__4 6.26
4zm,’ (6.26)

Po zakonczeniu badania warto$¢ wspotczynnika przewodnosci cieplnej odczytuje sie
z wyswietlacza cyfrowego na urzadzeniu KD2Pro. Istnieje rowniez mozliwos¢ wilasnej
interpretacji, tj. zaimportowania odczytoéw temperatury 1 przeprowadzenie analizy
w oddzielnym oprogramowaniu. W pracy wykorzystano to drugie podejscie. Daje ono
mozliwos$¢ oceny jakosci i poprawnosci charakterystyki temperatury wzgledem czasu,
a w konsekwencji odrzucenia btednie wykonanych pomiaréw. Zgodnie z zaleceniami
producenta (KD2 Pro Manual, 2011), przyjeto, ze badanie nalezy powtorzy¢ jesli jakosé
dopasowania w postaci btedu wzglgdnego pomigdzy danymi pomiarowymi a modelem
teoretycznym przekracza wartos¢ 0.01. Do analizy wykorzystano oprogramowanie
Wolfram Mathematica oraz metode najmniejszych kwadratoéw. Dla przyktadowych
wynikow pomiarowych jak na rys. 6.58 wyznaczono parametry m; dopasowujac funkcje
(6.24) dla wynikow z fazy grzania oraz funkcje (6.25) dla wynikéw z fazy chlodzenia
(rys. 6.59). Poszukiwane parametry wyniosty odpowiednio: mg=22.30, m; =21.41,
m, =-0.001602 oraz mz = 0.7225. Nastepnie skorzystano z zalezno$ci (6.26) wyznaczajac
wspolczynnik  przewodnosci  materiatu, ktoéry wynidst  0.4241 wmtk? (ilos¢
dostarczanego ciepta podczas fazy grzania odczytano z urzadzenia, =3.85W/m).
Warto$¢ przewodnosci otrzymana za pomoca wlasnej analiz jest zgodna z wynikiem

podanym przez urzadzenie pomiarowe, tj. 1 =0.424 W mtK™
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Rys. 6.59. Dopasowanie funkcji teoretycznych do przyktadowych wynikéw pomiarowych
uzyskanych przy uzyciu miernika KD2Pro z czujnikiem TR-1

Badanie przewodnosci cieplnej plynow

Przed wypetieniem przestrzeni porowej osrodka gruntowego MSa sekwencja

ptynow, okreslono uprzednio ich wspotczynniki przewodnosci cieplnej (gj). Plyny

dobrano w taki sposdb, aby jak najbardziej roznity si¢ od siebie wartosciami przewodnosci

cieplnej. Wybrano tacznie 8 ptynéw (w nawiasach podano skrocone oznaczenia ptyndw

konsekwentnie stosowane w dalszej czgsci pracy):

251 — powietrze (AIR),

/2 — olej mineralny 5W30 (5W30),

A3 — glikol monopropylenowy (MPG),

A4 — glikol monoetylenowy (MEG),

A5 — roztwor glikolu monoetylenowego (70%) i wody destylowanej (30%); (MEG "),
At — roztwor glikolu monoetylenowego (40%) 1 wody destylowanej (60%); (MEG4O%),
7 — roztwor glikolu monoetylenowego (20%) i wody destylowanej (80%); (MEG®®%),
/g — wody destylowanej (H,0).

Wspotczynnik przewodnosci cieplnej powietrza przyjeto na podstawie danych

literaturowych. Przewodnos¢ cieplng cieczy wyznaczono natomiast korzystajac z miernika

KD2Pro zsonda KS-1. Badania przeprowadzono w temperaturze otoczenia rownej

22°C £+ 2°C na probkach cieczy umieszczonych w cylindrycznym naczyniu o $rednicy
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12cm iwysokosci 20 cm, z dala od urzadzen wywotujagcych drgania. Wyniki
zaprezentowano W postaci wartosci $redniej (u,), odchylenia standardowego (o;) oraz
wspotczynnika zmiennosci (o0 /u;) przewodnosci cieplnej poszczegdlnych ptynow (tabela
6.5). W tabeli zestawiono rowniez liczb¢ wykonanych pomiaréw (np). Aby uzna¢ wyniki
za miarodajne nalezy zweryfikowac czy liczba wykonanych pomiardéw jest wystarczajaca.
W tym celu skorzystano z nieréwno$ci Chebyshev’a wyznaczajac minimalng liczbe
pomiardw (Nmin) dla poziomu ufnosci 3% i btedu wzglednego ¢=3% (por. np. Rozanski,
2010):

2
n 00 o | (6.27)
3 (003 4,

Tabela 6.5 uzupehiona zostata 0 wyniki obliczen minimalnej liczby pomiaréw, Nmin.
Badania za kazdym razem wykonywano do momentu, az liczba wykonanych pomiaréw

byla co najmniej réwna warto$ci Npin.

Tabela 6.5. Wartosci $rednie (u;), odchylenia standardowe (o;) oraz wspotczynniki zmiennos$ci
(0,1 ;) przewodnosci cieplnej rozwazanych ptynéw, a takze liczba wykonanych pomiaréw (ny)
i minimalna liczba pomiaréw (Nmin) Wg nieréwnosci Chebyshev’a

Wsp6lezynnik przewodnosci cieplnej i-tego ptynu A [Wm™ K™
Plyn

AIR 5W30 MPG MEG MEG™ MEG*™ MEG®™  H,0

i 1 2 3 4 5 6 7 8
u 0.025 0.141 0.200 0.243 0.330 0.405 0.480  0.603
o; - 0.001 0.001 0.001 0.003 0.005 0.007 0.029
ol u; - 0.4% 0.5% 0.5% 0.9% 1.3% 1.4% 4.8%

Nimin — 1 1 1 3 6 8 12

n, - 5 5 5 5 10 10 20

Uzyskane wyniki maja duza zgodno$¢ z wartosciami uzyskanymi przez innych
badaczy. Dla poroéwnania zgodnie z (http://www.engineeringtoolbox.com/thermal-
conductivity-liquids-d_1260.html), w temperaturze 26.8°C przewodno$¢ cieplna oleju
silnikowego (nieuzywanego), glikolu etylenowego i wody ($wiezej) wynosi odpowiednio
0.147, 0.258 i0.609 [Wm™K™], podczas gdy wartoici otrzymane z badan wiasnych
wynosza odpowiednio 0.141, 0.243 i 0.603 [W m™K™']. Otrzymane nieco nizsze wartosci
moga by¢ skutkiem wystepujgcej nizszej temperatury otoczenia W trakcie wykonywanych

pomiarow.
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Nalezy podkresli¢, ze przed kolejnym pomiarem danego ptynu zachowywano
interwal czasowy rowny 30 min, aby ciepto dostarczone do badanej probki w trakcie
poprzedniego pomiaru zostalo odprowadzone do otoczenia i nie wplynelo na wynik
kolejnego badania.

Na podstawie uzyskanych wynikéw zauwazy¢ mozna, ze wspotczynnik zmiennosci
(i tym samym minimalna ilo§¢ pomiarow) dla ptyndw o coraz wigkszej przewodnosci
cieplnej rosnie, i dla wody wynosi 4.8% (co implikuje warto$¢ Npmin =12). Powszechnie
znanym jest fakt, iz wyznaczenie przewodnosci cieplnej wody za pomoca testu iglowego
jest stosunkowo trudne. Wynika to z bardzo matej lepkosci, ktora dla wody wynosi 0.98 cP
w temperaturze T=20°C (dla poréwnania, lepko$¢ glikolu monoetylenowego
I monopropylenowego wynosi odpowiednio 21.3 i 91.4 [cP]). Wyniki pomiarow sa
zaburzone poniewaz juz niewielkie drgania powoduja ruchy czastek wody i przeplyw
ciepta zwigzany z ruchem czastek wywotanym czynnikami zewng¢trznymi. W ramach
analizy udato si¢ jednak skonstruowaé stanowisko badawcze, ktore pozwolilo na

satysfakcjonujace oszacowanie przewodnosci cieplnej wody.

Badanie przewodnosci cieplnej osrodka gruntowego

Do badan makroskopowej przewodnos$ci cieplnej piasku sredniego przygotowano
siedem probek umieszczonych w szklanych cylindrycznych naczyniach o srednicy 10 cm
I wysoko$ci 15 cm o statej gestosci objetosciowej (i tym samym statej porowatosci).
Wszystkie probki w stanie suchym przebadane zostaty kilkukrotnie miernikiem KD2Pro
zsondg TR-1. Porownywalna wartos¢ przewodnosci cieplnej MSa w stanie suchym
wszystkich siedmiu przygotowanych probek potwierdzita ich jednorodnosé.

Na podstawie znanej porowatosci i objetosci probek odmierzono potrzebng objetosc
cieczy niezbednej do pelnego nasycenia przestrzeni porowej gruntu. Nastepnie, po
nasyceniu probek MSa poszczegdlnymi cieczami (przedstawionymi na poczatku
niniejszego podrozdziatu) przystagpiono do badan, tj. okreslania przewonno$ci cieplnej

gruntu w stanie petnego nasycenia (rys. 6.60).
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Rys. 6.60. Zdjecie dokumentujace wykonanie pomiaréw laboratoryjnych przewodnosci cieplne;j
osrodka gruntowego

Wyniki przewodnos$ci cieplnej osrodka gruntowego nasyconego poszczegdlnymi
ptynami (tabela 6.6) przedstawiono w sposob analogiczny do wynikow przedstawionych
dla przewodnosci cieplnej ptynow (tabela 6.5). Badania, tak jak poprzednio,
przeprowadzono w temperaturze otoczenia roéwnej 22°C + 2°C.

Na podstawie wynikéw przewodnosci cieplnej osrodka gruntowego nasyconego
sekwencja plyndow o roznej (znanej) przewodnosci cieplnej wyznaczono dyskretng postac

funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej (F™™) (rys. 6.61).

Tabela 6.6. Wartosci $rednie (u;), odchylenia standardowe (o;) oraz wspotczynniki zmiennos$ci
(021 1) przewodnosci cieplnej probki MSa nasyconej poszczeg6lnymi ptynami, a takze liczba
wykonanych pomiaréw (n,) i minimalna liczba pomiaréw (Nmin) Wg nieréwnosci Chebyshev’a

Przewodno$é cieplna probki MSa nasyconej i-tym ptynem 4™ [Wm™ K]
AIR 5W30 MPG MEG MEG™ MEG*™ MEG®™  H,0
i 1 2 3 4 5 6 7 8

W 0.398 1.598 1.877 2133 2457 2670 2.836  3.103

o; 0.014 0039 0040 0040 0060 0036 0056  0.117

oilu, | 3.6% 2.5% 2.1% 1.9% 2.4% 1.4% 2.0% 3.8%
Nimin 15 7 5 4 7 2 5 17
n, 35 20 20 20 20 20 20 20

Plyn
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Rys. 6.61. Dyskretna posta¢ funkcji F™" rozwazanego osrodka gruntowego (MSa)
Y p ] g

6.3.4. Funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury piasku Sredniego

Funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury (M®*?) dla rozwazanego o$rodka gruntowego
wyznaczono niezaleznie dla dwoch schematow aproksymacyjnych, tj. Mori-Tanaki (M-T)
oraz samouzgodnionego pola (S-C). Dane, niezbedne do rozwigzania zagadnienia,
okreslono we wczesniejszej czesci pracy. Jednakze, ponizej dokonano ich ponownego
zestawienia:

e porowato$¢ gruntu: ¢s=31.8% (tabela 6.3),

e przewodnosé cieplna szkieletu gruntowego: As =7.06 Wm™ K™ (rozdziat 6.3.2),

e funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej: F™" (rys. 6.61).

Jak pokazano w tabeli 6.6 dla kazdego przypadku, tj. nasycenia przestrzeni porowe;j
gruntu konkretnym plynem wykonano sekwencje np pomiarow. Celem uwzglednienia
W analizie mozliwego rozrzutu wynikéw badan rozwigzanie zagadnienia odwrotnego
przeprowadzono dla 30 zestawoéw (oznaczanych symbolem @, poprzez analogi¢ do
oznaczania losowych realizacji we wcze$niejszej czeSci pracy) punktow pomiarowych.
Oczywistym jest, ze kazdy zestaw zawiera osiem losowo wybranych (odpowiadajacych

poszczegdlnym plynom wypelniajacych przestrzen porowa) rezultatow z catego spektrum

uzyskanych wynikow.
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W pierwszej kolejnosci zagadnienie odwrotne dla wszystkich rozwazanych realizacji
(zestawu wynikow) rozwigzano bez uzycia techniki regularyzacji (u =0). Okreslone
funkcje M® dla schematu M-T oraz schematu S-C, dla o$miu przykladowych realizacji,
zaprezentowano, odpowiednio, na rys. 6.62 oraz rys. 6.63. Wida¢, ze otrzymane funkcje
M®-4 zbiegaja, w skali logarytmicznej, do rozkladu bimodalnego, niezaleznie od przyjetej
metody aproksymacyjnej oraz danej realizacji w.

Uzyskane funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury dla obu schematow (M-T i S-C)
wykorzystane zostaly nast¢pnie w sposob bezposredni w celu zweryfikowania funkcji
makroskopowej odpowiedzi materiatowej. Jak pokazano na rys. 6.64, niezaleznie od
uzytego schematu aproksymacyjnego, uzyskano wysoka zgodnos$¢ pomigdzy badaniami

laboratoryjnymi a predykcja otrzymang z wykorzystaniem ekwiwalentnej mikrostruktury.
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Rys. 6.63. Funkcja M*®-4 dla schematu S-C dla przykladowych o$miu realizacji @
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Rys. 6.64. F™™ dla przyktadowych o$miu realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C

Jak pokazano w rozdziale 5 rozwigzanie rozwazanego w pracy zagadnienia
odwrotnego jest, w ogdlnosci, zle uwarunkowane i w konsekwencji niestabilne. Pewng
niestabilno$¢ mozna zauwazy¢ poprzez pordéwnanie zidentyfikowanych funkcji M** dla
w=3 oraz w=7 w schemacie S-C — sg to rys. 6.63c oraz rys. 6.63g. Wobec czego
W nastepnej kolejnosci skorzystano z omawianej wczesniej techniki regularyzacji
Tichonowa. Ponownie, zagadnienie odwrotne rozwigzano dla 30 realizacji (zestawu
pomiardéw), przy czym dla kazdej z nich obliczenia przeprowadzono dla réznych warto$ci
wspotczynnikoéw regularyzacji; przyjeto tacznie 28 wartosci wspodtczynnika u.

Optymalne warto$ci wspolczynnikdw regularyzacji wyznaczono stosujgc dwie
opisane wczesniej metody, tj. na podstawie: miejsca zalamania krzywej L (uqp) Oraz
autorskiej metody (,u*opt) zaproponowanej w rozdziale 5.2.3. Wyniki dla obu stosowanych
podejs¢ zestawiono, w sposob analogiczny do wczesniej rozwazanych zagadnien
testowych, na rys. 6.65 oraz rys. 6.66. W szczegdlnosci, na rys. 6.65 przedstawiono krzywe
L dla przyktadowych o$miu realizacji uzyskane w przypadku obu rozwazanych
schematow, tj. schematu M-T i S-C. Jednoczesnie w prawym gornym narozniku dokonano
graficznej prezentacji optymalnych wartosci popt | ¢ opt. RYS. 6.66 przedstawia funkcje
Ep(u) dla tych samych o$miu wybranych realizacji. Wykresy te, dla porownania wynikow,
uzupetniono o zakresy uopt Oraz ,u*opt. Wartosci uopt Oraz ,u*opt zestawiono rowniez
w tabeli 6.7. Dla wszystkich analizowanych realizacji w uzyskano nizsze wartosci topt Oraz
wiekszy ich rozrzut (10® - 10*° dla schematu M-T oraz 10" - 10> dla schematu S-C)
W porownaniu do wynikow otrzymanych dla ,u*opt (10*° - 10*% dla schematu M-T oraz
10 - 10" dla schematu S-C). Podobna zalezno$é¢ uzyskano w trakcie rozwiazywania

rozwazanych wczesniej zagadnien testowych.
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Rys. 6.65. Krzywa L, dla przyktadowych o$miu realizacji w, dla schematu: a) M-T i b) S-C wraz
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Rys. 6.66. Wartos¢ Ep wzgledem wspotczynnika regularyzacji ¢ dla przyktadowych o$miu
realizacji o dla schematu: a) M-T i b) S-C

Tabela 6.7. Warto$¢ wspolczynnika regularyzacji uop W miejscu zatamania krzywej L dla o$miu
przyktadowych realizacji w dla schematu M-T i S-C

Schemat M-T Schemat S-C
N Hopt ﬂ*om Hopt ﬂ*opt
1 10-5.00 10-4.50 10-4.75 10-3.75
2 10-4.50 10-4.50 10-5.00 10-3.75
3 107 10*%° 107 10*%
4 107 10*%° 107 10*%
5 10°% 10*% 107 1037
6 10*%° 10 10°7 1037
7 10°% 0% 10°7 109
8 107 10*%° 107 1037

Zidentyfikowane funkcje M*-4 dla wspotczynnika regularyzacji (uopt) okreslonego

na podstawie krzywej L przedstawiono na rys. 6.67 i rys. 6.69, odpowiednio, dla schematu
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M-T i S-C. W analogiczny sposdb przedstawiono rezultaty odpowiadajgce autorskiej
metodzie okreslania optymalnej wartosci wspotczynnika regularyzacji (u*opt) na rys. 6.68
I rys. 6.70.

Poréwnujac funkcje M®? zidentyfikowane z wykorzystaniem dwodch podejéé do
okreslania optymalnej wartosci wspotczynnika regularyzacji mozna zauwazyC, ze
ekwiwalentne mikrostruktury odpowiadajace wspotczynnikowi uept weigz charakteryzuja
si¢ pewng niestabilnoscig. Objawia si¢ ona poprzez losowo pojawiajace si¢ dyskretne
rodziny wtragcen, co szczegolnie wida¢ w przypadku wynikow dla schematu S-C (poréwnaj
np. rys. 6.69c, rys. 6.69d i rys. 6.69g). Takiego ,,zjawiska” nie obserwuje si¢ w przypadku
zastosowania autorskiej metody wyznaczania optymalnej warto$ci wspotczynnika
regularyzacji ,u*opt. W tym konteks$cie mikrostruktury ekwiwalentne odpowiadajace ,u*opt s
stabilne. Niemniej jednak, niezaleznie od tego ktorg z technik wykorzystamy do okreslenia
optymalnej warto$ci parametru regularyzacji, wciaz otrzymujemy dobra predykcje funkcji

makroskopowej odpowiedzi materiatowej co zobrazowano na rys. 6.71 i rys. 6.72.
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Rys. 6.67. Funkcja M*-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji btedow
pomiarowych funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla zqp
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Rys. 6.68. Funkcja M*-4 dla schematu M-T dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatlowej dla u qp
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Rys. 6.69. Funkcja M*-4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla uop
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Rys. 6.70. Funkcja M*-4 dla schematu S-C dla przyktadowych o$miu realizacji bledow
pomiarowych funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla /fopt
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Rys. 6.71. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla o I przyktadowych o$miu
realizacji w; schemat: a) M-T i b) S-C
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Rys. 6.72. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla u o i przyktadowych o$miu
realizacji w; schemat: a) M-T i b) S-C

Nalezy mie¢ na uwadze, ze w powyzszych analizach rozwigzywano zagadnienie
odwrotne dla 30 zestawow (realizacji w) punktow pomiarowych. Niestety okreslenie
funkcji M® nawet dla jednej realizacji o wigze si¢ z dlugim czasem obliczen. Wynika to
z faktu, iz w metodzie stochastycznej optymalizacji SA obliczenia dokonywane s dla
facznie prawie 2 mln iteracji. Niemniej jednak, na podstawie uzyskanych rezultatow
mozna stwierdzi¢, iz zastosowanie autorskiej metody okreslania optymalnej wartos$ci
wspotczynnika regularyzacji, w tym konkretnym przypadku (piasek $redni, osiem punktow
pomiarowych o zadanych rozrzutach pomiarowych), pozwala na zidentyfikowanie M®
jedynie na podstawie jednego, dowolnie wybranego, zestawu wynikéw pomiarowych.
W konsekwencji zaproponowane podejscie jest efektywne z obliczeniowego punktu
widzenia.

Jesli tak satysfakcjonujace rezultaty uzyskuje si¢ dla jednego losowego zestawu
pomiardéw, to mozna przypuszczaé, ze co najmniej tak dobre rozwigzanie uzyska si¢ na
podstawie wynikow pomiarowych odpowiadajacych warto$ciom $rednim. Celem
zweryfikowania powyzszego, w dalszej czgsci rozdziatu rozwigzano ponownie to samo
zagadnienie odwrotne dla jednego zestawu utworzonego z wartosci Srednich lhom(/lf,i)
przedstawionych w tabeli 6.5. Analizy przeprowadzono z wykorzystaniem techniki
regularyzacji w potaczeniu z autorskg metoda okreslania optymalnej wartosci
wspotczynnika regularyzacji; wyznaczone poszczegdlne wartosci Iu*opt Wynoszg 1042
i 103", odpowiednio, dla schematu M-T i S-C. Wyniki zestawiono na rys. 6.73.
W szczeg6lnosci przedstawiono zidentyfikowane ekwiwalentne mikrostruktury oraz
predykcje makroskopowej przewodnosci cieplnej osrodka gruntowego. Uzyskane wyniki
pod wzgledem jakosciowym oraz iloSciowym, zaréwno w zakresie poroOwnania
ekwiwalentnych mikrostruktur oraz makroskopowej odpowiedzi osrodka, sa niemalze
identyczne jak dla przypadku gdy rozpatrywano jeden wybrany zestaw wynikéw

pomiarowych. W konsekwencji mozna stwierdzi¢, ze oba podejscia s3 rtOwnowazne.
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Rys. 6.73. Funkcja M*-4 dla schematu: a) M-T i b) S-C, oraz c¢) odpowiadajace im funkcje
makroskopowej odpowiedzi materialowe;j

6.3.5. Autorska metoda oceny wartoSci  wspolczynnika

przewodnosci cieplnej szkieletu osrodka porowatego

Sformutowane w niniejszej rozprawie zagadnienie odwrotne oraz uzyskane
satysfakcjonujace wyniki (dla licznych przyktadow obliczeniowych) sktonity Autora do
podjecia proby stworzenia procedury okreslania wartosci przewodno$ci cieplnej
szkieletu/matrycy. Jak wspomniano wczesniej, np. dla osrodkéw gruntowych, poprawne
oszacowanie wartosci As jest zadaniem nadal ,,otwartym”. Wobec tego jesli udatoby sie¢
sformulowa¢ metodg, ktora zapewnialaby dobra predykcje As, to taka procedura miataby
istotne znaczenie z praktycznego punktu widzenia.

Proponuje si¢ zatem nastepujaca procedure okreslania 5. W pierwszej kolejnosci
nalezy zatozy¢ sekwencje roznych wartosci przewodnosci cieplnych szkieletu gruntowego
Asiy Qdzie 1=1,2,...,n,. Nastepnie dla kazdej wartosci As; rozwigzujemy zagadnienie
odwrotne zgodnie z procedurg przedstawiong w rozdziale 4.2. W efekcie uzyskuje sie
sekwencje minimalnych wartosci funkcji celu Ep(Asj). Postuluje si¢, ze optymalng
warto$cig wspolczynnika przewodnosci cieplnej szkieletu/matrycy, oznaczanej w dalszej
czeSci jako Asopt, jest ta, ktora zapewnia minimalng warto$¢ funkcji celu sposrod
wszystkich warto$ci uzyskanych na podstawie rozwigzania sekwencji njs zagadnien
odwrotnych, tj.:

A=A & Eg(A)=min{Eo(4y) Eo(As) s Eo(A,, )} (6:28)

si — 7'sopt 5N
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Aby  zweryfikowa¢  poprawnos$¢  zaproponowanej metody  skorzystano
z przyktadowego zadania testowego przedstawionego w rozdziale 4.3.2. Dla osrodka
porowatego o0 porowatosci ¢ =0.2 | przewodnoSci cieplnej szkieletu gruntowego
A=7.0 WmK? zatozono funkcje M*®-4 w postaci jak na rys. 4.8a. Nastepnie dla tego
oérodka okreslono funkcje F™™" rozwigzujac zagadnienie bezposrednie schematem M-T
oraz, niezaleznie, schematem S-C (rys. 4.8b). W kolejnym kroku wykonano sekwencje
obliczen zagadnien odwrotnych podobnie jak w rozdziale 4.3.2, jednak tym razem nie dla
jednej a dla roznych warto$ci przewodnos$¢ cieplnej matrycy/szkieletu As zgodnie
z procedurg zaproponowang powyzej. W tym przyktadzie funkcja makroskopowej
odpowiedzi materiatlowej wyznaczona zostata bez bledéw pomiarowych zatem nie
skorzystano z techniki regularyzacji (przyjeto x = 0).

Otrzymane funkcje M®*-4 dla przyktadowych warto$ci As; przedstawiono na
rys. 6.74 dla schematu M-T oraz na rys. 6.75 dla schematu S-C. Wida¢, ze zatozong
funkcje M®-A zrekonstruowano poprawnie tylko dla wartoéci As; takiej jak zostata
pierwotnie zalozona, tj. 7.0 Wm™ K™ Uzyskane ekwiwalentne mikrostruktury dla obu
schematéow wykorzystane zostaly nastepnie w sposob bezposredni w celu uzyskania

makroskopowej wartosci przewodnosci cieplnej dla roznych wartosci As (rys. 6.76).
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Rys. 6.74. Funkcja M**-4 dla przyktadowych czterech warto$ci As dla schematu M-T; x =0
a) A=6.0 Wm' K-! b) A,=6.9Wm'K! c)As=T. OWm'K1 d) A;=8.0Wm'K!
. 2 0.16 3 0.06 0.60
<
=060 0.12 0.40
‘% 0.40 0.08-
ng 0.20 1 0.04 7a\ h
0.00 H—="1> 000 |*ff'\_~ o000 l ...... > 000 b=
10" 10° 107 10" 10° 10" 107 107 10" 10° 10" 10% 107 10" 10°
0 0 H 0

Rys. 6.75. Funkcja M*-4 dla przyktadowych czterech wartosci As dla schematu S-C; 4 =0
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Rys. 6.76. Predykcja funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej dla przyktadowych czterech
wartosci As; schemat: a) M-T i b) S-C

Wida¢, ze przyjeta wartos¢ przewodno$ci cieplnej matrycy/szkieletu As mocno
wplywa na zidentyfikowana postaé funkcji M®*¥-4, w konsekwencji ,,dotykajac” rowniez
predykcji funkcji makroskopowej odpowiedzi. Nalezy mie¢ na uwadze, ze przyjeta
warto§¢ As implikuje pojawienie si¢ dodatkowego ,,niejawnego” punktu dla
makroskopowej odpowiedzi materiatlowej. Nalezy interpretowac to w taki sposob, ze jesli
przestrzen porowa o$rodka zapelnimy medium o przewodno$ci cieplnej rownej
przewodnosci cieplnej szkieletu (4f =4s), to wowczas uzyskamy jednorodny osrodek, dla
ktérego prawdziwe jest, ze AOM = )= Js. Wobec tego zatozenie wartosci As silnie wptywa

AhM _ )¢, poprzez tzw. ,dalekie rzutowanie” funkcji F™™ dla As = A.

na charakterystyke

W celu okreslenia optymalnej warto$ci As zastosowano procedur¢ opisang na
poczatku tego podrozdziatu. Wyznaczono sekwencje wartosci funkcji celu Ep(4s;) dla
réznych wartosci 4s. Wyniki obliczen zestawiono na rys.6.77. Wida¢, ze dla obu
schematow aproksymacyjnych funkcja ta osigga swoje minimum dla A takiego jak zostato
pierwotnie zatozone, tj. 7.0 Wm™K™. Zatem zaproponowana procedura poprawnie

zidentyfikowala warto$¢ przewodnosci cieplnej szkieletu/matrycy.

1x107° 4
1x107
1x10™ -
- 1x107-
1x10°

1x107 -

1x107™® -

1?{1079 T T T T T T T T \
60 62 64 66 068 70 72 74 76 T8 B8O

Ay [WmTK1]
Rys. 6.77. Funkcja Ep(4s) dla schematu aproksymacyjnego M-T oraz S-C
146



Jak pokazano na rys.6.74 i rys.6.75 w zaleznosci od przyjetej wartosci As;
wyznaczone funkcje prawdopodobienstwa M(6) wyraznie si¢ od siebie rdznig. Ponadto
jedynie dla wartosci A=7.0 Wm™ K™, a wiec takiej jak pierwotnie zatozono, udato sig
poprawnie zidentyfikowa¢ zatozong ekwiwalentng mikrostrukture. Oznacza to, ze
procedura wyznaczania optymalnej wartosci przewodnosci cieplnej szkieletu As qpe powinna
polega¢ na wyznaczeniu optymalnej pary ,,warto$¢ Asept — funkcja M*Y(6,{Asopt})”, ktora
spetnia zalezno$¢ (6.28). Oczywistym jest, ze w przypadku funkcji M, € jest jej jawnym
argumentem, natomiast As opt jest zmienna ,,ukryta”.

W dalszej czgéci pracy zaproponowang procedur¢ zaaplikowano do okreslenia
optymalnej wartosci As dla rozwazanego o$rodka gruntowego — piasku $redniego. W tym
celu rozwigzano sekwencj¢ zagadnief, analogicznych do tych przedstawionych
w poprzednim rozdziale, przyjmujac kilkadziesiat réznych wartosci z przedziatu [5.5, 8.0].
Obliczenia wykonano z zastosowaniem techniki regularyzacji przy czym optymalng
warto§¢ wspotczynnika u okre§lono wykorzystujac autorska procedurg. Na rys. 6.78
przedstawiono zaleznos$¢ funkcji celu od przyjetej wartosci As. Dla schematu M-T funkcja
Ep(4s) osigga swoje minimum dla /ls,optZG.ZOWm'l K zkolei dla schematu S-C dla
wartosci Asopt = 6.95 W m™* K. Zauwazmy, ze zidentyfikowane jako optymalne wartosci As
s nieznacznie nizsze od tej, ktorg zaktadano pierwotnie rozwigzujac zagadnienie odwrotne
w rozdziale 6.3.4. Przyjeto wowczas na podstawie zaleznosci (6.2) As=7.06 Wm™K™.
Oznacza to, ze zidentyfikowane na podstawie autorskiej procedury pary {Asopt;
M*(0{Asop})} dla obu schematéow zapewnily nizsze wartoci minimum funkcji celu
anizeli w zagadnieniu rozwazanym w rozdziale 6.3.4. Ponadto uzyskane wyniki wskazuja,
ze /Asopt nalezy traktowal jako pewien parametr ekwiwalentny szkieletu osrodka
porowatego stowarzyszony z danym schematem aproksymacyjnym.  Wyniki
przeprowadzonych analiz w formie ekwiwalentnych mikrostruktur i predykcji
makroskopowych odpowiedzi (dla optymalnych par {isopt; M*(0{Asopt})} W ujeciu obu
schematow aproksymacyjnych) zaprezentowano na rys. 6.79.

a) b)
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Rys. 6.78. Funkcja Ep(4s) dla =0, u = uep: Oraz u = ,u*om dla schematu: a) M-T i b) S-C
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Rys. 6.79. Funkcja M*®- 4 dla schematu: a) M-T (As=6.20Wm™* K™, u"o= 10*%) i b) S-C
(A=6.95Wm™ K™, 4o = 10%"), oraz c) odpowiadajace im funkcje makroskopowej odpowiedzi

6.3.6. Wplyw iloSci punktéw pomiarowych na uzyskane

rozwiazanie

Jak juz wczesniej wspomniano, w zagadnieniu odwrotnym teorii homogenizacji
mozna wskaza¢ analogi¢ do zagadnienia odwrotnego rentgenowskiej mikrotomografii
komputerowej. Zauwazmy, ze wykorzystywane do rozwigzania zagadnienia odwrotnego
teorii homogenizacji zboér wartosci parametrow ptynéw wypetniajacych przestrzen porowa
(4 ={A¢1, 452, ... , Afn}) mozna myslowo traktowac jako zbiodr projekcji, ktore wykonuje si¢
pod réznymi katami obrotu w trakcie obrazowania mikrotomografii komputerowe;.
Oczywistym jest, ze w microCT liczba projekcji silnie wplywa na jako$é
zrekonstruowanego obrazu. Mozna to przedstawi¢ na przykladzie rozwazanym
w rozprawie doktorskiej Dohnalika (2014), gdzie autor zeskanowat obiekt sktadajacy si¢
z otowka, polimeru i probki skaty. Na rys. 6.80, ktory pochodzi z pracy (Dohnalik, 2014),
przedstawiono wplyw liczby projekcji (3, 5, 25, 125, 625, 3125), ktore wykorzystano do
zrekonstruowania struktury obiektu, na jako$¢ uzyskanego obrazu. Jak pisze Dohnalik
praktycznie nie jest mozliwe okreslenie ksztattu dla rekonstrukcji wykonanej z 3 czy 5
projekcji. Latwo zauwazy¢, ze wraz ze wzrostem liczby projekcji nastgpuje wyrazZna

poprawa jako$ci obrazowania (rys. 6.80).
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Liczba projekeji - 3 Liczba projekeji - 25

Liczba projeke;ji - 125 Liczba projekcji - 625 Liczba projekeji - 3125

Rys. 6.80. Przyktad wptywu liczby projekcji na jakos¢ zrekonstruowanego obrazu
(Dohnalik, 2014)

Ponadto, w mikrotomografii komputerowej wazny jest rowniez poprawny dobor
katéw (w sensie kontrastu pomiedzy ich wartosciami), dla ktéorych wykonywane sa
projekcje. Jest oczywistym, ze w ogdlnym przypadku np. dla trzech projekcji najlepsze
rezultaty otrzymamy dla katow 0°, 45° 1 90° (kat 0° odpowiada katowi 180° itd.), a nie
np. dla katow 0°, 1° 1 2°.

Wobec powyzszego, W niniejszym podrozdziale przeprowadzono analiz¢ wptywu
dwoéch czynnikéw na jako$¢ uzyskanego rozwigzania zagadnienia odwrotnego teorii
homogenizacji. Czynnikami, ktore poddano analizie s3:

— liczba dyskretnych punktéw pomiarowych makroskopowej przewodnosci cieplnej,

— kontrast pomi¢dzy parametrami ptynéw wypetniajacych przestrzen porowa.

Rozwazono osiem przypadkow (oznaczonych symbolami A, B, ..., H) roznigcych si¢
wyborem punktéw pomiarowych w zakresie ich ilo$ci oraz kontrastu charakteryzowanego
wzajemnym stosunkiem pomig¢dzy przewodnos$ciami cieplnymi poszczegdlnych plynow
uzytych w analizie. Szczegotowego zestawienia wszystkich analizowanych przypadkéw
dokonano w tabeli 6.8. Warto w tym miejscu nadmienié, ze przypadek H odpowiada

rozwigzaniu zagadnienia odwrotnego z poprzedniego podrozdziatu (patrz rozdziat 6.3.5).
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Tabela 6.8. Zestawienie analizowanych przypadkéw

Liczba

Przypadek pomiaréw (ny) Rodzaje plynéw wypelniajacych przestrzen porowa
A 1 Powietrze (Af1)
B 1 Roztwor MEG™™ (A¢s)
C 1 Woda (Asg)
D 2 Roztwor MEG™ i woda (Ats; Ats)
E 2 Powietrze i woda (A1 Assg)
F 3 Powietrze, roztwor MEG'™ i woda (M 15 Mes; Aeg)
N 5 Powietrze, glikolzorlzonopropylenowy, roztwor MEG™, roztwoér
MEG”™ oraz woda (As1; Ars; Ats; Ai7s Arg)
H 8 Wszystkie ptyny analizowane w rozdziale 6.3.3 (At - Ats)

Rozwigzan, dla wyzej przedstawionych przypadkow, poszukiwano niezaleznie dla
dwoch schematéow  aproksymacyjnych — schematu Mori-Tanaki i  schematu
samouzgodnionego pola. Wartosci wspotczynnika przewodnosci cieplnej szkieletu
gruntowego przyjeto na podstawie analiz przeprowadzonych w poprzednim podrozdziale,
tj. 4=6.20Wm™ K™ dla schematu M-T oraz As=6.95Wm™K™ dla schematu S-C. Dla
kazdego przypadku (A —H) funkcje M® wyznaczono z wykorzystaniem techniki
regularyzacji 1 autorskiej metody okreslania optymalnej wartosci wspotczynnika u (,u*opt).
Poréwnania uzyskanych wynikéw dokonano na podstawie zmodyfikowanych wartosci Ep
okreslonych dla kazdego przypadku z osobna. Wprowadzona miara, okreslana dalej jako
Eps, niezaleznie od liczby punktow wykorzystanych do rozwigzania zagadnienia

odwrotnego zawsze odnosi si¢ do wszystkich o§miu punktéw pomiarowych, tj.:

2

Lo ZRU0aIMT @n-g(h) |
EDBZ_Z = :
813 g(}ﬁ‘,l) k=1

Tak zdefiniowana miara Epg (dana zaleznoscia (6.29)), dzieki wykorzystaniu za kazdym
razem wszystkich analizowanych punktow pomiarowych, zapewnia jej obiektywnos¢.
W tabeli 6.9 zestawiono uzyskane z analizy wartosci Epg. Tabelg uzupelniono réwniez
0 optymalne warto$ci wspotczynnikow regularyzacji ,u*opt. Jednoczesnie na rys. 6.81
i rys. 6.82 przedstawiono zidentyfikowane funkcje M®-4 dla schematu, odpowiednio, M-T
i1S-C. Z Kkolei predykcje makroskopowej przewodnosci cieplnej odpowiadajace

poszczegdlnym przypadkom obrazuje rys. 6.83. Na rysunku tym znacznikami w postaci
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okregdw zaznaczono te punktu pomiarowe, ktére w danym przypadku byly danymi, na
podstawie ktérych rozwigzywano zagadnienie odwrotne.
Analizujac uzyskane rezultaty mozna stwierdzié, ze:

e istnieje wplyw przyjecia liczby punktow pomiarowych oraz kontrastu pomigdzy
przewodnos$ciami cieplnymi ptynéw na jakos¢ predykcji makroskopowej
odpowiedzi materialowej (ten ostatni efekt wyraznie wida¢ porownujac wartosci
Eps dla przypadkow gdzie przyjeto te samg liczbe punktéw pomiarowych ale
0 r6znym kontrascie, np. przypadek D oraz E).

e jednoczesnie wptyw ten jest bardziej zauwazalny w przypadku schematu M-T
w poréwnaniu do analizy w ujeciu schematu S-C (we wszystkich przypadkach (A —
H) funkcje Epg dla schematu S-C sg tego samego rz¢du),

e im wigksza liczba punktéw pomiarowych oraz wigkszy kontrast pomigdzy
warto$ciami As tym lepsze rozwigzanie sformulowanego zagadnienia w sensie
predykcji makroskopowej przewodnosci cieplnej,

e w przypadku schematu M-T dla badanego osrodka gruntowego wykazano, ze
przyjecie juz nawet dwoch punktdow pomiarowych, ale o mozliwie najwigkszym
kontrascie A; (przypadek E), jest wystarczajace do zidentyfikowania M®%;
jednoczesnie dla schematu S-C nawet jeden dowolnie wybrany punkt zapewnia

satysfakcjonujace rozwigzanie.

Tabela 6.9. Uzyskane warto$ci Epg Oraz ,u*opt dla wszystkich analizowanych przypadkow w ujeciu
analitycznego schematu aproksymacyjnego M-T i S-C

Schemat M-T Schemat S-C
Przypadek - *
H=H opt Eps H=H opt Eps
A 1049 323.25 -10° 104% 15.62 -10°
B 103 81.09 -107 103% 14,55 -10°
C 103 115.17 -107 103 12.21 -10°
D 103 81.86 -107 1030 13.54 ‘103
E 1070 11.59 -10° 104 14.78 -10°
F 10 ~10 ‘103 104 ~10 -10°
G 10*% ~10 ‘103 104 ~10 -10°
H 10*% ~10 ‘103 107 ~10 -10°
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Rys. 6.83. Funkcja makroskopowej odpowiedzi materiatowej w ujeciu schematu M-T i S-C dla
przypadku: a) A, b) B,¢) C,d) D,e) E,f) F,g) Gorazh) H
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6.4. Podsumowanie

Podstawowe miary mikrostruktury, takiec jak prawdopodobienstwo n-punktowe,
funkcja prawdopodobienstwa odcinkowego czy kretos¢, dostarczajg wielu informacji
statystycznych o mikrostrukturze osrodka. W sposdb bezposredni dostarczaja informacji
0 udziale frakcyjnym poszczegolnych sktadnikéw mikrostruktury, ich wielko$ci, stopniu
»polaczenia”, czy droznosci przestrzeni porowej. W sposob posredni prowadzi¢ mogg
do wyznaczenia m.in. wielkosci REO o$rodka, szacowania jego wlasciwosci
makroskopowych, czy rekonstrukcji jego mikrostruktury.

Korzystajac z przedstawionych miar mikrostruktury pokazano jak skomplikowana
jest mikrostruktura naturalnego osrodka porowatego na przykladzie piasku $redniego
(MSa). Trojwymiarowa morfologic MSa otrzymano na podstawie zobrazowan
rentgenowskiej mikrotomografii komputerowej. Jednak tak jak pokazano w niniejszym
rozdziale otrzymany w ten sposob ,,rzeczywisty” obraz mikrostruktury jest jego pewna
rekonstrukcja, poniewaz jej efekt koncowy zalezy od zastosowanych algorytmow, uzytych
parametréw skanowania oraz filtrow. Ponadto uzycie odpowiednich filtréw nie jest
uniwersalne 1 moze by¢ zasadne tylko dla danego typu zagadnien. Dla przyktadu, uzycie
filtra watershed jest niezbedne przy okresleniu wielkosci czy ksztattow poszczegdlnych
ziaren o$rodkow granulowanych. Z kolei filtr ten nie ma znaczacego wplywu przy
okreslaniu funkcji prawdopodobienstwa dwu-punktowego oraz prawdopodobienstwa
odcinkowego. Jego uzycie natomiast jest wrecz niezasadne przy analizie przeplywu
np. strumienia ciepla, co pokazane zostalo na przyktadzie kretosci.

W niniejszym rozdziale dokonano réwniez weryfikacji sformutowanego zagadnienia
odwrotnego (patrz rozdziat 3) celem zidentyfikowania ekwiwalentnej mikrostruktury (M°®?)
dla wybranych mikrostruktur os$rodkow porowatych, w ujeciu dwoéch analitycznych
schematow aproksymacyjnych, tj. schematu M-T oraz S-C.

W rozdziale 6.2 zidentyfikowano funkcje M* dla cyfrowych reprezentacji
wybranych  mikrostruktur, dla ktorych funkcje makroskopowych odpowiedzi
materialowych okreslono w ramach obliczeniowej mikromechaniki. Na podstawie
wynikow przeprowadzonych analiz mozna stwierdzi¢, ze posta¢ ekwiwalentnej
mikrostruktury jest zalezna od przyjetego schematu aproksymacyjnego; dla schematu M-T
w wiekszosci przypadkéw uzyskuje sie ciagly rozklad gestosci prawdopodobienstwa,
podczas gdy schemat S-C identyfikuje dyskretne rodziny wtracen. W przypadku

mikrostruktury zobrazowanej w microCT oraz mikrostruktury losowej szachownicy oba
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schematy zidentyfikowaly ekwiwalentne mikrostruktury zapewniajgce niemal idealng
predykcje funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatlowej. Niemniej jednak, dla
mikrostruktur wygenerowanych wediug modelu Debye oraz Isinga rozwigzanie
zagadnienia odwrotnego tylko w ramach schematu M-T prowadzi do identyfikacji
mikrostruktury ekwiwalentnej, poniewaz schemat S-C nie zapewnia satysfakcjonujacej
predykcji funkcji F™™. Mozna zatem stwierdzié, ze schemat M-T jest bardziej uniwersalny
w porownaniu do schematu S-C. Nalezy to rozumie¢ w taki sposob, ze schemat S-C nie dla
kazdej mikrostruktury jest w stanie zapewni¢ satysfakcjonujaca predykcje funkcji
makroskopowej odpowiedzi materiatowe;.

W rozdziale 6.3 zidentyfikowano ekwiwalentng mikrostrukture dla rzeczywistego
osrodka gruntowego, tj. piasku $redniego, dla ktoérego funkcje makroskopowej odpowiedzi
okreslono, tym razem, w badaniach laboratoryjnych. Pokazano, ze dla obu uzytych
schematow aproksymacyjnych (M-T i S-C) uzyskano satysfakcjonujaca predykcje funkcji
F™™  Ponadto, przy identyfikacji ekwiwalentnej mikrostruktury piasku $redniego
skorzystano z techniki regularyzacji. Pokazano, ze autorska metoda wyznaczania warto$ci
optymalnego wspotczynnika regularyzacji, podobnie jak w zadaniach testowych, daje
lepsze rezultaty niz wspotczynnik regularyzacji okreslony w miejscu zatamania krzywej L.

Poprawne oszacowanie wartosci As dla osrodkéw gruntowych jest zadaniem
niezwykle trudnym. Wobec tego w rozdziale 6.3.5 zaproponowano autorskg metode
okreslania wspolczynnika przewodnosci cieplnej matrycy/szkieletu o$rodka porowatego.
Zaproponowana metoda polega na wyznaczeniu optymalnej pary ,,warto$¢ Asopr — funkcja
M*Y(O{Asopt})”, ktora spetnia zaleznosé (6.28). Przeprowadzone analizy wykazaly, ze
Asopt nalezy traktowac jako pewien parametr ekwiwalentny szkieletu osrodka porowatego,
ktéry stowarzyszony jest z danym schematem aproksymacyjnym. Niemniej jednak, dzigki
zaproponowanej metodzie mozliwe jest rozwigzanie zagadnienia odwrotnego teorii
homogenizacji na podstawie znajomosci jedynie porowatosci osrodka oraz jego funkcji
makroskopowej odpowiedzi. W konsekwencji nie jest konieczna znajomos$¢ przewodnosci
cieplnej matrycy/szkieletu osrodka porowatego do rozwigzania zagadnienia odwrotnego
sformutowanego w pracy.

W rozdziale 6.3.6 przeprowadzono rdéwniez analiz¢ wplywu dwoch istotnych
czynnikdw na jakos$¢ uzyskanego rozwigzania zagadnienia odwrotnego. Analizie poddano
wplyw liczby dyskretnych punktéw pomiarowych makroskopowej przewodnosci cieplnej
oraz wptyw kontrastu pomigdzy parametrami ptynéw wypekniajacych przestrzen porowa.

Pokazano, ze im wigksza liczba punktéw pomiarowych oraz wigkszy kontrast pomiedzy
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warto$ciami As tym lepsze rozwigzanie sformutowanego zagadnienia odwrotnego (w sensie
predykcji makroskopowej przewodnosci cieplnej). Pokazano rowniez, ze w przypadku
schematu M-T dla badanego osrodka gruntowego przyjecie nawet dwoch punktow
pomiarowych, ale o mozliwie najwigkszym kontrascie A5, jest wystarczajace do
zidentyfikowania M*. Jednocze$nie wykazano, ze dla schematu S-C nawet jeden dowolnie
wybrany punkt zapewnia satysfakcjonujace rozwigzanie. Nalezy wyraznie podkresli¢, ze
dwa ostatnie wnioski nie maja natury ogdlnej, a zostaly one sformutowane jedynie na
podstawie rozwazan dla jednego osrodka porowatego, tj. piasku Sredniego,
charakteryzujacego si¢ konkretng morfologiag mikrostruktury. Inne materialy o odmienne;j
mikrostrukturze moga wymagaé zastosowania innej, wiekszej, liczby punktow

pomiarowych.
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7. Tomograf cieplny

Rozwigzanie sformutowanego W niniejszej pracy zagadnienia odwrotnego teorii
homogenizacji wymaga znajomosci funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowe;.
Wartos$ci tej funkcji mozna uzyska¢ w badaniach laboratoryjnych poprzez sekwencyjne
nasycanie osrodka porowatego plynami o znanej przewodno$ci 1 Wwyznaczanie
odpowiadajacej jej makroskopowej przewodnosci cieplnej. W szczegdlnosci, w rozdziale
6.3.3 przedstawiono laboratoryjng procedur¢ wyznaczania wspomnianej funkcji dla
naturalnego osrodka gruntowego, tj. piasku $redniego. Zauwazmy, ze zaproponowana tam
procedura jest odpowiednia tylko dla osrodkow porowatych o wzglednie ,,duzej”
przestrzeni porowej. W przypadku innych materiatéw takich jak np. grunty drobnoziarniste
osiggnigcie stanu pelnej saturacji cieczami o lepkosci wigkszej niz woda (m.in. glikolem)
jest zadaniem niezwykle trudnym, a mozliwe, ze wrecz niewykonalnym. W takiej sytuacji
zdecydowanie bardziej praktyczne wydaje si¢ nasycanie osrodkow porowatych gazami.
Zastosowanie gazow jako medium nasycajacego osrodek porowaty pozwoliloby na
calkowite wypelnienie przestrzeni porowej osrodka i tym samym efektywne wyznaczenie

ich funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej (F™"

), ktora jak wspomniano juz
wczesniej, jest niezbedna do okreslenia ekwiwalentnej mikrostruktury (M®%).

Jak pokazano w rozdziale 6.3.6, najlepiej, aby o$rodek porowaty nasyca¢ ptynami
0 mozliwie duzym kontrascie parametrow. Udowodniono réwniez, ze znajomo$¢ az o$miu

Fmom

dyskretnych punktow pomiarowych funkcji nie jest konieczna, aby z zadowalajagcym

F™" na

btedem zrekonstruowaé M*. Wobec tego autor pracy proponuje okreslenie funkcji
podstawie znajomos$ci przewodnos$ci cieplnej o$rodka porowatego w pelni nasyconego
argonem, powietrzem, helem oraz, jezeli to mozliwe, wodg. Argon mozna rowniez zastgpic
dwutlenkiem wegla, ze wzgledu na zblizong warto$¢ ich wspotczynnikow przewodnosci
cieplnej. Orientacyjne wartosci wspotczynnikow przewodnosci cieplnej wybranych cieczy
oraz gaz6éw dla ci$nienia atmosferycznego i temperatury 25°C zestawiono w tabeli 7.1
(cztery ptyny proponowane do nasycania o$rodkéw porowatych w celu okreslenia F™"
oznaczono pogrubiong czcionka, gdzie dodatkowo kolorem czerwonym zaznaczono plyny
niewykorzystane w poprzedniej czesci pracy). Z kolei koncepcje zmiany rodzaju ptynow

wykorzystywanych do laboratoryjnego okreslania funkcji makroskopowej odpowiedzi
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przedstawiono na rys. 7.1. Niemniej jednak aby mozliwe byto nasycenie osrodka
porowatego gazem innym niz powietrze nalezatoby bada¢ przewodnos¢ cieplng osrodka

porowatego w odpowiednio zaprojektowanej szczelnej komorze.

Tabela 7.1. Orientacyjne wartosci wspotczynnikéw przewodnosci cieplnej wybranych cieczy oraz
gazow dla cisnienia atmosferycznego i temperatury 25°C

Lp. Plyn MW mtKY
1 Argon (Ar) / Dwutlenek wegla (CO,) 0.017/0.014
2 Powietrze (AIR) 0.025
3 Olej mineralny 5W30 (5W30) 0.141
4 Hel (He) 0.152
5 Glikol monopropylenowy (MPG) 0.200
6 Glikol monoetylenowy (MEG) 0.243
7 Roztwor glikolu monoetylenowego 70% (MEG™) 0.330
8 Roztwor glikolu monoetylenowego 40% (MEG*™) 0.405
9 Roztwor glikolu monoetylenowego 20% (MEG™ ™) 0.480
10 Woda destylowana (H,0) 0.603
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Rys. 7.1. Koncepcja zmiany rodzajow ptynow wykorzystywanych do laboratoryjnego okreslania
funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej

Powyzsze wnioski wynikajace bezposrednio z rozwazan zawartych w niniejszej
pracy staly sie motywacja do podjecia proby stworzenia projektu oraz prototypu
urzadzenia stuzacego do laboratoryjnego wyznaczania funkcji makroskopowej odpowiedzi
materiatowej osrodkow porowatych nasycanych zarowno cieczami jak i gazami. Jednym

Z wazniejszych elementow urzadzenia jest szczelna komora w ksztalcie walca ograniczona
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od dotu i od gory roéwnoleglymi pokrywami. Cato$¢ stanowi szczelng konstrukcje
umozliwiajaca zadawanie nadcisnienia badz podcisnienia dla ptynu (gazu badz cieczy)
wypelniajacego przestrzen porowg materialu umieszczonego wewnatrz komory. W §ciance
komory znajduje si¢ szczelna dtawica umozliwiajgca zainstalowanie sondy pomiarowej
TR-1 do badania przewodnosci cieplnej. Widok wykonanej komory wraz z zamocowana
sondag TR-1 przechodzaca przez dtawicg przedstawiono na rys. 7.2. W kazdej z podstaw
wykonane s3 podtaczenia, ktorymi podawane jest dowolne medium w fazie cieklej badz
gazowej, dla okreslonego stanu cisnienia badz podcisnienia. Zamontowane przy nich
manowakuometry umozliwiajg sprawdzenie, kiedy badany o$rodek zostanie w pelni
nasycony plynem o okreslonym ci$nieniu. Dno komory zostalo zaprojektowane w taki
sposob, aby W jej wnetrzu mozliwe byto umieszczenie wycigtej probki, bagdz wsypanie do
niej o$rodka sypkiego 0 $rednicy ziaren wigkszej niz 45 pm (mozliwe jest badanie
osrodkow sypkich o mniejszej srednicy ziaren po uprzednim umieszczeniu na dnie komory
odpowiednio dobranego kamienia porowego).

" :

Sonda TR-1
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Sitka 0 oczku 45%45 [um]

L

u

u

Rys. 7.2. Szczelna komora wraz z zamocowang sondg TR-1 przechodzaca przez szczelng dlawice
umieszczong w $ciance komory
Opisana powyzej komora uzupetniona jest o dodatkowe komponenty, m.in. miernik
KD2Pro, pompe proézniowa oraz butle z gazami technicznymi. Cato$¢ tworzy stanowisko

badawcze do okre$lenia funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatlowej osrodka
porowatego (patrz rys. 7.3).
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Rys. 7.3. Stanowisko badawcze do badania przewodnosci cieplnej osrodka porowatego w petni
nasyconego okreslonym plynem (ciecza lub gazem)

Wykorzystanie stanowiska badawczego w poflaczeniu z komputerem PC
i oprogramowaniem bazujagcym na teorii zawartej w niniejszej rozprawie, finalnie,
prowadzi do utworzenia urzadzenia, ktére autor, poprzez analogi¢ do mikrotomografii
komputerowej, proponuje okresla¢ mianem ,tomografu cieplnego” (rys. 7.4).
W przypadku tomografii komputerowej dokonuje si¢ rekonstrukcji - rzeczywistej
mikrostruktury materiatu. Zaproponowane tutaj urzadzenie, tzw. tomograf cieplny,
prowadzi do identyfikacji ekwiwalentnej mikrostruktury dla rzeczywistych osrodkow
porowatych w ujeciu analitycznych schematéw aproksymacyjnych, tj. schematu

Mori-Tanaki oraz samouzgodnionego pola.
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Rys. 7.4. ,,Tomograf cieplny” — prototyp urzadzenia do okreslania funkcji ekwiwalentnej
mikrostruktury (M°®%) oérodkéw porowatych
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8. Podsumowanie

W zasadnicze] czeSci pracy szczegOtowe wnioski wynikajace z  wnikliwych
rozwazan teoretycznych oraz analiz zaprezentowano na koncu kazdego rozdziatu (patrz
rozdziat 2.4, 3.3, 4.4, 5.3, oraz 6.4). Wobec tego, w niniejszym rozdziale prezentuje si¢ juz
tylko najwazniejsze rezultaty, osiggnigcia oraz wnioski plyngce z rozwazan i analiz
zawartych w niniejszej pracy.

W pracy sformutowane zostalo zagadnienie odwrotne teorii homogenizacji
prowadzace do wyznaczenia ekwiwalentnej mikrostruktury (uproszczonej wzgledem
mikrostruktury rzeczywistej) osrodka porowatego. Ekwiwalentna mikrostruktura
rozumiana jest w taki sposob, ze prowadzi do takiej odpowiedzi makroskopowej
rozwazanego osrodka, w szczegdlnosci makroskopowej przewodnos$ci cieplnej, jak jego
mikrostruktura rzeczywista i jest niezmiennicza wzgledem przewodnosci cieplnej ptynu
wypehiajacego przestrzen porowa tego osrodka. Ekwiwalentng mikrostrukture
zapostulowano w postaci ciaglej matrycy i przestrzeni porowej modelowanej wtraceniami
sferoidalnymi, przy czym rozktad ksztattu wtracen opisany jest przez funkcje gestosci
prawdopodobienstwa nazwang funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury (M*(8)).

Wyznaczenia funkcji M*!(6) dokonano w ramach dwoch schematéw analitycznych,
tj. schematu aproksymacyjnego Mori-Tanaki oraz schematu samouzgodnionego pola.
Wykazano, ze w ujeciu obu schematéw, zagadnienie odwrotne mozna sprowadzi¢ do
postaci liniowego rownania Fredholma I-go rodzaju (3.11) z dodatkowymi ograniczeniami
(3.12). W celu jego rozwigzania (znalezienia funkcji M*(#)) skorzystano z procedury
stochastycznej optymalizacji symulowanego wyzarzania, ktorej zmodyfikowany algorytm
przedstawiono w rozdziale 4.2. Efektywno$¢ oraz poprawno$¢ zaproponowanej procedury
zweryfikowano w rozdziale 4.3.

W rozdziale 5 pokazano, ze zagadnienie odwrotne teorii homogenizacji jest
niestabilne (zle uwarunkowane w sensic Hadamarda), poniewaz niewielkie btedy
w danych wejsciowych implikuja duze zmiany w rozwigzaniu. Wobec tego w celu
ustabilizowania rozwigzania skorzystano z techniki regularyzacji Tichonowa. Analiza
licznych przykladéw dowiodla, iz zastosowanie standardowej procedury okreslania
optymalnej wartosci wspotczynnika regularyzacji (uopt) w miejscu zatamania krzywej L
(Hansen & O’Leary, 1993) nie przynosi zadowalajacych rezultatow (patrz rozdziat 5.2.2).
Wobec tego, w rozdziale 5.2.3 przedstawiono autorskg procedure wyznaczenia najbardziej
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optymalnej wartosci  wspotczynnika regularyzacji (,u*opt). Tak  zdefiniowana,
zmodyfikowana wartos¢ wspotczynnika regularyzacji gwarantuje mozliwie najbardziej
stabilne rozwigzanie, M®%, jednocze$nie nie przekraczajace zatozonego btedu dla predykceji
makroskopowej przewodnosci cieplnej osrodka.

Sformutowang w pracy procedure zaaplikowano do wyznaczenia funkcji M®*(6)
cyfrowych reprezentacji wybranych mikrostruktur. Pokazano, ze posta¢ ekwiwalentnej
mikrostruktury jest zalezna od przyjetego schematu aproksymacyjnego. Ponadto, schemat
M-T okazal si¢ bardziej uniwersalny w porownaniu do schematu S-C, poniewaz schemat
S-C nie dla kazdej mikrostruktury jest w stanie zapewni¢ satysfakcjonujgcg predykcje
funkcji makroskopowej odpowiedzi materialowej. Sformulowana w niniejszej pracy
procedure zaimplementowano réwniez do wyznaczenia ekwiwalentnej mikrostruktury
rzeczywistego osrodka porowatego — osrodka gruntowego. Pokazano, ze niezaleznie od
uzytego schematu aproksymacyjnego (Mori-Tanaki badz samouzgodnionego pola),
wykorzystanie ekwiwalentnej mikrostruktury zapewnia satysfakcjonujaca predykcje
funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowe;.

Do rozwigzania zagadnienia odwrotnego teorii homogenizacji niezbedna jest
informacja na temat funkcji makroskopowej odpowiedzi materiatowej, porowatosci oraz
wspoélczynnika przewodnosci cieplnej matrycy/szkieletu (4s). Niemniej jednak poprawne
oszacowanie wartos$ci As dla osrodkow gruntowych jest zadaniem niezwykle trudnym.
Wobec tego w pracy sformutowano autorskg metode oceny wartosci wspotczynnika
przewodnosci  cieplnej  szkieletu o$rodka porowatego (patrz  rozdziat 6.3.5).
W konsekwencji, do rozwigzania zagadnienia odwrotnego identyfikacji ekwiwalentnej
mikrostruktury, nie jest konieczna znajomos$¢ przewodnosci cieplnej matrycy/szkieletu
osrodka porowatego.

Sformutowana w pracy funkcja ekwiwalentnej mikrostruktury identyfikowana jest na
podstawie znajomosci Sekwencji/zbioru makroskopowych przewodnosci cieplnych,
tj. A°™(1). Funkcja ta nazywana jest w pracy funkcja makroskopowej odpowiedzi

Fmom

materiatowej ( ). Jej wartosci uzyska¢ mozna poprzez badania laboratoryjne lub na

podstawie symulacji numerycznych bazujac np. na morfologii mikrostruktury uzyskanej
z mikrotomografu komputerowego (microCT). Laboratoryjna procedure wyznaczania F™°"
dla naturalnego osrodka gruntowego, tj. piasku $redniego przedstawiono w rozdziale 6.3.3.
Na podstawie rozwazan teoretycznych zawartych w pracy stworzono przyrzad stuzacy do

laboratoryjnego wyznaczania funkcji F™"

osrodkow porowatych poprzez nasycanie ich,
w gléwnej mierze, gazami. Urzadzenie, ktore stworzono w ramach realizacji pracy

doktorskiej zaprezentowano w rozdziale 7.
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Bazujac na analizach przedstawionych w niniejszej pracy sformutowa¢ mozna

nastgpujaca ,,instrukcj¢” prowadzaca do stworzenia prostego modelu do szacowania

makroskopowej przewodnosci cieplnej osrodkdéw porowatych:

poprzez badania laboratoryjne okresl porowato$¢ (¢r) osrodka (rozdziat 6.1.1),
korzystajac z utworzonego stanowiska badawczego przedstawionego w rozdziale 7
wyznacz funkcj¢ makroskopowej odpowiedzi materialowej poprzez sekwencyjne
nasycanie badanego osrodka ptynami, np. argonem, powietrzem, helem oraz, jezeli
to mozliwe i1 konieczne, woda,

rozwiaz zagadnienie odwrotne teorii homogenizacji sformulowane w pracy
(W ujeciu  schematu Mori-Tanaki badZz samouzgodnionego pola) iwyznacz
optymalna pare¢: wspolczynnik przewodnosci cieplnej szkieletu/matrycy (Asopt) Oraz
funkcje ekwiwalentnej mikrostruktury M*Y(0{Asopt}), ktora spelia zalezno$é
(6.28),

skorzystaj z uzyskanej funkcji ekwiwalentnej mikrostruktury jako modelu do
szacowania efektywnego wspoétczynnika przewodnoséci cieplnej dla dowolnej
cieczy lub gazu wypelniajacego przestrzen porowa osrodka rozwigzujac
zagadnienie bezposrednie teorii homogenizacji korzystajac z  prostego
analitycznego  schematu  aproksymacyjnego  (schemat Mori-Tanaki  lub

samouzgodnionego pola).
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